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Zawdzieczamy Pringsheimowi?) kryteryum, dajgce warunki
konieczne i dostateczne na to, aby funkeya f(x) zmiennej rzeczywistej @
dada sie rozwingé na szereg Taylora w otoczeniu wartosci @ w prze-
dziale (a, a---R). Jest mianowicie koniecznem i dostatecznem, aby funkcya
{ (x) miala w przedziale tym pochodne wszystkich rzedéw, w punkcie za$ a
tylko pochodne po stronie prawej albo lewej, stosownie do tego, czy R jest
dodatnie czy ujemne, i aby nadto reszta Cauchy’ego

B (1) = 2L @t oy

dazyla jednostajnie do zera, gdy » dazy do nieskoficzonosci, dla
wszystkich wartoSel dwoch zmiennych % i 6., czynigeych zadosé (dla
R > 0) nieréwnosei:

0Kh<R, 00 <1,
Nic podobnego nie ma miejsca dla funkeyj wigkszej liczby zmiennych.

Powéd tego tkwi w sposobie, jakim dla tych funkeyj otrzymuje sie rozwi-
nigeie Taylora. W samej rzeczy niechaj:

) Poréw. A. Pringsheim ,,Zum Taylor’schen Lehrsatz®, Math. Aun. 44, str. 73
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bedzie szeregiem n-krotnym Taylora dla funkeyl f(wy,@,,..., %)
n zmiennych y, 7 ,..,2n W punkcie a==(a,d,..., a). Postgpowanie zwy-
kte, przy pomocy ktérego otrzymuje sie rozwinieeie funkeyi f(zy, 2y, .., 2w)
naszereg T aylora, polega na szukaniu sumy szeregu pojedynczego

(B)  otu—fouy .. ot ..,

ktory otrzymujemy z szeregu wielokrotnego (E), Yaczgc w jedno u,, wszystkie
te wyrazy, dla ktérych suma skaznikow g 4 o ... un ma jedne i tg
samyg wartosé m, t.]. biorae:

1 [ Qurt skt F
= S T
T e gyl oo el O 0yt dayn

My ot tiy=m

! (=) (ag—tig ) ... (on=—t1n) s

ktorekolwiek ze zwyklych wyrazen na reszte wyraza w istocie réznicg
pomiedzy funkeys f(z, %, ,...,%,) asums pierwszych m wyrazow szeregu
pojedyhczego (E,), wyzej okreslonego.

Otoz jest w tem co§ niezupelnego. Przypomnijmy sobie, W samej
rzeczy, ze jezeli damy sobie szereg n-krotny, t.j. taki, ktérego wyrazy za-
lezg od n skaznikéw, mianowicie: )

Z Qi z. ..y @i =1,2 ey §=1,2 pm#)

Ay Uy e oy

to szereg taki nazywamy zbiezn ym, gdy suma Sm, m,,.. m, jego pierw-
szych my,my ... m, wyrazow, dla ktérych zatem jest:

1< mm (=12 ynt)

dgzy do granicy oznaczonej i skonczonej S, do sumy szeregu, gdy
wszystkie skainiki m; dgig razem do nieskoficzono$ei, niezaleznie jeden

1 Przez symbol § I Jo Tub | f fnb P oznaczaé bedziemy funkeye f (2, @y yoory ¥n)
w punkeie (ay, s ..., an); nadto, jezeli i,, iy ,.., in jest pewng proemiang skaznilkéw 1,2 ..,
przez gymbol { 7 laiy aiﬂ,._.,a,-nrozumieé bedziemy wartodé, jaks prayjmuje funkeya f(2;, 2gyyin)
dla 4, == G,y Tiy= 0y yoony Liyy == Ui, Lo
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od drugiego. T¢ wige sume S, m,....,., halezy zbadaé, gdy idzie o rozwaze-
nie danego szeregu n-krotnego w calej ogdlnogei.

Zbadanie w takiem znaczeniu ogdlnem szeregu wielokrotnege (E)
Taylora dla funkeyi f (o, 2;,...,m) jest zadaniem pracy niniejszej.
Podaje w niej mianowicie wzor, wyrazajaey roznice pomiedzy wartoseia
funkeyi f(z, 2y, ..., o) a sumg 3 pierwszych (m 1) . .. (m,—-1) wyrazow

Higy Mg ooy My
szeregu wielokrotnego (E) (dla ktéryeh 0 < g < w,) przy pomocy dwéeh
catek rdznej wielokrotnosci, rozeiagnietych na pewne fuukceye, wypro-
wadzone z funkeyi danej za pomoca okreslonego prawa. Wzor ten, procz
tego, daje moznosé rozciagniecia na funkeye wieln zmiennych, w znaczenin
ogdlnem, dopiero co okreslonem, form reszt-Schlomileha i Rochea,
Lagrangea i Cauchy'ego, gdzie powtarzaja sie z niewielkiemi zmia-
nami rozwazania Pringsheima, dotyczace funkcyj jednej zmiennej.
‘Wzér nasz prowadzi do kryteryum koniecznego i dostatecznego
na rozwijalno§é funkeyi f (a2, «s,...,%:) » zmiennych rzeczywistych na
szereg n-krotny Taylora, gdy zalozymy zarazem warunek zbiez-
nosci bezwzglednej!) tego szeregu wrozwazanym obsza-
rze. Ten ostatni warnnek (ktéry dla funkcyi jednej zmiennej rzeczywistej
wynika, na mocy znanego twierdzenia o pojedyfezych szeregach potegowyel,
z samej zbieznosei szeregu) narzuca nietylko sama metoda dowodzenia, lecz
jest on takze konieczny, jezell szereg (E) ma bLy¢ zbiezny bezwarun-
kowo w swym obszarze zbieznodci, aby tedy przedstawial w nim funkcye
f (@, %y, ), Dez wzgleduna sposdh, wiaki wyrazyjego
sguporzgdkowaneizlagczone, a zatem w szczegblnosei, gdy za-
chownjemy zwykle postepowanie, stuzace do otrzymywania wzoru Taylora.
‘Wzor, o ktérym méwimy, zawiera sie wreszcie we wzorze analogicz-
nym, ogélniejszym, z ktérego wyplywa interesujgea wlasno§é szeregodw
wielokrotnych (rzeczywistych) Taylora ?).

1. Wiadomo (i dowodzi sie bardzo prosto), Ze przy znanych zaloze-
niach, ktérych nie ma potrzeby tu przypominaé, wzér Taylora dla funkeyi
f(x) jednej zmiennej napisa¢ mozna w ten sposb:

1y Poréw. A. Pringsheim,Zur Theorie der Doppelreihen™ Minchener Berichte.
1897, Heft I, str. 101 1 nast.

?) Of. Niccoletti. Sulle serie doppie di Taylor (Rendiconti della Accademia
des Lincei 16, VL. 1901). Sulla formola di Taylor (Annali di Matematica 8, str. 83 i nast.),
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@) =1 (@) @—a) f (). L2 (2™ )" o (- L [(xl-x)mf("‘+1)(x)dx TLecz na mocy wzort (1), gdy w nim polozymy f (@)= (ry), bedziemy mieli:

m|
a“—x“ o= @ (zy R 16
&) . Z (o) (28O ) gt f ooy 22D 4
o5 —Lg) P 1
= 2 L._Y.Q_ feo (20) + Wf(ml — @) fortD) () da , ) :
i e ’ Po podstawieniu do poprzedzag@cego, otrzymamy wzor:
gdzie r eszta R, dana jest przez calke pojedyhczs: _ X (& —m)* (Y—Yo)” | 0"'“‘7’(-7' Y) }
. 3) @ (21y1) = Z' P 0w oy ;}y—: Bpn,
1 1
@ R”‘:W f (& — o)™ [t (o) deo . gdzie: i
£
. 3 1 ()m-{—l @ (.l-y) 1 R dn+1 tp(my) }
Gdy do tej calki zastosujemy odpowiednio twierdzenie o wartosci Sreduiej, B = f @) { Ozm+1 x+ f W y) oyt xc.lyy
otrzymamy odrazn znane wyrazenie reszt Schlémilcha i Roche'a €))]
LagrangeaiCauchyego?). - ! S frge
- ' . [ f(-’” —2)" (—y)" IR e (@) dx dy
2. Niechaj bedzie @ (zy) funkeya dwoch zmiennych rzeczywistych  mind ' ' gt gyt ‘
’ oo Ta Y

skoficzona i ciggla, wraz z pochodnemi, ktére mamy rozwazaé dla

T L2 L %y, Yo <Y < Yy polézimy we wzorze (1): 3. Aby widzieé najprosciej, w jaki sposéb wzér ten mozna rozciggnaé na

funkeye o jakiejkolwiek liezby zmiennych, Wprowadzmymektére widoezne sa-
me przez sig zmiany W znakowaniu, .. napiszmy szeregi (1)i(8) w ten sposob:

1 J —a Y o v 1
F@) =g (2y,) y— o){  (xy) }+ + (v, 1/()) { o a fxﬂ) \ %‘_ [ (V)" 0 —;yfify) &y
a fb)= X —ﬂl)"”L o {f(‘11) f(b —x)m i (2) dz

da,™ bl——a mY

Z (y‘—yo)' {0’90(%1/) f (o — 2 P o (2y) dy

0_/' n+1

(by—a )+ (by—ay)*tt  omt» { £ (ay @) }
(

. . " o o :
t. Jlé na mocy tegoz wzoru (1), w ktérym zmieniono fna ¢, m na », x nay, @39 Flib)= m! n! da{"da;‘ b, —a,) (by—us)
potézmy: 3

af W ) f f(bl y)
mAp1 1\ 737 9 n+1 k]
F@) = (o). +in f ) PRI Wt (S 9
Bedzie: - i o)
" Lk xy
mYn'f f(b T ) (b _y) Dot 0y,,+1 Cl&ﬂdy

o — v s
@ ()= Z 2( '}:faﬂf” ,f:l E"ZZ(:'—%) +5 f @ x)’"{%“jﬂ}dx

Wprowadzmy jeszeze symbole dzialtai:
(hy—a)" o { f(a)\

" ont+ Ly —Ir, e [ Qe ! —
+ nlf(yl v) c)y'+1I >;‘( ,u!r ) ( @ (xy) Ly} ay . \ D f(a)="——; o \b—a, )’
[ * !

du
( B {0) = [ G " @) e 5

') Peréw. Genocchi-Peano, Caleolo infinitesimale, str, 232.
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i w przypadku dwoch zmiennych niezaleznych polézmy:

R O R R

\ ) 7} b,—a n! '
() ¢
Oy

Przy pomocy tych symboli wzory (1*) i (8%) napiszemy tak:

(1#%) Dyf(w)=(1—E) f(h),
(3%%) Dy Dy f(ay ag) = (1—Ey) (1—E3) [ (0, by) .

W tych wzorach strony drugie maja 6dp0wieduio takie znaczenia:

(1—E) f () =1 (b)— B (0,
(1“E) (A—=Ey) £ (b, by) = (by b)—E, [ (b, by)—E, fb O)+E, By f(by 0,) .

Z wzorbw (1¥¥) i (3%%) otrzymujemy odrazu przez indukcye wzoér ogélny,
ktory cheielismy wyprowadzié. Niechaj f (i, %y, ..,%.) bedzie fankeys
zmiennych rzeczywistych oy, 2, , ..., 2,, ktéra w obszarze, okres§lonym przez
nieréwnosei

. a, L 2 L by (G=1,2 )

Jest skonezona, ciggla i posiada te pochodne, ktére mamy rozwazaé. Polézmy:

1. f(.‘l‘h.’,(}? 10 van) =f(xl1m2 10 SC,;)

D:f (35'1 i1y Oy Eify ,..:l’:‘u) =

) M ] P U S ) |
m" du™ { b—a; I
Q)]
0m,+1 f(“'x m,,,) Z

b
E: f (@001, bgy Tigr...20) = L j (bi—a)™ Jzme +1

myl .

a;

#=1,2,.,%)
Na podstawie twierdzefi o odwracaniu porzadku rézniczkowania oraz
porzgdku rozniczkowania .1 calkowania pod znakiem 'calkowym, symbole
D: i Ey bedg po dwa wzajemnie przemienne dla 7 =k /.
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Przy tych oznaczeniach zachodzié bedzie wzér:

) DiDy... Duf(aay.. a)=(1—E)(1—E)... . (1—Eu)f(bbs...n),

gdzie znaczenie dwoch iloczynéw symbolicznych zostalo wyzej wyjasnione.

Poniewaz wzér (8) zachodzi dla n =1, 2, dowiedziemy przeto jego
ogblnosel, gdy zatozywszy, ze jest prawdziwy dla pewnej wartosei », ckazemy
7e jest prawdziwy i dla n-1. "W tem zalozeniu zamiast f(x, %, ,..., Zn) pod-
stawmy po obu stronach wzoru (8) odpowiednio:

Datr (@5 .,y Goia) = (B [ (51 2 -, bui)
(jest to ré6wnosé na mocy wzoru (1%¥)); na podstawie przemiennosci symboli
D i E o skaznikach réznych mieé bedziemy:
D, Oy Du Dy (0480, s Gags)=(1—Ey) A—E,).. (1—E.) (1—Ept1) { (b1 bayeeribn b 1),
t.]. tenze wzor (8), w ktorym zamiast # wzigto n4-1. Wzér ten wigc jest
ogolny.

Nie stosujge symboli, tak uzytecznych w dowodzeniu, napiszmy wy-
raznie wzor (8); quzie to wlasnie wzér, ktéry cheieliSmy otrzymaé:

My

[ gucsatetis f e (Ve (] g
(9) F(b,. b,,)_z 2# T y.vwxlux T ax»}(’l ) (o) .. (by—ai)

+ By
gdzie:
gmitl f
(10) B = 2, [ (i)™ { o;ﬁ: }mr, )
. ,.l AN
0m,-’+m,-= 2f
b , (by— {——-———} det, da
mh! m,,! f f & w,) b (D) Oz 41 it [ (g, o Laf, o
(fyda) [N in
b, by,
i torkmitE
— 1)k [y ,.b-—x,""{—.———~—~—}d:c-...dx
+D 2 my). "lgk f f e e Oz L 0y iyt (a:,-l.:zikbi' o
(fyly) 5, Gy 1 (o
+ . . B
b b by
()Eim +nf
—+ (1)t II; (bi— day dog .. . d7y .
'( 1) ml‘m? /‘[ / b T‘ 037 it l)a”nm"'i_l}(z..‘«'t:-{. zz) o
@y da
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W tym wzorze (10) symbol S oznacza, ze suma rozcigga sie na wszyst-
Gy i)

kie kombinacye klasy % skaznikéw 1,2..7, a w kazdem z wyrazen sumy

0znacza (fgq ... 1a) kombinacye dopelniajaca (klasy #—Fk) wzgledem kombi-

nacyi (4 4 ... 4x).

4. Z wzordw (9) i (10) widzimy, ze reszta R, ... m, Wyraza, jak powie-
dzieliSmy wyzej, przy pomocy sumy dwéch calek, réznice pomiedzy wartoscis
funkeyi f (%, %, ... %) W punkeie (b;5,...5,) & sumg Ep,m, .. m,pierwszych
(my+1) (mg-1) . .. (ma-1) wyrazéw odpowiedniego szeregu Taylor a:

® 5,

Utworzy¢ sobie mozna jasne pojecie o formie reszty R, m, .. my, StOSUjge
Jezyk geometryi wielowymiarowej. Uwazajmy 2,2, ... z» jako spélrzedne
kartezyahskie punktu przestrzeni n-wymiarowej S, i weZmy w niej réwno-
legloscian z-wymiarowy o Scianach réwnoleglych do nadplaszezyzn spolrzed-
nych, ktérego dwa wierzeholki przeciwlegle znajdujg sie w punktach
(a1, 85 ... @), (byy by ... 04). Z wzoru (10) wynika wtedy bezposrednio, ze reszta
By, ..m, jest réwna sumie calek okreslonych, rozpostartych na wszystkie
przestrzenie Sy (k==1, 2 ... n) tego rownolegloscianu, ktére obejmuja wierz-
chotek & b, ... b 1 wzigte dodatnio lub ujemnie, stosownie do tego, ezy k&
~ jest parzyste czy nie parzyste; dla kazdej z tych calek funkcya pod znakiem

{ gurtpatoteg )

YR 02,5 02,5, 0%y n j (by=ay) (Dy—ay )™ .. (ba—ay)5n .

catkowym jest zupeinie okreslona przez wartosel funkeyi f(z, ;. .., na
rozmaitoci Sk, na ktérej rozpostarta jest calka.
5. Z wzoréw (9) 1 (10) wyptywajs wnioski godne uwagi. Polézmy

we wzorze (10):

b b, . -
am,-’+..‘+m¢k+k f
a, u,-k (@, m’k biH..l

a wtedy wz6r (10) przybierze postaé:”

(12) Bmm,. mn—Z(—~1)"‘1EA-u, "

(uaeeip)
Jezeli kazdy z wyktadnik 6w my, rozklada sig na sume dwoch
(13)

=l A,
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Wb, )

Ay

(11%)

A 2 1S
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(gdzie ,;5.2"‘1:)> 0), wtedy calke k-krotny 4,,..; wmoina takie napisaé
W postaci:

li’)

g, i
T ) ) f f (ba—a)

04, et m;k+k f
0%;’:{1 +1 P Ox”,';k+1

liwnaiy)
(R

Guip)

byt (be—2iy)

e 0
(e gy by by
a stosujge wielokrotnie twierdzenie o wartosci Sredniej, jeszeze tak:

(Fseen) ) (heoig)
(18, bespymi—rs 1 (18, Gy gy bt

iy = Mgl . . M) e i) (i—ag)mit.. (bg—ag st
Ty i
mich-ctmy bk
dzgmitL . Oyt i
(eig=aiph; O a, Wby i)
N (Eél: < k) e

‘Wirazenie to, podstawione we wzér (12), daje forme reszty Schld-
milcha i Roche'a. We wzorze (11%) ﬂg‘; -1 sy wielkogei, zawarte po-

miedzy zerem a jednoscia; 0 < 65.‘;-" W<1. Jezeli we wzorach (11%)1i(12)
uczynimy yﬁ:‘:---"k’———m;e -+ 1, otrzymamy forme reszty Lagrange’a:

” . ([),“-—a!})m'ﬂ- 1..-(bik—aik)m‘k+1
i My aue Mgy = ( 1)’[_1

d el mi~1)1 ... (1)
” 2 2 G I G

gmitmicttmi f
(]ﬁf"”!‘-"'l 692;',’""3""1 033{1.”' "1;+1 G p)

(=g, + 04, By
e=1,2

a, % b,]_H
l

Jezeli w tych wzorach nezynimy wszystkie liczby ,u{.‘----"k' réwnemi jednosei,
e

otrzymamy forme reszty Caunchy'ego:

(l—ﬂz}{i‘"'ih‘))m’-&
m,;! ..

(1—“6{‘.”‘“ iRy
L)

(bs—au yrict |,
()
Qe ok f‘
 Om L Gy o)
('iE:”iﬂ+ﬂ‘ (b‘e—ui ) bik+1"“b")
(@=1,2..%)
Prace mat-figycz., t. XIV. 14
(209)
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Jezeli w tym ostatnim wzorze potozymy b,—eza,-g—}—hfg, to przyjmie on postaé:

0, Gy mg, (LB urip Y

Loyl

).

» .
, (1
T N )
1 (,0dy)
(15%)
()mf‘—}-mi;}—...—}»mi lx+k f
R RN BRI e

} ﬁilﬂzu,ﬂ'»l Jugmactt ki]f"'/:'*'l )

(e g .
(zl«e::t;g-}—ﬂfg h,-g; ”‘}1—1’*‘”"}‘-{—1 g by )
e=12...%)

6. Ta forma reszty jest szczegolnie wazna. Prowadzi ona do wspo-
mnianego wyzej kryteryum Pringsheima, dotyczacego rozwijalnose
funkeyi f(z,x, ... x,) na szereg n-krotny Taylora. ;

Dajmy, ze mamy:

L1 Jertot ity f
PR T Sy A N A

(16) f(r-Hhymtth) = } B b
0.

«
dla wszystkich wartoSei /iy , ..., ki, czynigeych zado$é nieréwnoSciom:

(17) 0L << Ry, (=1, ey )
oraz ze dla tyeh wartodei %, szereg po stronie drugiej jest bezwzglednie
zbiezny t.J., Ze jest zbiezny szereg wartosei bezwzglednyeh jego wyrazow.
Dla tyeh to wartoSel 4; wolno wtedy (a dowodzi sie to podobnie jak dla sze-
regdw potegowych o jednej tylko zmiennej) rézniczkowad szereg wyraz po
wyrazie, ile razy cheemy, i kazdy z szeregéw pochodnych bedzie tez bez-
wzglednie zbiezny w obszarze zhieznosei szeregu danego.

Niechaj 7,7, ...7, bedg liczby calkowite doda‘ﬁnie, nie wylaczajac
1 zera, zreszty dowolne; polézmy wraz z Pringsheimem:

Prywry (al +77‘! PR ,an+hn)
(18 & o0

B Z z 1 Qattin f T s
S () )| GG |

C byt ;

{roTasne Ty =0,1,2..)

bedzie @y, .., (@ +% ..., G+ hy,) funkeyg » zmiennych 2, = Ry v=1,00)
skofiezong i ciggly wraz ze wszystkiemi swojemi pochoduemi w obszarze,
okreflonym przez nieréwnosei (17). Nadto, jak atwo widzied, funkeya ta
posiada nastepujgee wlasnosei:

(210

icm

0 WZORZE TAYLORA. 11
@ Qurrtet = g, (B T) | omtectm f
(@ Oy 7 .. OgPa—Tn T gt L O, Fn
13 4

 Proboyretsrgta, (B Ty . Ta)
: ) ovtetetin g o (@ 2y @) it dTag (@ L T)
(: = - =

0,% 0% . . . 0%y'n

(19):

02,7 057 . . . O%a™s
{ryss=10,1,2 ..)
dretrebctry £

02,7 02,™... 0ic™ < Pruver,y (712 )

' (e)

Polozmy :

(=1, 2 vy 7)

(20) o=l I

gdzie X 1" sy liczhy dodatnie, nie wylaczajge zera; na zasadzie wzoru
(19, a) bedzie:

Provery @i+ 1) = Pryr,, (G + B

Z
-ty [,L]! o /,Ln'
. ;

Jezeli w tym szeregu n-krotnym rozwiniemy wezystkie dwumif@ny (h’.-‘—]—'h",-)."f
i zhaczymy wyrazy, zawierajgce tg samg potgge l.icz.b R"; (co jest mozhwen'l,
poniewaz ten szereg ma wszystkie wyrazy dodatnie, jest zatem bezwzglednie
zbiezny), Wiedy z (19, b) bedziemy mieli:

Jecktin g,

0x P ... 0ZgPn

} (WY . (W)

o 1 Qttien Pryary T e B o
21 _—— (Z'*l-h’ +h"i = { n ; 1 e gy,
G @rour, (@ o ) ;’“'""” Pl il | 0T O @+

dla wszystkich wartosei &', 2", okreflonych przez nieréwnoscl:

(22) 0L e Wi+ by =12 )
i dla tych wartogei 7, B; szereg (21) jest jeszeze .bezwzglgd‘nje zbiezny.
Poniewaz nadto wszystkie jego wyrazy sg dqdatple i ’S\.lmifz 1c]3'3est funkeya
skonczong i ciggla wielkodel hy, a wige i melkqscl Wiyl w Pbszarz.e,
okreslonym przez nieréwnosei (22), przeto, na zasadzie znanego twlerdzema

(211
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o szeregach z wyrazami zmiennemi !), szereg bedzie w tym obszarze j e dno-
stajnie zbiezny. Jezeli zatem weimiemy liczbe o dodatnia i dowolnie
maly, bedziemy mogli znalesé n liczb m; (i=1,.,%) (bedaeych w ogtle
funkeyami skaznikéw r, ... 7,) takich, Ze gdy pmy > mi (¢ =1 .., %), resata
R, ..., szeregu (21) bedzie mniejsza od o, a poniewaz wszystkie wyrazy
reszty Ry, .. u, sa dodatnie, bedzie a fortiori:

Ottty [

Lo il (| OmyPs. .. O%yPn
pale fin ! " (@i W)
a wige takze, na mocy wzoru (19, a, ¢):
Jectrotectigtry
1 l i f ,h" W <0 ,

il | Ogtre Ozt | e
@'+ 3')

dla wszystkich ukladéw wartosei (calkowitych) gy .., pa, KtOre czynisg
zado§é przynajmniej jednej znier6wnodci:

My > (=1 i)

Polézmy teraz:

@2%  HWi=hb, Mi=hnl—08); 0<06<l, 0Lh<<R; (=1,.m
dla wszystkich wartodei %, 6, przez te wzory (22%) okreslonych, bedzie:

(1—0,)% ... (1—8,)
sl !

Qbwtretotpcten f |
" a
Oyt Ogbntrn | Byt Bt o,
(2;+ 85 8;)

a mnozac przez hy™t...h, s i oznaczajac przez ¢ liczbe dowolnie mals,
otrzymamy :

5 (1—06)" ... (1—0,)%s
23) ]

Quutrettptyebry f J

O ptrs | Orpfatra |
(a0, h;)

hytrs | it <oy .

7. Niechaj (4,4 ... ix) bedzie jakakolwiek kombinacys klasy k (1<k<n)
liezb 1,2 ... 3 (441 ... i) kombinacys dopelniajges; potézmy we wzorze (23):

1) Patrz np. Dini, Fondamenti par la teorica.., str. 110.

(212)
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Ti, = Vi==.. .=7‘1L_:1 5 I“ik+1 =r,»k+1:: P =‘u,-n=7‘,-"=0 ,
8, = B; ey By =.. . .=0,=1,

{e==1,2... k)
a otrzymamy wzlr:

it bE f

(10, i), . (1B, oI5,
N ; B, Tageg
(—4 )| ... /‘4'1;! dz“.u,"—{-l 0xik“"k+l EN) 1y K <o,
(Fpenniy)
(qg-l—ﬂ,-g h;e; i + 1+hik + 1""’ik+hiu)
(0=1,..,k -

dla wszystkich wartosei u, ,..., ty, ktore czynig zado§é przynaj-
mniej jednej z nieréwnoseci: .
(@=1 5y 1)

(25) iy >

Wynika stad, ze kazda z 2#—1 wielkoSei

10, o) Yeta, |, (1w, Greii) Yotgy, ety b etity -+
(g L QBB O Ottt h Ny ts gt
[h'x! P :“"'k! 6:chf‘i,+1.-vdaa.~kf‘ik+1 bt
- Genrip)
(k=12...7) (03,85 385y Fig gy ey
@=1,2+..k)

dazy jednostajnie dozera, gdy w nich wielkosci by, B30 ) uwazamy
za zmienne niezalezne, poddane warunkom

0 iR ; 08T,

ijedenprzynajmniej ze skaznikéw gy, ...py, od ktérych zalezg
uwazane wielkosei, dazy do nieskonczonosei.

Odwrotnie, gdy te warunki sa spelnione, szereg (E) jest zbiezny bez-
wzglednie w obszarze, okreSlonym przez nieréwnosei (17), i suma jego jest
f(a‘—]-hh gy +h2 3. 'va'"+h")‘

Istotnie, polézmy w rownaniu (24):

0,0 =0; 0<hj,=hi,<<Bip; hy,=..

(e=1,2.k, k=1,2...%),

L= hin == 0 H
bedziemy mieli:

1 Oiytetai Tk f
il gl | 0z Qg

} Tyt 71,-,[‘»‘;;4*1 <a,

@13)
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awigec a fortiori:

(e 1)V o (e + 1Y

Loty +E
1 Jagpacti-tigt” f Tt T i P <
dzs it 0-%,‘”"1:'}'1 *

g+ Dl 1)

to jest wszystkie wyrazy szeregu (E) pozostang skoficzone dla
hi==ly (i=1, 2., n; Szereg (E) bedzie zatem bezwzglednie i jednostajnie
zhieiny dla wszystkich wartosei k;, dodatnich i ujemnych, mniejszyeh odpo-
wiednio od %; t. j. poniewaz wielkosei /; sg tak blizkie wielkoSei £ jak
cheemy, szereg (B) bedzie zbiezny bezwzglednie i jednostajnie dla wszyst-
kich' wartosei ks, czynigeych zado$é nierdéwnosciom (17). Nadto, dla tych
wartosei suma szeregu jest r6wna f (a,+hy ..., ), gdyz wedlug réwnan
(15%) {gdy w nich zmienimy m; na p;) réznica pomiedzy f(a+Py y..y Gud-Ta),
a sumg B, . u, pierwszych (4, +1) ... (ua - 1) wyrazéw szeregu (B) wyraza
sie jako suma 2*—1 wielkosel, z ktorych kazda na zasadzie réwnah (24) ma
granicg zero, gdy jeden przynajmniej ze skaznikéw u, od kté-
rych ona zalezy, dazy do nieskoficzonosei w jakikolwiek spos6b.

Mozemy tedy wypowiedzieé twierdzenie: Warunkiem koniecznym i do-
statecznym na to, aby funkeya [ (%, 2, ,...,&,) » zmiennych rzeczywistych
Z,, Ly ..., T data sig rozwingl na szereg Taylor a w punkcie (ay, ay ,..., dx)
dla wczystkmh wartodei wielkodei 7y, okreslonych przez nieréwnosei

0L Iy < R (G=1,2 00 1)

tak, aby dla tych wszystkich wartosei szereg byl bezwzglednie zhiezny, jest
(procz tego, by w rozwazanym obszarze funkeya f (%, %y, . .., %) posiadala
pochodne wszystkich rzeddéw skonczone i ciagle), aby kazda z 2"—1 wiel-
kosei (24%) dqzyla réwnomiernie do zera dla wszystkich wartosei 2
danych przez nierdwnosci (17) 1 wszystkich wartosei 8y, takich, Ze:

06,1 : G=1,2,., )
gdy jeden przynajmniej ze skaznikéw u, od ktérych zalezy, dazy do nie-
skonezonosei jakimkolwiek sposobem.

‘Warnnki analogiczne, ktérych nie ma potrzeby wymieniaé, majg miej-
sce, gdy wszystkie lub niektore z wielkosci A; przybieraja wartosel ujemne
lab wartodei ujemne i dodatnie zarazem.

8. Wzdr (9) prowadzi do wzoru og()lmejszego w ktérym sam jest
zawarty.

Przyjmijmy, ze skazniki 1,2...n rozlozyliSmy na % grup, zawierajg-
cych odpowiednio »,,#,, ..., elementéw:

By Qg g ey Oy ﬁl:ﬂ?:"-:ﬁh;-“;llalﬁa"w)’"l; ("1"1"”2_!_"'—{_”7":'")

(214)

o3
(D D °7

0 WZORZE TAYLORA. 15
i polozmy:
| Fay = gy (ba, — ) 1y, (=1, 2 iy )
25) g = g+ (bgy— ag) by, (=1,2 0059
=+ O, —a) b, (5=1,2 oy 97

Przy zastosowanin przeksztalcema (25) funkeya 1 (%, 2, .., 2s) staje sie
fankeya F(t,4y,..,t) & zmiennych ruzeczywistyeh &, .., %, ktéra dla
wartodel tych zmiennych, zawartych pomiedzy zerem a jednosciy (z wia-
czeniem tych granic), ezyni zado§é warunkom cigglosei i réiniczkowalnosei,
przy ktéryeh mozna do niej stosowaé wzér (9). Bedziemy tedy mieli na
podstawie tego wzoru:

(26) F(l,l, 1)'—: (bl,bg,,bn)

1 Pttty -
=2/¢1rﬂ2 gdxlu’ﬁw;l‘s .0z, %E (Gr=a) Gy-an) .. (b"'m”)u»+&‘y""Pk=

gdzie znak sumy rozcigga sie na wazystkie wartosel calkowite, dodatnie
izerowe liezb wuy, py . .. wa, dla ktérych:

@) portpat. e, <pr; pptppt s, Koo trcFmt <o,

i gdzie reszta B, 200 JESE oOStaci:

’ ¥ 1
R | P (LT 1. 1)
m,,,,.,y,[_Zﬂm [ (1—t)» S dt,
1 v

(28)

1 1
1 o B 1t 01,0 1)
—2 e / .[(l“t‘*)p’ (=t ati”i:-i-’ T e A
00
+

Ot Bt gl 2t | Oty Prtl

11 1
el 1 Opctpatrtoptk F(tty ... 1)
F—rt e — / [ [(1—151)@.‘.(1—;:;.)” 18 B dt dty ...
D Pyt il d s : ‘

Jest to wlasnie wzor, ktéry cheieliSmy otrzymaé. Czynize w nim
k== v ==yy =, *vs-—l otrzymujemy znéw wazér (9) (przez prosts
zmiang zmiennych); kladge za$ k=1, » =n, otrzymujemy wzor:

(20) £ (Py, by ... b)) =F(ry, a4 .. a,.) J—u‘—}'uﬂ -l—w/,,+m!f(1—-f)”‘ ii:tri(—t) (Z’

@)

dby .
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w ktérym (jak na poczgtku) przez oznaczyliémy- kompleks wyrazéw sze-
regu (), majgcych wymiar ¢; wzér ten zlewa sig z8 zwyklyrfa wzorem
Taylora dla funkeyj » zmiennych, gdy reszte jego wyrazimy przez
catke okreslong. 3

Jest widoeznem, Ze do wyrazenia (28) resaty Ry,,,..p, Mmozna zastoso-
waé przeksztaleenia analogiczne z temi przeksztalceniami, ktére od wzorn

(10) doprowadzily do form reszt, podanych przez Schldmileha i Ro-

che’a, Lagrange’a, Cauchy'ego.

9. Ponizsze rozwazania dotyczace szeregéw wielokrotnych rzucg
Jjasniejsze $wiatlo na znaczenie i doniostodé wzoru (26).

PowiedzieliSmy juz na poezatku, ze szereg n-krotny

Z Bps, prg oo pin

Fay Hayres By

(30)

By =1,2 i =1, 8 y00 1)

nazywa sig zbieznym, gdy suma Sm,.., jego pierwszych m, m, ... m,
wyrazow (dla ktiryeh zatem 1.<pr<4; p=12,..») dazy do granicy
oznaczonej i skofczonej S, t.j. do sumy szeregn, gdy wszystkie
skazniki #; daza razem do nieskofczonoSei, niezalesnie jeden od
drugiego. : ‘

Ale z szeregiem (30) mozna postapié jeszeze inaczej. Mozna mianowi-
cie szukaé sumy wedlug wierszy, czyniac, by w sumie Suymgem,, Kazdy
skaznik #; 0sobno i kolejno dazyl donieskoczonoei (co jest mozliwe
n!réznemi sposobami), albo, jeszeze ogblniej, roztozywszy skazniki mq, m, ...y
03 gTUDPY, MOZN2 W SUmie Sp,...., pozwolié dazyé do nieskonczonodei o sobno
ikolejno skaznikom pojedynczej grupy. Tym sposobem zamiast szuka-
nia granicy n-krotnej szukamy kolejno n-granic pojedyhezych, albo, jeszcze
ogolniej, pewnej liczby granic, z ktérych kazda jest wielokrotnosei niz-
szej od .

Z szeregiem (30) mozemy jeszeze wykonad nastepujgee dzialanie:

Roztbzmy n skaznikéw my,m, ;... m, na & grup (k <n), majacych
odpowiednio v, v ,..., v; elementow (v,—wg+-...fvy = n), 1 niechaj ay, as ... ay,
beda elementy pierwszej grupy, fi, B ...p. elementy drugiej i t. d.,
4,25 .1, elementy ostatniej. Faczac w jeden wyraz wszystkie te wyrazy
szeregu, dla ktérych kazda ze sum:

wta ... +a,; BBt B sy Tt 4,
ma warto$é oznaczong, otrzymamy z danego szeregu m-krotnego szereg

I-krotny, ktérego sume mozemy wyznaczyé albo wprost albo przy pomocy
ktbregokolwiek z wyzej wskazanych sposobéw.

(218)
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Jest odrazu widocznem, Ze ze zbieznogei szeregu danego nie wynika
bynajmniej w ogélnosei istnienie ktérejkolwiek z granic wyzej wskazanyeh,
i nawet, gdy ktorekolwiek z tych granic istniejg, nie wynika bynajmniej
r6wnosé ich sumie S szeregu. Ma to za$ miejsce whedy, gdy szereg (30) jest
bezwzglednie zbiezny (tu okazuje sie wielka wazno$é bezwzgledne;
zbieznosei); istotnie szereg taki jest zbiezny bezwarunkowo t.j. nie-
zaleznie od porzgdku wyrazéw i wiedyjeden z ktorychkolwiek
wyzej opisanych proceséw dodawania prowadzi zawsze do tej samej graniey
8, bedacej sumg szeregu Y.

Ot6z wzbr (26), jak jest odrazu jasnem, wyraza sume pierwszyeh
(oH1) . .. (pe+1) wyrazow szeregu k-krotnego, kiéry otrzymujemy % sze-
regn (E) Taylora dla funkeyi f(zy,2,,...,2.), gdy_ n skaznikoéw
s Mo - -« Mo TOZIOZYMY na & grup (27) w N 8 i polaczymy w jeden wyraz %e
wyrazy, w ktérych skazniki kazdej » grup dajg sume stala. Na tem wlasnie
polega, wedlug nas, znaczenie i doniostosé tego wzoru, Ze pozwala podz}é
w formie skoficzonej dla kazdej klasy szeregow (przy zachodzeniu
ieh zbieznogei) sume pierwszych wyrazéw kidregokolwiek z szeregdw,
wyprowadzonych z szeregu danego w sposéb wskazanych. Nie jest mi
wiadomem 1 zdaje sig, nie zbadano dotad, czy zachodzi to takze dla innych
klas szeregéw.

1) Poréw. A. Pringsheim, ,Zur Theorie des Doppelreihen® (Milneh. Berichte 1897).
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