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Albowiem, gdy wybierzemy taki porzgdek mnoZenia, ze na o czynnikdw
A’ przypaduie b czynnikéw 4", to dostaniemy:
Pu=pp"f (an) . f" (), n=co0

lecz:

’ 13
. g . g .
lim f* (an) = #,— =~ =Ty
0

" ==00
n= 00 ho,

P 9" s G
lim £ (bn) = o bt """ a= L0 T gy — oo
A== 00 0

0
"
h,

l_i_m £ (an) . f¥ (bn) = 9o 4" (_“_)r,

By R\

a skutkiem tego dostaniemy:

(30) Py =p'p

v 90 9o (_ff.)r
hy'hy" \ b

‘Wartoscl iloczynu warunkowo zbieznego (29) réznis sie od siebie czynni-
kami, ktdre sg »-temi potegami liczb wymiernych.
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ROZDZIAYL IV.

Twierdzenia Bianchi’ego.

§ 1. W rozdziale poprzedzajacym okazalismy, ze jezeli przez punkty
jakiejkolwiek powierzchni S, nakiadalnej na jedne z zasadniczyeh powierz-
chni obrotowych, przeprowadzimy w odpowiedni sposéb proste, to otrzymamy
kongruencye normalnych do pewnej powierzchni minimalnej albo do pewnej
powierzchni ze stala krzywizna gaussowska.

Promienie tej kongruencyi, niezmiennie zwigzane z powierzchnig S
i pozostajace przy wszelkich mozliwych odksztatceniach powierzehni S nor-
malnemi do odpowiednich powierzchni minimalnych albo do powierzehni
o stalej krzywiznie gaussowskiej, lezg na plaszezyznach krzywizny okreslo-
nego ukladun krzywych geodezyjnych G powierzchni §, przedstawiajgeych
wygiecia potudnikéw. Lecz z ogélne] teoryi powierzchni ogniskowych wie-
my, ze te ostatnie plaszezyzny sg styczne do powierzchni S, dopelnia-
jacej dla powierzchni 8, t.j. do powierzehni, ktéra wraz z powierzchnia
S stanowi dwie powierzchnie ogniskowe kongruencyi stycznych do krzywych
geodezyjnych G.

'y Patrz Prace mat.-fizyez. 13. 159—235 (1—78).
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Tym sposobem promienie kongruencyi, rozpatrzonej w rozdziale po-
przedzajacym, mozemy uwazaé jako proste, lezgee na powierzehniach stycz-
nyceh do powierzehni S.

Stad‘ wynika naturalnie pytanie, przy jakich warunkach promienie
pewnej kongruencyi D, lezgce na plaszezyznach styeznych do pewnej po-
wierzehni S, i niezmiennie z temi plaszezyznami zwigzane, beds normalnemi
do powierzehni minimalnych albo do powierzchni o statej krzywiznie gans-
sowskiej przy wszystkich odksztaleeniach powierzehni §y; zakladamy
przytem, e plaszezyzny styczne do powierzehni S, s3 niezmiennie z tg po-
wierzehnig zwigzane.

Otrzymaiy, oezywiscie, jedno z rozwigzah na to pytanie, jezeli rozpa-
trzymy powierzchnie S, dopelniajace do powierzehni S, nakladalnych na
powierzehnie obrotowe zasadnicze.

Jzy na tej drodze pozyskamy wszystkie rozwigzania na postawione
pytanie?

Badanie dalsze wekaze, ze tak nie jest. Mamy zatem badaé kongruen-
cye, utworzone z prostych, lezgeych na plaszczyznach stycznych do pewnej
powierzelni ;. Takie kungruencye badal pierwszy Ribauncour w zna-
nej rozprawie: Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes®
(Journ. de math. (4). 7). Rozwaza on w niej odkeztalcenia powierzehni, przy
ktoryeh plaszezyzny styczne do powierzehni pozostaja z niemi niezmiennie
zwigzane, Takie odksztaleenia, z ktoremi stale spotykaé sig bedziemy w tym
rozdziale, nazywaé bedziemy odksztalceniami Ribaucoura lub
wprost dla krotkosei odksztalceniami (R).

Wybierzmy spolrzedne ma powierzehni S, w ten sposéb: za linie
v==const wezmy krzywe, ktorych styczne sg rownolegle do odpowiednich
promieni kongruencyi D; za linie » = const wezmy krzywe, ortogohalne do
linij v = const. Osi (7) wybierzmy tak, aby of : by}a styczna do krzywych
v = const, 0§ y do krzywych u == const. .

Przy tych zalozeniach, réwnaniem jakiegokolwiek promienia kongruen-
cyi D wagledem odpowiednich osi (7') bedzie wprost y = h, gdzie & jest
pewng funkeya zmiennych wir. Rzuty przesuniecia jakiegokolwiek puuktu
M (x, I, 0) naszego promienia na odpowiednie osi (7') beda:

8 = &dutdz — (rdu-tr dv) Iy 8y = n, do-+dh—A-(r dutry dv)
0z = (pdu-tp, dv) h— (g du-tq, dv) x .

m

Jezeli punkt M opisuje powierzchnie ortogonalng do promieni D, to przy
wszystkich mozliwych zmianach parametréw u, v rzuty przesunigé tego
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punktu na o$ o sy réwne zeru. Tym sposobem dla tego punktu powinien
zachodzié zwigzek:

@) dw=dz+ tdu— (rdu-tr,de) h=0
przy wazelkich wartosciach du 1 de.
Widzimy stad, ze funkeye & 7, 7, r; winny czynic¢ zadosd zwiazkowi:

. S (rh—E&) . 2 (r )
®) B "R

W warunku tym, koniecznym i dostatecznym na to, aby kongruencya D byla
kongruencya normalnyeh, nie wystepuja weale funkeye p, ¢, py, i, 1 dla tego
warunek ten stosuje sie do wszystkich meoziiwyeh odksztaleen naszej po-
wierzelni Sy, jezeli zalozymy tylko, ze promienie D s3 niezmiennie zwigzane
z odpowiedniemi plaszezyznami stycznemi powierzehni Sg.

Dochodzimy tym sposobem do nastepujacego twierdzenia Ri-
bauncoura:

Jezeli promienie pewnej kongruencyi D, lezgce
na plaszezyznach stycznych pewnej powierzehni 5
iniezmiennie z nig zwigzane, stanowig kongruencyge
normalnych, to zachownja te wlasnos$¢ pray wszelkich
mozliwych odksztaleceniach (R) powierzehni 5.

Znajdzmy teraz punkty ogniskowe naszych kongruencyj. Wyznaczymy
je na tej zasadzie, Ze jezeli parametrom u, v nadajemy przyrosty du, de,
odpowiadajace krzywym glownym powierzehni S, wzgledem kongrueneyil),
to przesuniecie odpowiedniego punktu ogniskowego skierowane bedzie wzdiuz
promienia; innemi stowy, rzuty tego przesuniecia na osi y i 2 beda rowne
Zeru.

" Jezeli oznaczymy przez o odcieta odpowiedniego punktu ogniskowego,

to warunki nasze, na mocy rownan (1), wyrazimy w ten sposob:

2N 3h
(—éi— +7'Q) du+ (—2—)7 +re+ vr/l) dv=0,

(ph — q0) du~ (p.l — 0) dv = 0.

Rugnjac o z tych réwnaf, znajdziemy réwnanie rézniczkowe krzywych
glownych; rugujac za$ du, de, znajdziemy réwnanie stopnia drugiego na
wyznaczenie odcietych punktéw ogniskowych; bedzie ono postaci:

ol | oh
o* (gr—aqr) +e [ 7y ph—q (*‘E -+ 7]1) —rpht g '37].

tl

() Y
13 L
—}“1771(*32;— -+ ?h) "th'gu“ =0.
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§ 2. Zajmiemy sig teraz wywodem warunkéw, prazy ktorych kon-
gruencya D jest ukladem normalnych do powierzchni minimalnyeh albo do
powierzehni o statej krzywiznie ganssowskiej pray wszelkich mozliwyceh od-
ksztalceniach () powierzehni S;.

Rozpatrzmy najprzid przypadek pierwszy, t.]. ten, w ktorym kou-
gruencya D jest normalna do powierzchni minimalnych 2.

Jezeli odcieta odpowiedniego punktu powierzelni minimaluej ozna-
czymy przez 2, a jej promienie krzywizny przez B i By, toda B 1 I,
znajdziemy wyrazenia:

By=z—o, By=2—0,

dzie o, 1 s pierwiastkami rownania (4).
Q1 102 5371
Warunek na to, by powierzehnia X byla minimalng, jest oczywiscie:

R+ Ry=2z— (0} e)=0,

albo tez na mocy réwnafl (4), po wyrugowaniu przy pomocy réwnan Co-
dazziego—Mainardiego funkey p, ¢:

oh  Enh 3 K[ oh ]
Qar - o 227 g 2 - —_—
A [_Jx) -+ ™ " ] mrh+ ) 2xry + P +mn

&q,2 [ "oh ]
S oy 4 90 —
+771P1 @r + 0 +m 0,
gdzie K oznacza krzywizng gaussowska powierzehni S .

Poniewaz ten warunek powinien sie spelniaé przy wszelkich odksztal-
ceniach (R) powierzchni S, to musi sig sprawdzaé, jak to widzieliSmy wyzej,
niezaleznie od wartogei funkeyj p,, ¢, . Wynikaja stad nastepujgce réwnania,
ktérym winny czynié zadosé funkeye & 5, 2, h:

oh Erdh

(3) 2ar+ — —

. o
. 3 9 - — —_— . | ——
e " 0; (6) 2zr + au—}—m =0; (7) lor=0.
Do tych réwnah dolgczamy jeszeze réwnanie (3) 1 (2), mianowicie:

(rhi—8) _ 9(rh)
v T

3 dz=(rh — &) du+rhdo.

Jezeli pominiemy przypadek =0 t.j. przypadek Weingartena, gdy
promienie kongruencyi sg styczne do powierzehni Sy, bedzie r=0, t.j., %6
krzywe v=rconst s3 geodezyjnemi. . Przez odpowiedni wyboér parametru
mozemy przyjaé:
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(8) &=n=rconst,

gdzie a jest jakakolwiek stala, z géry dana.
Uwzgledniajge te ostatnig okolicznosé, mozemy réwnanie (3) sprowa-
a(rlt)

dzié do postaci = 0, skad wnosimy, ze

) rhe= 30

gdzie w (v) jest funkeya, tymezasowo nieznang.
Réwnanie (5), po wstawienin, » =0, zamienia sie na nastepujace:
ok 2 c oo .
.}17 #:% 3?;_’ 4 obrawszy w odpowiedni sposéb parametr v, moZemy
1

przyjaé:

(10) h=1,.

 Podstawiajge te wartosé do roéwnania (9) 1 calkujae, znajdujemy fatwo:

1) =o' (©) uto ()],

glzie w, (v) jest nowg nieznang jeszcze funkeys zmiennej v.
Uwzgledniajae wyrazenia (8) i (9) 1 catkujge réwnanie (2), otrzymamy
nastepujace wyrazenie na x:

(12) o= -t 204,

gdzie k jest ilodcia stals.
Jezeli wartogé zmaleziong na &, 7, b,z wstawimy do réwnania (6),
znajdziemy :

auw” (v) + o' () o (0) + 2k’ () + aw, (v} + 22w, (v)=0.

Zwigzek ten musi byé prosts tozsamoseiy, z kiorej na wyznaczenie funkeyi
o i w, otrzymujemy nastepujace rownania:

@"(r) =0, o )o@+ 2k @)+ aw, ()4 2ao; (v)=0.
Calkujac pierwsze z tych rownan, znajdujemy o (®) =mv + ", gdzie
m in sa stale, podstawiajgc tg wartosé w drugie réwnanie, zna}dzmm_y
réwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego wzgledem oy, ktorego catky bedzie
funkeya
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9
m w?®  mn2kn
V=gt — =¥} — — ————
@ (1) =9 2u 4a 2 ’

gdzie g jest nowa staly.
Tym sposobem otrzymujemy nastepujace wyrazenie na wielkogé 5 %

m? m?  mn2km J
2 = p=320
=] Mb—z—v e —— e | |
n [ 2a toet+ da 2a
Stalej @, jak widzielismy poprzednio, moina nadawaé wartosei dowolne;
. . m? . L . . )
wybierzmy ja tak, aby bylo 5y =M t.j. polozmy 2n=1m, wtedy wprowa-

dzajac zamiast v parametr v, = — r, nadamy elementowi linjowemu po-
wierzehni naszej postaé:

ds? =a?du? + a® [2 (v + v,) + gn - 2¢] dv? |
gdzie:

Qac=a—n—2Fk.

Nakoniec, jezeli zamiast u wprowadzimy parametr u, ==u--¢, to znajdziemy
nastepnjace ostateczue wyrazenie elementu liniowego powierzehni 8 :

ds? = a?{ duy® + 2 (uy +v,) - g dv? } .

Funkceye o, z, h wyrazg sie przez parametry w,v; sposobem nastepujgcym:
a o
(13) o (v)=—2av, +n; z=—a(u+v,) +5 h=alV2(uto) gl

Powierzchnia S, nalezy do klasy po{vierzchni, odkrytej po raz pierwszy
przez Weingartena (Comptes rendus, t. 112, s. 607, 706, Darboux,
t. 4, 5. 308—337) 1 cechujgcych sie elementem linjowym postaci:

ds? =du,* 4 9 [u, ' (v,)] du,? .
Jezeli znamy jedng powierzchuie o takim elemencie liniowym, to wyznacze-
nie wszystkich powierzehni na nig nakladalnych sprowadza sie do wyzna-
czenia powlerzehni, majacej tg wlasnosé, ze jej promienie krzywizny o, o
w punkeie dowolnym i odleglosé p pocagtku spolrzednyeh od plaszezyzny
stycznej w tym punkeie czynis zado$é zwigzkowi;
¢+ =—2p—y"(y).

Dochodzimy tym sposobem do pierwszego twierdzenia, Bianchi’ego.

110y
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S __® ) 8

Jezeli kongrueneya liniowa D, utworzona z promieni
lezacych na plaszezyznach styeznych do pewnej powierz
chni S, i niezmieunie z temi plaszezyznami zwigzanych,
pozostaje normalny do powierzehni minimalnyeh przy
wszelkich odksztateeniach (R) powierzohni Sy, wtedy ta
ostatnia powierzchunia daje sie nalozyé wa powierzehnie
Weingartena o elemencie liniowym

ds? == a® { du,® - [2 (o, ) g2l diy 2}

Proste kongruencyi D sg réwnolegle do stycznych do
krzywych v=const, a odleglo$§é % kazdego promienia 1) od
odpowiedniej stycznej wyraza sie wzorem:

h=a V2w, 4 v)F ge2=.

W badanin naszem zakYadali§my, Ze wszystkie stale calkowania, m, », g, sg
rdzne od zera.

Ratwo widzieé, ze przyjecie, iz stala » jest zerem nie przedstawia nic
interesujacego.

Zobaczmy, jaki wpltyw na wyniki nasze bedzie mialo przyjecie wartosei
zero dla statej g. W tym przypadku element liniowy powierzchni S,
bedzie postaci:

ds? = 0? [du,® + 2 (1 F-2,) d,?] .

Spostrzegamy, ze powierzehnia S, daje sie nalozyé na powierzchnie obro-
tows; krzywe w, -} v, = const odpowiadaja wtedy riwnoleznikom, a ich
trajektorye ortogonalne poludnikom powierzehni obrotowej ').

Postarajmy sie tedy sprowadzié nasz element linjowy do postaei:

ds? = a? [M (1) 422 + N (%) do?] ,

1y Prawdziwosé tego wyniku jest widocang z tege, Ze wszystkie powierzehnie o ele-
mencie liniowym .

ds? = f(aw + bv) du? + g (au 4 be) de?,

gdzie a i b sy state, dajg sig nalozyé na powierzchnie obrotowe. W samej rzeezy, w tym
przypadku krzywizna K i parametry rézniezkowe 4, K 1 AqK beds funkeyami wielkofel
au 4 br, a wiee Ay K = w (K), Ay K ==w,(K), co wiasnie ma miejsee dla powierzehni
nakladalnyeh. na powierzchnie obrotowe. Dalej, poniewaz krzywe K== const przedsta-
wiajg wygiecie rowneleznikéw i prées tego K = F(ax -+ bv), to wynika stgd, ze krzywe
au - br odpowiadajg réwnoleznikom.

(11
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gdzie
(14) 1=2w +v).

Krzywe ¢ = const sg trajektoryami ortogonalnemi krzywych 1 == const
i dla tego réwnania ich znajdziemy, catkujgc réwnanie y (4, ¢) =0, gdzie
v jest pewnym niezmiennikiem mieszanym. ’
Calkowanie tego réwnania sprowadza sie do calkowania réwnania

liniowego :
%——2 W =10,

i dla tego otrzymamy nastepujace wyrazenie wielkosei ¢
(15) p=[2 0 +v) + 1= 1+ De2n.

‘Wyznaczywszy z réwnan (14) i (15) wielkosei u, v; jako funkeye wielkosei
21 ¢, sprowadzimy nasz element liniowy do postaci:

(16) g2 [4/(1121) TRCEW R ] .

B

ZnajdZmy teraz wyrazenie elementu liniowego powierzchni S dopelniajgcej
do danej powierzchni & wzgledem kongruencyi styeznych do krzywych
geodezyjnych @ = const. WidzieliSmy w § 5 Rozdzialu IT-go, ze jezeli
element liniowy pewnej powierzehni moze byé sprowadzony do postaci:

ds? = du? -+ U?dv? ,

to element liniowy powierzchni dopelniajgcej bedzie postaci:

42U 12
g2
[ du? ] 2 dw?
EAN
du du
jezeli spolrzednemi punktéw pierwszej powierzehni beds x, Y, &, to spol-
rzednemi odpowiednich punktéw drugiej beds:

2 —
ds?=

)

T U
.’Z:,=9.’J-—*a—z7—” :l/l=y_a—U/n 2y Z—a'"l?,

gdzie a, ', ¢" sy dostawy katéw, utworzone przez styezne do krzywych
v=const na pierwszej powierzchni z osiami spélrzednych.

(112)
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W danym przypadkn mamy :

adi
G

a wige dla powierzehni dopelniajacej otrzymamy:

9 2 0 l 3 i
ds? = a-[ j;‘ dA2 - T Zﬁ]

du? == q2 -

P=daa+1),

Porownywajgc to wyrazenie elementu liniowego z ogilnem wyrazeniem
elementu liniowego powierzchni obrotowej

ds, 2= [L 4 (' (ro)?] drg? 2 do?

znajdziemy, Ze

a wiec na wyznaczenie funkeyi £ (r,) mie¢ bedziemy rownanie rézniczkowe:

2w

I o) =1

Calkujac to rownanie, otrzymamy réwnanie szukanej powierzchni obrotowej:

o=l =ZEE

k]

jest to paraboloida obrotowa. A zatem powierzehnig dopelniajgeg S dla
danej powierzehni &, jest powierzchnia nakladalna na paraboloide obrotows.

Okazemy teraz, ze promienie naszej kongruencyi D przechodza przez
odpowiednie punkty powierzchui 8, t.j., ze nasza kongruencya jest kon-
gruencys dolaczona do powierzchni S.

Zauwaimy, ze dostawa kata 8, ktory krzywe @ = coust iworzy z krzy-
wemi %, = const, t.j. z osiami y naszego ruchomego ukladu spélrzednyeh
(1), wyraza sie w ten sposéb:

TV 2(utu) 1]

' . . U
précz tego odleglosé odpowiednich punktéw powierzehni Sy i S, rowna—[-]—, ;Jest:

S=aV2u+tr)+1 V2(utv).
Prace mat.-fizycz., t. X1V, 3
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Wiynika stad, e rzedng odpowiedniego punktu powierzehni § bedzie :
y=06cos0=al2utv)=h,

co wekazuje, ze punkt ten lezy na odpowiednim promienin kongruencyl D.
Rozpatrzmy wreszeie praypadek, w ktorym m==0. Otrzymujemy
wtedy nastepujace wartosel funkeyj o (0) 1 o (v):

w(w)=n, o (B)=ye?".

Niechaj stata 6 bedzie jednoseia; wtedy funkeye & #,, %, 2 beda mialy na-
stepuigce wyrazenia:

. ) o
E=1, p=Vger, .1;=——u-{———2—, 7z=]/!/n—”’

skad wniesiemy, ze element linjowy powierzehni S, bedzie postaci:
ds? = du® 4~ g e~22 dv? |

t.j. ze powierzehnia 8, jest rozwijalna.
Razuty przesunieé odpowiedniego punktu powierzehni X, na podstawie
wyrazen (1), beds:

dr=0, Sy=0, de=(pdu—+p, d)h—(Qdu-tq dv)x;

stad widad, ze w tym przypadku powierzehnia X zamienia sie na krzywa,
ktora jest trajektorys ortogonalng plaszezyzn styeznych nasze] powierzehui
rozwijalnej S;.

§ 3. Zbadamy teraz warunki, przy ktérych promienie naszej kon-
gruencyi- D) przy wszelkich mozliwych odksztalceniach (R) powierzehni Sy
pozostajg normalnemi do powierzehni o statej krzywiznie gaussowskie] poe

- 1

Trzymajye sie oznaczef, stosowanych w dwdeh poprzedzajgcych para-

gratach, dochodzimy do nastepnjgcego warunku:

By R, = (z—g) (z—0) =m,

glzie g, 0, S3 pierwiastkamiréwnania (4), @ zas jest odcigta odpowiedniego
punktu powierzchni X. Na podstawie rownai (4) i réwnan Co d a zzi’ego-
Mainardi'ego, pray pomocy ktorych mozemy wyrugowaé funkeye piq,
sprowadzimy warunek nasz do postaci:

(114)
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oh &h oh Y3
Wl —mr o g — S (et )l — ok ro )

Eg K, € qf s M
_}_———F: +IT;1— [r (@ —m) 42—+ an] =0,

gdzie K, jak poprzeédnio, oznacza krzywizne gaussowsks powierzchni §p.

" Zwiagzek ten powinien, zgodnie z warunkiem naszego zadania, spelniaé sie

niezalesnie od wartodei funkeyj py, ¢ 1 dla tego rozpada sie on na trzy
nastepujace rownania:
[

o o &L oh
(17) (@t —m) “f‘w—a;;—a*("ﬂ-}‘gv——}"h):o )
3 o oh
(18) 7y (2 —m) - x—a;——}-wm=0,
. )
(19) h ('rm —+ B_u) =0,

do ktorych winnis$my dok@ézyé réwnania (2) i (3), mianowicie:

a(rh—&) _ o(rih)
S PRy ek

do == (rh — &) dw 7 hddo , m

Zalozywszy, ze lnie jest zerem, t.j. Ze promienie naszej kongruencyi nie
53 styezne do powierzehni S, sprowadzimy rownanie (17), na moey réwnania
(17), do postaci:

Eh ol
(20) == (& + 7+ ) =0,
LA v
skutkiem czego réwnanie (18) zamienia sig na nastepujgce:

21) g & —FrEh=0.

Tym sposobem rozwigzanie naszego pytania sprowadza sig do calkowania
réwnai (2), (3), (19), (20), (21).
Kombinujge réwnania (19) i (21), znajdziemy, ze

o . a7y
My ="y

skad, przy odpowiednim wyborze parametru v, bedzie:

@2) h=n.

(115)
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Pray tej wartodcel b rownanie (19) zamienia sie na nastepujgee: gdzie fankeye v (u) wyznaczymy z warnnku
; 1 o¢ 1 & e 3t
(23) P e L — ==,
5, v z du v
skyd Intwo znajdujemy: ’ ktory w tym przypadku sprowadza sie do postaci:
du 9 o L z o /
) B iy N N Ay PSS | i S SO y(u)y=—1
24) 2 g W T »h F T ' ()
: : . . o s Znajdujemy stad:
Podstawiwszy te wartosel w rownaniu (3) i ktadge dla skrécenia —J;L gé =0, y
5 v .
nadamy réwnaniu temu postaé: ) =—u+k,
. ‘o |, dw gdzie & jest staly dowolng
(25) £m— T fa—=0. - , .
’ ou e Pozostaje jeszeze wyznaczyc funkeye n, 1¢.

.. . .. . o Napiszmy rownanie (21) w postaci:
Otrzymana stad wartosé na @ powinna ezynié zado§é réwnanin (2), albo, co

na jedno wychodzi, rownaniom (24). Podstawiajac te wartosé na o w drugie o, o
z rownan (24), znajdziemy, Ze funkeya o winna czynié zados$é réwnaniu M T T e

rozniczkowenu postaci;
albo przy wwzglednienin wartodel &, w ten sposib:

dw
3l e .
Tl T |5V 3 o ¢ (0 1) 2P —2ug2r
B dut

I — owiadni . . - S catkujac to rownanie, znajdziemy:
Wybrawszy odpowiedniv parametr u, mozemy przy; 36, ze ok ’ y ¥

22100, (29) M= 10) 2 [ ¢f () vl e
u v
a catkujge ostatnie réwnanie, znajdziemy nastepujace wyrazenie na w: gdme y'(v) jest funkeys wielkosel », dotad niewiadoma.
Rownanie (20), po podstawienin w nie wszystkich znalezionych war-
(26) = %- —gi:— =/ (v—u), tosel fankeyj &, 7,, #, h, przybierze postaé:
) — (s Ay
gdzie @ jest funkeyy dotad niewiadomy. Procz tego z rownania (25) who- (etlr =0 =il — ) o (v—u) -+ (v) + 5

simy, ze przy rzeczonym wyborze parametru u, bedzie: (30)

2" ) PR P 1r)] 2P (=2 042k fy = ()
- : + 129201+ 9" (6 —1) 2 ()] 7022 =0
@) z==§, .
Zcatkowawszy rownanie (26), znajdziemy Rozuiczkujge wagledem u réwnanie (30), otrzymamy:

(28) E=epu—ntr mo" (v—u) =0,
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a poniewaz m jest rozne od zera (zakladamy, ze krzywizua powierzehni X
jest skonczona), bedzie stad praeto:

(3D 4;0(‘14‘—~H)-——*m(v—-w)—]—n1 ,

gdzie, nie zmniejszajac oglinosei, mozemy zadozyt ny = 0.
Podstawiwszy te wartoé funkeyi @ w réwnanin (30), sprowadzimy je
po wykonaniu prostych rachunkéw do postaci:

y (W) +2y (@) —2mn=0.
Zealkowawszy to réwnanie liniowe, znajdziemy:
y(wy=mn-be??,

gdzie b jest iloscig stalg.
Znajac @ iy, znajdziemy fatwo z réwnania (29) :

n
2 — p— 20 _ " a2 ut2k .
=mn-}be ¢
k&S n+1 ’

z réwnania za$ (28) bedzie:
E = env-(n{—]) utk
Tym sposobem element liniowy naszej powierzchni S, bedzie mial wyrazenie:

n

n41

. . ks . .
‘Wprowadziwszy zamiast v parametr v; =v-}- - sprowadzimy element li-

(82) ds? == e2no2leit)utel Gyt | [heto — o2t etk L gy do?

niowy do postaci:

27 -29, % e ; 2
(33) ds? =% du® - [ge % — pra @t mn] du,?,
gdzie:
(34) . T=mnw—(n+1)u.

Nasze wyrazenie na ds? staje sie iluzyjnem, gdy stata n ma warto$é rowng —1
i dla tego ten przypadek wymaga osobnego rozbioru.

Jezeli m==—1, t.]. jezeli funkcya ¢ (v—u) ma wartosé u—o, to pod-

(118)
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stawiwszy te wartodé w roéwnanin (30), otrzymamy nastepujace réwnanie
liniowe na wyznaczenie funkeyi y:
Y ()2 @)+ 2(m—e2r2i) =0,
skad po zcalkowanin znajdziemy:
y (v)=2ve =0 L o2~k —qq

glzie b jest staly calkowania. Zmajac ¢ 1 p, wyznaczymy juz n, 1§
mianowicie: .

=2 (v—u) e=20=0 fpe20—0 —gm  L=gotk,

a element liniowy naszej powierzehni S, bedzie w tym przypadku mial
postaé:

(85)  ds? == 2 =B) u? (2 (v—u) @2 R - b2 =B — ] dv?
Wprowadziwszy nowy parametr ¢, tak, ze »=v -k, otrzymamy:
36) ds? = 2% qu? 4 [2 (v,—10) e=27 L g o2 —m] dp?

1 g s

gdzie przez g oznaczylismy nows staly 2% 0.

Powierzchnie, ktorych element liniowy jest typu (36), odgrywaja wazng
role w teoryi powierzehui potréjuie ortogonalnyeh Weingaitena?)

Zhbierajac wszystko, co powyzej przedstawiono, mozemy wypowiedzied
nastepujace twierdzenie:

Jezelipewna kongrueneya liniowa D, ktérej pro-
mienie leza na odpowiednich plaszczyznach stycsz-
nyeh pewnej powierzchni §, i sg niezmiennie z temi
ptaszezyznami zwigzane pozostaje normalng do po-

. . R L1 .
wierzehni X okrzywizuiestale] o DTZY wszelkich od-

ksztalceniach (R) powierzechni 8, to element liniowy
powierzchni S, moze byésprowadzony do jednej z po-
staci (33) Iub (36). Spélrzedne odpowiednich punktéw
powierzehni X wzgledem wybranych osi(T) bedg:

x=E; y=h=”71;

Y} Poréwn. Bianchi, Rozdziat XX.

(119)
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gdzie przez £ 192 oznaczamy spbéleczynnikiw wyraze-
niunelementu liniowego (33) lub (36) powierzchni §,.
Pozostaje rozpatrzeé przypadek, w ktorym powierzchnia S, daje sig
nalozyé na powierzchnie obrotows i wykazaé, Ze jest ona wtedy powierzehnia
dopelniajacy do jednej z powierzehni zasadniczych o elemencie liniowym:
a? du?

ds? = =————————— -} T2 cotg?u do?.
" sint u (af-m sin® u) 72 cotg

Powierzchnia S, da sie nalozy¢ na powierzclnie obrotows, wtedy oczywiscie,
gdy stala g, zachodzaca w wyrazeniu (33) jest zerem. W istocie, Wted);
spétezynniki wyrazenia elementu liniowego powierzehni S, beds funkeyami
wielkogei 7, ktéra znéw jest funkcya liniows parametrow « i v.

Krzywe = const Dbeda wygieciami réwnoleznikow, a ich trajektorye
ortogonalne ¢ = const wygieciami potudnikéw.

Potozmy :

o .
m(n-1)—e2s 2

wtedy réwnanie rdiniczkowe trajektoryj ortogonalnych do krzywych
7 ==eonst, bedzie postaci:

Adu+dv=10
Iub
di
R TEDI et

Stad otrzymamy réwnanie trajektoryj ortogonalnych w postaci skofnczonej:
2
SRR it

Za linie spétrzedne na powierzchni S, obierzmy krzywe i=const i ¢ = const.

Fatwo widzieé, ze element liniowy naszej powierzehni sprowadzié sie
da do postaci:

Pp=v—

. mnd i? mn(widnd-1) |
U= T gD T ey ey

Wedlng wyrazenia (10) w Rozdziale IT, element liniowy powierzchui S,

(120)
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bedacej druga powierzehnia ogniskows stycznych do krzywyeh ¢ — const
bedzie :

. M (nH—n—I—l) Mg
=gy Wt A

Kladae:

B o
A== p tg? 6,

sprowadzimy nasz element liniowy do postaci:

. man dh? 2 28 T2
ds? = éimﬁ?®+7‘ cotg® 0 du? |

gdzie k jest stala. Wnosimy stad, ze powierzchnia S daje sie nalozydé na
jedne z powierzchni obrotowych.

‘Wyznaczajac, jak na koheu § 2, rzedna odpowiedniego punktu po-
wierzchni S, znajdziemy, ze réwna sie ona b, t.j. Ze promienie naszej kon-
gruencyl przechodzg przez odpowiednie punkty powierzehni S; innemi
slowy, kongruencya nasza jest kongruencysg dotgczong do
jedneJ z powierzchni, dajacych sie natozyé na okre-
Slongzasadniczg powierzchnig obrotows.

Jezeli stalej » nadamy warto§é zero, wtedy, jak Yatwo widzieé, po-
wierzchnia S, bedzie rozwijalng, powierzchnia X znieksztalei sie na linig
krzywa, ortogonalng do plaszezyzn stycznyeh powierzchni Sp.

azh)


GUEST


a6 A. PRZEBORSKI.

ROZDZIAL V.

Twierdzenie odwrotne do pierwszego twierdzenia Gui-
charda. Pewne przeksztalcenie powierzchni minimal-

nych. Twierdzenie odwrotné do pierwszego twierdzenia.

Bianchi’ego.

§ 1. Widzielismy w trzecim rozdziale, ze znajaé powierzchnig S,
dajaca sie nalozyé na paraboloide obrotows i majaey element liniowy postaci:
a® du?

( ? 2 cote? u Av?
(1) ds? = G + 12 cotg?u A?

gdzie a 1 & sg stale, juz przez to samo okreslamy dwie powierzehnie mini-
malne i X, Powierzchnie te beda odpowiednio normalne do ukladdw
promieni padajacych i odbityeh D i 0;, nkiadéw stanowigcych kongruencye
doltaczone do powierzehni S. Promienie kongruencyj D i D, leza na plasz-
czyznach krzywizny krzywych »=const 1 stanowig ze styeznemi do tych
krzywych, poprowadzonemi w odpowiednich punktach padania promieni,
katy w i —u.

Odleglosei 7 punktéw powierzehni X 1 X, od odpowiednich punktow
powierzchni S wyrazajg sie przez katy « przy pomocy wzoru:

[
(Z) F —~m .
Linie krzywiznowe powierzehni X i X, odpowiadajg jednemu i temu sa-
memu ukladowi krzywyeh sprzezonych, przeprowadzonych na powierzchni S.

Dajmy, ze mamy pewng powierzchnie minimalng X.  Okazemy w tym
rozdziale, ze na normalnych do powierzehni X mozna znalesé zawsze takie
punkty 27, ktérych miejscem geometrycznem bedzie powierzehuia 8 o ele-
mencie linjowym (1), t.J. powierzchnia, dajgca sie nalozyé na paraboloide
obrotows. - Dla tej powierzehni S uklad normalnych do powierzehni X jest
kongruencya dotaczong

Znalazlszy powierzehnie S, bedziemy juz mogli wyznaczyé drugy po-
wierzehnig minimalng X, ktérg moina uwazaé za pewne przeksztal-
cenie powierzchni X,

Tym sposobem pytanie o wyznaczenin powierzelni § przedstawia,
oczywiscie, pytanie odwrotne do zadania Guicharda a Scisle zwigzane
z pytaniem o pewnem przeksztalceniu powierzchni minimalnych,

(122)

iom°®

KONGRUENCYE LINIOWE. 97

Widzielismy dalej w rozdziale IV-ym, ze znajgc pewns powierzchuie
typu Weingartenowskiego o elemencie liniowym

ds? =du® 4 [2 (u 4 2) + get dv?

gdzie g jest stala, znajdnjemy pewns powierzchnie minimalng X, normalng
do kongruencyi prostych, lezacych na ptaszezyznach styeznych do powierzehni
8, i rdwnolegtych do odpowiednich stycznyeh do linij krzywych »= const.

Nie jest pozbawione interesn i pytanie odwrotne, mianowicie, czy dla
kazdej powierzehni minimalnej X mozna znalesé odpowiednig powierzehnie
Weingartenowsky, zwigzang z powierzchnia X zwiazkiem takim,k jak
wspomniana powierzehnia S, .

Zajmmy sie w tym rozdziale rozwigzaniem tych dwoéch pytan, t.j.
pytan odwrotnych do zadan Guicharda i Bianehiego.

§ 2. Dajmy zatem, ze mamy pewng powierzchnie minimalng X.
Odniesmy jg do linij krzywiznowych a==const i §==const; osi (I') obierzmy
tak, aby of z dotykala krzywych g = const, 0§ y — kraywyeh a = const.

Wiadomo 1), ze element liniowy powierzehni X daje sig w tym przy-
padku sprowadzié¢ do postaci:

6] ds? = %g(daﬂ +dp;

wielkosei zasadnicze, charakteryzujgce naszg powierzchnie, beda:

N 1. . 1% 1 dw

E=’71=ﬁ 3 >17=([1=0§pl=(2=;§ 7 =T ’373‘; 71:;%7
gdzie w jest calks rownania rézniczkowego:

alogw |, 82logw _ 1

) et TR W
Na normalnej do powierzehni X wezmy jakikolwiek punkt A£(0, 0, I); rzuty
jego przesunie¢ na osi (7) beds:

- 2 l—w? 2 1+w?
(v’)) 530=:————2—z)————da7 5‘l/=-—f—2——l—_w—dﬂ, Sz==4dl .
Zobaczmy, czy nie mozna wybraé punktu 37 tak, aby on w przestrzeni opisal
taka powierzehnig S nakladalng na paraboloide obrotows, aby normalne do
powierzelni X stanowily kongruencye dolaczong do powierzehni S.

) Darboux, t. 3, p. 321
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Dla wyznaczenia wielkosci 7 mamy dwa warunki. Pierwszym z nich
Jjest zwiagzek (2) pomiedzy 7 a kgtem », ktory normalna do powierzchni X
tworzy z odpowiednia plaszezyzuy styezng do powierzchui §; drugi warunek
stanowi to, ze linie krzywiznowe powierzchni X odpowiadaja krzywym
sprzezonym powierzchni 8. Wyrazimy analitycznie te dwa warnnki i okazemy,
Ze s3 z sobg zgodne.

Rownaniem plaszezyzny styczuej do powierzchni § w odniesieniu do
odpowiednich osi (T) bedzie :

(6) Mz +Ny-+z—1=0;
spolezynniki M 1 N okreslimy z warunku
, Mdr 4+ Noy 4 82=0,

w ktorym d, dy, 6z sa rzuty przesnnieé rozwazanego punktu. Poniewaz
zwigaek poprzedzajacy zachodzi dla wszelkich mozliwych wartosei da, dg,
przeto: .

2w 3

- 20 A
f Vo i
() V== 3 Y= 9iFe 5%

Jezeli u jest kgtem, ktory normalna do powierzehni X tworzy z plaszezyzng
(6), bedzie oczywiseie:

. 1
sin® 4 = ——g .
MP4N?41
Kladgc tg warto$é sin?« w réwnanie (2), znajdziemy pierwszy warunek na
wyznaczenie funkeyi 7, mianowicie:

2l—a
a :

6] M N2 =

‘Warunek (I) jest réwnaniem rozniczkowem o pochodnych czgstkowych
rzgdu 1-go szukanej funkeyi 7.

Przejdzmy do warunku drugiego.

Przez punkt nieruchomy P przestrzeni, przyjety za poczgtek ruchomego
ukladu spélrzednych (1), ktérego osi sg stale rownolegle do odpowiednich
osi spolrzednych (1), poprowadZmy plaszezyzne réwnolegty do plaszezyzny
(6); réwnaniem jej w odniesieniu do uk¥adu (7;) bedzie:

®)  Me Ny+4z—0.
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Udzielmy parametrowi’ przyrostu da; niechaj wtedy osi (7,) przyjmg polo-
zenie (1)), punkt M powierzehni S niechaj przesunie sie po krzywe; f=const
do pewnego punktn M'. Réwnaniem plaszezyzny, przechodzace] przez punkt
P i réwnoleglej do plaszezyzny stycznej powierzehni S w punkeie M,
w odniesienin do osi (77) bedzie vezywiscie:

) 'y’ Ny 42 =0,
gdzie:

3 . -
_11'=M+%’;da, N =N4 22
Y du

da .

Przecigeie plaszezyzn (8) 1 (9) da nam w granicy kierunek sprzezony
% krzywg a = const na powierzchni S.

Roéwnanie plaszezyzny (9) w odniesieniu do osi (7)) otrzymamy, kladac
(poréwn. wzory (11) w § 6 Rozdzialu II):

g (Y0 2 ey p B 00 e
=0 (w Y +w)(la, y—y{-w 3 da, z-..—}—w

& zatem prosta graniczna przecigcia plaszezyzn (8)1 (9) dana bedzie przez
réwnanie (8) i réwnanie:

=0.

M | N dw | 1 WN M e Me
B L e P

Jezeli krzywe a = const 1 f = const sy krzywemi sprzezonemi na powierz-
chni §, to prosta, o ktérej mowa, musi byé réwnolegla do przesuniecia
punktu M wzdluz krzywej o=const. Napisawszy ten warunek, otrzy-
mujemy réwnanie:

N _ M MN

Ba o

o of w

In

jest to réwnanie o pochodnych czastkowyceh rzedu 2-go funkeyil. W roz-
winietej postaci przedstawia sie ono tak:

31 214w 1 3w 3 2l-0® 1 3w 3
%3p T 20—w! @ 98 % 2Hw o da 9B
‘ 81 al al

T @) @ Fe? % 3
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Rownanie (I1) mozemy przedstawié nieco inaczej; korzystajae miano-
wicie z wyrazen (7) na M i N, mozemy napisac:

oM N w MN
(1D B o 8 w

§ 3. Nalezy teraz wykazaé zgodnosé rownai (I) 1 (II) lub, co na jedno
wyehodzi, rownai (1) i (TID).
Ddme ze tak jest istotnie. W tem zalozeniu, zrézniczkujmy rownanie

T

ON
(I) wzgledem « i otrzymang stad wartosé na o wstawmy w rownanie (IT);
znajdziemy :
M , N 2w N° | 20—0° ] .
My T o8 —_—+ Qaw 1

ca

‘Wylaezmy na razie przypadek M = 0; bedzie:

M N 2w , N? 21—’

awv ) op w 2aw

ROZuiczkujz;e rownanie (T) wzgledem g, korzystajac z wyrazenia (I11)

na—aﬁ— i wylgezajac przypadek N =0, znajdziemy jeszcze:
: N _ M bo I 3ltot
V) BT @ da ® a0

Jezeli zatem réwnania (1) 1 (II) sg zgodne, to muszg byé zgodne réwnania
(I1) i (V), t.j. powinny zachodzié tozsamosciowo zwigzki:

M ¥M BN _ PN
308~ 9p3a’ JadB  Poa

O prawdziwosci tych ostatnich tozsamoSei latwo przekonaé sie przez zriz-
niczkowanie wyrazen (IT)—(V), gdy przy tem uwzglednimy zwigzek (I) oraz
przypomuimy sobie, Ze w jest calky rownania

dlogow | ?logw 1

dar T op e

Jezeli teraz przeniesiemy wszystkie wyrazy w réwnanin (I) na strong
pierwszg i tak otrzymang strone omaczymy przez L, to na mocy rownan

oL
(II)—(V) znajdziemy, ze pochodne el e qau tozsamosciowo rowne zery, ..

a,s

(126)
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skad wynika, ze L = const. Aby rownania (ID—(V) byly zgodue, musi ta
stala by¢ zerem.

Rownania (IT) — (V) wa trzema réownaniami o pochodnycl - ezgstko-
W yeh rzedu 2-go funkeyi 7; jezeli te rownania xa zZgodne, to w pewnym
vbxzarze pmmddm catke ]mlmnumuna okreslong przez wartosei poczgtkowe

tankey;j I, 79 s 3 /3 dla a=a i f=p,. Zgudnosé réwnan (IH—(V) wy-

maga, aby te wartosel poczatkowe czynily zado$é zwigzkowi Ly = 0, gdzie

. T 3 . . . . q

Ly jest wartoseiy tunkeyl L, gdy w niej zamiast funkey;j , 2 s a}é‘ pudsta-
wimy ich wartosel poczgtkowe. Zwazywszy teraz, Ze staly o wybralismy
dowolnie, widzimy, ze w wyrazenin na I wystepuja trzy stale dowolne

ol . . . .
0,1, (W)u’ a wilgc powierzehni S, czynigeych zado$é dwiém naszym warun-
kom, bedzie oo®.

§ 4. Okazemy teraz, ze wszystkie znalezione powierzchnie § dajg sie
ndl()zyb na paraboloide oblotowa Zwrotmy sie do wyrazeh (5) na rzuty

przesunieé punktu M powierzehni S; otrzymamy wtedy nastepujace wyraze-
nie elementu liniowego tej puwwuchm

(21— ol

Tyt = 007 o 3y - 022 = | 220 (2 ] e
%y z? - 0y? |- ¢ 1o + 3 da

a Z—I—a) )2 |
9.2 2
+25 (zadﬂ+[ ~ (67) ]tz,s 4
Jezeli § jest jedng z szukanych powierzehui nakladalnych na paraboloide
obrotowy, to na niej krzywe ! = const powinny byé roéwnoleznikami geode-
zyjuemi, t.j. parametr rozniczkowy 4, (1), wzgledem elementu liniowego
d+,? powinien by¢ funkeys samej wielkosei £ 1),
Utworzywszy ten parametr, znajdziemy:

2l—a

Al=2
! 24

Jak wiadomo ¥), rézniczka Iuku linij geodezyjnych, ortogonalnyeh do krzy-

wyeh == const, wyraza si¢ w ten sposoh:

) Bianchi L c, str. 159.
!) Bianechil e, str. 160.
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Y
dh = ] m dl ,

element za$ liniowy powierzehni S moze by¢ sprowadzony do postaci:
ey = 67+ o du? .

Dla wyznaczenia funkeyi o, znajdzmy wyrazenie krzywizny geodezyjnej
linij 1, korzystajac ze znanego wzork Bonneta:

ol al al il
o VEG—F [ Oa H op H I !
gdzie
/O ai ol oy
1= B —or g o)

E, F, G sa spolezynnikami elementu liniowego uwazanej powierzehni S.
Korzystajac z réwnan () — (V) 1 wprowadzajac zamiast I zmienng u

na podstawie wzoru 2= I otrzymamy po wykonaniu wszelkich ra-

chunkoéw:

1 dlogs 1
o Ow  sinucosu '

skad :
o=k cotg u,

gdzie % jest pewny staly.
Z uwagi, ze

2l—a sindu ’

da;V 21 A= — a du

mozna element linjowy powierzehni S przedstawié w postaci:

a® du?

sy = —
O sinfu

-+ k2 cotg?® w duw? ,
skad wnosimy, ze powierzchnia E& daje sig nalozyé na paraboloide obrotowa.
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Aby dowiedé, ze kougruencya normalnyeh do powierzehni 3 jest kon-
gruencys dolaczong do powierzehni S, winni§my dowiesé, ze na powierzchni
§ krzywe l==const s3 ortogonalne do Plaszezyzn, przechodzgcych przez
odpowiednie normalne do powierzehni S i X .

Réwnaniem jakiejkolwiek z tych plaszezyzn, w odniesieniu do ukladu
spotrzednych (7)), bedzie oczywiscie:

Noe— My==10,

Rauty przesunieé punktu M powierzelni § wzdluz krzywej = const wy-
razajg sie tak:

al
_ 21— ' 24-0? da
=gl W=y des b2=0,
K3
lub na moey réwnan (7):
2 l—w? 2l—w? M -
ax:-—gw“’ de, Sy=— za‘)” Spda, 8:=0,
skad wynika:
M _ N
oy bz !

1 to jest wladnie warunek szukany.

Doszlismy zatem do twierdzenia:

Kazdej powierzchni minimalne] 3 odpowiada ool
powierzchni §, dajagceych sig nalozyé na paraboloide
obrotows tak, Ze normalne do powierzehni X stanowig
kongruencye doltgczong dopowierzehni S.

§ 9. WylaczylisSmy wyzej z badania naszego przypadek M ==0 Iub
N =0, ktory teraz rozstrzgsniemy szczegdlowiej.

Dajmy najprzéd M==0; witedy z réwnania (ITI) wynika, Ze albo
N =, albo ——3: =0. Pierwsze nie daje nam rozwigzania zagadnienia,
albowiem wtedy bedzie ==const i u= const, a takiego rozwigzania nasze
réwnania oczywidcie nie dopuszezajg. Jezell za§ przyjmiemy drugie, t.j.
doo

e = 0, wtedy powierzchnia 3 bedzie powierzehnia obrotows, a po-
niewaz jest zarazem i minimalng, bedzie zatem katenoids.
Prace mat.-flzyez., t. X1V, 9
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© Wazystkie rownania (D=-(V) sprowadzaja si¢ do jednegu rdwnania
(1), ktore w tym przypadku bedzie réownaniem rozniczkowem zwyczajnem
rzedu pierwszego. Calka fego rownania zawiera je dne stalyg dowolng;
dotaczajac do niej jeszeze staly dowolng @, widzimy, ze bgdzie co? powierz-
hni’§, ezynigcyeh zadosé naszym warankom. Element linjowy tyeh po-
wierzehni bedzie postaci:

Poniewaz | 1 w sg funkeyami jednego parametru f, praeto Juz z samej po-
staci elementu liniowego widaé, e powierzehnia S jest nakladalna na po-
wierzehnie obrotowa.  Przy pomoey takiej samej analizy jak w paragrafie
poprzedzajgcym przekonaé sie mozna, ze powlerzehnia & jest naktadalna na
paraboloide obrotows.

Przy pomocy bardzo prostych rozwazaih mozna wykazaé, ze powierz-
chnia § w tym przypadkn bedzie powierzehniy obrotows. W rzeczy samej,
poniewaz odleglosé ! pomiedzy odpowiedniemi punktami powierzehni § i X
jest funkeya jednego parametru f, to nie zmienia sig ona prazy przesunieciach
po tych powierzchniach wzdluz krzywych f = const; innemi stowy, przesu-
niecia wzdluz jakiejkolwiek krzywej §==const po powierzehniach § i X
beds rownolegle do siebie. TLecz poniewaz na katenoidzie X krzywe
B = const, jako réwnoleiniki sy okregami kol, toiuna powierzchni S beds
okregami kol. Nakoniee, poniewaz krzywe te na ostatniej powierzelni sg
wygieciami rownoleznikow, to stad jasng jest rzeczg, ze powierzchnia S
bedzie w tym przypadkn powierzchnig obrotowa. Doszlismy tedy
do twierdzenia: .

Kazdej katenoidzie X odpowiada co® powierzcehni
obrotowych, naktadalnychna paraboloide obrotows,
przyczem normalne do powierzehni X stanowiag kon-
gruencye dotgczong dopowierzchni S.

§ 6. Wiemy na zasadzie pierwszego twierdzenia Guicharda, e
miejscem geometryeznem punktow symetryczuyel do punktow powierzchni
X wzgledem odpowiednich plaszezyzn stycznych do powierzehni S bedzie
pewna powierzchnia minimalna X, . *

Dowiedziemy tego, nie korzystajge z twierdzenia Guichar da.

Rozpatrzmy miejsce geometryczne X, punktdw symetrycznych do
.punktéw powierzehni X wzgledem plaszezyzn stycznych do powierzehni S,
t.J. wzgledem plaszczyzn,

Mz Ny+2—1=0.
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Spélrzednemi wwazanego punktu beda oczywiscie:

21M 21N L 21
RN 0 T PN 0 ©T IR

x =

Iub na mocy zwiazku (I):

(10) x=aM, y=aN, z=a.

Wnosimy stad, ze odleglto$é punktow powierzchni X
od plaszeczyzn stycznych, przeprowadzonych do po-
wierzehni X w punktach odpowiednich, jest wielko-
§eig staty.

Znajdzmy wyrazenie na element liniowy powierzchni X .

Rzuty przesunieé punktu (10) na odpowieduie osi beda:

6n=——%ida+adM+—:—)da—(———%)— %’—d +% %’—dﬁ)aN,

0 1 0 ‘
63/:—%(?,3—-}-(1(11\7—[—(-«-(—10— 0;’ da+-;-d—f—dﬁ)aM——Z—dﬂ,

s2=-- (N dp — Mda),

Tub na moey rownain (IT)—(V):

aMN
w

M.—_%(al\’ﬁ—[—a—l) da+ dg,

N 1 .
(11 Sy=— ‘”C’D— da+ = (1—u—adl) d,
all aN
5Z=—-—w— da—}———m—ﬂﬁ

Uwzgledniwszy zwigzek (I), znajdziemy nastepujace wyrazenie na element;
liniowy powierzehni X :

2
(12) ds,? = =i (da® + f%)
gdzie w, jest funkeya, okreslona rownaniem:

(13) 4 =T
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Réwnaniem plaszezyzny stycznej do naszej powierzehni X, bedzie, jak to
Tatwo widzied:

aM(z—aM)4aN{y—aN)4(a—1) (z—a) =0,
Tub na moey zwiazku (I):
(14) aMz—+aNy++(e—1)z—al=0.

Widzimy stad, ze odleglosé odpowiedniego punktu powierzelni X od plass-
czyzny (14) wynosi:
= _Jﬂ —— —
+V a2 N (a1

lal,

t.J. réwna sig stale] wielkosei |a|, ktora jest odleglodeiy odpowiedniego
punktu powierzehni X, od plaszczyzny styeznej do powierzehni X .

) Tym  sposobem zwiazek pomiedzy powierzchniami X i X, jest
wzajemny.

Dowiedziemy jeszeze, Ze powierzelmia X, jest minimalna, oraz ze linie
asymptotycane i krzywiznowe powierzchni 3, odpowiadajg liniom asympto-
tyczuym i krzywiznowym powierzehni 3.

'\Y dowodzeniu tem poslugiwaé sie bedziemy metods, nieraz juz stogo-
wang, 1 ktiry czgsto jeszcze stosowaé bedziemy.

Wezmy jakikolwiek punkt niernchomy P za poczatek spolrzednych (7)),
ktorycl osi pozostajy stale réwnolegle do odpowiednich osi spolrzednych (7).
Przez punkt P poprowadzmy plaszezyzue rownolegly do plaszczyz;ly stycznéj
(14) do powierzchni X, ; rownaniem tej plaszezyzny w ukladzie (7)) VLedzie:

(15) aMz~-aNy+ (a—l)z=0 .

p‘dz.ielmy parametrom a, § prayrostow de, dg; wtedy osi (77) przyjma polo-
zenie (TY'); \yzglgdem zas tego ostatniego ukfadu réwnaniem plaszezyzny
przecho@zgce.a Przez punkt P i rownoleglej do odpowiednie] pl’nszczyzn‘y
stycznej do powierzehni X, bedzie: '

aM's' 4 a Ny - (a—1') 2’ =0 ,
gdzie:
M'=34-dM, N'= NAdN, U'=14a1.

Ruwn@xem tg pl‘.aszczyzny W ukladzie (7;) na mocy znanyell wzorow na
przeksztalcenie spolrzednyel (patrz § G, Rozdzial 11) bedzie:

(132)
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(16) He 4+ Ky+ Lz=0,
gdzie:

H:(axura—zz-}-%) da-ta MNAB,

o

K=—u Il[l\'«:la-{—((; ———a_}—gl_a;qz) ag,
w? ?
L_—_—a(l——a——-;)Ilftla_I_a(a__l__T)Ndﬁ‘

Prosta, wedlug ktérej przecinaja sie plaszezyzny (15) 1 (16), jest rownolegla
do kierunkn sprzezonego na powierzehni X, z kierunkiem, ktory charakte-
ryzuje zmiane parametrow a, f o wielkosci da, df. Stad wynika, Ze jezell
przez 8,4, 8.y, 6,2 ozuaczymy rzuty przesunieé po krzywej Sprzezonej
z krzywa (da, df), to warunek:

a7 Héx+Kéy-+Loz=0,

bedzie réwnaniem rézniczkowem krzywych sprzezonych poprowadzonych na
powierzehni X .

Jezeli teraz przez da, 8f oznaczymy przyrosty parametrow, odpowia-
dajace przesuniecin (8,2, 8;y, 6,2), to na mocy zwigzku (I) réwnanie (17)
sprowadzimy do postaci:

as) dada— dB 6f=10.

To réwnanie jest zarazem réwnaniem krzywych sprzezonych na danej po-
wierzelmi X. Tym sposobem dochodzimy do wniosku, ze Kazdemu
ukladowi krzywych sprzezonych na powierzchni X
odpowiada nktad krzywych sprzezonychna powierz
chni X, inaodwrit.

Mozna to twierdzenie wyrazi¢ nieco inaczej, mianowicie: linie
asymptotyezne powierzehni X i X, odpowiadajg so-
bie wzajemnie. .

Wreszeie Tatwo widzieé, ze rownanie (18) spelnia sig przy a = const,
B = const; a poniewaz te linie s wzajemnie ortogonalnemi na powierzchni Xy,
przeto 83 jej liniami krzywiznowemi. Tym sposobem linie krzywiznowe
na powierzehniach X i 3, odpowiadajg sobie wza
jemnie.

Rownaniem linij asymptotyeznych na powierzehniach 2 i X bedzie:

do? —dp* =0
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i dla tego kladgc:
. v a—p
=—5"

napiszemy réwnanie linij asymptotycznyeh w postaci:

# == ¢onst, v ==const.

Te ostatnie krzywe weimy za linie spélrzedne na powierzehni X, ;
wtedy element liniowy naszej powierzchni sprowadzi sie do postaci:

ds? =2 (dut 4 &%),

skad widaé, Ze linie asymptotyczne na powierzechni X; sg ortogonalne,
a wiee powierzchnia X, jest powierzchnigminimalng.

Tak wiec calkowanie rownan (I)—(V) prowadzido
przeksztatcenia powierzchni minimalnej ¥ na inung
powierzchnig minimalng X;. Powierzechnie 1 3, sg
Zzwigzane ze sobg wten sposéb, ze odleglodé punktow
jednej z nich od plaszezyzn styeznych, poprowadzo-
nyech w odpowiednich punktach drugiej, jest stala.
Procztego liniekrzywiznowe i asymptotyczne jednej
powierzehni odpowiadaja liniom krzywiznowym
iasymptotycznym drugiej.

§ 7. Bonnet dowiodl ), ze z kazda powierzchuia minimalng zwig-
zana jest w pewien sposéb inna powierzehnia minimalna, zwana dotaczong
(surface adjointe) do pierwsze;j. :

Oznaczmy przez X°, X,° dwie powierzchnie minimalne, dotaezone od-
powiednio do powierzchni X i X, poprzedzajgcego paragrafu. Zobaczmy,
Jaki zachodzi zwigzek pomiedzy powierzehniami °i ,°.

Przedtem jednak rozpatrzmy powierzchnie, zwigzane z jakakolwiek
powierzchnig minimalng X takim sposobem, ze plaszezyzny styczne w odpo-
wiednich punktach tych powierzehmi i powierzchni X sg réwnolegle do
siebie, styczne za§, poprowadzone w odpowiednich punktach do odpowiednich
krzywych na szukanych powierzchniach i na powierzelni X, 53 wzajemnie
ortogonalne.

Okazemy, ze wszystkie szukane powierzchnie sy powierzehniami mini-
malnemi i ze w ich liczbie beds powierzchnie dogezone do powierzehni 3.

1) Note sur la théorie générale des surfaces (Comptes rendus t. XXXVII, 529 - 532),
patrz takie Darboux t. 1, str. 322.
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Obierzmy dowolny punkt nieru.chomy I_’ jako p()?zvqtelk ;uol}w?dquu(i
wkladu spolrzednych (73), ktorego osi p(.)Z()St&Ji} §tale THWNO eg e ; ];)m 12
wiednich osi spolrzeduyeh (fZ).; .te ostatnie 52 zwigzane z POWI1erz 3
w sposob umowiony W § 1 niniejszego romllzmllu. N .

Szukane powierzehnie beda ob\\’ie(l}lleml plaszezyzn, ktorych réwnania
w odniesienin do uktadu (T) beds postaci:

(19 =2z,

gdzie #, jest pewng foukeys wielkosel a1 . Norma'lne_ do sz}lkan]ycl'; p(;)—
wierzehni $2 kongruencyami linjowemi, ktérych promienie sg rowno egle do
odpowiednich osi spolrzednyeh (7;); rownaniami ktoregokolwiek promienia
w odniesienin do osi (T) beda:

L=, Y=Y,

iai ~szvell Wa-
adzie , Yo s4 funkeye wielkosei ai p. Postarajmy sie z Powyzszy ch wa
= ? <
y YT a0 0 e m y 50' )
runk6w wyznaczyé fonkeye 2o, Yo, . . o
Zachownjae wszystkie znakowania poprzednich paragr afow, znajdziemy

nastepujgee wyrazenia na rzuty przesunigé jakiegokolwiek punktn (=, v, 2)

na osi (T4):
1 dw 1 dw
5$=[l.’)7-—'|——z)—(?a—(——w—-()‘ﬁ——l"—‘c;—d—;dﬂ)y’
I 7} 1 o o, 2
(20) by =dy + (—— 'aﬁ*da‘\'-w* o ifye—— ag,

= Y ap— 2 da
dz=dz+ P p——,
ieci z,), halezac szukanej obwiedniej
Poniewaz przesuniecie punktu (0, Yo, z‘o), na’leéchgo do '\.Zlﬂ‘.d‘ _] " mm{
praszezyzn (19), przy jakichkolwiek nieskoficzenle malych zmiznal h1 ira-
metréw a i §, olbywaja sie w plaszezyznie (19), przeto dla w szelkich war
tosci- do, df, rzuty tych przesunied na o z s3 rowne zert, t. ).

€,
dzo-{——ya‘;v ap— 2 da=0,
skad wnosimy, Ze:

@10 Ty=0 3", y,,:——mjﬁ—
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Zwrdémy sie teraz do warunku drugiego, ktory mozemy wyrazi¢ w ten
sposéb: przesuniecia wzdluz odpowiednich krzywych, przeprowadzonyech na
szukanej obwiedniej i na powierzchni X sa wzajemnie ortogonalne. Ponie-

waz rzuty przesunieé odpowiedniego punktu powierzehni X' na osi (Tl) beda .

OGZleb(}le

w w '
5z=—~——é— da , éy———z—llﬂ, 6z=10,

to warunek drugi sprowadzi sie do trzech nastepujacych:

l)aao_i_ +Hlug‘w =0,
oz, a1 __al
(22) ();'o gg 2 Yot a (0);(;‘_0)_ z =0,
6:/,, 0logw _«ﬁ_‘
-+ ) =0.

Drugi z warunkéw (22) spelnia sig tozsamosciowo na mocy réwnain (21);
co sig za§ tyczy pierwszego i trzeciego warunku (22), to na mocy tychze
réwnan przybieraja one postaé:

£

0%, dlogw 0z dlog w dz, 2,

da’ — da  da a8 dB !’

(23)
%2y __dlogw day  dlogw dz, %

082~ da  Oa B B o

Widzimy tedy, ze szukane powierzchnie istnieé beda, jezeli rownania (23)
beda zgodne.

Mamy tedy dowiesé, ze réwnania te s zgodne. Roézniczkujge pierwsze
z nich wzgledem § i pamigtajac, ze w jest calks réwnania:

Plogw | Plogw 1

da? B T

znajdziemy Yatwo, ze

_d_[ 0%, dlogw dzo dlog w . 0z,
daig T Fa T 0,8]20'

Podobniez, rézniczkujge drugie z réwnat (23) wzgledem a, znajdziemy:

(136)
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[0"2‘,, 4+ 91 0logm 02, dlogm 050] 0,

Oa 0 - E

skad wnosimy, ze jezeli réwnania (23) sg zgodne, to 2, czyni zado$é rownani:

9 Pz, _ dlogw dz, dlogw 0z,
(24) Jadf 08 da da 0B +5

gdzie & jest pewna stala.

Teraz juz przy pomocy prostego rézniczkowania przekonamy sie, Ze
rownania (23) 1 (24) s3 zgodne przy jakichkolwiek wartosciach stalych k,
albowiem wartosci na 5 Pz, i @z, z réwnan tych otrzymaé sie dajace

ﬂ)/j ()aﬁﬂ?’ Y Y ¢ dajace,
83 rowne.

Na mocy wyrazen (21), réwnanie (24) mozemy napisaé w postaci:
0z, dlong Oy dlogew ko

(25 BT T N0 T T T

Jezeli zanwazymy, ze na podstawie warunkéw (22) rzuty przesunieé punktu
(xm Yo, zo) na osi (Tl) 882

0z, dlog w

dr= BT da W ag, dy=— B e o

znajdziemy nastepujace wyrazenie elementu liniowego naszej obwiedniej:

2 12
dsy?= kf (doa>+dp?) .

‘Whosimy stad, ze wszystkie powierzchnie ktore otrzymamy, nadajac
statej & wszelkie mozliwe wartosei, beds homotetyczne z powierz
chnig X. W przypadku, gdy % = =41, znajdziemy niektére powierzehnie
2'naktadalne na powierzchnie X'.

Znajdzmy promienie krzywizny i linie krzywiznowe otrzymanych przez
nas powierzehni; ktére dla krotkosei oznaczaé bedziemy przez X .

Na podstawie réwnah (22) i (25), rzuty przesunied¢ dowolnego punktu,
lezgcego na promieniu & = 2, y¥ = wy, lub — co na jedno wychodzi — punktu
na normalnej do powierzehni X bedy:

WP R, Sr=d(z—z,).

— gy 4 KO -]
oz = = da + 5 ag, &y= 5 da -~

(137
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Jezeli przyrosty parametréw (da, df) odpowiadajy liniom krzywiznowym
powierzchni X;, to przesunigeie odpowie%dniego grodka krzywizny tej po-
wierzchni bedzie skierowane wzdluz normalnej do powierzehni X ; innemi
stowy, dla uwazanego przesunigcia srodka krzywizny mamy :

2y—2
w

o 22—z, k kw
(26) éz:T°da+~§)—dﬁ=O, by =——5da+

ap=10.

Rugujac stad z, znajdziemy rownanie rézuiczkowe linij krzywiznowych
powierzehni Xy; bedzie ono postaci:

da? — Af? =0,

skad wnosimy, ze liniom krzywiznowym powierzchni X
odpowiadajg linie asymptotyczne powierzchni =.
Zauwazywszy dalej, ze w danym przypadkuz—z; jest wielkoscia odpowie-
. - . . Lo . . i om do
dniego promienia krzywizny powierzchni X i rugujge z rownania (26) p
znajdziemy :
,,;Q (1)4

(z—g) = a1

"skad wnosimy, ze powierzchnia X jest powierzchniy minimalng; a zatem,
jezeli przyjmiemy, ze k= 1, to odpowiednie powierzchnie 2V beds po-
wierzehniami doYaczonemi do danej powierzchni 2.

Zhbierajge otrzymane wyniki, dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.
Powierzchnie 3, zwigzane z pewngpowierzchnig mi-
nimalng X wten sposdh, Zze plaszczyzny styczne, po-
prowadzone wodpowiednich punktach powierzchni X
i Zysadosiebieréwnolegle, styczne zad§ do odpowie-
dnich krzywyech, poprowadzone wodpowiednich punk-
tach, sgodpowiednioortogonalne, sy powierzechniami
minimalnemi homotetycznemi %z powierzchnig X; li-
niekrzywiznowepowierzehni 3 odpowiadajy liniom
asymptotyecznym powierzchni . Jezeli gspblezynnik
podobienstwa % rowna sig +1,to odpowiednie powiersz
¢chnie 3 sg powierzchniami dolgczonemi do powierz
¢hni X .

§ 8. W § poprzedzajgcym dowiedlismy, ze dla kazdej powierzchni
minimalnej istnieja powierzchnie. dolgezone minimalne, t.j. powierzchuie,
zwigzane sposobem okreslonym z powierzchnig dang.

(138"
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Rozpatrzymy teraz powierzchnie X° i X,° odpowiednio dolyczone do
powierzehni X1 X, o ktérych byla mowa w § 6 tego rozdzialu.

Spolrzedne odpowiedniego punktn M powierzehni X° w odniesieniu do
osi (77) beda na zasadzie powyzszego:

0z 0.
(27) woza)-——D— y0=—w-a%’ 4,

gdzie &, czyni zado$é réwnanin (23) i (24), przyczem w drugiem z nich na-
daje sie statej k wartosé =+ 1.

Niechaj M; (%, v, 2,) bedzie odpowiednim punktem powierzehni X,°
dolaczone) do‘ pf)w1'erzchni 13 @y, ¥y, 2 — niechaj bedy spolrzednemi tego
punktu w olniesienin do tychze osi (77).

Powierzchnie X,° charakteryzuje to, ze: 1) jej plaszczyzna styczna
wyraza sie rOwnaniem :

(28) aM (z—ax;) + aN (y—y,) + (a—1) (e—2,) =0 ,

*
gdzie M, N,1 sy funkeye znane; 2) jezeli przez o, 8y, 6z oznaczymy
rzuty przesunieé punktu powierzehni I, odpowiadajacego punktowi

M, (%, y,,%) powierzehni X,° to dla wszelkich mozliwych wartosci do, d8
zachodzi zwigzek:

(29) 8z 8y -+ 8y Oy + 6z 82, =0

i wreszcie 3) element liniowy powierzehni X,° wyraza sie wzorem (patrz
§ 6, wyrazenia (12) i (18)):

(30) ds 2= 7?5 (do® - dp?) .

Wiemy procz tego, Ze liniom krzywiznowym powierzehni X\° bedg
odpowiadaly krzywe asymptotyczne powierzehni X, t.j. krzywe;

a B

B _ e—F _ cons
U= == const , U=T=Cunbt.

Wychodzge z tych warunk6w, wyznaczmy spilrzedne punktu oy, vy, 2
powierzchni X,°.
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Rzuty przesunieé naszego punktu sg:

): 7l ); dlogw
ey = (2 2 PRy o (S DRER ) ap = 4, dat By dp,

ap

. duy dlog w oy,
(Sl) (5_1/]:'(—‘:%——‘ ’)ﬂ )d +(’)/3 +

651=( éa —w) ' (‘:fﬂ‘ +”‘)dﬁ Ay da-+ By dp .

Ui 7

dlogw
da

Tu dla skrocenia ozuaczylismy przez A4y, By, 4y, By, Ay, By spoiezynniki
przy da i df w wyrazeniach na d»y, dy,, 6z;.

Poniewaz przesuniecia punktn z;, y,, 2z, pray wszelkich nieskonczeuie
malych zmianach parametréow a, g odbywajy sie W plaszezyznie (27), be-
dziemy przeto mieli dwa warunki;

aMd, +aNdy+{(a—1) 4, =0,
aMB, +a NBy+ (¢—1) By=0.

(32)

.
Przy uwzglednieniu wyrazen (11), warunek (29) rozpadnie sie na trzy
nastepujace :

» A (l—aM?)— Aja MN— Asa M =10,

BaMN + By (aN* — )4 Ba N =0,

Aja MN 4+ A, (aN— 1)+ 4;,a N+ B, I —all?) — Bya MN— DByn M =0,
ktore, przy pomocy réwnan (32), sprowadzimy do postaci:
(33) A—MA,=0, B—NB;=0, A,—NA;—B-+MB,=0.
Teraz juz Yatwo bedzie przedstawié zwigzki (32) 1 (33) w ten sposéb:
A=ty =0, A—T=V 4o B— ’fth’[“l

aN
(34)
By— NB, =0, MA,—NB,=0.

B.‘0=01

Z tych réwnan mamy przedewszystkiem:
A41Bi+ 4B, + A, B, = 0
co znaczy, zé krzywe a = const i f = const na powierzehni X,° sé. ortogo-

(140)
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nalne. Dalej na moey réwnan (34) i ostatniego naszego warunku o powierz-
chni 2¢ bedzie:

ook A4 7 = g S
skad wnosimy, ze:
e
Z tych zwigzkidw znajdujemy;
(35) =0 Y TN, y=—o 2 i,
a 9

Podstawiajge te wartosel @, y; do rownan (34) i korzystajac z naszych
rownai zasadniczych (I) — (V), otrzymamy nastepujace réwnania, ktérym
powinna czynié zado§é funkeya 2, :

0%, _ dlogw 0z1+0logm 0z g
“dat” da op op pek
Pz dlogw dz  dlgew 0 -+ 1
()a()ﬂ o 0 da da 7 B
Pz dlgw dz  dlogw Iz
Bt da da 3B Tﬂ ot

Widzimy, ze rownania, ktorym czyni zadosé funkeya 2, sg tozsame z réwna-
niami (23} 1 (24), ktorym czyni zados§é funkeya 2o, i dla tego wybrawszy
odpowiednio state catkowania, mozemy przyjaé, e &, = z,, & poréwnawszy
nastepnie wyrazenia (27) i (35), mieé bedziemy :

x.)-—'—.'l«’]=j_'fLN, Yo—y, =FaM, ZU———ZIZO,
skad:
ad (2 — ;) 4 aN (yo— ) + (6 —1) (20— 2) =0.

Innemi stowy, punkt (i, %o, 20) powierzehni X¢ lezy na plaszczyznie stycz-
nej do powierzehni X9, wtedy gdy punkt (zy, ¢, #;) powierzehni X,° lezy
na plaszezyznie stycznej z =2, do powierzelni Xv.

‘Whosimy stad, Ze proste; laczace odpowiednie punkty powierzchni
20 i X, sy styezne do tyeh powierzehni. Mozna to inaczej wyrazié tak:

(141}
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powierzehnie 21 Jtgy powierzchniamiogniskowemi
pewnej kongru encyiliniowej. Jak widzieliSmy, s to powierz-
chnie minimalne na ktérych krzywe a==const i f==const s3 liniami
asymptotyeznemi.

Przyslismy tym sposobem do kongruencyj liniowych, charakteryzuja-
cych sie tem, Ze linie asymptotyczne na ich powierzchniach ogniskowych
odpowiadajg sobie wzajemnie; kongruencye takie nazywaja sie kongru-
encyami W ze wzgledn na ich analogie z kongruencyami normalnych do
jakiejkolwiek powierzehni W, ktorej powierzchnie ogniskowe, jak widzie-
lismy (Rozdzial IT § 7) zwigzane sy podobna odpowiednioseia,

Przypadek, w ktérym powierzchnie kongruencyi W sg powierzehniami
minimalnemi, t.j. przypadek wlasnie rozpatrzony przez nas, zbadal szezegé-

Yowo plerwszy Thybaut w interesujgeej rozprawie p. t.; ,Sur la défor-
mation du paraboloide et sur quelques problémes qui s’y rattachent® ?)
w ktorej doszedl do tychze kongruencyj na innej zupelnie drodze.

Nie bedziemy tu wehodzili w dalsze dotyczace tych kongruencyj szcze-
goly, po ktére odsylamy ezytelnika do wymienionej pracy Thybauta;
zanwazymy tylko, ze na drodze, przez nas stosowanej, doj$é mozna do najogdl-
niejszyeh kongruencyj, badanych przez Thybaut a.

Poniewaz punkt ruchomy P, bedacy poczatkiem uktadu spolrzgdnych
(T,) obrany zostal zupelnie dowolnie, wnosimy stad, ze powierzehnie mini-
malne dotgezone do danej, dadza sie wyznaezyé w przestrzeni, procz pewnego
przesuniecia postgpowego. Mozemy przeto W nastepujgcy sposob wyrazié
otrzymane wyniki:»powierzchnie Z°i 3, dolgczone dopo-
wierzehni i 3, mogyg byé przy pomocy przesuniecia
postepowego sprowadzone do takiego potozenia, ze
bedgpowierzchniamiogniskowemi pewnej kongruen-
cyi Thybauta. Rozumie sig samo przez sig, ze zakladamy, i% powierz-
chnie X 1 X, sg zwiszane ze sobg w ten sposéb, jak podano w § 6 niniej-
szego rozdzialu.

§ 9. Widzielismy w rozdziale ITI, Zenasze powierzchnie minimalne
X i3, sg normalne do pewnego ukfadu kot (K), ktérych srodki lezy na
odpowiednich plaszezyznach styeznyeh do pewnej okreslonej powierzchui &,
nak}adalnej na paraboloide obrotows (Rozdzial III § 7). Kola te sg réwno-
czesnie ortogonalne do nieskonczonej mnogosei powierzchni.

Ta okoliczno$é pozwala nam réwnanie (I)—(V) przeksztalcié tak, Ze
rozwiszanie zagadnien, odwrotnych do zagadnieh Guicharda i Bian-
¢ hi'ego, sprowadzi sig do calkowania pewnego ukladu réwnai liniowye h
o czastkowych pochodnych rzedu 1-go i 2-go.

1) ,Aunales de I'leole normale supérieure® 1897. N 21 3.

(142)
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Pierwszy Bianchi sprowadzil do calkowania takiego ukladu rd-
wnah rozwigzanie pierwszego z dwoéch wspomnianych zagadunien, w szeregu
not w ,Atti della Reale Accademia dei Tincei® 1899 i w rozprawie; ,Sulla
teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante® ). 'W wy-
wodzie tyeh twierdzen znakomity geometra postuguje sie jedynie prze-
ksztalceniami analitycznemi, lubo w uwadze do wspomnianej rozprawy mowi
o zwigzku pomiedzy temi przeksztatceniami a podang wyzej wlasnoscia
uktadu kot (K).

W dalszym wykladzie z tej wlasnosei kol (K) korzystaé bedziemy.

Srodek C jednego z rozwazanych kot (K) jest, jak latwo widzied,
punktem przeciecia trzech plaszézyzn odpowiednieh: 1) plaszezyzny stycznej
do powierzehui X; 2) plaszezyzny styczne] do powierzchni § 1 3) plasz-
exyzny, przechodzacej przez odpowiednie normalne do powierzehni X, X1 S.

Rownania tych plaszezyzn w odniesieniu do odpowiednich osi (T) beda:

z=0, Met+Ny-+t+z—1=0, Ne—My=0
i dla tego spélrzedne Srodka C uwazanego kola K sg:

ML adl NI aNl

BEN T 3 TN T 2

, A=0,

a jego promier:

——__ Val
36 7y =V a2 Y = —.
(36) ) ' v V2l—u
Niechaj y oznacza kat, ktory odcinek OC (przez O oznaczamy punkt po-
wierzehni X, w ktorym znajduje sie poczatek spolrzednych (7)), tworzy
z osig « ukladu (7); bedzie:

(37) uosy*lE—MA sin —M
' Vaia T Valea :

Spolrzedne odpowiednich punktow rozwazanego okregu bedy oczywiscie:
T =@y — 7 COSy c0St==1r,cosy (L—cosi),
Y =1y — 7y Sin y cos f =1y sin y (1 —cos ),
Zz=1yrint,

gizie ¢ jest kat, ktory odpowiedni promien kota tworzy z odcinkiem CO.

1) Annali di Matematica 1899. -
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Wezmy na okregu pewien punkt G i napiszmy warunek, ze jego prze-
suniecia sa ortogonalne do okregu (K).

Jezeli przez 6z, 8y, 8z oznaczymy rzuty przesunieé punktu G na osi
(T, to warunek ten bedzie postaci:

sin¢ cosy éz-sint siny dy - costdz=20.

Kladac tu zamiast oz, 8y, 82 ich wartosci, przedstawimy to wyrazenie
W postaci: :

(38) Adda+Bag+4+Td+=0, v
gdzie:
_ 7pC0Sy  ryCOSY ﬁri__wcos;') .
A=——t—— cost—l—(aa 5 sint,
_ mysiny #y §in yp dry  wsin ?',) .
B-_m———m—~+——-—w cost+(0ﬂ 9 sint

1=4’o,

Aby warunek (38) zachodzil przy wszelkich mozliwyeh wartosciach da i d,
jest konjecznem i dostatecznem, by spelnial sie tozsamoSciowo zwigzek :

Al —w el )

To wyrazenie sprowadza sie do postaci:

(39) Psiné 4 Qeost+R=0,
gdzie:
P_.L"E[L(‘"Sin?’)”i(weo” ]
) Oa\ ) ()/3 ) ) !
R———Q—M[L sin;r)+_g_(008y)] .
= =7y da( oo F \rew —+rosiny cosy.

Poniewaz rozwazany przez nas uklad kol jest ortogonalny do nieskonczo-
nej mnogosei powierzchni; innemi stowy, poniewaz zwiazek (39) zachodzi
dla nieskonczenie wielkiej liczby wartosei ¢, to jest konjecznem, aby byto:

- P=0, R=—Q=0.

H

(14%)
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Podstawiajge w wyrazenie P, @, B zamiast y, r, wartosei tych ostatnich
z réwnah (36), (37), bedziemy mieli:

0 [ Mw 0 [{Ne J (N
w ==l %l

9 M)__ uN
7

wl )‘{_—0?( ol | B -
Prawdziwosé tych rownan mozna stwierdzi¢ przy pomocy rownan (I1) 1 (TT1I).
W samej rzeczy, dodajgc réwnania (II) i (IIT), otrzymamy :
0 ( 0 (Mw)
9B

Now)
da +UN=

— MN,
lub takze:

9 (Nw) +MN(2 l—0?)  0(Mw) MNQRHe?
da 27 T R 21 :

Uwzgledniajge tu wartosei na M i N, mozemy ostatnie rownanie napisaé
w postaci:

1 0(Nw) No ol 1 0(Mo) Mo 0

a to jest wladnie pierwsze z rownai (40).
Jezeli teraz podzieliwszy réwnania (IT) i (III) przez ol, dodamy je
i do obu stron otrzymanej réownodei dodamy jeszeze:

2—o? PARE MN

i VM — 5 UN=——5—,

znajdziemy drugie z réwnan (40).
Szezegolnie interesujgcem dla nas jest pierwsze z réwnan (40); poka-
zuje onv, %e mozemy zawsze przyiaé, iz

oM
=

O wN 2 dp

do ' 1 T @ 08

2
¢
glzie ¢ jest pewng okreslong funkeys. Jezeli wprowadzimy jeszcze funkeye
w przy pomocy zwigzku:

(41) y=-",

Prace mat.-fizyez., t. XIV. 10
(145)
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znajdziemy nastepujace wyrazenia na M i N:

2 do 2 g

G2) M= 90 V= oy -

§ 10. Poslugujac sie réwnaniami (I)—(V), httwo' wyprowad.zié ukl'a’q
rownan liniowych o pochodnyeh czgstkowyceh, ktorym czynig zadosé
funkeye @ 1 . o

Jezeli wyrazenie (41) zrozniczkujemy wagledema i 1 w ‘otrzyma}u?
W ten sposob wyrazenie wstawimy, zamiast pochoc.lnych ﬂ.mk.cyl {, wartoei
tych pochodnych, wyrazone przez pocliodne funkeyl ¢, znaj dziemy:

dy 2 do oy 2 Op

(VD T T e 0F @ 08 '
a réwnanie (I) przybierze postaé:

o =SR]t e

w? L\ da 0f

Zmajdgmy wyrazenia na pochodne funkeyj Mi N przez po(_:hodne fu’nkcyl 9
i podstawmy je w rownanie (ID)—(IV); uwzgl@du_nvs'zy jeszeze rOwnania
(VL) i (43), otrzymamy nastepujace réwnania liniowe o pochoduyeh
czastkowych rzedu drugiego:

P 1 do do 1 do dp | o*—2a w 2(_;»& ’

TE @ da da w 08 Of ta
Pp _ 1 o dp | 1 dw O0p
(V1D dadf  ® 0f Oa ' @ da 9f
Pp_ 1o dp 1 0w dp  ottla,
T w da da " w 0 9 ia Sa

: . - D [/ 02y ho-
Jezeli teraz utworzymy rozmaite wyrazenie na 3a70p Tadft’ Tadp 8O

strzezemy, ze rownamia (VI) i (VII) bedg zgodne na mocy jednego
tylko warunku:

P?logo , FPlogw 1
dad apt T Wt

Rézniczkujge wagledem a i 8 funkeye L, stanowigea strong lewy rowna-

(146)
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a

nia (43), przekonywamy sie, Ze na mocy réwnai (VI) i (VII) pochodne
)L ., JL .

9L i —L—{— 83 tozsamosciowo rowne zeru, przeto:

da = 08 ?

L = g = coust.

Tym sposobem znajdujemy nastepujaca wazng ceche, odrézniajges rownania
(I1)—(V) od réwnan (VI) i (V1I), mianowicie, dla pierwszych z nich réwna-
nie L=10 jest warunkiem ich zgodnosci; dla drugich L = const jest
tylko wynikiem samych réwnan.

Fatwo widzieé, w czem tkwi prayczyna takiej roznicy. Réwnania (VI)
i(VIID)sg liniowe, wtedy gdy funkcya L jest formag kwadratowsy

! dp  Op L L .

wzgledem @, v, v PREp) /3- ; rozumie sig tedy samo przez sie, ze réwnanie
L = const nie moze byé warunkiem zgodnogei rownan (VI) i (VII).

Stalg g, na ktérg zamienia sig funkeya L dla calek réwnan (VI)i(VII),

0 0

W, ?Zi, %dlaa=ao, B=Pu; te
wartosel poczatkowe okreslajg zarazem, ogélnie méwige, w pewnym obszarze
calki holomorfiezne rownan (VI) i (VII). Tym sposobem calki tych rownan

okreslajg poczatkowe wartosei funkeyj o,

X 3 3 e dy
zalezg od czterech stalych dowolnych g, ., (7)?)0, (W)“.

Przy rozwigzanin zagadnienia odwrotnego do zagadnienia G uni-
charda, powinnismy obraé te stale tak, aby tunkeya L dla calek naszych
réwnah byfa réwna zeru. Poniewaz ta funkeya jest jednorodna wzgledem
P, Y, 3;’2 s %/?, to z warunku L, ==0 wyznaczymy stosunek dwoch z po-
miedzy tych stalych. Jezeli zauwazymy teraz, ze wyrazenie na ! moze
byé przedstawione w postaci:

‘ 9p Lv)
 dnt Bt o[+ 0 (58,
- op dp\ !
Ayv+Biype+04 (77;‘)‘)+D1(7)B—)0
gdzie 4, B, C, D,... sa okre§lone funkcye zmiennych a, 8, to spostrze-

Zemy, ze W wyrazeniu tem zachodzg tylko d wie stale dowolne, jezeli nie
bedziemy liezyli stalej a.

=2

Dochodzimy tym sposobem do znanego juz wyniku, ze kazdej powierz-
chni minimalnej X odpowiada, ogélnie mdwige, oo® powierzehni S, nakla-
dalnych na paraboloide obrotowa.

(147)
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W zalozenin, e pozostajemy w war unkach twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Guiclarda, znajdujemy ze zwigzkow (42):

. O0p ()qu

N Do — Mg g
skad wnosimy, ze na powierzchni 3 krzywe @==const 3 ortogonaine do
odpowiednich plaszezyzn

Neg — My =0,

t.j. do plaszezyzn, przechodzgeyeh przez odpowiednie normalne do powierz-
chni X 1 8.

W dowodzeniu pierwszego twierdzenia Bianchi'ego widzielismy, ze
obwiednig tych plaszezyzn jest powierzehnia o elemencie liniowym

ds? =0 du?+ a® [2 (w—+v) + 2 ] do?,

edzie ¢ 1 ¢ 5y stale, t.]. pow ierzchnie typu Weingartenowskiego, nakladalne
na powierzechnie obrotow:@ Postaramy ue dowiesé tego samego 1 w obecnym
przypadku, a rownoczesnie rozszerzymy nieco warunki naszego zagadnienia,
mianowicie, postaramy sie znalesé element linfowy obwiedniej ptaszezyzn,
przechodzacych przez normalue do powierzehni X i ortogonalnych do krzy-
wyceh @ = const, poprowadzonych na tej powierzehni. Zalozymy przytem,
ze funkeya ¢ Jeet calka rownan (VI) i (VIL), czynigceq zadosé warunkowi:

R [

gdzie g jest pewng staly.
§ 11, Rownaniem plaszezyzny, dla ktdrej cheemy wyznaczyé element
liniowy jej obwiedniej, bedzie w odniesieniu do odpowiednich osi (T'):

(4

(45)

gdzie ¢ jest parametrem dowolnym.

(148)

icm°®

KONGRUENCYE LINIOWE. 123

Spolrzedne punktu szukanej obwiedniej, znajdziemy z warunku, Ze
przesuniecia tego punktu przy wszelkich mozliwych nieskonczenie matych
zmianach parametrow a, § odbywaja sie w ptaszezyznie (44).

Jezeli przez dx, 8y, 6z oznaczymy rzuty przesunieé szukanego punkin
na osi (7'), to warnnek nasz przedstawi sie analitycznie w ten sposob:

p

9B

Poniewaz wedlug naszego zatozenia warunek ten zachodzi dla wszelkich
mozliwyeh wartodel na da i df, to rozpada sie on na dwa nastepujace:

Adat+Bip=-"1" 55— ;f Sy=0.

(46) 4=0, B=0,

z ktorych potrafimy wyznaczyé ¢ i 2.
Rzuty przesunieé naszego punktu beds:

) 2 1 dw 0
/ _—_W'I (’(p ) t o A—(——_‘_ ) 5
or da-+d Twﬂa w 0F da + Ta d/3 7 t,
- @ g 1 (9(0 17(0 dp
(+7) 5U—*—§ﬂﬁ+d(7ﬂ—1)+( de -l-— e )r)a i"——tlﬁ’

0z = ds +— [’;; — ‘;q d]

Korzystajae z rownan (VI), (VIL) i pomijajac na razie praypadki, w kié-

dtp O

rych r , —(757: 0, sprowadzimy réwnania (46) do postaci:

z t [(w*—2a)y )
gl el =2 -

2 t [(0*+2a)yp )
— 5zl 3 %= 732"

Znajdujemy stad:

(=20 TP
v v

b

a wiee spétrzednemi odpowiedniego punktn szukanej obwiedniej beda:

_ 2a dp __2a Op b BY—9
po da’ °7 yo T Ty
(149)
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Wprowadzajge te wartosel do wyrazen (47) znajdziemy rzuty przesunied
naszego punktu wyrazone W ten sposo6b:

O = —

Qa dp 2a Op ((p) a dup
—_l =, bg=—d || ——F .
oy " Y oyt ap v
Uwazgledniwszy jeszoze zwigzek (VIII), otrzymamy nastepujace wyrazenie
na szukany element liniowy:

2 s |29 g @ dy? [ ( P '”—EZLI’T
ds? = dz? + 6y + o= —[ —14+4 | ——+1¢ TIJ)JT- — 1.

ay p iyl Z
Kladge:
——di:#du, cl(i‘)——adv:adﬂ,
¥ 4
skad :
. L@ 1
p=e, 7@"=6+v+§7
znajdziemy :
(48) ds® =a? 462 4 a? [2 (8 - v) - ge*®] dv®.

Widzimy stad, ze szukana obwiednia jest powierzelniy typn Weingarte-
nowskiego, jaks napotkaliSmy juz w § 2 Rozdzialu IV. Role spiirzedne
z w tym §-ie gra teraz spblrzedna o:

—a—2 2
z=a v 5 a(0+9),

role funkeyi 2 funkeya r=Va -+ 2, t.j. funkeya

r=aV @+ o) T 9o,

A zatem znaleziona powierzchnia S, znajduje sig z powierzchniy X w takim
zwigzku, w jakim znajduja sig powierzehnie Sy 1 3 w pierwszem twierdzenin
Bianchiego.

‘Widzielismy, ze calka @ nkladu réwnan rézniczkowych (VI) i (VID
zawiera cztery state dowolne; jezeli dolgezymy do nieh jeszeze staly «,
dojdziemy do nastepujacego twierdzenia, odwrotnego wzgledem pierwszego
twierdzenia Bianchi'ego.

Kazdej powierzehni minimalnej X odpowiada oo®
powierzchni Sy typn Weingartenowskiegooelemencie

(150)
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liniowym (48). Wyznaczenie tych powierzchni zalezy
od calkowania uk¥adu réownan rézniezkowyeh linio-
wyeh (VD)i(VID). Powierzchunie S sg obwiedniemi ptasz
czyzn, przechodzgeych przez normalne do powiersz
¢hni X 1 ortogonalnyeh do krzywyeh g==const, popro-
wadzonychna powierzehni X.

§ 12. Pozostaje jeszcze powiedziet kilka slow o pominietym wyzej

) O —0

7y P .
plz},padkuw =0 albo wra

. - 0 ca )
Z rownai (VII), gdy w nich przyjmiemy, Ze % =0, znajdujemy, ze

dew . . . .
r){=0’ t.j. gdy powierzchnia X Jest
katenoidg. Krzywe ¢ = const s wtedy rownoleznikami, a wieec obwiednia
plaszezyzn ortogonalnych do krzywych ¢ == const, t. j. plaszezyzn poludni-
kow bedzie of obrotw. W tym wige praypadku powierzchnia S, znieksztalca
gie na linig prosta.

jest to mozliwe tylko wtedy, gdy -

DR N-]

ROZDZIAL VI

Twierdzenie odwrotne do trzeciego twierdzenia Guicharda.

Przeksztalcenie powierzehni o krzywiznie stalej ujemnej.

Twierdzenic odwrotne do drugiego twierdzenia DBian-
chi’ego dla powierzchni o krzywiznie stalej ujemnej.

§ 1. W rozdziale poprzedzajgeym dowiedlismy twierdzen, odwrotnych
do pierwszych twierdzen Guicharda i Bianchi’ego i podaliémy
jedno interesujgce przeksztalcenie powierzehni minimalnych.

W rozdziale niniejszym zajmiemy sie rozwigzaniem analogicznych za-
gadnien dla powierzchni o stalej njemrej krzywiznie gaunssowskiej.

Niechaj bedzie dana pewna powierzehnia X o krzywiznie gaussowskiej
stalej njemnej; nie zmniejszajge ogdnosci, mozemy przyiaé, ze ta krzywiza
jest rowna — 1.

Odniesmy te powierzchuie do linij krzywiznowych a==const, f=const;
osi ukladu spolrzednych (7) obierzmy tak, aby of 2 bya styczna do krzy-
wyeh = const, 0§ y do krzywyeh o= const.
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Przy tych zalozeniach, wielkoSei zasadnicze, charakteryzujace po-
wierzehnie X, beda mialy nastepujgce wartosei:

Ow

. dw
== (05 = gin PE=—— P = ——
E=008w, 7 =SIN0, T 1 Iz

p=0=0, p=cosw, ¢=sihw,
gdzie o jest catka réwnania rézniczkowego

2 2
(5] %—%:sina) cos @ .

Element liniowy naszej powierzchui bedzie oczywiscie postaci:
ds? =cos? wda® - sin? wdp? .

Na normalnej do powierzchni X, przez pewien punkt O tej powierzehni
przechodzgcej, wezmy punkt M (0, 0,1); miejscem geometrycznem tego
punktu przy ruchu punktun O po powierzchni X bedzie pewna powierzchnia S.
Oznaczmy przez w kgt pomiedzy normalng do powierzchni X a plaszczyzng
styczng do powierzehni S, przeprowadzong w odpowiednim punkcie M.
Jezeli powierzehnia § bedzie powierzchnia nakladalng na jedne z zasa d-
niezyech powierzchni obrotowych, i jezeli przytem kongruencya normal-
nych do powierzchni X' bedzie kongruencys dolgczona-do powierzchni
8, to pomiedzy odlegloseia I odpowiednich punktéw powierzehni S i X
a katem « powinien zachodzié zwigzek (por. § 8 Rozdzial IT):

9 ___ @&
@) : b=t

gdzie a jest pewna stala. Aby powierzéhniz} S byla rzeczywista, stala ta
powinna by¢ dodatnia. WidzieliSmy nadto w Rozdziale IIT, ze linie krzy-
wiznowe powierzehni X powinny odpowiadaé liniom sprzezonym powierz-
chni 8. WyraZmy te dwa warunki analitycznie.

Rzuty przesunieé punktu 24(0, 0,7) na odpowiednie osi (77) beds, jak
Tatwo widzieé :

(@) Or={(coswHsinm)da, Oy=(sino—Icosw)df, &= di;

réwnaniem za$ plaszezyzny stycznej do powierzchni 8§ w punkcie M,
niechaj bedzie :

)] Mu 4Ny —(z—1)=0.
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Spétezynniki M i N wyznaczaja sie z warunku, ze przesuniecia punktu
M przy wszelkich nieskofczenie malych zmianach parametréw a, f odby-
wajg sig w plaszezyznie (4), t.j. Ze dla wszelkich wartosci na da, df
zachodzi zwiazek :

Méx—++ Noy— 62=0.
Zmajdujemy stad nastgpujgce wartosei na te spélezynniki:

1 ol 1 Jl

@) M= o lsine da’ ' sino—lcosw df
7 uwagl, Ze sinu jest dostaws kgta, ktéry normalna do plaszezyzny (4)
tworzy z osia 2z, napiszemy warunek (2) w postaci:

. P
) M N I=T

warunek ten jest co do —jak nietrudno sprawdzié~—réwnaniem o pochodnych
czastkowych rzedu 1-go. : ‘

Przechodzimy do wywodu warunku drugiego.

Przez pewien punkt niermchomy P przestrzeni, bedacy poczatkiem
ruchomego ukladu spélrzednych (7)), ktérego osi sy stale réwnolegle
do odpowiednich osi uktadu (7)), poprowadimy plaszczyzne réwnolegly do
plaszezyzny (4); réwnaniem tej plaszezyzny w odniesienin do ukladu (Ty)
bedzie:

(6 Mz Ny—z=0.

Nadajmy parametrowi a przyrost de; spélrzedne (T3) przyjma wtedy polo-
zenie (T}'); odpowiednie punkty O i M powierzchni X i § przesung sig
wzdluz krzywyeh f==const i przejds w polozenia O’ i M’'. Roéwnaniem
plaszczyzny, przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do praszcaymny
stycznej do powierzehni S w punkeie 3f’, bedzie w odniesieniu do osi (7Y):

(7) M’m’—i—N’y’——z’:‘O,
gdzie:

oM
da

=yt YLaa, =54 da.

Przeciecie plaszezyzn (6) i (7) danam w granicy kierunek sprzezony z krzy-
wa f = const, na powierzchni S. :
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Otrzymawmy rownanie plaszezyzny (7) wazgledem osi (77), ktadae: ON
otrzymanego w ten sposdb réwnania zamiast r. warto$é tej pochodnej,

r___, ) - dw .
o=z ) zsinw)de, y=y—uzx X3 de, #=zs-txsinwda, wzieta z rownania (I1); wylaczajae przypadek M= 0, znajdziemy:
a wiee prosta graniezna przecigeia plaszezyzn (6) i (7) dana bedzie przez 8y ———r;u =N _’%g — N?sin*w + eosotisinw) .
réwnanie (6) i przez réwnanie: - da ap «
oM dw X N - Rézniezkujac znéw réwnanie (1) wzgledem §, uwzgledniajae wartosé
x[(ja ——N—~—0ﬁ ——-s1nm]+y[~%_+_z{[ﬁ"_J —aMsinw=290. 0N . . . . '
va o wyrazenia _0/3_ z rtownania (IIT) i wylaezajge przypadek N =20, otrzy-
Jezeli przyjmiemy teraz, ze krzywe o= const i § = const na powierzehni mamy jeszeze:
S 53 krgywenu sprzejonemi, innemi slowy, ze przesuniecie punktu M wzdtuz ON dw 7 (sin —1 cos @)
krzywej a== const jest rownolegle do prostej granicznej, to znaj dziemy (V) NI — e +areos? 0 - —
nasz drugi warunek: B va a
IN oo v B 7 Tak wiee, jezeli rownania (I); (IT) i (III) sa zgodne, to muszg byé zgodne
——— 4 M ——=] (sin @ — I cos @) — M sin w 2o réwnania (ID—(V), t.J. muszg zachodzié tozsamosciowo zwigzki:
do 7 ap ’ ; &
co, na mocy rownan (5), mozna napisaé tak : i M = a] N _ N
dadB ~ 0fda’ dadf  0fda
ON __ dw .
(n doa — M 0 +UNsin . Prawdziwosé tyeh tozsamosei Yatwo stwierdzié za pomocg prostego roznicz-
kowania wyrazen (ID—(V), przy uwzglednienin zwiazku (I) oraz tej oko-
N . . . ’ . 3
‘Warunek ten, ktéry co do 7 jest réwnaniem rézniczkowem o pochodnych licznosol, ze o jest calkq réwnania (1).
czastkowych rzedn 2-go, mozemy przedstawic w postaci: Jezeli teraz przeniesiemy wszystkie wyrazy w rownaniu (I) na strong
e lews, i takaz strone otrzymanego rownania oznaczyiny przez L, to na mocy
— . deo .0 . . oL . 0L , - . L
FrY (sin w—T cos a))w M+ (cos w4 sin w) —((}E’- N — (c0s 2 w1 sin % w) MN réwnat (IT) i (V) pochodne a1 T beds tozsamogciowo zerami, t.J.
gégigiiz (g) moi;my 1]1a61-)isa,6 j_eszcze inac‘ze,!'. Rézniczkujae mianowicie ZL =0, —zl? =0,
¥ ‘2 (5) na M wzgledem B i uwzgledniajae poprzedzajace wyrazenie “
na 5 ox 5 mozemy zamiast réwnania (IT) napisaé nastepujace: skad wnosimy, ze L = const dla calek rownah (IT)—(V).
Dla zgodnogei rownan (IT)—(V) stala ta, jak widzeliémy wyzej, po-
M do winua byé rdwna zeru. )
(111 N2 Ay eos » -
(1D g N —MUNeno. Rownania (ID—(V), do ktoryeh calkowania sprowadza sig rozwigzanie
s )

naszego zagadnienia, sa co do funkeyi I trzema réwnaniamio pochodnych
§ 2. Pozostaje jeszeze wykazaé, ze réwnania (1) i (1) Tub— co na czgstkowyeh rzedu drugiego.

Jedno wychodzi — réwnania (I) 1 (ITT) sg zzodne. Jezeli te rownania beda zgodne, to w ogéle méwiae, bedg one mialy

- Przyjn_lijn'ly, Ze-Zgodnoéé tych dwoch ostatnich réwnan ma miejsce. w pewnym obszarze calke, okredlié sie dajjea przez poczatkowe wartodei
tem zakozeniu zrézniczkujmy rownanie (I) wzgledem o i wstawmy do funkey; ! A f=7
Y da? df 0 0
(154) i

(155)
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Aby réwnania (I1)—(V) byly zgodne, to wartosei poczgtkowe powinny
czynié zadodé zwigzkowi L, = 0, gdzie przez L, oznaczamy wartosé fonkeyi
L dlaa=a, i f=4,. N

Jezeli teraz uwzglgdnimy okolicznogé, ze stala a obrana zostala zupel-
nie dowolnie i podlega jedynie temu ograniczenin, aby a>>0, to widzimy,
ze w wyrazenin na ! wystepowaé beda trzy stale dowolne: g, I, (%—),

U
i dla tego liczba powierzchni §, czynigeyeh zadosé dwom naszym warunkom,
bedzie co®.

§ 3. Okazemy, ze wszystkie te powierzchnie § s nakladalne na
jedng z zasadniczych powierzchni obrotowych, t.j. ze ich element
liniowy wyraza sie wzorem:

a? du?

dsgl= =
° 7 sin*u (a—sin® u)

—+ & cotg?u . dv? |

gdzie k jest stala. Dowiedziemy jeszcze, ze uklad normalnych do powierz-
chni X stanowi kongruencye, dolaczong do tych powierzchni .

Jezeli jedno i drugie jest prawds, wtedy krzywe ? = const na powierz-
chniach S powinny byé réwnoleznikami geodezyjnemi, a wtedy parametr
rézmiezkowy rzedu pierwszego A, (7), utworzony wizglednie do elementu
liniowego powierzchni S, powinien byé funkeys samej tylko wielkosei 1.

Na zasadzie wyrazen (3) i (5) element liniowy powierzchni S przed-
stawia sig tak :

dsy? = 0z 4 8y - 82* = (cos w -} I sin w)? (M? + 1) da?
-+ 2(sin o—I eos w) (cos w+I sin w) MN da df+(sin co—1 cos w)? (N2-1)dpe.
Latwo znajdziemy, ze parametr rézniczkowy A, (1) bedzie:

gl— MNPl
CTUMENL T

t.J. ze jest on funkeys samej wielkosei 7.

Rdzniczkg dlugosei Inkn krzywych geodezyinych ortogonalnyeh do
krzywych == const, bedzie :

a T
o2 _
VE QD ]/ i -

(156)
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Jezeli zamiast zmiennej ! wprowadzimy zmienng « przy pomocy zwiazku (2),
otrzymamy:

16 a? du?
"~ sinfu (a—sin?u)

Element liniowy naszej powierzehni § moze byé sprowadzony do postaci:
ds?=d 6> o®dv?.

Wiyznaczymy funkeye o, obliczywszy wedlug znanego wzoru B o nne ta
krzywizng geodezyjng linij I= const. Tym sposobem na wyznaczenie funk-
¢yl o otrzymamy rownanie:

1 dlogo 1

o4t ou sin % cos u

1

skad znajdziemy:
o=k cotgu ,

gdzie przy odpowiednim wyborze parametru v mozemy nwazaé wielko$é k
za, stalg. . )

Tak wiec element liniowy naszej powierzehni S moze byé sprowadzony
do postaci:

a® du?

e L k?cotelu . dv?
sin® u (a—sin? u) + g ’

ds’=

t.j. powierzchnia § jest nakladalna na jedne z zasadniezych pow1§;'zghm
obrotowyeh: na sinusoidg liyperboliczng, katenoide skrécon% lub wy uzon'%
i na logarytmows powierzchnig obrotows. Te jnrzy p'rz'ypadkl c!larakteryz.ms %
sig, jak widzieliSmy, wartosciy sta‘lej @, mianowicie dla pierwszego Je
a>1, dla drugiego a <C 1, dla trzeciego a=1. .

Aby dowiegé, ze normalne do powierzchpi =z t\w.fo?rzq, kqngruenf:ylf dola-
czong do powierzehni S, pokazemy, Ze na tej ostatniej ppwxerzchm szvsg
1=const. 83 ortogonalne do plaszczyzny, przechodzacej przez normalne
powierzehni X i S. .

Réwnaniem tej plaszczyzny bedzie:

Ne— My=0.
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Rzuty przesunigeia odpowiedniego punktu M powierzchni S wzdluz krzywej

{ = const beda na zasadzie rownan (3): -
¢

) ]
6z = (cosw+1sinw)da, Oy=— (sin @ —1cos w) 0‘; da, 82=10,

K

tub, jezeli uwzglednimy wyrazenie (5):

. M
0z =(cos w1 sinw) da, Oy =~ (cos -} Ixin w)T da, 6z=1

1
skad wynika:
N M

bz oy

Jest to wlasnie warunek szukany.

Zestawiajge rezultaty w §§ niniejszym i poprzednim, dochodzimy do
twierdzenia:

JKazdej powierzchni & o krzywiznie gaunssow-
skiej njemnej odpowiada oo powierzchni § naktadal-
nych na zasadnicze powierzchnie obrotowe, prazy
czemnormalne dopowierzechni X tworzgkongruencye
dotgezong do powierzchni 8%

§ 4. Przechodzimy do rozpatrzenia przypadkéw wyzej wylgezonyclh,
mianowicie gdy jedna z funkeyj A lub N jest réwna zeruw.
Dajmy, ze M = 0; na mocy réwnania (III) znajdujemy wtedy, ze albo

N=10, albo 22—,
(4

Pierwszy warunek nie daje nam rozwigzania naszego zadania, albowiem
wtedy mielibysmy, ze { = const 1 » = const. Warunek drugi wskaznje, ze
nasza powierzchnia X jest powierzchnig obrotows.

Wszystkie réwnania, sluzgee do wyznaczenia funkeyi !/, sprowadzajg
sig do jednego rownania (1) rézniczkowego zwyczajnego rzedu 1-go. Caltka
tego réwnania zawiera jedns staly dowolng; dolgezajge jeszcze staly q,
widzimy, ze w tym przypadkn bedzie co® powierzchni 8, czynigeyeh zadosé
dwom naszym warunkom.

Przy pomocy takich samych rozumowai, jak w § 5 poprzedzajacego
Tozdzialu, przekonamy sig, ze powierzchuie § beds powierzchniami obro-
towemi.

Dochodzimy tym sposobem do nastepujacego twierdzenia:

Kazdej powierzehni obrotowej X o krzywiznie -

gaussowskiej ujemnej vdpowiada co? powierzehni

(158)
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obrotowych §, naktadalnychnajedne z zasadniezych
powierzehni obrotowych, przyczem normalne do po-
wierzehni X tworzg kongruencye dotgczong do po-
wierzechni S

§ 5. Rozpatrzymy obecnie powierzchnig Xy, kt(’)re,]" pm;}kty sa syme-
tryezne do punktdw danej powierzehni X wzgledem odpowiednich plaszezyzn
styezuych do powierzehni S, t.J. wzgledem praszezyzn:

Mx 4+ Ny—e+1=0.
Spolrzednemi odpowiedniego punktu O; powierzchni X, bedg oczywiscie:

2al N 2 al

Sl M e
o P

9 = —

®) B=—

ZmajdZzmy wyrazenie elementu liniowego powierzchni X.
Rzuty przesunieé punktu O, na odpowiednie osi (7)), jezeli uwzglednimy
réwnania (I)—(V), beda:

(1>—1) cos 0—2lsinw ( 2all? __1) dod (P—1) sin w2l cosw 2 aMN g,

gax: T Pyl T e TR
; . - TN - : . ) a N2
12—1) cos o—2lsinew 24N (P—1) sin w2l cosw (2051; ? _1) as,
) ;6y=( iaw) = Pl P41 4
2—1) cos 0—2lsinw  2all (12—1) sin w42 cosw 2alN a8
’\‘5Z=( e = FH e

Flement liniowy naszej powierzchni X, b dzie postaci:
ds,? = A? da? -} B*df?,
gdzie:

(l“—lj cos o—21 8in @ B= (12—1) sin 0--21 cos o
A= g = JCEN) -
] T

7 uwagi, ze funkeye 4, B czynig zadosé zwigzkowi 4° + B?=1, mozemy
przyiat, ze :

2—1) si 21 cos
:sin!)=<l l)qnllji—i— (w,v

12—1) cos ¢—2Z sinw
(10) d=cos@= "= = . B
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glzie Q jest funkcys rzeczywists. Przy takiem zalozeniu element liniowy
powierzehni X, przedstawi sie w postaci:

(11) ds?=cos? Q. da® 4 sin? Q. dp?.
Réwnanie plaszezyzny stycznej do powierzehni X bedzie:
(12) 2aMx+2aNy+(12+1—2a)z+2al=0,

a zatem réwnanie odpowiedniej normalnej przedstawi sig tak:

1 2alM +2aZN . 2al
S W - = S |
20 M 2a N l“’-}-1~—2a‘

Normalna ta, jak tego nalezalo oczekiwaé, przechodzi przez odpowiedni
punkt M (0, 0 1) powierzehni S. .

Znajdzmy teraz réwnanie rézniczkowe leywych sprzezonych na po-
wierzchni X;. W tym celu positkujemy sie metods, niejednokrotnie juz przez
nas stosowang. WeZmy pewien punkt niernchomy P za poczatek ukiadu
spolrzednych (7)), ktérego osi pozostaja stale réwnolegtemi do odpowiednich
osi ukladu (7). Roéwnaniem plaszezyzny réwnoleglej do plaszezyzny (12)
i przechodzgcej przez punkt P bedzie w odniesieniu do ukladu (77):

(13) 2aMz+2aNy+4+(P4+1—2a)s=

Nadajmy parametrom a i 8 pewne przyrosty da, df; osi spétrzednych (7})
niechaj przyjmg wtedy poltozenie (7}'); punkt O, powierzehni X, przesunie
sie po krzywej, ktérg charakteryzuja przyrosty da, df, do pewnego
punktn 0. Rdéwnaniem plaszczyzny réwnoleglej do plaszezyzny stycznej
do powierzehni X w punkeie 0, bedzie w odniesieniu do osi (Z}):

2aM'z+2a Ny +({*+1—2a)e=0,
gdzie:
=M+dM, N'=

N+4dN, V'=1+dl.

Odnidstszy to réwnanie do dawnych osi (79, znajdziemy, Ze réwnaniami
prostej rownoleglej do kierunkn sprzezonego z krzyws (da, df) beds réwna-
nie (13) i réwnanie:

Hr+ Gy-+ Lz=0,
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gdzie:

H=2adl — ‘701\7(— dat- ’7” dﬁ)—}—(l?—{—l—— ) sino da |

) )
G._9a(ZN-1—2aM( (:;) —[— (w dﬂ)—(? *J-1—2a) cos w dB

L=2dl—2aMsinwda~+2a Ncosw dp.

Jezell przez da, 6 oznaczymy prayrosty parametrow, odpowiadajace prze-
sunigeiu punktu U; po powierzehni X, wzdluz krzywej, sprzezone] z krzy-
wg, ktorg charakteryzujy przyrosty da, dp, to przy pomoey prostych obli-
czen, przy uwzglednienin réwnan (I)—(V), sprowadzimy szukane réwnanie
krzywych sprzezonych na powierzehni X, do postaci:
(14) da da—dp S =10.
To réwnanie jest zarazem rownaniem rézniczkowem krzywych sprzezonych
powierzchni X. Dochodzimy zatem do wniosku, Ze kazdemu ukladowi
krzywych sprzgzonych powierzehni X odpowiada ukiad krzywych sprzezo-
nych powierzchni X .

W szezegolnosed, linjom krzywiznowym i asymptotycznym powierzehni
2 odpowiadaja linie krzywiznowe i asymptotyczne powierzehni X,. Co do
linij asymptotycznych, jest to jasne samo przez sig; co sie za§ tyczy linij
krzywiznowych, to na mocy ostatniego réwnania linie a = const, § = const.
sg krzywemi sprzezonemi powierzehni X ; réwnoczesnie sa one wzajemnie
ortogonalne, jak to wida¢ z wzorn na element liniowy powierzchni X, .
Stad JBSt rzeczy jasng, ze krzywe te sg liniami krzywiznowemi powierz-
chni X, .

Pozostaje jeszcze dow1esc, 7e powierzchnia 3, ma krzywizne stals
ujemng réwng — L.

Zwroémy sie do spotrzednycl (7)), majaeyeh swoj poczatek w punkeie
nieruchomym P. Z réwnania plaszczyzny stycznej do powierzehni X, wi-
daé, ze spotrzedne obrazu sferycznego punktn O, powierzchni X; w odnie-

- sieniu do osi (74) beda:

2a N 2a
B=Er zl=1—m,

rzuty za§ przesuniecia obrazu sferycznego na osi (7)) lub na osi (7) sg
oczywiscie:
Prace mat -fizyez., t. XIV. 11
(161)
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2 2a MN
by = —sin Q(ﬁfi M2 — 1) da -} cos 2 B g,
. 2a MN 2a
oy, ::—sm!?——;:Fl-—— da 4 COSQ(———Z2+1 Nﬂ__l)dﬂ,
. M 2a N
8z, = —sin Q—%‘_‘—l_—l—da——cos Q——__-Z?J,—l ag,

gdzie sin £ i cos £ majg wartosei (10).
Stad i zwazajae, ze promienie krzywizny naszej powierzehni X, wyra-
zaja wielkosei Qtouunkéw—ém— Sy oz
¢ o oz, 1 Sy, 7 65
wyel f==ecoust, a == const, znajdziemy:

przy przesunieciach wzdiuz krzy-

RI:——cotg.Q, Ry =tg Q,

a zatem krzywizna powierzehni ¥, rowna si¢ —1. Wynika stad takze, ze
funkeya Q czyni zado§é réwnanin rozniczkowemu:
2
—(gi—f———gﬂ—f— = sin 2 cos 2.

§ 6. WidzieliSmy przed chwila, ze nasze powierzchnie X 1 X, okrzy-
wiznie statej ujemnej sa ze sobg zwigzane w ten sposib, Ze liniom krzy-
wiznowym i asymptotyeznym jednej odpowiadaja linie krzywiznowe i asymp-
totyezne drugiej. Jezeli przypomnimy sobie rezultaty, otrzymane w roz-
dziale IT naszej pracy, spostrzezemy, ze takai odpowiednio§¢ zachodzi po-
miedzy powierzchniami o krzywiznie ujemnej, ktore sg praeksztatceniami
Bicklundowskiemi jednej jakiejkolwiek powierzehni.

Nasuwa sie przeto naturalnie pytanie, czy powlerzechnie X 1 X nie
sa przeksztatceniami jakiej§ powierzehni X,, lub inneii stowy, czy nie
mozna przej$é od powierzehni ¥ do powierzehni X, przy pomocy dwdch
kolejno stosowanyech przeksztalcen Bs,, Ba,?

Zwracajac sig do § 18 Rozdzialu I1-go i zachowujge wszystkie uzyte
tam znakowania (dla krotkosel pisaé bedziemy 6 zamiast 6,), otrzymamy,
w razie twierdzgcej odpowiedzi na postawione pytanie, nastepujgce wyraie-
nia na spdélrzedne punktu O, powierzehni X,

o o [m, = my cos (Q—aw)] cos 6 — py my Sin (L2—e) sin 6,
2alN . .
(15) y=— R = [my - m, cos (2—w)] sin 8 - u, my sin (Q—w) cos 8,
2 AN
z::lzj'_ll = my My Sin (Q—w) .

(162)
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Tu my, uy 83 stale, charakteryzujyce przekszialcenie 3
rego przechodzimy od powierzehni X
liniowym

e s1, DIrZy pomocy kto-
do powierzehni X, z elementem

dsy? = c0s? 6 da? - sin? 6 age.

Stale my, 4y charakteryzuja przeksztalcenie By, prow

b : ! adzgce od powi i
25 do powierzehni X, . * powierzehat

Z wyrazet: (10) poprzedzajacego paragrafu znajdziemy atwo:

16 () 21 ‘ L b1

(16) sin (Q—o) s o8 (2—w) =@

Wstawiajac te wartosei do wyrazen (15), widzimy przedewszystkiem, ze:
an My My == @

i précz tego, ze:
—2alM=1[m (I*+ 1)+m, (P—1)] cos 8 —2 my gy Isin 6
—2alN =[m (I + 1)+ my (I — 1] sin® -4 2m, p, Tcos 6 .

rieélone W ten s.po'séb funkeye M i N powinny czynié zadosé réwnaniom
(D—(V); podstawiajac warto§ei M i N w rownanie (1), otrzymamy:

[(my—Fmg)*—4 a] P4 [2 (1, *—my2) 4 my? u®—d o (I—a)] P4 (m,—my)2 = 0.

”ZWI@Z(’E]’K jcen powinien byé prosta tozsamoseis, t.j. stale my, m, powinny
czynié zadosé jeszeze zwigzkom : i

(my~Fmp)=4da; m?—m? 4 2m? p,*—2q (1~ =035 m—my=0.
Fatwo widzieé, ze zwigzkom tym stanie sig zadosé, skoro polozymy :
18) ‘ m=my=-+Va, pl=1—a.
Poniewaz stale u;, my, 4y, m, polgezone sy zwiszkami:
mi =1, m?t =1,

przeto na mocy poprzedzajgeych réwnosei bedzie u,® = u,? sk =
2 ) ¢ = g, skad g == - g,
Dalsze badanie wskaze, ktiry z dwoch znakéw wybraé n;]’ezy‘ i /41

(163)
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Na zasadzie otrzymanych warnukow wyrazenia na 1 N bedg postaci:

{19) my M == p, sin 6—7 cos 8, N = —p; cos —I sin b

Nie trudno sprawdzié przy pomocy prostego rozniczkowania, ze znalezione
wyrazenia na M i N czynia zadodé tozsamosciowo réwnaniom (IT)—(V),
jezeli tylko pamietaé bedziemy o tem, Ze 8 jest calka ukladu rownai
rozniczkowyeh:

08 do _ poost sine sin 6 cos @
da T 7 ny iy

o sinfcosw  cos b sinw
1Hy Ny

] dw
B + da

Pozostaje dowiest, ze otrzymana funkeya Q czyni zadosé rownaniom analo-
gicznym do réwnai (20), w ktérych nalezy tylko zamiast 0, w, my, g napisaé
odpowiednio £, 0, ney, us .

Kombinujae otrzymane w ten sposih réwnania z réwnaniami (20),
znajdziemy, Ze funkcya £ powinna czynié zade$é nastepujgeym rdwnaniom
rozniczkowym:

3{Q—w) 1 Lo 1 .
= Tm (15 008 Q4-p, cos w) sin 8- . (sin Q-sin w) cos 8,
MR—w) 1 . . 1 i .
0 = (py sin Q-+, sin @) cos 6 — ™ (cos £4-cos w) sin 0,

w ktoryeh uwzgledniliSmy juz warunek iy, =m,.

Podstawiajae tu zamiast sin 2, cos £ oraz pochodnych Q_({%_—_@ s HQ—w)
a

9B
ich wartodel i rugujge z otrzymanych wyrazei cos 6 i sin 6 przy pomocy
réwnan (19), dochodzimy do warunkdéw :

(o) (g M— NT) [cos o0 (1 — 13) 4 21 sinw] =0,
(py + ) (g N+ MT) [sin oo (1 — 1) + 20 cos 0] = 0 .
Stad jest rzeczy jasng, ze szukanym warunkiem bedzie:
@1) Byt oy =0.

\Y rzeczy samej, zaden z pozostalyeh czynnikéw nie moze byé zerem; albo-
wiem przyréwnawszy te czynniki do zera, otrzymalibySmy na 7 warto$

(164)
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niezalezng od @, co jest oczywiscie niemozliwem, albo tez 7 =ronst, co nie
daje nam rowniez rozwigzania naszego zadania. .

Widzimy tedy, ze przeksztalcenie powierzelni X na powierzchnie X,
daje sie osiaguaé przy pomocy dwoch kolejno stosowanyel przeksztalcen
Biacklunda B, i B,, charakteryzujacych sie odpowiednio stalemi
(my, ), (Mg, — phn)- '

W Rozdziale T1 widzielismy, ze stale my, gy, iy, gy Majg wartosel
nastepujace:

My ==C08 Oy, py =NUG; My==COS0Cy; Mg= sin oy 5

. JT T . .
gdzie katy - —o0;, 5 — 0z N4 katami, utworzonemi przez plaszezyzny

ogniskowe odpowiednich kongruencyj linjowyeh pseudosferyeznycl.

7 warunkow (18) i (21) wnosimy, ze w uwazanym przypadku stale
oy, 0y s3 polaczone zwigzkiem oy==—o,. Dalej, poniewaz stale my, piy
majg wartosei:

m=Va, w*=1l—a,

gdzie a jest liczba rzeczywisty dodatnis, widzimy, ze katy o, 6y Drzy
warunku «<C1 beds rzeczywiste; przy a=1 bedziemy mieli oczywiscie
dwa przeksztalcenia B, Biamnchi'ego; wreszcie przy @ > 1 przeksztalce-
nia B.,, Bs, bedy urojone sprzezoue, i dla tego to wlagnie kolejne ich stoso-
wanie prowadzi do rzeczywiste] powierzehni X, (pordwn. § 14
Rozdziadu II-go). '

Doszligmy zatem do nastepujacego twierdzenia:

Normalne do jakiejkolwiek powierzehni & o krzy-
wiznie stalej njemnej, po odbiciu od powierzchni §
naktadalnej na jedne z powierzchni obrotowych za-
sadniczych, dla ktore] normalne do powierzchni X
tworzy kongruencye dolaczong, bedg normalnemi do
powierzehni X, otakiejze krzywiznie stalejujemnej.
Odpowierzechni X dopowierzehni X, przejs§ét mozemy
droga kolejnego stosowania dwéch przeksztalcen
Béacklunda B, B, Nadto, jezeli powierzchnia § daje
sieg nakozy¢ na katenoide skrécong albo wydluzong,
wtedy oba te przeksztalcenia sgrzeczywiste; jezell
naklada sie ona na powierzchnig obrotowsg logarytmowga,
rzeczone przeksztalcenia s3 przeksztalceniami
Bianchi'ego; nakoniec, jezell powierzehnia § naklada

(165)
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signasinusoidg hyperboliczng obrotowas wtedy prae-
ksztatecenia B, B, sg urojone sprzeione.

§ 7. W rozdziale poprzedzajgcym pokazali$Smy, w jaki sposob rozwig-
zanie wszystkich postawionych tam pytan sprowadzié mozna do calkowania
pewnego ukladu réwnan liniowyeh o pochodnyel czgstkowych rzedu
1-go i 2-go. Stosujae analogiczng metode, mozemy to samo uczynié i w roz-
wazanym obecnie przypadku.

Rozpatrzmy w tym celn uklad kot (X) ortogonalnych do naszych po-
wierzehni X i X, o krzywiznie stalej ujemnej, a ktoryeh srodki zuajdujy
si¢ na odpowiednich plaszezyznach stycznych do powierzehni S. Widzie-
lismy w Rozdziale ITI, ze ta kongruencya kol bedzie ortogonalna do nie-
skonczonej mnogosci powierzehni. Srodek ¢ ktoregokolwiek z tych kot
bedzie punktem przeciecia trzech odpowiednich plaszezyzn

=0, Mr+Ny—z-4+1=0, Nze—My=0;

w rzeczy samej pierwsza z tych plaszezyzn jest styezna do powierzchni =,
druga do powierzchni S5 trzecia za$§ przechodzi przez normalne do tyeh

* dwdch powierzehui, a wige i przez normalng do powierzchni X,. Tym
sposobem spéirzedne srodka C beds:

M —aM o 4N 2 =0
N T F—a YT a2

Xy =

a promien kola:

) _ @PEPENY) | al
@2) L v s R g

Oznaczmy przez O poezgtek spolrzednyeh (T), przez y kat, ktéry od-
cinek OC tworzy z osig #; bedzie:

Val . VaXN
23 COSy = e =
1) 7w R e A s

Jezeli przez ¢ oznaczymy kat, utworzony przez jakikolwiek promien z od.

cinkiem CO, to spélrzedne odpowiedniego punktn naszego kola wyrazg sie

W ten sposob:

L =%y — 7 COS ¥ COS £ ==17, cos y (1—cos £)

o) 7 ( )
Y=th—rosiny cost =r siny (I—cos ¢) ,

z=ry8int.

(166)
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Wezmy na kole jakikolwiek punkt G i napiszmy warnnek, aby przesunigcia
tego punktu byly ortogonalne do kola (X).

Jezeli przez ox, dy, 6z oznaczymy rzuty przesunie¢ punktu G' na osi
(T), to warnnek, o ktérym mowa, wyrazi sig w postaci:

sint cosy dx—fsinzsiny Sy 4 cost dz=0.

Podstawiajac tu wartodei na dx, dy, dz, bedziemy mieli:

(25) Ada+Bdp+ Tdi=0,
gdzie
A=r;sinwcosy 4 ( Zrn —Fcosw cos y) sind—ry sinw cosy cost;
a
. or . . . s .
B=—r,coswsiny 4 (—(Tﬁi -+ sin o xin y) sint-trg cosw siny cos
T—= Ty .

Aby wartunek (25) zachodzil przy wszelkich mozliwych wartoéciacl} na
da, df, jest koniecznem 1 dostatecznem, by spelnial sig tozsamosciowo
: ) .

zwigzek :

(5Bl =)+ )=

ktéry, jak atwo sprawdzié, sprowadza sie do postaci:
(26) Psint- Qeost+R =0,

gdzie:

o[ 9 coswcos;')__&_(sinwsiny‘)]
P=r [-(W( 7y da To !

Q=—R=—r [%(wh% (My—)]+7"n cosy siny.
a

Ty o

Poniewaz rozwazany przez nas uklad kol jest ortogonalnly do n19e6skoncz0}1§3
mnogosci powierzehni, albo innemi slowy, poniewaz zwm'{zek (f ) mahmdl::]é
sce dla nieskonczonej mnogosei wartosei funkeyi , to koniecznie zachodzl

muszy zwigzki:

P=0, Q=—E=0.

167y
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‘Wstawiajge tu zamiast » 1 o ich wartoSel, sprowadzimy te wyrazenia do

postaci:
i) cos w M ] sin w N
) o =
i
. 0 [ coswN sin w M MN
@9 W( —“)+ 3 ( 7 )+ =0

O prawdziwodei tych ostatnich zwigzkow latwo przekonaé sig przy pomocy
rownan (IT) i (ITT). W samej rzeczy, kombinujge te dwaréwnania, otrzymamy:

- ]
0N | o Ncosw—sin?w M N=cos © 3;,'[ 02,)

e s —a-Msin o cos? w MN,

MN sin o cos o
———
znajdziemy Yatwo zwigzek (27). Dla otrzymania zwigzku (28) postgpujemy

dzielac obie czesci przez I 1 dodajge do obu stron po —

w ten sposob: muozymy réwnanie (IT) przez co; @ s

réwnanie (III) przez

sin . s A
T dodajemy otrzymane wyrazenia i znajdujemy:

cos w N sinw do sin 0M+ cosw Ow

T a1 YT T 33 a5 =105

dodajemy teraz do obu stron po — %N i nwzgledniamy tozsamosé:

MN _ MN (cos® o sin w o8 ®) | MN(sin? o—I cos w sin )
P 7 —+ B ‘

=cosw.N i sinw . M J
N da I? 0

a wiedy otrzymamy rownanie (28).

Szczegdlnie interesujacem jest rownanie (27): pokazuje ono, ze funkeye
cosew. M . sinw.N R L,
— 1 ; mozna nwazaé za pochodne czgstkowe wzgledem

o if jednej i tej samej funkeyi, t. j. ze:

icm°®
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jezeli procz tego wprowadzimy funkeye y przy pomocy zwigzku:
(29) Y = _9;__ ’

to funkeye M i N wyrazone bedg w sposéb nastepujacy:

L _dp y_ L Op
weosw da’ T wsinw 0

(30) M=

§ 8. Przy pomocy réwnai (I)—(V) latwo wyprowadzié réwnania
razmiezkowe o pochodnych czastkowyeh, ktorym czynia zado$é funkeye ¢ 1.

Rozmiczkujac wyrazenie (29) wzgledem a i g, podstawiajac nastepnie
zamiast pochodnych funkeyi I wartosel tych pochodnych, wyrazone przez
pochodne funkeyi ¢, znajdziemy, ze;

0 op Oy dp
(VD) 05 =—tgw~a—&~, o8 = cotg w —7 -

Roéwnanie (I) przybierze teraz postad:

(VII)

1 fopy 1 (dpy ¢ (A—a)yy®
 costw (d—a) + e sin?eo (05 ) @ a =0.

Jezeli uwzgledniajge ten warunek, zrozniczkujemy wzory (30) wzgledem
aip i podstawimy otrzymane stad wartosci pochodnyeh funkeyj MiN
do réwnan (II)—(V), znajdziemy latwo nastepujgce réwnania, ktorym
czynig zadosé funkeye @ 1 y:

Fe - dw O do dp | cosw ‘ e )
W:—tgm?7—+cot g0 5 dﬁ+ — —— ysinw csw,
) Pp _ O ()tp do O

0%p dw dp sin®e

'zjﬁT == - tg @ Cl“ da + L(Pt (&) 07_; ()ﬁ + + 7 'l/) sinw (‘0\ w

Jezeli utworzymy teraz rozne wyrazenia na

%y P P
0a0f ' dadf®’ Ofda*’

(169)
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przekonamy sie, ze réwnania (VI) i (VILI) beda zgodne na mocy jednego
tylko warunku:

%0 Rw

e — - =Sl w Cos .
da? 9p2

Roimiczkujge wzgledem o i g funkeye L, stanowigea strong lews réwnania
. AL . AL
(VII), spostrzezemy, Ze na mocy réwnan (VI)i (VIII) pochodne pr %

53 tozsamo$ciowo réwne zeru, a wigc:
L == g =const.

Tym sposobem réwnanie to jest wynikiem réwnai (VI) i (VILI).
. . dop , 0

Stata ¢ wyznaeza sie z poczatkowych wartosel funkey v, ¢, 731 i —5%—
dla a =a, i == fu; te same wartoscl poczatkowe okreslaja, méwige ogéluie,
calki w pewnym obszarze holomorficzne réwnai (VI) i (VII). Pndobnie jak
w § 10 Rozdzialu V-go, przekonamy sie, ze w przypadku, rozpatrzonym przez
nas w §§ poprzedzajscych, t.j. gdy ¢ =0, wyrazenie na funkeye 7 t.j.
l-———% zawiera w sobie d wie stale dowolne, jezeli nie liczyé stalej a.

Tym sposobem dochodzimy do znanego rezultatu, ze kazdej powierzchni
= o krzywiznie statej ujemmej odpowiada co® powierzchni S, nakladalnych
na powierzchnie obrotowe zasadnicze i zwigzanyeh sposobem okreslonym
z powierzchnig X,

W warunkach twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Guicharda,
z réwnal (30) mamy :

1 dp 1 3¢p__
sinco'@FMNGOSw E

skad wnosimy, Ze na powierzchni X krzywe ¢ = const, gdzie @ jest calks
roéwnat (VI) i (VII), czynigcy zadosé rownanin L ==10, s3 ortogonalne do
plaszezyzn

Ne — My =20,
t.j. do plaszezyzn, przechodzacych przez odpowiednie normalne do po-
wierzchni S1 X,

W dowodzeniu drugiego twierdzenia Bianechiego widzielidmy, ze

a7 .
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obwiednia tych plaszezyzn jest powierzclmia nakladalng na powierzehnie
obrotows, ktorej element liniowy moze by¢ sprowadzony do postaci:

a 2
2 2
- ¢27] do?

2 o (27 B2
ds? = 27 d 8 +[a+1_a

odzie a jest stala, = —av — (1—a) 0.

Postaramy sie tego dowiesé i w tym przypadku, ale jednoczesnie roz-
szerzymy nieco nasze zagadnienie, a mianowicie poszukamy elementu linio-
wego obwiedniej ptaszezyzn, przechodzgeych przez normalne do powierzchni
¥ i ortogonalnych do krzywych ¢ = const, poprowadzonych na tej po-
wierzehni; @ ma byé calka réwnan (VI) i (VIII), czynigeq zadost réwnaniu
L=y, gdzie g jest pewna stala dowolna.

§ 9. I tak niechaj ¢ i v beda calki réwnan rézniczkowyeh (VD
i (VIIL), czynigce zadosé zwigzkowi L ==g. Roéwnaniem odpowiedniej
plaszezyzny, ortogonalnej do krzywej ¢ = const i przechodzgcej przez
normalng do powierzehni X, bedzie w odniesienin do nkladu (7):

ad dp

a1y P oy —
(31) cos @ 3F —sino——y 0

i dla tego spolrzednemi punktu tej powierzchni beds:

. o . 2p
ac=smw—ad—t, y~cosm—éﬂ—£, z,

gdzie ¢ oznacza parametr dowolny.

Spolrzedne punktu, ktérego miejscem geometrycznem bedzie obwiednia
plaszezyzn (31), wyznaczymy z warunku, ze przesunigeie punktn przy wszel-
kich mozliwych zmianach parametréw a, § odbywajg sig w plaszezyznie (31).

Jezeli przez Oz, 8y, 6z oznaczymy rzuty przesunigé szukanego punkin
na osi (77, to warunek nasz wyrazi sie analitycznie w.ten sposéb:

d . o
(32) Ada+ Bdpf = cos m—%ém——smm%ﬁy:().

Poniewaz wedlug zatoienia warunek ten spelnia sig przy wszelkich warto-
$elach na da, dB, przeto rozpada sie na dwa warunki:

. (33) A4=0, B=0,

7 ktorych potrafimy wyznaczyé szukane wielkosei ¢ i 2.
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Przesuniecia rzutéw naszego punktu beda :

. dp . 2w e
dr=coswda-td (t gin “"a&')'* zsin w da— (—aﬂ—zlaﬁ—wd )twbwjﬁ

. dp
vét/—mnmdﬁ-}—d(tcosw ﬂ) ( zl—]—a )tsmw@;—zeosmdﬁ,

dp
0z=dz -1t cos® w— 3

Korzystajqc z réwnah zasadniczych (VI) i (VIII) i pomijajac na razie pray-

dp —¢ sm? o Z: da .

=0, fatwo sprowadzimy nasze warunki (33) do postaci:

. 3
op

cos? o sinw 1—n . \
couo—{—l[ - w51n20)cosm]—{~zs1um=::0,

sin? w cos 1—a .
qmw—}—i[ o cose o+ wcos"wsmm]—zcosw=0,
stad wyznaczymy szukane funkcye ¢i 2:
_ —a (=D
psmweosw * © @

Tym sposobem spolrzedne punktéw szukanej obwiedniej wyrazg sie w spo-
sob nastepujacy:

z=—

e % e O _(Dy
pceosw da ' 7 gpsihe 9 T T @

Stad zas$, korzystajac z réwnan (VL) i (VILI), znajdziemy nastepujgce wyra-
Zenia na rzuty przesunie¢ du, dy, dz:

p\2 a 9p\ [ Op _a dp
69;"1;0 cosm( ) qﬂcosm (37;) (ﬁﬁ)aﬁ_cp”cosw(_ég) do,
—_ 2 (892 «_ (% @
6y_qa’sinm(3a)(aﬂ)+cp %mm(aﬂ) umw(aﬂ)d"”

o =L [I——LZ dq:——@«] .
¢ P Y

@72
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Element liniowy rozwazanej obwiedniej bedzie tedy postaci:

da9=6m“+5./ +53_:[ - (3‘?7) sin’ )]d{p

p* Leos®w\ da
l—a dy ]9
X d .
+ @* [ ey YT

na mocy zag zwigzku

S w a

1 9 \? 1 dp \? . @? l—a
i (o) i () =0+ T+ T
bedzie: '

P 2 do 12
=25 [g__f& Tn ) a4 2 [1—|"77 _ TZ_,_]

”

. gdzie przez n oznaczylismy wielkosé — o
Jezeli zatozymy, Ze;

.fgf’_ —d, (14n ——' = (1 m ao,
t.j. Ze:
6”+") o—(1+4n) B

P, Y=,

to sprowadzimy nasz element liniowy do postaci:

(34) ds?=e2" A6+ [gn? e —n — e2?) dv?,

»
1+4n
gdzie:

r=m—n-+1)6.

Widzimy stad, ze powierzchnia nasza jest powierzehnia, jaks napotkalismy
w drugiem twierdzeniu Bianc hi’ego.

Patwo widzieé, ze odleglogé jakiegokolwiek punktu tej powierzchni
od odpowiedniej plaszezyzny stycznej do powierzehni X réwna sig spol-
rzgdnej z, ktora wyraza sig w nastepujacy sposdb przez 0iv:
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odleglosé o miedzy normalng do powierzehni X i réwnolegly od niej styczng
do obwiedniej naszej wyraza sie tak:

erT .

2
2 — 2 2 J— 2 o200 ___ a4y
Q—$+y =gn-e n -1

Widzimy tedy, ze otrzymana powierzehnia S, jest z powierzehnig X w ta-
kim zwigzku, w jakim znajdujg sig powierzchnie &, 1 2 w drugiem twier-
dzeniu Bian chi’ego.

Podobnie jak w § 11 Rozdzialu II-go dochodzimy tu do twierdzenia
odwrotnego do drugiego twierdzenia Bianchi’ego, a mianowicie:

Kazdej powierzchni X o krzywiznie stalej ujem-
nej odpowiada co® powierzchni S, o elemencie linio-
wym (34). Wyznaczenie tyeh powierzcehni zalezy od
calkowania nkladu réwnan liniowyel o pochodnych
czastkowych rzgdu l-go i 2-go, mianowicie réwnah (VI)
i (VIII). Powierzchnie S; sa obwiedniemi plaszczyzy,
przechodzacych przez normalne do powierzehni X
i ortogonalnych do krzywych ¢ =const, poprowadzo-
nychnapowierzechni X. .

§ 10. W wywodzie drugiego twierdzenia Bianchiego widzielismy,
ze procz powierzehni S, o elemencie liniowym (34), zwiazanych w spos6b
okreslony z powierzchniami X o krzywiznie stalej njemnej, sg z temiz po-
wierzehniami X w spos6b analogiczny zwiazane i powierzchnie S, o elemen-
cie linjowym :

(35) ds? =27 du? 4 [2 (v —u) e=27 - be=27 — ] do?,

gdzie 'b i m sy pewne stale (por. § 3 Rozdzialu TV-go). Powstaje teraz
pytanie, czy dla kazdej powierzchni X o krzywiznié stalej ujemnej zmalesé
}noZn_a powierzchnie S, zwigzane okre§lonym sposobem z powierzchnia X
1 majace element liniowy postaci (35).

By rozwigzaé to pytanie, skorzystamy ze wskazowek Bianchiego,
wedluy ktérych przeksztalcimy rownania (VI) i (VIII) ).

Przeksztalcenie to jest nastepujace: w réwnaniach (VI) i (VILI), oraz
W réwnanin :

(36)
(]

1 Op \2 1 Qo @? 1—~a.
cos?o (W) +sm~ ( 3B ) 9+t v

) At della R. Ace. dei Lincei 9 §, zesz. 6.

(174)
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gamiast y napiszmy w ¢, gdzie ¢ jest stata; przy tej zmianie rownania
(VI) nie zmienig sig oczywidcie. Polozmy nastepnie;

(—1——1) c=mn,
a

2 w otrzymanych w ten sposéb réwnaniach przyjmijmy % — 1 =0, uwazajac

n za wielko§é niezalezny od a.
uktadu rownai:

Tym sposobem dojdziemy do nastepujacego

22 dw 9 3
aaf =—1tgw a;u =2 -+ cotg @ ’Cg g?; +pcosfwo—nsinweos w,
P 90) 3(;0 Q0 dp
(IX) aaaﬁ =—tgo + cotg o = da (9/3
92 O ow Ow iy .
T —tgw Pl —+cotgw 5 aﬂ “+@sin®w-tnsinw cosw
81/1 Btp dy
(x) - Fa —tgw ! 313‘.__0015 waﬂ
1 dp \? 1 dp 1o .
(XI) L=ve (W) e ( o ) P—2ny=yg.

0 zgoduosei rownan (IX) i (X) Iatwo przekonaé sig przy pomocy bezpo-
§redniego rozniczkowania; jedynym warunkiem zgodnosei bedzie :

Par Ca sin w cos @
—_— — A = w .
da? op?

Dalej przy pomocy bezposredniego rézniczkowania przekonywamy sie, ze
, g 3 §4 tozsamogciowo réwne zeru.

Podobnle jak wyzej przy rozstrzgsaniu réwnan (VI) i (VIID), spo-
strzezemy i to, ze calki ¢ i v ukladu rownan (IX) i (X) zalezg od czter ech
statych dowolnych przy pomoey ktérych wyznaczyé bedzie mozna staly g,
zachodzgeg w réwnaniu (XI).

Znajdémy teraz obwiednis plaszezyzn, przechodzacych przez normalne
do powierzehni §,, i ortogonalnyeh do odpowiednich krzywych ¢ = const,
przeprowadzonych na powierzehni X .

Roéwnaniem jakiejkolwiek:z tych plaszezyzn w odniesienin do odpo-
wiednich osi (17) bedzie :

funkcye oL

(175)
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37) cosw——z—— sin w-d——J

98
a wiee spolrzednemi jakiegokolwiek punktu tej plaszezyzny beds :

. Op
m=s1nw-aa—t, Y= C08 w—7— dﬁ z.

Znajdziemy funkeye ¢ i # dla punktéw szukanej obwiedniej z warnnku, ze
przesuniecia tych punktéw przy nieskonczenie mafych zmianach parametrow
a, B beda odbywaly sig w odpowiednich plaszezyznach (37).

Warunek ten

Ada~Bap=cos o —— 8z — sinw gf Sy=0,

6)9
rozpada sie na dwa warunki:
A=0, B=0,

Jezeli obliczymy wyrazenia na oz, dy, i skorzystamy przytem z rdéwnan
(IX), (X), rownania 4 = 0, B= 0 przybiory postaé;

08 o - ¢ sin w cos o [ cos w —nsinw] 42 sinw =0,
sin o - ¢ sin @ cos w [p sin w % cos w] —z cosSw=10.
Stad latwo znajdziemy wartofei funkeyj ¢ i 2z, odpowiadajace punktowi
szukanej obwiedniej:
1 1)

T — =

psinw cosw’ ‘ @
tak, ze spélrzedne tego punktu beda:

1 op 1 op n

posw da YT =y

&= — rcvassuliny-es ==
prinw 08 7 [

Razuty przesunieé rozwazanego punktu na osi (7) beds, na moey rownaf
(IX) i (X) postaci:

1 dp a(p atp . an
b= @? cosm( ) a+<p cosw da Of df= PP cosw Oa de,
—_ 1 % 3 1 ) _ By
Y= PP sinw da o la+1p2 sinw( h= pfsine of o,

ndp dy 1 [nd(p ]
o= — = | —— —
T P ? Lo Y1

(176)
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a przeto element liniowy szukanej powierzehni bedzie mial wyrazenie
nastepujgce:

1 [ndtp ]2 de? [ 1 g \2 1 dp \2
2 1 —a Y b W B S i
s @? @ vi+ @t cos’w (8a )+sin2a'> (Bﬂ )]

Uwzgledniwszy zwigzek (XT), mozemy ds? napisaé tak:

dstm e | 29— ap [+ 2 [ g+t 200 ]

Kladac:

a wiec:
wy=n{v—18), p=ne,

nadamy elementowi liniowemu postaé:
(38) ds? =20 262+ [1+ ;‘17; 20 9 (v—B) =] dv? .

Jest to element liniowy typu (35). Jezeli wyrazimy przez parametry 61,
odleglosé 2 punktu uwazanej obwiedniej od odpowiedniej plaszezyzny
stycznej do powierzchni X, oraz odleglosé o =V #*+y* pomiedzy normalng
do powierzehni X a réwnolegly od niej styczng do obwiedniej, to latwo
znajdziemy wartosei:

B=etr, gP=afy=14+Ferrf 200

Tym sposobem i dla tego przypadku dowiedliSmy twierdzenia odwrotnego
do drugiego twierdzenia Bianchi'ego dla powierzchni o krzywiznie sta-
Yej njemnej. Twierdzenie to mozemy wyrazié¢ w ten sposéb:

Kazdej powierzchni X okrzywiznie statej ujem-
nej odpowiada oo® powierzchni 8, o elemenecie linio-
wym (38). Wyznaczenie tych powierzchni zalezy od
calkowania ukladuréwnanrézniczkowych liniowyech
opochodnycheczgstkowychrzedu l-goi2-go, mianowicie
réownan (IX) i (X). Powierzchnie § sg obwiedniemi
ptaszcezyzn, przechodzacych przez normalne do po-
Prace mat.-fizycz., t. XIV. 12

(177
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wierzchni X i ortogonalnych do krzywych ¢ = const,
przeprowadzonychna powierzchni J. :

2
W przypadkach, w ktérych jedna z pochodnyeh af Jest zerem,

) 8/3
podobnie, jak na koiicu poprzedzajgcego rozdziatu, prz_ekon‘w sig mozna,
ze jest to mozliwe tylko wtedy, gdy powierzehnia X jest powierzchnig obro-
towg. W tym przypadku powierzchnia S, znieksztalca sig na o§ obrotu.

ROZDZIAYL VII.

Twierdzenie odwrotne do drugiego twierdzenia Guicharda.

Przeksztatcenie powierzchni o krzywiznie stalej dodatniej.

Twierdzenie odwrotné do drugiego twierdzenia Bianchi’ego
dla powierzchni o stalej krzywiznie dodatniej.

§ 1. Pozostajenam jeszcze zbadanie rozpatrzonych w Rozdziale poprze-
dzajgeym pytan w tym przypadku, kiedy krzywizna powierzchni poczgtkowej
& jest dodatnia. Nie zmniejszajac ogélnosei, mozemy przyjaé, ze ta krzy-
wizna réwna sie 4 1.

Jako linie spotrzedne na powierzehni X przyjmijmy linie krzywiznowe
a = const, # = const; osi ukladu spélrzednych () obierzmy tak, aby oS &
byla styezna do krzywych § == const, o y do krzywych a = const.

Wielkosciami zasadniczemi, charakteryzujacemi naszg powierzchnig
2, beda:

f=cosho, y=sithw, py=—coshw, ¢=sibhw, p=q¢, =0
O _
= op ? [ P
gdzie w jest calky réwnania rézniczkowego:
)
Y] o -|- 8,32 ® sinhw coshw=0.

1) Darboux, Le, t. III, str. 385,

(178)
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Element liniowy powierzchni naszej, bedzie, oczywiscie, postaci :
ds? = cosh® w ds® -+ sinh® w 482 .

Na normalnej do powierzehni X, poprowadzonej w pewnym punkeie 0, wezmy
punkt M (0, 0, 1); miejscem geometrycznem tego punktu bedzie pewna po-
wierzehnia §. Oznaczmy przez « kat, ktéry normalna do powierzehni X
tworzy z plaszezyzng styezng do powierzehni §, poprowadzons w odpo-
wiednim punkcie M .

Jezeli powierzchnia S jest nakladalna na jedne z powierzchni obroto-
wych zasadniczych i jezeli normalne do powierzehni X tworza kongruencye,
dotgczong do powierzehni S, wtedy: po pierwsze, pomiedzy odlegloScia I od-
powiednich punktéw O i M, a katem w zachodzi zwigzek :

%
@ ! " sin? u+1’

gdzie a jest pewna stala; i po drugie, linie krzywiznowe powierzchni X
odpowiadajg krzywym sprzezonym powierzehni S (patrz Rozdz. III § 31 § 5).
Fatwo widzieé, ze, aby powierzchnia § byla rzeczywista, stala ¢ musi
spetniaé jeden z dwéch Warunkéw albo a>0 albo 0 >a>—1; plerwszy
przypadek ma miejsce, gdy 12 > 1, drugi, gdy 2 < 1.
Rzuty przesunieé punktu M (0, 0, 7) na osi (7)) beds:
(8) dx=(coshw+!sinh w)da, dy={(sivhw -+ Zcoshw)dp, dz=dl.
Niechaj réwnaniem plaszezyzny stycznej do powierzchni S, przez punkt M
przeprowadzonej, bedzie:

€] Mz -+ Ny—z-+1=0.
SpoYezynniki M i N wyznaczajy sie z warunkn, Ze przesunigcia punktu M
przy wszelkich mozliwych nieskonczenie matych zmianach parametréw a, g
powinny odbywaé sie w plaszezyznie (4), t.j. ze dla wszelkich wartoSei
da, df zachodzi zwigzek :

Méx-+4 Ndy—dz=0.
Stad znajdujemy nastepujgce wartosei na M i N:

1 2l 1 ol
6 M=— wt+lsinhw @da’ = sinhwd-lcoshw 9 -

179
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Poniewaz sin  jest dostawa kata, ktéry normalna do plaszezyzny (4)
tworzy z normalng do powierzchni 2 przeto warunek (2) mozna napisaé
W postacis

) wywp1="20

Jest to, jak Yatwo spostrzedz, réwnanie rozniczkowe o pochodnych czgstko-
wych rzedn 1-go funkeyi 2.

Przejdzmy do wywodu drugiego warunku. Przez nieruchomy punkt
P przestrzeni, bedacy poczatkiem ruchomego ukladu spblrzednyeh (7)),
ktérego osi sg stale réwnolegle do odpowiednich osi ukladu spéirzed-
nych (7)), poprowadZmy plaszczyzng réwnolegly do plaszezyzny (4); réwna-
niem tej plaszezyzny w odniesieniu do uktadu (7;) bedzie:

(6 Mz Ny—z==0.

Nadajmy parametrowi a przyrost da; przytem spotrzedne (1)) przyima polo-
zenie (77); odpowiednie punkty O i M powierzchni X i § przesuny sig
wzdhuz krzywych f==const i przejda w polozenia O' i M’. Roéwnaniem
plaszezyzny, przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do plaszezyzny
stycznej do powierzehni S w punkeie M, bedzie w odniesienin do osi (7}'):

U Mz Ny —&=0,
gdzie
oM
M=M+ % da,

Przetigcie plaszezyzn (6) 1 (7) daje w granicy kierunek sprzezony z krzyws
B = const na powierzehni §.

Rownanie plaszezyzny (7) w odniesieniu do osi (7)) otrzymamy, kladac
(patrz Rozdzial I1 § 6):

sc._x—(—-y—{—esmhw)da, y’=y+x%§’—da ¢=z-4 zsinhowda,

a wiee prosta graniczna przecigcia plaszezyzn (6) i (7) bedzie dana przez ‘

réwnanie (6) i przez rownanie:

[ +N———»smhw]+y[ﬂ—Miaﬁ’— — 2Msinhw =20 .

(180)
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Jezeli przyjmiemy teraz, ze na powierzehni S krzywe o == const i f= const
sg sprzezone, innemi stowy, ze przesuniecie punktu M wzdluz krzywej
a = const. jest réwnolegte do prostej, o ktérej mowa, to otrzymamy drugi
warunek :

aN

Ja dﬁ)(thw—}-lcoshw)—ll[smhw—--—o

ap
ktéry, na moey wzoréw (5), sprowadza sig do postaci:

ON
{n ol

0w .
M——dﬁ 4+ MNsinho .
Warunek ten jest co do funkeyi ! réwnaniem rézniczkowem o pochod-
nych czgstkowych rzedu 2-go; mozemy go napisaé takze w postaci:

9%

m—(smhm—i—l cosh w) 38 ~M+ (coshw-l—lsmhw)——— N

4 (cosh 204! sinh 20) MN .
Réwnanie (IT) mozemy tez przedstawié i nieco odmiennie. A mianowicie,
rézniczkujge wyrazenie (5) na M wzgledem g i uwszgledniajac powyzsze

. 0%l | . oo . . .
wyrazenie na m , Mmozemy zamiast (IT) napisa¢ réwnanie z niem tozsame:
a

oM
0p

§ 2. Winni$my teraz wykazaé, ze réwnania (I) i (II), albo — co na
jedno wychodzi —réwnania (I) i (III) sg zgodne.

Dajmy, ze tak jest w istocie. W tem zalozeniu zrozniczkujmy réwna-
nie (I) wzgledem o i wstawmy w otrzymane réwnanie, zamiast pochodnej

(IIT) =N—3§’— + MNcosho .

—gil jej wartosé (L1); wylaczajac na teraz przypadek M =0, znajdziemy, ze:

av) M n% _ ysimhot

1 (cosh w + ! sinh w)
da B :

a

Nakoniee, rézm'azkujac réwnanie (I) wzgledem B, uwzgledniajge wyra-

zenie (IIT) na —,— i wylaczajac przypadek N =0, znajdziemy jeszcze:

ﬁ

ON Pw0 g I (sinh o +  cosh w)
(V) W——M 5o — M?cosho + - .

(181)
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Tak wige, jezeli réwnania (1), (IT) i (III) sg zgodne, to muszy by zgodne
réwnania (I1)—(V), t.j. muszg spetniaé sig tozsamosciowo zwigzki:

@M M PN PN
8adf  9B0a’ Cadf  ofla

Prawdziwosé tych tozsamosei Yatwo sprawdzié za pomoca prostego réznicz-
kowania wyrazeh (II)—(V), przy uwzglednienin zwigzku (I) i pamigtajae,
ze w czyni zado$é réwnaniu (1).

Jezeli przeniesiemy wszystkie wyrazy w réwnaniu (I) na strong lews
i oznaczymy strong lews tak otrzymanego réwnania przez L, to na mocy
oL

, s ] oL
réwnan (II)}—(V) znajdziemy, ze pochodneﬁ, 3

sg tozsamosciowo
réwne zeru, t.j.:

L oL
ﬁ =0 ) —a—‘E“ =0 ?

skgd wnosimy, ze dla calki réwnan (II)—(V) funkeya L réwna sig stalej.
Dla zgodnosei réwnan (IT)—(V) staka ta, jak widzieliSmy, powinna réwnaé
sie zeru. '

Réwnania (IT)—(V), do catkowania ktdrych sprowadza sie rozwigzanie
naszego zadania, sy trzema réwnaniami o pochodnych czgstkowych rzedu
2-go co do funkeyi I Rozumujge podobnie, jak w § 2 poprzedzajacego roz-
dziatu, dojdziemy do wniosku, Ze istnieje co® powierzehni S, czynigeych
zado§é naszym warunkom.

§ 3. Okazemy, ze wszystkie te powierzehnie sg nakladalne na jedne
z powierzehni obrotowych zasadniczych o elemencie liniowym:

2= @ du? -+ %2 cotg® u dv?
sin* u (a-Fsin? u) g !

gdzie'’ jest stata. Okazemy, précz tego, ze uklad normalnych do powierz-
chni X przedstawia kongruencye dolgczong do powierzehni S.

Jezeli oba zalozenia nasze sg prawdziwe, wtedy na powierzchni 8
krzywe = const. s3 réwnoleznikami geodezyjnemi. Aby to stwierdzié,
utwérzmy parametr réiniczkowy A, (1) wzgledem elementu liniowego po-
wierzehni S. Ten element liniowy bedzie, jak Yatwo widzie, nastepujacy:

ds,* = (cosh e 4~ 7 sinh w)* (M?~-1) da® -+ (sinh @ +- I cosh w)? (N*4-1) dp?
-+ 2 (cosh @ 4 ¢ sinh w) (sinh w -}- 7 cosh w) MN da ag.

(183)
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Utworzywszy wyraZenie na A, (1), znajdziemy:

M N? P—1—a

AO=gprraTr ="

Rozniczka ditugodei Inku linij geodezyjnych ortogonalnyeh do krzywych

{=const. bedzie:
B V=
B= l/ e .

‘Wyprowadzajac zmienng «, poXaczona z wielkosecia 7 zwigzkiem (2), otrzymamy:

26° — a? du?
" sinfw (a-fsin?w)

Element liniowy powierzehni S moze byé napisany w postaci:
tAZs,,2 =df?+o? do?.

Funkcye ¢ wyznaczymy, obliczywszy wedlug znanego wzoru Bonuneta
krzywizne geodezyjng linij I = const; znajdziemy w ten sposéb, ze:

o=kcotgu,

gdzie I jest stala. Element liniowy naszej powierzehni § moze byé tedy
sprowadzony do postaci:

ds,?

a? dv? " 2
:m+k? cotg? u dv?,

a zatem, stosownie do tego, czy a bedzie dodatnie albo njemne, powierzchnia
S da sig nalozy¢ na hyperboloide (fwupowlokowa obrotowsa albo na elipsoide
obrotowa okolo osi wielkiej.

Dalej, podobnie jak w § 3 poprzedzajgcego Rozdzialy, przekonamy sig,
%e krzywe | == const. na powierzchni S sg ortogonalne do plaszezyzn, prze-
chodzacych przez odpowiednie normalne do powierzchni X'i S.

Dochodzimy tym sposobem do nastgpujgcego twierdzenia:

Kazdej powierzchni X okrzywiznie gaussowskie]
stalej dodatniej odpowiada oo® powierzchni §, naklta-
dalnych albo na hyperboloide dwupowlokowsg obro-
towsg albo na elipsoide obrotowsa okolo osi wielkiej,
przyeczem normalne do powierzchni X tworzg kon-
gruéncye dotgczong dopowierzchni S.
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Rozumujge zas podobnie jak w § 4 Rozdzialu poprzedzajgcego, docho-
dzimy do nastepujgcego twierdzenia:

Kazdej powierzchni obrotowej X o krzywiznie
gaussowskiej statej dodatniej odpowiada co®powiersz-
chni obrotowyeh S nakiadalnych albona hyperboloideg
dwupowtokowsag obrotowg albona elipsoide obrotows
okolo osi wielkiej, przyczem normalne do powiersz
chni X tworzg kongruencye dolgczong do powierz-
chni §.

§ 4. Rozpatrzymy teraz powierzchnie X, ktérej punkty sa syme-
tryczne do punktéw powlerzchni X wzgledem odpowiednich plaszczyzn
stycznych do powierzehni S t.j. wzgledem plaszezyzn:

Mx+ Ny—s-+1=0.
Spélrzednemi odpowiedniego punktu O, powierzchni X beda oczywiscie

2alM 2glN 2al

=1 =1 =1

Znajdzmy wyrazenie na element liniowy powierzehni 3, .

Rzuty przesunig¢ punktn O, mozemy, przy uwzglednienin réwnan
(D—(V), przedstawié w postaci:

coshw(14%)4-2lsinhw | 20 M sinhw(14)+2lcoshw 2a MN

1—1 P— l]d + -1 Tl

coshao(141®)-42lsinhw 2a M_N dat sinh w(14-1?)4-21 cosh w [ 2aN? ] ap
1?— - !

*—1 ?—1 *—1
cosh w(141%)F-21sinhw 24 M __sinhw(14+P¥)+4-2lcoshw  2a N

-1 *—1 ?—1 —1 af

Element liniowy powierzchni X, bedzie:
ds,? = 42 da® -+ BYdp?
gdzie:

coshm(l—}—l”)—}—Zlthm B thw(l-{—l”)-}—Z/coshw

4= -1 21

Zwazywszy, %e funkcye A, B czynig zado$é zwigzkowi 4? — B*=1, mo-
zemy znalesé taksg funkeye rzeczywistg Q, aby bylo: .

coshQ=+4+4, sihhQ=-+B.

(184)
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Element liniowy powierzehni X, bedzie wtedy postaci:
ds;? = cosh? @ da? + sinh? 2 dp?

gdzie 2 wyznacza sig z wyraZef:

cosh w (12 1) 4 2 sinh @
» cosh Q = -+ )
© h o (I 1) + 27 cosh
sm ) cosho
sinh Q = e

Znaki gérne nalezy bra¢ w przypadku 12> 1, dolne, gdy #2<C1.
Roéwnaniem plaszezyzny stycznej do powierzchni X, bedzie jak latwo

widzieé:

(10) 2 Mz 2a Ny + (P—1—2a)z+2al=0,

a wiee rdwnaniem normalnej bedzie:

9alM 2ulN 2al
+ B v+ 7 — 71

2aM - 26LN T P—1—2a

Znajdzmy teraz réwnania rézniczkowe krzywych sprzezonych na po-
wierzehni 3.

Przez punkt nieruchomy P przestrzeni, bedacy poczgtkiem ruchomego
ukYadu spotrzednych (73), ktorego osi s3 stale réwnolegte do osi (7)), popro-
wadZmy plaszezyzne réwnolegla do plaszezyzny styeznej (10) do powierz-
chni 3 ; réwnaniem jej w ukladzie (7%) bedzie:

1) 2a Mz +2a Ny + (P—1—2a)z =10 .

Nadajmy parametrom a, 8 przyrosty da, df; osi (77) przyjma polozenie
(T, punkt O, po pewnej krzywej (c) przeniesie sig do punktu O,". W odnie-
sieniu do uktadu (7)) réwnaniem plaszezyzny réwnoleglej do plaszezyzny

stycznej do powierzchni X, w punkeie O i przechodzgcej przez nasz punkt
nieruchomy P bedzie:

20 M's' + 2a Ny + (1"—1—2a) 2/ =0,
gdzie:
M=M-+adM, N'=N+taN, V=1+d.

(185)
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Odnidslszy to réwnanie do dawnych osi (1Y), znajdziemy latwo, ze prosta
réwnolegta do kierunku sprzgzonego z krzyws (¢) na powierzehni X, bedzie
dana przez réwnanie (11) i przez réwnanie:

Hr+ @y+Le=0,

gdzie:
H’=2adM——2a( d+ dﬂ)N—}—(l?—l——Za)smhwda
O w
G = 2adN +2a (—-gﬂ—da+ 2 dﬂ)M+(l9—1—_2a)coshwdﬂ,

L=21dl—2a M sinh w da —2a N cosh w df .

Jezeli przez da, 68 oznaczymy przyrosty parametréw, odpowiadajsee prze-
sunigeiu punktu O; po powierzehni 3, wzdiuz krzywej sprzezonej z krzy-
wg (¢), to, po wykonaniu prostych rachunkéw i uwszglednienim. Tdwnai
{D—(V), znajdziemy réwnanie rézniczkowe krzywych sprzezonych na po-
wierzchni X :

da da - df §p=10.

Roéwnanie to jest zarazem réwnaniem krzywych sprzezonych na powierz-
chni X .

Widzimy tedy, ze kazdemu uktadowi krzywych sprzezonych na po-
wierzchni X odpowiada uklad krzywych sprzezonych na powierzehni X,
i nacdwrét. W szezegolnoSei fatwo wykazaé, e linie kraywiznowe i asympto-
tyczne powierzehni X odpowiadajg liniom krzywiznowym i asymptotyeznym
powierzehni X;. Dowdd tego jest taki sam, jak w § 5 Rozdziatu poprze-
dzajacego.

Pozostaje jeszcze wykazaé, ze powierzchmia X, ma krzywizne gaus-
sowska stala rdwng - 1.

Zwroémy sig znowu do spélrzednych (7;), majgcych poczatek w nieru-
chomym punkcie P,. Z réwnania normalnej do powierzehni 3, jest rzeczs
jasna, Ze spblrzedne obrazu sferycznego odpowiedniego punktu powierzchni
21, W odniesienin do uktadu (Z7}) beda:

2a M
&Z.

_ 2a N 2a
=ao b=

P—1 A=l—pg-

Razuty przesunieé obrazu sferycznego na osi (73) lub co wychodzi na to samo,
na osi (7) bedg oczywiscie:

(186)
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8z, = 7F sinhQ ( ?’L‘:ﬁ —1) da 7 cosh 2 2a MNdﬁ s
Sy, =-F sth MN da 7 cosh 2 [ —1] dg,
82, = 4 sinh @ %j‘_ﬂf da + cosh © 2“1‘ ap,

gdzie sinh 2 i cosh 2 majg wartosé (9).

Stad i z uwagi, Ze promienie krzywizny naszej powierzchni X, sg
oz dy &z
6961 POy, 05
wych f=const i a= const, znajdziemy:

wielkosciami stosunkéw ——— przy przesunieciach wzdluz krzy-

Ry=—cotgh, Ry=—1tgh®,

i dla tego krzywizna gaussowska powierzchni X, réwna sie - 1. Stad
wynika takze, ze funkcya 2 czyni zado$é réwnanin rézniczkowemu:

0«15’ —]— dﬁ9 + sinh Q2 coshQ = 0 .

§ 5 Odpowiednio§é pomiedzy powierzehniami X i I jest, jak do-
piero co widzieliSmy, analogiczng do odpowiednio$ei pomiedzy dwoma bada-
nemi w Rozdziale TI-gim przeksztatceniami jednej i tej samej powierzchni
o krzywiznie stalej dodatniej. Na tej podstawie starajmy sie znalesé, jezeli
mozna, takg powierzchnie X, o krzywiznie gaussowskiej 41, ktorej prze-
ksztakceniami bylyby dwie nasze powierzchnie X' i X, .

Zachowujge wszystkie znakowania § 16 Rozdzialu IT-go,—dla krétkosei
pisaé tylko bedziemy 6 zamiast 6,—bedziemy mieli nastepujace wyrazenia
na.spblrzedne x, y, £ odpowiedniego punktu powierzchni X, :

2a Z_M

€ =— =1 [m, cosh 8 + m, cosh® cosh (2—e) + g, 1, sinh 6 sinh (2—w)],
2alN inh 6 inh 6 cosh (Q— @)~ g, my coshh sinh (2—a)]
y=—m=—-—[ml sinh 6-4-m, sinh 6 cosh (2— w) - p, m, 2 )
2 R
z=l2-a_ll = — my; M, Sinh (Q—w) .

Tu m,, u, sy stale, charakteryzujace przeksztalecenie B, przy pomocy kté-

(8T
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rego przechodzimy od powierzehni X do powierzehni X, z elementem
liniowym :

ds? = cosh?0 da® 4~ sinh?06 dg® .

Stale za§ ms, p, charakteryzujg przeksztalcenie B, prowadzace od po-
wierzchni X, do powierzehni 3 .

Z wyrazen (9) poprzedzajacego paragrafu znajdziemy tatwo, ze

. 2
, Cosh(Q—w)=+ P4l

(13) sinh (Q—w) = - 2% ==y

——1
gdzie znaki gérne stosujg sig oczywiscie do przypadku 12> 1, t. . gdy nasza
stala ¢ >0, dolne do przypadku 12<C1, t.j. gdy @ czyni zadogé nierownosciom
0>a>—1. Podstawiajgc te wartosci w wyrazenin (12), znaj dziemy :
(14) o= mm,
oraz:

—2a 1M =i {{m, (1*—1) = my (P 4 1)] cosh 6 4= 2 u, m,] sinh 6},
201N = [m (*—1)=my (1?4 1)] sinh 6 4 2 g, m,l cosh6 .

Okreslone w ten sposéb funkeye M i N winny czynié zado§é réwnaniom
(D—(V); podstawiajae te warto§ei M i N w rownanie (L), otrzymamy:

# {4 a(my )] 202 (g 2.6 (14-0) — 2 1,2 2] + (0, Fmy =0

Zwiq:zek ten powinien by¢ prosty tozsamoscia i dla tego stake m,, m, powinny
*czynié zadost nie tylko zwigzkowi (14) lecz takze zwigzkom :

(15) da—(mitmP=0, mFTmy=0, a(l-+a)+ u’m?=0.
Zestawiajge otraymane warunki z warunkiem (14), znajdziemy:

(16) M=ty =V g ud =yt

Uwzglgdniajae te zwigzki, otrzymamy nastepujace wyrazenia na M i N:

(A7) m M =1 (lcoshb-p, sinh6);  m N = — (I sinh6 —+ p, cosh 6),

a podstawiajge je W réwnania (II)—(V), przekonamy sie, ze ezynia one

zadogé tym réwnaniom tozsamosciowo, skoro uwzglednimy, ze funkcya 6
czyni zados¢ ukladowi réwnaf rézniczkowych (patrz § 15 Rozdzialu IT-go):

(188)
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08 +i 0w _ pisinhw cosh icoshw sinh 6
da 8 my - my :
18)
a0 . 0o _ ucoshwsinh® | sinhw coshb
K3 tig=— my + my ;

Pozostaje dowiesé, ze otrzymana funkcya 8 czyni zado$é réwnaniom analo-
gicznym do réwnan (18), w ktérych zamiast 8, w, my, u, napisano odpo-
wiednio 2, 6, my =+ m, u,. Kombinujgc otrzymane w ten sposéb réwna-
nie z réwnaniem (18), sprowadzimy réwnanie, ktérym winna czynié¢ zadosé
funkeya @, do postaci:

0(Q—w) _ [ micosh® | u;icosh cu] [ isinh 2 | isinhow
do L +my + m, sinh 6 —|- =+ my m, cosh b,
0(2—w) Mg Sinh 2 #, sinh o ] cosh ©Q cosh w ] inh 6
F L Em -+ e cosh® + m + e sinh 6 .

0(Q—w) 0(Q—ow)

da ! 08
wartosei, otrzymane w dwoch ostatnich paragrafach, sprowadzimy wyra-
zenia nasze do postaci:

(g -+ #23) cosh 2 sinh 6==0;

Podstawiajac tu zamiast , M, N cosh £, sinh 2 ich

(1, + po) sinh 2 cosh 6 = 0.

Ratwo widzie¢, Ze jedynym warunkiem na to, aby oba te wyrazenia
byly tozsamosciowo zerami, jest: :

pitus=0,

gdyz w innych przypadkach otrzymalibySmy na funkeyg ! wyrazenia od.
stalej @ niezalezne, co byé¢ nie moze, jezeli zalozymy, Ze a jest dowolne.

Zbierajac otrzymane rezultaty, widzimy, ze powierzchnia X, moze byé
otrzymana drogs kolejnego stosowania do powierzehni X dwéch przeksztal-
cen B,, B., przyczem stale my, my, uy, gy tych przeksztalcen sg polgezone
zwigzkami :

gly a>0, my=my=V—a=1b, p=—p=V140;
gly a<C0, m=—my=V—a=b<1, l"d:‘ﬂn:]/l—?)?‘

Zestawiajac ten rezultat z rezultatami, otrzymanemi w kofiecu Rozdzialu
TI-go, widzimy, ze znalezione przez nas teraz przeksztalcenia B, B, na-
leig whagnie do tych przeksztalcei zespolonych, ktérych kolejne stosowanie
powinno doprowadzaé do powierzchni rzeczywistej.

(189)
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§ 6. Postaramy sie teraz sprowadzi¢ rozwigzanie wszystkich posta-
wionych w tym Rozdziale pytan do calkowania ukladuréwnan liniowych
o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego i drugiego. W tym celu prze-
ksztaleimy réwnania (IT)—(V), korzystajac z wlasnosci kongruencyi kot
ortogonalnych do powierzehni X i Xy, majgeych Srodki w odpowiednich
plaszezyznach stycznyeh do powierzchni S, ktéra to wlasnosé polega na
tem, ze kongruencya ta jest ortogonalna do meskonczone_} mnogosei powierz-
chm Srodek C jednego ktéregokolwiek z tych kot jest punktem przecigcia
trzech odpowiednich plaszezyzn: plaszezyzn stycznych do powierzehni
X i 8 i praszezyzny, przechodzace] przez normalne do tych dwoch powierz-
chni, t. j. ptaszezyzn, ktérych rownaniami sg:

=0, Mo+ Ny—e4-1=0, No—My=0.
Spotrzedne Srodka bedg tedy nastgpujace:
. Ml aMl
m“_M.M“-{—_ZW'_ T P—l—a’
NI —alNI _
%="3afF P ia ©= O
a promien r, odpowiedniego kola:
@ P(MHN?)  al?

(0)) Yo = P—1=ay ~ P—1—a’

Oznaczmy przez O poczgtek spoirzednych przez y — kat, ktéry odeinek OC
tworzy z osig x, wtedy :

Vall . Va N
20 = -, 8 N
(20 coy Vici—a 0 Viil-a

Jezeli przez ¢ oznaczymy kat, utworzony przez ktérykolwiek z promieni kola
z odcinkiem CO, wtedy spélrzedne punktu 0dpow1edmefro r0ZWazZanego
okregu bedg:

(21) =x=r,co8y(l—cost), y=1r,siny(l—cost), z==v,sint.

Jezeli punkt rozwazany opisuje powierzchnie ortogonalng do kol to
jego przesuniecia przy wszelkich mozliwych wartosciach da, d8 czynia
zado§é zwigzkowi:

(22) sint cosy 8z - sin ¢ siny dy 4-cost d2 =0,

(190
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w ktérym 6z, dy, 6z sg rzutem przesunieé naszego punkiu na odpowiednie

. osi ukladu (7).

Jezeli zamiast tych rzutéw podstawimy ich wartosei, rownanie (22)
sprowadzi sie do postaci:

(23) Ada+ Bdf-+ Tdi=0,

gdzie:

A=r, sinh o cos y 4~ ( 32“ ~}+cosh w cos 71) sin #—r, sinh w cos y cos ¢,

B=1r, cosh w siny -} ( 0 | sinh w sin y) sin #—7, cosh w sin y cos?,

o8
T=r,.

Aby warunek (23) spelnial sig przy wszelkich wartosciach na da i df,
jest konieeznem i dostatecznem, aby zachodzil tozsamosciowo zwigzek:

4 (B—B

6T)
o0t

. =

majacy postac:
Psint- Qeost4+ R=0,

gdzie:

[_0__ cosha) cosy 0 sinhwsing ]
9 T Oa 7, ?

0 coshwsiny d sinhw cosy . ]
——R— g J SOPROSTY e SOV
Q=—R=r, [ro n ™Y 7y P " siny cosy| .
Poniewaz kola nasze sa ortogonalne do nieskofczonej mnogosei powierz-
chni, przeto:
» P=0, @Q=—R=0.
Podstawiajae w tych réwnaniach zamiast y i#, ich wartosel z réwnah (19)
i (20), znajdziemy:
cosh w M 0 sinhoN 4

cosh w N 0 sinhwM , MN

190
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O prawdziwodci tych réwnan mozemy przekonaé sig nastepujgeym sposobem.
Kombinujge réwnania (IT) i (III), otrzymamy:

coshw 9 —I—Msmhw U — MN cosh? o,

9B

o oN ) < g

=sinh w *g[’l—*—}‘N cosh w E—‘ — MN sinh? @

MNsinhw coshw

jezeli podzielimy obie strony przez ! i dodamy do nich po— — .

Tatwo dojdziemy do pierwszego z réwnan (24).
Dla wywodu drugiego réwnania postepujemy tak: mnozymy réwnanie

(ITT) praez S22

7 » , od otrzymanego réwnania .odejmujemy réwnanie (II)

) cosh @
pomnozone przez ————

; znajdziemy wtedy:

sinhew oM coshow dw coshw ON sinh w  de

T M= B W YT =%
a dodawszy tozsamosé:
- sinhw 9l coshw 9 MN

5 a,e+N F da  F

dojdziemy do drugiego z rownan (24).

Pierwsze z réwnah (24) pokazuje, ze funkcye M coslh ®inN Sin;l @
sg pochodnemi czgstkowemi jednej 1 tej samej fankeyi, t.j.:
u coshw 1 dp sinhw __ 1 dp
I @ 8a’ I ¢ 3

jezell wprowadzimy jeszeze funkcye w, okreslong przez réwnanie :
(25) y=—

znajdziemy nastepujgce wyrazenia na funkeye Mi N:

] 1 2 1 ]
26] — 2P —
(26) : y;coshw Ba ! wsmhw 8

192
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§ 7. Przy pomocy réwnan (I)—(V) latwo znale§é réwnania réznicz-
kowe o pochodnych czgstkowych rzedu 2-goil-go, ktérym czynig zadosé
wprowadzone przez nas funkeye ¢ i w. W samej rzeczy, jezeli w réwnaniu
(I) zamiast funkeyj M i N podstawimy ich wartosci (26), sprowadzimy to
réwnanie do postaci:

-1 (fe\y, L (dp\ @', 4@ ,
(VD " coshlo (da)+sinh2w (0,3) a+ a P'=0,
gdzie przez L oznaczamy strong lewg naszego réwnania.

Rézniczknjge wyrazenie (25) i uwzgledniajgec wyrazenia (26), znaj-
dziemy Yatwo:

Op op

0a y W""—Cﬂtg}l&) 0‘5

dy

(VII) &-=—tgho

Jezeli teraz zrpzniczkujemy wyrazenia (26) wzgledem o« i 8, podstawimy
w réwnaniach (IT)—(V) otrzymane wartosci funkeyj I, M, ¥ i ich pochod-

nych i précz tego uwzglednimy réwnania (VI) i (VII), znajdziemy szukane
réwnania:

3:;2, =tgho gTw %? — cotgh o 3;) S;’ + GOSh = a+ wsinhw cosh e,
Do %0 dp_ do_dp.
(VIII) 3a0p =1tgh o — 9 Ta ~+ cotgh %
o 2 h’ 1
g;; :—tghm—gzi g;z—l-cotghco%;% ag 4 Soo +%Mmhmcoshm
021/.: e 0390

Utworzywszy teraz rozmaite wyrazenia na =—— 9208’ 3a il 5 9p0a B0 spostrze-

zemy, ze réwnania (VII) i (VILI) sa zgodne na mocy jednego tylko
warunkn :

0’m+ —}—smha) coshw =0 .
da? aﬂ’

Rézniczkujae wzgledem a i B funkeye L, stanowigeg strong lews
réwnania (VI), znajdziemy, Ze na mocy réwnah (VII) i (VIIL) jest ona
tozsamosciowo réwna zeru, a wiec:

L=g=const.

Prace mat..fizyes., t XIV. 13
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Tym sposobem réwnanie

L ey, 1 ey @ e o
it (—0&—)—}— VRS (Fﬁq) P -+ P ¢ == const

(IX) L= ,
jest wynikiem rownan (VII)i(VIII).

Stala y wyznacza sie przy pomocy poczgtkowyceh wartosel funkeyj

dp O

# _a_a— 1 -3'[3?_ i
ogélnie moéwige, calki rownaf (VII) i (VIII), holomorficzne w pewnym
_obszarze.

Podobnie jak w § 10 Rozdzialu V-go, przekonamy sig, ze w przypadku,
rozpatrzonym przez nas W §§ poprzedzajgcych, mianowicie, gdy g=0,

y dla a=ay f==F,; te wartosei poczatkowe okreslajg nam,

wyrazenie na funkeye 7, £. 3. % ,zalezy od dwoéeh stalych dowolnych.
W tym ostatnim przypadku ze zwigzku (26) znajdujemy, ze:

L oy L 3w
Y shw of coshew da '

skad wnosimy, ze krzywe ¢ = const,— gdzie @ jest calky réwnan (VID)
i (VILL), czynigeq zadosé warnnkowi L =0,— poprowadzone na powierzchni
X, sy ortogonalne do praszezyzn . . )

Neg— My =20,
przechodzaeych przez odpowiednie normalne do powierzchni X id8.

Wiemy juz z twierdzenia Bianchi'ego, ze obwiednia tych ostatnich
paszezyzn jest nakladalna na powierzchnig obrotows o elemencie liniowym:

2 e g8 b g O e dp?
ds? == 27 d0% -+ [a 1_l_ae]d'v,
gdzie a jest stala, r za§ ma wyraZenie:
t=av— (a4 1)8.

Zamiast dowodu tego twierdzenia, zajmiemy sie wyznaczeniem elementu
liniowego obwiedniej plaszezyzn, ortogonalnyeh do krzywych ¢ = const,
poprowadzonych na powierzehni X i przechodzgcych przez normalne do tej
powierzchni, przyezem za funkeye ¢ wezmiemy catke rownar (VII) i (VIID),
czynigey zadosé zwiazkowi (VI), gdzie g oznacza jakakolwiek stala.

(19%)

P— ; op : do 0
dr=-coshw da—+d (t sinh w?&—_) ~+ #sinh o da — (——ﬂﬁ—da-}“‘%dﬁ) ¢ cosh @ —o-
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§ 8. Rownaniem rozwazanej plaszezyzny bedzie oczywiscie;

(27) cosh &2 5 sinh w22 — 0

dp
3 % ’

a zatem spolrzedne jakiegokolwiek punktu tej plaszczyzny beda:

o 3 El
m_smhwaa i, y:coshw—tp—t ¥

aﬂ 1 k)
gdzie { oznacza parametr dowolny.

Znajdziem_y wartoSei parametru ¢ i spélrzednej z dla odpowiedniego
punktu' szukanej obwiedniej z warunku, ze przesuniecia tego punktu przy
wazelkich mozliwych zmianach parametréw a, f odbywaé sig beda w plasz-
czyznie (27). i

Rzuty przesunieé naszego punktu na osi (7) beda:

[Z
a8’

L 5 3
8y = sinh w dp+ d(tcoshm—(p)—}—(—%da—}—g%dﬁ)tsinh 0 4 ooshodf,

T Preshw da

1

9p

) ) Jgp . 0

Sz =de — 2 2P 48— #sinh? o -

2z =dz —f cosh® @ P df — tsinh? o a da

i dla tego réwnania, stuzgce do wyznaczenia funkeyj ¢ i 2, przybiorg postaé:
. t. . . '

sinh cu—}—Tsmhw cosho [p sinhw 4 (o 4 1)y coshw] +2zcosho =10,

cosh w+

.
2 sinh w cosh w [@ coshw + (¢ 4 1)y sinh' w] 4 2 sinhw =0 .

Rozwigzawszy te rownania, otrzymamy:

& (D
¢ sinh w cosh o ’ @ ?

a wige spétrzedne szukanego punktu beds :.

G op o a dp
@coshew da ’ v=

z=(u+1)w,’

€Xr = J—
gsinhw 88’ @

rzuty zas jego przesunigé, na moey réwnan (VIT) i (VILI), przedstawis si§
W postaci: A

a op

d(p’ Sy a ﬂ.(]{p’ 62_—_._}/1.[@2__(1?_]‘
v

¢*sinhow 0B @ [

(195)


GUEST


170 A. PRZEBORSKI.

Jezeli uwzglednimy zwigzek (IX), to element liniowy rozwazanej powierz-

chni przedstawi sie tak:

2
cl:~”=6x’+6y’+dz?:a?[(p l+a 2+] d(p

+w [a+1 qo—d—w]z.

y
Polbzmy tu:
%?—=dg’ _(l_}.__;)_d_(’i._-d_wz(l_}_a)de ,

lub, co na jedno wychodzi:

i eli+He) e— (142 0
=g —-_—
¢ k) ')U 1+a 1

to nasz element liniowy sprowadzimy do postaci:

dst=e?* 02} [gat e +a — &) dot |

[
1+4a
gdzie:

r=av—(a+1)0.

Podobnie jak w § 9 Rozdzialu poprzedzajacego, przekonamy sie, ze znale-
ziona powierzchnia S, jest w takim zwigzku z powierzchniz X, w jakim
byly powierzchnie S, i X w drugiem twierdzeniu Bianc¢hiego.

Dochodzimy tym sposobem do nastepujacego twierdzenia:

Kazdejpowierzehni X o krzywiznie statej dodat-
niej odpowiada oo powierzchni oelemencie liniowym
(28). Wyznaczenie tych powierzchni zalezy od calko-
wania ukladu réwnan rézniczkowych rzedu 1-go i 2-go
(VII) i (VIII). Powierzchnie S, sg obwiedniemi ptasz
czyzn, przechodzgcych przez normalne do powiersz-
chni X iortogonalnychdo krzywych g==const, poprowa-
dzonychnapowierzchni X.

§ 9. Zobaczmy, w jaki sposéb znale$é mozna powierzehnie o elemen-
cie liniowym postaci:
(29) ds? == 7% [du® -} 2 (v—u) 6720 4 be2? — m] dv? ,

(196)

icm
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ktére, jak to widzieliSmy w drugiem twierdzeniu Bianchi'ego, sa zwig-
zane w sposob okreslony z powierzchniami o statej krzywiznie dodatnie;.

W tym celu zastosujmy znéw metode Bianechi'ego, uzyts przy
przeksztatcaniu réwnan (VIT), (VIII) i (IX), a mianowicie wstawmy do
tych réwnan v 4- ¢ zamiast v, gdzie ¢ jest stata. W otrzymanych w ten
spos6b réwnaniach polézmy:

(tae _
s =
a nastepnie przyjmijmy, ze
1
- +1=0,

gdzie # uwazaé bedziemy za wielkosé niezalezng od a.
Tym sposobem dojdziemy do réwnaii:

0*p do Op dp . .
E_ =tghw i vl cotgh w—- 6 5 0F @ cosh? o-}n sinh w cosh @,
e dw Op 0w dp
Xx) Tadf =tgho W e -+ eotghm R
g%——t hw gm g + cotgh o dﬁ a; —@ sinh? w+» sinh w coshw .

Réwnania (VII) pozostang bez zmiany; réwnanie zas (IX) przybierze postaé:

1 dp\2 1
cosh® » (_6;)+ sinh? @

Za pomocs zwyczajnego rozniczkowania przekonywamy sie, Ze réwnania
(VID), (X) i (XI) s zgodne na mocy jedynego warunku:

(XI) L= (—g;'—)z-}- @+ 2nyp=g = const .

%o
B -+ - 8ﬁ2 + sinh w coshw = 0.

Podobnie jak w § poprzedzajacym, znajdzmy obwiednis plaszezyzn
ortogonalnych do odpowiednich krzywych ¢ = const, poprowadzonych na
powierzehni X i przechodzgcych przez normalne do powierzehni X, . j.
plaszezyzn

(30) cosh w -55- z— sinh @ e y——()

a9
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Spétrzedne punktow tej plaszezyzny beds:

y = cosh m~i’it, &

o

. op
o ==yginh 0=,

3

gdzie t oznacza parametr dowolny.

Przy pomocy rozumowan takich, jak poprzednio, znajdziemy nastepu-
jace réwnania na wyznaczenie wartosei ¢ i z, odpowiadajgeych punktowi
szukanej obwiedniej:

cosh o -+ ¢ sinh o cosh o (n sinh w — @ cosh @) 4z sinhw =0,
sinh @ < ¢ sinh w cosh w (» coshw.—'p sinh w) 42 coshw =0,
skad Yatwo znajdziemy :

1 n

2 ——

= @ sinh w cosh w ! @’
a wiec spilrzedne punktu szukanej obwiedniej beda:

1 dp. 1 dp 1
& == s e T s —_—
pcoshew a y gsinhw 38 ' 2= @

Przesuniecia jej rzutéw na osi (7) sg oczywiseie:

(4 1 4 1 9

= i aosh o 3 = 1 ndep’
o W W= o des we=p [+ 2]

a wige na mocy réwnania (XT) element liniowy uwazanej powierzchni bedzie:

1 ndep |2 1p?
asi— [ap+ 22 [g— gt —amg | 2E-

Polbzmy:

nd

299 | p—ndt, 2P g
toj: ¢ ?
pw=—n(v—"0), @=mne,

a sprowadzimy nasz element liniowy do postaci:
6 ds?=¢"?°dp? [% 2% — 1 4 2 (v—H0) e—“] dv? .

(198)
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Wuosimy stad, Ze nasza powierzchnia ma ten sam element liniowy, co po-
wierzchnia S, w twierdzeniu Bian ¢ hi'ego.

Tym sposohem, podobnie jak na koficu Rozdzialu poprzedzajacego, do-
chodzimy do twierdzenia odwrotnego do drugiego twierdzenia B ian-
¢ hi'ego, mianowicie:

Kazdej powierzehni X o krzywiznie statej do-
datniej odpowiada co® powierzchni S, o elemencie li-
niowym (31). Wyznaczenie tych powierzchni zalezy
0od calkowania ukladu réwnan rézniczkowyeh linio-
wyehrzedu l-go i 2-go (IX) i (X). Powierzechnie S, przed-
stawiajg obwiednie ptaszezyzn, przechodz gecych przesz
normalne do powierzehni X iortogonalnychdokrzy-
wych g =const, poprowadzonychna powierzchni X.

Nie zatrzymujemy sig nad przypadkiem, w ktorym jedna z pochodnych
%f R %% jest zerem, gdyz wyniki zbadania tego przypadku sg identyczne
z wynikami, otrzymanemi na koficu Rozdziatu poprzedzajgcego.

(199)
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