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groupes correspond dans Tautre le produit des deux
transformations correspondantes. Cette propriété qui &tablit
une analogie parfaite de Visomorphisme, comme il est défini par Liie dans
sa théorie des transformations, avec celui de la théorie ordinaire des substi-
tutions, se démontre dans le Traité de Lie (Th. der Transf. Leipzig. 1888.
I, p. 293, 418—420) en recourant 3 la théorie du groupe paramétrique.

Or notre formule démontre cette propriété immédiatement. En effet,
ayaht supposé que X;, X, soient deux combinaisons linéaires & coefficients
constants des expressions Z, et que X, M, X,® soient des combinaisons liné-
aires analogues des expressions ¥, la transformation qui est le produit
des deux transformations

w"fzw'i+—1tTX'1 mli+ e

(59) p
o= 2e+—1TXg zi4 ...
» sera:
f
(60) w",-=m,~’—|—T X, x, + <oy

X, étant donnée par la formule (31) qui & l'aide des premiéres relations
(58) se réduit & une combinaison linéaire des Z & coefficients numériques
dépendant de t, #', 5 et des e. Si maintenant on passe du premier groupe au
second, laissant les mémes # et #', on doit seulement entrechanger les Z avec
les Y et done les X avec les X®; la transformation X, relative an nouvean
produit sera la méme combinaison linéaire des ¥ que l'est la X, des Z, puis-
que les coefficients ¢ restent invariables pour le passage du premier groupe
an second. Le théoréme est donc démontré.

11 convient de remarquer que cette démonstration est valable indiffé-
remment pour I'isomorphisme holoédrique ou mériédrique, tandis que la démon-
stration donnée dans louvrage cité de Lie ne posséde pas cet avantage.

Milan, Aoiit 1902.
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§ 1.

OKREéLENIE 1 WEASNOSCI PEWNEJ KRZYWEJ STOPNIA TRZECIEGO.

‘W szeregu krzywych stopnia trzeciego istnieje jedna, ktorej rola przy
pewnym sposobi€ Zapatrywania sie jest podobngdo tej, jaky -odgrywa kolo
wzgledem stozkowych. Z krzywg ta spotkali$my sie juz w pracy 0 réwna-
niach stopnia trzeciego i cawartego’), gdzie przy jej pomocy rzuCOnO NOWe
§wiatlo na - pewne pytania, dotyczgee wlasnosei pierwiastkéw réwnania
stopnia czwartego. .

Ziwracamy sig obecnie do tejze krzywej stopnia trzeciego 1 post'a,ramy‘
sie pokazaé, ze nkrywa ona w sobie zasadnicze wlasnosel funl'ccyj ehptyczzr
nyeh, dajgce sie wyczytat na niej w sposob podobny, jak zasadnicze wlasnosei
funkeyj kolowych wyczytujg sig na kole. . ) o

Aby naszym rozumowaniom nadaé wiece] rozleglosci, zmuszeni Je-
stesmy do krzywej danej :

® Y2 =42 —g, T — 7
dolgezyé druga z nig sprzeiony, a okreslong réwnaniem:

(2) ?;’2:’“(4’53—’925"“93)

1‘) Prace matematyezno-fizyezne. T. X, str. 164.
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Pierwszg krzyws (1), rozpatrywang oddzielnie, nazywaé bedziemy
praw g; drugs (2) —1ew'g; zjednoczenie obu krzywych (1) i (2) nazywaé
bedziemy krzywg zespolona.

Obie krzywe posiadaja oczywidcie jednakowe wlasnosei; to, co okazemy
dla pierwszej, bedzie sie uwazalo za dowiedzione i dla drugiej.

Forma naszej krzywej zalezy od znaku wartosci wyréznika:

A =gy®—27¢g,

Jezeli A <C 0, trzy pierwiastki rownania y = 0 sg rézne i rzeczywiste, ozna-
ezaé je bedziemy przez e, e,, ¢, 1 przypuszezad, ze

e ey e
Postaé krzywej jest przedstawiona w tym przypadku na figurze 1.

+X

St

Nic.eskoﬁczona‘gal@izprawej strbny i owal lezacy od niej poodal, razem
wzigte stanowig krzywg prawa, a lewa nieskonczona galeZ wraz z owalem
Do prawej rece tworzy krzywg lews. )

W pr'zypadku przeciwnym, kiedy A < 0, krzywa zespolona ma postad
przedstawiong schematycznie na. figurze 2; prawa galeZ stanowi krzywe
prawg, a lewa lews.

Réwnanie y = 0 posiada jeden pierwiastek rzeczywisty,
oznaczali przez e,.
Przypadek A =0 usuniemy zupelnie z pod uwagi, bo doprowadza oi
o doprowa
tylko do fankeyj kotowych. » B bo doprowadas on

ktory bedziemy

(303)
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Nie zwracajgc zadne] uwagi na znak. wyrdznika, wesmy jakakolwiek
z dwu krzywych, wybierzmy na jej obwodzie punkt dowolny (,, ) 1 prze-
prowadzmy przezen dowolng sieczng

(3) Y —Yo=20(x—m).
Oznaczmy przez (@y,Y,), (%, ys) dwa pozostale punkty przeciecia si¢ siecz-

nej (3) z krzywg, na ktérej obwodzie obrany zostal punkt (w,, ¥,). Wartosci
x, i x, 89 plerwiastkami réwnania stopnia drugiego:

— . — 1
Q) 2 (@ F ) e Lt Ty o’ — =0,
gdzie znaki gérne odpowiadajg krzywej prawej, a dolne lewej. Odpewiednie
wartosci na y,, ¥, otrzymujg sie z réwnania (3). v
Z réwnania (4) otrzymujemy:

(5) ' ‘ Z +‘m1 + = i’ &

co doprowadza nas do nastepujacego twierdzenia.

+0 ry °
\ !
+X
o £
/- -
-0 ﬁy 2.

Twierdzenie. Jedli a oznacza kat, jaki dana sieczna tworzy
% osig odcietych, to suma odcigtych trzech punktéw przeciecia sie siecznej
z krzywg réwna sig i—i—tg?a. Znak -} odpowiada krzywej prawej, znak
— lewej.

‘Wezmy teraz pod uwage srodek ciezkodel trzech punktéw przeciecia
sie siecznej (3) z krzywy; nazywaé go mozna dla skrécenia poprostu §rod-
kiem cigzkosci na danej siecznej, oznaczmy go przez (&n). Mamy:

(C38]
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R ok k. D

1
n=to+ 2L (E5 ta).

Stad wynika bezposrednio nastepujgcy wniosek.
Woniosek Miejscem geometrycznem srodkow ciezkosei na uktadzie

cigeiw réwnoléglych jest prosta. prostopadta do osi odcigtych (osi symetryi

krzywej), na odleglosei od poczatkn spélrzednych rowne;j é t9%a. Na mocy

tego wniosku, gdy mamy narysowang krzywa, Iatwo jest odszukaé dlugosé,

ktora przy kresleniu byla przyjeta za jednosé, )
Dajmy teraz, ze punkt (7,4, przypada w jednym z wierzcholkéw
krzywej, np. (e, 0). ‘W takim razie z réwnas (4) 1 (5) otrzymujemy:

Ty = e, - 312_+ €18y + ey6; - e =+ %, -} €265 4
@ oy = i;tg‘;"l )

a stad po wyrugowanin wielkosei 2, otrzymujemy:
o’ 4z, — ey (2, @) = 2¢2 + ey,

albo oznaczywszy dla skrocenia '

262+ 0, =— (e, — eg)»(t’.1 —) =12

(2, — ) (x, — e) =12

b

(6)

Dla. siecznyeh, przechodzacych przez wierzcholek (e5,0) albo (ey,0) za-
chodzy wzory odpowiednio analogiczne, mianowicie :

(@ — ) (2, — ) =1 ) e
(@ —e5) (7 — ) = Zgz )
przyczem: )

. lz’=(°’2—91)»(32'—93), lsg=(93'—"1)‘(ea‘eﬂ)'
‘Wzér (6) ma wazne znaczenie: da*je. sig on wyrazi¢ w nas

tepujacej postaci:
Twierdzenie.

Niech 7 i #" beds dlugosei dowolnego promienia,

wychodzacego z wierzchotka, (e3,'0). Tloczyn rzutéw tych dwdch dugosci na

oS odcigtych nie zalezy od kierunkn promienia, zatem:

- o' eos? (ro) =12 .

(32)
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§2

WZORY ROZNICZKOWE,

Znbw, jak poprzednio, niech (2, o) przedstawia punkt, wziety dowolnie
na jednej z dwoch krzywych szesciennych, prawej czy lewej. Przez ten
punkt, przyjety za niernchomy, przeprowadzmy dowolna sieczna
1 Y—Yo=2¢(z —x)

i nwazajmy ¢ za zmienng niezalezng. Oznaczywszy dwa pozostale punkty
przecigeia sig siecznej z kraywa przez (x;, y,), (23, 45) 1 biorge pod uwage, ze
x; 12 83 plerwiastkami rownania (4), § 1, mamy:
Tyt ay=d g,
&2y =t B Tyt -Tu?”"_i‘ Y2,
a przechodzge do rézniczek, otrzymujemy:
dzy - deg =+ 2¢ dt
Ty Ay - o0 dity =+ 2t 2, At Ty, Ak
skad przez wyrugowanie rézniczki dx, znajdujemy:
() — @) dory = = [y + 28 (2, — )] i
Lecz punkt (2, y,) lezy na siecznej, zatem:
Y —Yo=2% (2, — ),
wskutek czego réwnanie rézniczkowe mozna napisaé tak:
(2) (@) ) dzy =y, dE .
Dla drugiego kofica siecznej ten sam wzor daje:
(0 — ) dicy =~k 75 dE .

Otrzymane rownanie posiada doniosle znaczenie, ktére wyrazi¢é mozna

w postaci nastepujacego twierdzenia:

Prace mat.-fizycz., t. XIV.
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Twierdzenie Jesli przez jakikolwiek punkt (x,, %,) na krzyw.ej
szesciennej przeprowadzimy sieczng 1 ozmaczymy przez. 2 b sl.)t')lclzynm]g
katowy, przez (z;,yy), (¥s,y2) dwa pqzostale punkt){ przeciecia sie siecznej
z krzywa, to w przypuszezenin, ze sie€czna obraca sig qkolo punktu (g, v,),
pochodna odcietej =, jako funkeyi zmiennej ¢, wyraza sig tak:

da, . Yy
@) . = 2, —y
Znak -+ odpowiada przypadkowi, gdy punkt (2, y,) lezy na krzywej prawej,
znak — przypadkowi, gdy lezy na lewej. .
Co sig tyczy pochodnej wielkosei y,, mozna ja otrzymaé wprost
z réwnania:

Y — Yo =21 (x — @) .
§ 3.
OKRESLENIE ARGUMENTU LUKU NA UWAZANEJ KRZYWEJ SZESCIENNEJ,

Niech 41 B przedstawiaja kofice Iuku, dowolnie wzietego na krzywej
danej, badz na galezi nieskonczonej; badz na owaln. Warto$é calki

B
/’tlﬂc
J oy

4

wzigte] po krzywe] AB od poczgtku 4 do konca B, nazywaé bedziemy
argumentem lukn AB i przedstawiaé dla skrécenia tak:

B
(1) f—%—:m‘g AB.

‘Wedlug tego okreslenia argument jest zawsze wielkodcia skonczony:
dugosé tuku moze by¢ nieskonczenie wielka, a argument jego jest wielkogeig
skonczong.

Argument nieskoficzenie matego uku ds, wychodzacego z punktu (,y)
Jest wielkoseiy nieskotiezenie maly, ktéra na mocy réwnania (1) wyraza
sie tak:

dx

2 arg ds =

(3%

iom®
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Jesli ki 4B, BC, CD, idy w takim porzadku, ze koniec kazdego z nich
jest poczgtkiem nastepnego, to: .

3) arg AB~-arg BO-+arg 0D — arg 4D .

Ze wzoréw (2) 1 (3) wynika, naodwrot, wzor (1). Jezeli lnki AB i 4'B' 53
symetryczne wzgledem osi odcigtych, bedzie:

arg AB=—arg A'B’.
Nie mniej oczywisty jest takze réwnosé:
arg AB=— arg BA .

Zgodzimy sig na przysztosé za kierunek dodatni Iuku na krzywej uwazaé
ten kiermmek, w ktorym argnment wzrasta; wskutek tego kierunek dodatni
Tuku bedzie jednoczesnie dodatni i-dla argumentn. Temu wymaganitn czyni
zado$é prawo nastepujace :

We wszystkiech punktach obwodu krzywej szes-
ciennej, lezgcych nad osig X, kierunek dodatni idzie
od reki lewej ku prawej, tojestod —X w strone 4 X;
przeciwnie, wpunktach,lezgcych pod osig X, kierunek
dodatniidzie odrekiprawej kulewej (patrz figure 11 2).

Na obwodzie krzywej zespolonej istniejg catery galezie, ciaggnace sie
w nieskoficzonosé, odpowiednio do czterech punktow:

(+OO,+OO), (+oo7'—00)1 (—-—OO,-]—OO), (—*OO,—OO)

Wyobrazaé sobie bedziemy te cztery punkty tak, jak gdyby one schodzily
sig razem 1 stanowily jeden i ten sam punkt. Takim sposobem, punkt
zmienny M, przebiegajac po obwodzie krzywej i doszedlszy do jednego
z wymienionych czterech punktéw, bedzie mégt w naszem pojecin przechodzié
na jakgkolwiek z trzech pozostalych galezi, azeby wroci¢ znowu do odle-
glosei skonczone;j.

Dajmy, ze mamy luk A M, ktérego poczatek 4 jest staly, gdy tym-
czasem koniec M porusza sie po obwodzie krzywej zespolonej w dowolnym
kierunkn, moze dochodzi¢ do punktu w nieskoficzonosei, tam przechodzié na
inng galaz i przchiegaé dalej, az nareszeie zatrzymaé sig w pewnym punkcie
B: podezas tego przebiegu, od poezgtku do koiiea, warto§¢ arg AM zmieniaé
sie bedzie sposobem cigglym.

(35}
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§ 4.

sPOSOB ODROZNTENIA ARGUMENTU NA KRZYWEJ PRAWEJS OD ARGUMENTU NA
KRZIWEJ LEWEJ.

Wedlng powyzszego, argument jest pewng wielkosciy rzeczywisty, roz-
postarta po calym obwodzie krzywej zespolonej. Dalsze badania nad argu-
mentem odkryjs nam nadzwyczaj ciekawe jego wlasno§ci i dadzg bezpo-
grednio gotowy materjal do otrzymania zasad teoryi funkeyj eliptyeznycl.

By uniknaé oddzielnego rozpatrywania praypadkow szezeg6lnych oraz
by modz oddzielne fakty objaé w jeden wzor ogélny, niezbedny jest rzeczy
rozrézniaé jakosciowo argumenty lukéw, lezacyeh na réznyel krzywych.
W tym celu zgodzimy sig¢ raz na zawsze uwazaé argument fuku, lezgcego na
krzywej prawe] za wielkosé rzeczywisty, przeciwnie zad, argument Iuku na
krzywej lewej za wielkosé czysto urojong. Stosownie do tego, nalezy uzupel-
nié okreslenie argumentu, podane W paragrafie poprzedzajgcym, mianowicie:

1-0 Jezeli tuk AB lezy na krzywej prawej, okreslenie dane w para-
grafie poprzedzajacym pozostaje bez zmiany, t.j.:

B
dx

v 3

arg AB=
i

9-0 Jezeli tuk AB lezy na krzywej lewej, jego argument jest czysto
urojony i okresla sie tak:

¥
) T
arg AB= 1. [ 7
A
3-0 Jezeli luk AB jest sumg dwich lukow AC - CB, z ktérych
pierwszy lezy na krzywej prawej, drugi na krzywej lewej, to argument jest

wielkoscia zespolons:
"q
[ dx
+1 f v
7

Taki sposob traktowania argumentu pozwoli nam osiagngé wazne korzysSel
w dalszym ciggu badania.

c
de
argAB_[ v

4

(36)
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§ 3.

0 LUKACH ROWXOWAZNYCH.

Wezmiemy tu pod uwage jedne z dwoch krzywyeh, lecz to, co powiemy
o jednej, bedzie sig stosowalo i do drugiej. Na obwodzie wybierzmy gdzie-
kolwiek punkt 3, ktory przyjmiemy za staly. Przez punkt M przepro-
wadzmy sieczng, ktora przecinataby krzywg w dwoch punktach rzeczywistych
A i B, opréez w punkcie 4. Jesli nastepnie punkt A zacznie sig poruszaé
na obwodzie kraywej, i przebieglszy pewien luk, zatrzyma sig w punkcie 4’
jednoczesnie wtedy pozostaly punkt B, opisawszy odpowiedni Iuk, zatrzyma
sie w punkcie B'. Dwa takie luki jak A4’ i BB' nazywal bedziemy
réwnowaznemi, a staty punkt M §rodkiem jchréownowagi
Rozumie sie, ze kazdy huk, dowolnie wziety, A4’ posiada nieskonezong liczbe
roznych Iukéw z nim rownowaznych: polega to mna wyborze stalego
punktw . Lecz dwa tuki réwnowazne sg zawsze Wzaj emuie réwnowazue.
Jezeli dany jest luk pierwszy 44' i dany jest poczatek albo koniec tuku
drugiego, rownowaznego z plerwszym, to luk drugi jest juz okreslony
w zupelnosel. '

Twierdzenie. Argumenty dwdch lukéw réwnowaznych sg li-
czebnie rowne, lecz znakéw przeciwnych.

Dowod Oznaczmy punkt staly M przez (2o, 9,) punkt, dowolnie
wziety na pierwszym Iuku przez (i, 1), & odpowiadajacy mu punkt na Iuku
drugim przez (i, ¥2). Wedlug twierdzenia dowiedzionego w § 3, mamy:

(2, — ) dory = =4 dat,

gdzie ¢ jest potowa spolezynnika katowego w rownaniu siecznej. Ten sam
zwigzek, zastosowany do punktu {zs, ¥a', daje:

(s — ) daty = Ty, 2.

Dzielge przez siebie te rownania odpowiedniemi stronami, otrzymujemy:

_ G Y
diz, ¥s '
albo:
' dx, .__ _ da,
Y1 7

37
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a stad:
A B
dzy __ [dz
J Y Y '
to jest:

arg AA'=—arg BB’

co bylo do okazania.

W przypadku', gd)_r pierwiastki e, e, ¢; sg rzeczywiste, polowa obwodn
krzywej zespolonej, lezgca pod osig odcietych, sklada sie z czterech tukow
Taczacych kolejno cztery punkty: ) 7

(—f—OO,—OO), (ell 0)1 (0?7 0)7 (631 0)1 (_OO7~OO) )
poprzedni z nastepnym; argument kazdego #z nich, wziety w kierunku do-

datnim, nazywa si¢ argumentem zupelnym,
Mamy wiec cztery argumenty zupelne:

\”
du

arg (6, —00) =o' =i

—0

arg (e, 33)=w=[ e ,
&y y

&
arg (ela eﬂ) == w'g =1f iz ,
y

=]

Y

przyczem pod kazdym znakiem calki litera

kwadratowego Y oznacza warto§é pierwiastku

V@ T—gt—y,)

wzigtego ze znakiem dodatnim,

7 druciei . .
4 druglej strony dwa luki pod osig odcigtych na krzywej prawej

(38)

ZASADY TEORYI FUNKCYJ ELIPTYCZNYCH, 11

(—].— 0o, ep) 1 (e, &) 89 oczywiscie rownowazne, $rodkiem ich rownowagi jest
wierzcholek e;; mamy zatem:

arg (+ o0, ¢) = — arg (¢, e2)

czyli:

Podobniez mamy takze:

Przyszli$my wiee do nastepujgcego wniosku.

Wniosek W przypadku, gdy wyréznik krzywej szesciennej jest
dodatni, dwa rzeczywiste argumenty zupeine sg sobie réwne, i dwa urojone
argumenty zupelne sg takse sobie réwne.

W przypadku, gdy jeden tylko pierwiastek e, jest rzeczywisty, polowa
obwodu krzywej szesciennej zespolonej, lezgea pod osig odeletych, sklada
sie z dwoeh tukéw, ktorym odpowiadajg dwa argumenty zupelne: jeden
rzeczywisty:

drugi czysto urojony:

g 6.

PRZENOSZENIE ARGUMENTU Z JEDNEGO MIEJSCA NA DRUGIE,

Zadanie 1. Na jednej z dwoch krzywych szedeiennyeh dany jest
fuk AA!, nalezy go przediuzy¢ w jedng lub druga strong tak, aby argument
przedlnzenia réwnal sig arg AA' .

W tym celu przeprowadzmy w punkeie ' styczng do krzywej, ktora
przetnie ja w pewnym punkcie M. Polgczmy punkty M i 4 linig prosts,
Kktéra spotka obwod krzywej w trzecim punkcie, dajmy na to, A", Zuki A'A
i A'A" sg rownowaine, mamy przeto: P

arg AA'=—arg 4°4",

(39
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albo
arg A4’ = arg 4’4",

a wigc punkt A" jest szukany.

Przejdzmy teraz do zadania odwrotnego, majgcego na celt nie podwo-
jenie argumentu, lecz dzielenie go na dwie rowne czesei.

Zadanie 2. Najednej z dwoch krzywych szeSciennych dany jest
Iuk 44’ nalezy znale$é na niej taki punkt A", aby arg 44" rownal sie
arg A"A’.

Dla tego laczymy 4 z A’ linig prosty, ktéra przetnie obwéd krzywej
jeszeze w punkceie M; z punktu M przeprowadzamy styczng do krzywej szes-
ciennej, ktérej punkt stycznodci znajdowalby sie pomiedzy A i 4', dajmy
w punkeie A" '). Punkt A" jest szukany. ,

Zadanie 3. Naobwodzie jednej z dwdch krzywych dany jest Iuk
AA’ i punkt B, réimy od 4 1 A’, nalezy znale§é nowy punkt B’ tak,
abySmy mieli :

arg 44’ = arg BB’ .

Dla tego taczymy 4’ z B prosta, ktéra przetnie obwéd krzywej w punk-
cie trzecim Af; laczymy nastepnie M z 4 prosta, ktéra spotka obwod krzy-
wej W trzecim punkcie, dajmy B, Ten punkt jest szukany.

Zadanie 4 Na jednej z krzywej szesciennych dany jest fuk 44’
od punktu oo odtozyé tuk réwnowazny z A4’

Jest to szczegélny przypadek poprzedniego zadania, zastugujgcy
zresztg na osobng uwage.

Dla rozwigzania, przeprowadzmy przez punkt 4’ prostg, réwnolegly do
osi rzednych, kidra spotka krzywa w punkcie M, symetrycznym wzgle-
dem A’ przez M i A przeprowadsmy prosty, ktéra spotka krzyws w punk-
cie, dajmy B. Ten ostatni jest punktem szukanym, gdyz luki co B i A4
89 oczywiseie rownowazne. .

Przypusémy, ze argument pewnego Iukn zostal przyiety za jednostke
do mierzenia wszelkich argumentéw, podobnie jak np., na kole stopien stuzy
do mierzenia jakiegokolwiek tuku. Przy pomocy sposobéw wyzej wylozo-
nych, mozemy t¢ jednosé przenosié na obwodzie krzywej tyle razy, ile sie na
nim umiesel, postugujac si¢ przytem tylko liniatem i cyrklem: wige mied
bedziemy skale do bezposredniego odezytania przyblizonej wartodei jakiego-
badz argnmentu.

’)' _Stycznycthunktu M motna przeprowadzié eztery, opréez tej, Lktérej punkt
styeznosel znajduje sig w M (Prace matem.-fizyez. T. X, str. 167 i nastgpne).

(40)
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§ 7.

ARGUMENT PUNKTU,

Jakkolwiek argument przedstawia sig jako funkeya dwoch punktow
niezaleznych: poczatku i konca, jednakze wyraza sig bezposrednio przez
fankeye jednej zmiennej niezaleinej, gdyi wprowadziwszy do rachunku
pewien punkt staly C, mamy :

arg AB=arg CB—arg C4 .

Idzie wige tylko o wybranie punktu stalego € w sposéh najdogoedniejszy.

Dla naszego celn obecnie koniecznem jest przyjac za poczatek punkt
w nieskofhczonosei.

Przyjawszy to pod uwage, zobaczmy najprzod, jakim wzorem wyrazaja
sig argumenty Iukéw zamknietych, majgeych koniec wspélny z poczatkiem.
Trzeba dla tego rozpatrywaé oddzielnie dwa przypadki:

l-o Wyréznik krzywej jest dodatni. Krzywa zespolona
sktada sig z czterech oddzielnych czesei, kiorym odpowiadaja argumenty
zupelne :

i bez wzgledu na drogg, jaka punkt zmienny (x, y) wraca do poczatku (co, co),
z ktorego wyszed!, argument drogi, ktors przebiegd, wyraza sie wzorem:

2maw + 2mo’
gdzie m, réwniez jak 1 m', oznacza pewng liczbe calkowity, dodatnig,

ujening albo zero.
2-00 Wyrdznik krzywej jest ujemny. W tym razie krzy-

- wa zespolona sktada sie tylko z dwoch galezi, ktorym odpowiadajg dwa

argumenty zupelne:

o, o.

Wizelkiej drodze, wychodzacej z punktu (co, oo), idgeej po obwodz%e
krzywej i doprowadzajacej do tegoz punktu (oo, co), odpowiada oczywidcie
argument postaci

2mo +m' (04 o),
gdzie m i m' oznacza pewng liczbe calkowita dodatnia, ujemng albo zero.

(€3]
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Niech teraz wiu, oznaczajg argumenty, odpowiadajgce dwdm roznym
drogom, doprowadzajacym do jednego i tegoz samego punl;tu (e, y). Oczy-
wicie, roznica u—1 przedstawiaé bedzie argtmient, naleza‘,cy'df) pewnego
Yuku, majgcego koniec w poczatku, t.j. W punkeie (co, co); mie¢ bedziemy
zatem:

w pierwszym przypadkun

(1) w—u=2mo-+2mae,

w drugim zas:
@ 1, —u=2me -+ (o o).

Stad wnosimy, e argumenty, odpowiadajace temuz samemu punktowi,
roznig sig miedzy soba:

w pierwszym przypadku, o dowolng wielokrotno§é kazdej z dwoch
wielkosel 2 w, 2 @,

w drugim za$ przypadku, o dowolny wielokrotnosé kazdej z dwdch

wielkosel 2 w, 0 4’ .
Odwrotnie, jedli roznica argumentow w dwoeh punktach (z, y), (2, ¢)
wyraia sie odpowiednio wzorem (1) lub (2), to oba te punkty. schodzy sie.
Nie mozna twierdzi¢, aby argument mégk przyjmowad wszelky wartosé
zespolong na obwodzie krzywej; przeciwnie, fatwo jest zauwazyé, ze wartosé
argumentn w jakimkolwiek punkcie na obwodzie krzywej przedstawia sig
zawsze w jednej z dwoch postaci: :

ut+ ', mo-vi,

przyczem w, réwniez jak v, moze przybieraé wszelkie wartoel rzeczywiste
od —oo do - co; m' i m oznacza dowolng liczbe calkowits dodatnis,
ujemng albo zero.

Jesli plaszcezyzne spolrzednych pokryjemy szeregiem linii prostych
réwnoleglych do osi rzednych na odleglosci w od osi i jedna od drugiej,
{ jeszeze drugim szeregiem linij réwnoleglych do- osi odeigtych na odle-

’
.« 0 PP - o . . T
glodei - od osi i jedna od drugiej, to warto$é argumentn w jakimkolwiek

punkcie (2, y) na obwodzie krzywej daje punkt, lezgey zawsze na jednej
z prostych, nalezaeych do szeregu pierwszego lub drugiego.

(42)
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§ 8.

TWIERDZENIE ABELA.,

Jezeli z pomiedzy nieskonczonego mnéstwa, argumentéw, odpowiada-
jaoych jednemu i temuz punktowi na obwodzie krzy wej, jeden bedzie
znany, to tem samem i wszystkie inne beda nam wiadome.

Dwa argumenty, odpowiadajace jednemu i temuz punktowi, nazywaja
sig przystajgcemi (kongruentnemi) odpowiednio wedtug mod (2 w, 2 ") albo
wedlug mod (2 w, @ + @'); czesto jednak dla skricenia nazywadé je bedziemy
wprost r 0 wnemi, dopoki nie bedzie obawy, aby taki sposéb wyrasania
sig nie doprowadzal do blednych wnioskéw. Bioraec to pod uwage, dowie-
dziemy teraz nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Suma argumentiw trzech punktow przeciecia sie
jakiejbgdZ sieczne] z naszy krzyws szescienng rowna sie zeru.

Dowdd. Osznaczmy przez A, A, A" punkty przeciecia sie jednej
z dwoch krzywych sprzezonych z dowolng linig prostg. Wzigwszy pod
uwage jeden z tych punktéw, np. punkt 4, obracajmy okoo niego naszg
sieczng 44" dopéty, dopoki nie przyjmie kierunku réwnoleglego do osi
rzednych, i dajmy, Ze po uskutecznieniu tego ruchu, punkt A’ przeszedt do
punktu B’ a 4" do B". Poniewaz tuki A’B’ i 4"B" 13 oczywiseie réwno-
wazne, przeto mamy :

arg A'B' = —arg A"B",
albo wyraziwszy argument Iuku przez réznicg argumentéw konca i poczatku:
arg B’ —arg A'= arg A" —arg B" .

Lecz jeden z punktéw B’, B, dajmy B", znajduje si¢ w nieskoficzonosei,
wige arg B" =0, wskutek czego rownanie mozna napisaé tak:

arg A'+arg A" =arg B’ .

Dalej, dwa punkty 4 i B’ sa symetryczne wzgledem osi odeigtych, a wiee.
arg B'=—arg 4, i réwnanie moze by¢ napisane tak:

arg 4 +arg A'4arg 4"=0,

a to wlasnie wyraza twierdzenie, podane na poczatku.
Waiosek. Przypusciwszy, ze ilodci e, e, ¢; 53 rzeczywiste, prze-
prowadZzmy przez jeden z punktéw wierzchotkowych (e, 0) dowolng sieczng

43)
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i nazwijmy dwa punkty przeciecia sig z krzywg praws, albo tez lews, przez
A’ i A"; mamy:
dla wierzcholka (e;,0), argd'-+argd'=o,
(e, 0), arg A’ +argd"=w-+ o',
(e,,0), arg d'-Farg A"=c".

W przypadkn, gdy tylko jeden pierwiastek e Jjest rzeczywisty, a dwa
pozostale sg urojone, mamy:
dla wierzcholka (e, 0), argd' 4 arg A" =w.

9.

o

FUNKCYA _’/’ll I JEJ POCHODNA.

Widzieli$my, ze argument okresla w. zupelnosci odpowiadajgcy mu
punkt na obwodzie krzywej zespolonej, a wiec odcieta @, réwniez jak i rzgdna
# sg finkeyami jednowartosciowemi argumentu ».  Nalezy przytem mieé na
nwadze, ze argument moze przybieraé tylko nastepujace wartosei :

1-0 wszelkie wartodci rzetelne;

2-0 wszelkie wartodci czysto urojone;

3-0 wartosci zespolone, w ktérych cze$é rzetelna réwna jest calko-
witej wielokrotnogei polperyodu w;

4-0 wartodei zespolone, w ktérych czesé urojona rowna jest calkowite]
wielokrotnosei pitperyodu w'.

Tylko dla takich wartosei zmiennej niezaleznej w kazda z funkey)
z iy jest zupelnie okreslona.

Przejdziemy teraz do wyszezegdlnienia gléwniejszych wlasnosei funk-
cyi, tylko co okreslonych.

Zauwazymy najprzéd, ze obie funkcye @iy sa ciggle przy wszelkicl:
wartofciach argumentu w, z wyjatkiem wartoei szczeégolnych, objetych
Wzoren:

u=2meo-+2na",

N

gdy wyroznik jest dodatni, albo wzorem:

w=2mao -+ (o-+ o,
gdy wyréznik jest wjemny; przyczem m i n/ przedstawiaja dowolne liczby
calkowite. . Tym wartoSciom odpowiada 2 =co,y=co.

Odcigta o, uwazana jako funkcya zmiennej w, przedstawia element

(C2))
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zasadniczy w teoryi funkeyi eliptyeznych: nazywaja ja funkcya pe
i wyobrazajg znakiem pu.

Pochodna funkeyi Au jest drugim elementem zasadniczym w teoryi
funkeyj eliptycznych, i wyraza sie Iatwo przez y.

W samej rzeczy, przypusémy najprzod, ze punkt, odpowiadajacy danej
wartosei #, znajduje sie na krzywej prawej; w takim razie ma miejsce jeden
z dwoch wzordw :

_(xdy) l(r,[m
w=ad [ w—b [

stosownie do tego czy punkt (%, ¥) lezy na galezi nieskoficzonej, czy tez na
owalw; @i oznaczajg tu pewne ilosci stale.
Otrzymujemy stad w obydwoch przypadkach:

du = de

dx -
v Y

albo
(0 Pu=y.

W rozpatrywanym wiee przypadku, pochodna funkeyl pu réwna sie
odpowiedniej wartosei y.

Przypusémy, powtére, ze punkt, odpowiadajacy danemu argumentowi
lezy na krzywej lewej; mamy jedno z dwoch:

Ky (Z’l{g
. dx . d
=a-+1 u="0 z[ s
w=a+ / y Ty
oo LY

odzie a i b sg ilosei stale, a wiee w kazdym razie mamy:

du—= ii s
Y
stad otrzymujemy:
do ;
i Y.
(45)
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albo:
(2) Plu==—1y.

I tak, w przypadku gdy punkt (, y), okreslony argumentem , lezy na
krzywej lewej, warto§¢ pochodnej funkeyi pu réwna sie stosunkowi ¢ : 4.

Rownosei (1) i (2) pokazujg, ze i funkeya ' jest jeduowartosciowa
i ciagla z wyjatkiem tych szezegélnych wartoscl w, ktére odpowiadajs po-
czgtkowi (0o, co).

Pierwsze wlasnodei funkeyj pu i p'u, ktére sig otrzymujg prawie hez-
posrednio, sa nastepujace:

Lo, p0=o0, po=e, ploto)=0, p)=e¢,

W przypuszezeniu, ze wyréznik jest dodatni; jezeli zas wyréznik jest njemny,
mamy :
P0=oc0, pw= o' =¢, .

2-0. Pl—w)=pu, ' (—u)=—pPu.

3-0. Obie funkeye pu i p'u 53 podwojnie perjodyczne, 0 peryodach
20 1 2d/, jegeli wyroznik jest dodatni, lub o perjodach 2w i w + o, jezeli
wyréznik jest ujemny.

4-0. Pomiedzy fankeyami pu i p'u zachodsi zwigzek algebraiczny :

.75'2:4?"’3—9#’—93-

5-0. Przy nieskoticzenie malych wartosciach argumentu « odpowiednia
warto$é funkeyj pu jest nieskonczenie wielkg, ktorej czesé glowna réwna
Sig—s , praytem réznica pu — 5 iest iloScig nieskoficzenie malty.

6-0. 'W przypadku, gdy wyréznik jest dodatni, jezeli przez w,, w,, w,
oznaczymy nastepujgce pétperyody: ) '

=0, o=0tao, v,=a0,

to zachodzié bedzie réwnosé -

Pluto)—e= ?’Tlé—ﬁ,_

dl‘a, i=1,2,3. Wynika to bezposrednio z wzoru (G), §11 ztego, co po-
wiedziano na koncu § 8.

(46)
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.T-0. W przypadkn, gdy wyréznik jest ujemny, mamy :

1%

Pt o)—a=puto)—o=—i.

8-0. Przypusémy znownu, ze wyréznik jest dodatni; z wierzcholka (e, ,’())
przeprowadzmy cztery styczne do krzywej prawej. Argumenty punktéw

stycznosei 83 (§ 8):

=+

ro| 8

o +=

0|8

9 .

Z drugiej strony, oznaczywszy przez (z, +y), {z', =3’} punkty im
odpowiadajace, na moey wzorn (6), § 1, mamy:

(x—e)?=102 (@—e¢)P=I2,

a zatem:
75'?3)_'—'31‘{‘11:
j’(w'*;—”(‘l;“) =”1—Z1 1
przyeczem I; > 0.

Podobnym sposobem, tylko wychodzae z wierzeholka (e, 0) i operujae
na krzywej lewej, otrzymujemy dwa nowe wzory:

i

1"7%:633-—13,
plo+5)=ath,

przyczem I3 > 0. o ) 5
9-0, W przypadku, gdy wyréznik jest ujemny, mamy:

]S_i;_=pl—{—l,,
;5—(:(—)—:"-——]1,

przyczem &, > 0.

@D
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§ 10.

DODAWANIE ARGUMENTOW,

Wartosé argumentn, odpowiadajacego jakiemukolwiek punktowi na
obwodzie krzywej zespolonej, ma te ceche clarakterystyczng, %e jezeli odrzu-
cimy najwiekszg zawarty w niej calkowity wielokrotnodé pélperyodu w
i najwiekszg calkowity wielokrotnos¢ poiperyodu o', to pozostala reszta be-
dzie albo rzeczywista albo tez czysto urojona, Otoz, jezeli otrzymane takim
sposobem reszty dwich argumentéw « i v 83 jednego gatunku, to punkty
im odpowiadajace znajdujg sie na obwodzie jednej i tej samej krzywe)j, pra-
wej albo lewej, i odwrotnie.

Dajmy, Ze w i v 53 dwa argumenty, nalezace do jednej krzywej, i niech
A, B beds odpowiadajgce im punkty. Prosta AB przetuie krzywa w trze-
cim punkeie C. Spélrzedne trzech punktow A, B, ¢ niech beda:

o, %) 5 (@1, Y1) (T, 9)
a odpowiadajace im argumenty (§ 8):
%, v, —(u+v).
Wedlng okreslen Wyiej podanych mamy :
Xg==pu, Yyy=eplu; 2, =pv, y=epv;
Ty=p U2, yg=—cp (u+v) ,

gdzie ¢ oznacza 1 lub 7, stosownie do tego, czy punkty 4, B, C lezg na
krzywej prawej czy na lewej.
Z drugiej strony, na mocy wzoru (5) § 1 mamy:
1y \?
Ty g+ oy =+ T(Wiﬁﬁiﬁ ) )

a zatem :

Pu—pu

D s

‘ Wz_ér ten posiada w teoryl funkeyj eliptyeznych te samg doniostosd,
Jjaky posiada znany wz0r na sin (o --b) w teoryi funkeyj kolowych. Mozna
go otrzymaé inng nieco drogg i w innej postaci, mianowicie: prayjgwszy

(48)
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jeden z trzech punktow. A, B, C, np. B, za staly, weimy pod uwage wzor na
rozniczki zmiennej x,, podany w § 2, mianowicie:

(g — ) dary = -y, dt ,

skad otrzymujemy:

RS TR il L
Pdv)— pu =+ S, d}m——pv :

lecz z drugiej strony, wedtug okreglenia argnmentu, mamy:

dix,
£ 2

=d(—u—v)=—d
s (—u—u) w
a zatem:
1 d pu—ph
2 plutv) —pu=—5 ——L—
@ Pluto)—pu 2 du pu—pv °

Sy przypadki, w ktorych postaci (2) nalezy oddaé pierwszenstwo przed
postacia (1).

§ 1.

UOGOLNIENTIE OKRESLENIA FUNKCYI % DLA WSZELKICH UROJONYCH
WARTOSCI ARGUMENTU.

Wzor (1) § 10, pozwala nam rozeiagngé okreslenie funkeyj pu na
wszelkie wartodel urojone zmiennej niezaleznej w. W samej rzeczy, z wy-
jatkiem wiadomych nam przypadkow szezegoéinyeh, wyrazenie 2 (« - b1) nic
w ogole przez sie nie okredla;-ale jezeli zgodzimy sie zastosowaé do tego
wyrazenia wzor (1) § 10, to otrzymamy:

® patviy=7 [La=L [—pa—spi,

gdzie strona prawa posiada wartosé dobrze okreslong. Wzir ten wskazuje
nam, co bedziemy rozumieli przez warto$é funkeyj pu, gdy dana wartosé
argumentu nie daje zadnego punktnu na obwodzie krzywej zespolonej;
i doszlismy tym sposobem do ogélnego okreslenia funkeyi eliptycznej pu dla
wszelkich wartogei zmiennej niezaleznej, badz rzeczywistych, badz urojonych.
Prace mat.-fizyez., t. XIV. : 4
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Jest to funkeya jednowartoseiowa, stajaca sig nieskofczenie wielky tylko
dla tych szezegdlnych wartosei argumentu, ktére wskazuje figura krzywej
zespolone;.

Ze wzoru (1), biorac pod uwage to, co bylo powiedziane w § 9 N 5,
Tatwo jest sprawdzié, ze przy nieskonczenie malym mod (o + i), mamy :

1im[¢(a+b.)—@?1_m)—] —0.

Jest to uogdlnienie odpowiedniego wzorn, podanego w § 9.

§ 12,
POCHODNA FUNKCYI 2 PRZY WARTOSCIACH UROJONYCH ARGUMENTU.
‘Wezmy pod uwage wzor
y g

; 1) pu—pvy? ,
1 plutv =——(————«—)~— U — pv
(1 plu- ) i f’“'— PU p /7
w przypuszezeniu, ze w i v sg ilosciami rzeczywistemi, i wyprowadzmy stad
wzory na pochodne czgstkowe wzgledem » i wzgledem »; wystgpia wtedy
pochodne drugie p"« 12", ktdre wyrngujemy za pomocg wzorow

‘,éuu___(;pﬂ _____1_ Pu —‘6]5" 1
- u P Jas v= v— ?gJ .

Ostatecznie otrzymamy:

) P (utv)  MPut+Npw
. T (pu—pr)’
(3) tid (u+v) . Mﬁ’“]‘i"N P
: o (e’

gdzie M i N s3 pewne finkeye calkowite wielkosei 7w ipv. Mozna bylo
zreszty przewidziet, ze prawe strony w tych wzorach beds tozsame. i

Majge teraz na uwadze, ze wyrazenie wielkosel # (u—Fiv) otrzymuje sie
z (1) przez podstawienie sv zamiast v, Ze przytem mamy:

Pliv =6 pliv—g, ,

mozemy oczywiscie za pomocy wzoréw (2)1(3) otrzymad bezposrednio wzory na
pochodne ezgstkowe funkeyi £ (w+-iv) wzgledem u i wzgledem iv, a mianowicie:

- (50)
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i 8p (utiv) _ M, Put N, piv
M (pu—piv)® ’
) 3 (wtiv) M PutN,pliv
div T (pu—piv)®

gdzie M; i N, oznaczajg odpowiednie rezultaty, otrzymane z M 1 N przez
zamiang pv na piv.

Poniewaz strony prawe we wzorach (2) 1 (3) byly tozsame, a wige na-
turalnie strony prawe we wzorach (4) i (5) sg takze tozsame; wskutek tego
otrzymujemy:

3p (utiv) 3P (u-hiv)
ou - v :

Ta rowno§é dowodzi, ze przy wszelkiej wartosei zmiennej niezalezne]
¢=1 - iv stosunek dwéch rozniczek zupelnyeh dp (v -+ iv) i dz nie zalezy
zupelnie od stosunku du: dv:

ap (utiv) 3P (wtiv) 3P (ut-iv)
d(u-tivy W T~ % ’

Stowem, funkeya pz przy wszelkiej wartoSel na z posiada pochodna jedno-
wartosciows, jest zatem funkeya analityczng zmienmej z. Idac podobna
drogs, jak powyzej, latwo udowodnié, a raczej sprawdzié wyzej podane
wzory, ktére byly wyprowadzone przy’ ograniczonych wartosciach argu-
mentu. Tak np., przy wartosciach rzeczywistych na u i v mieli$my réwnosé:

n £ (o) =4 P (u - 0) — s Pl — s
Podstawiwszy po obu stronach zamiast ' (utv) 12 (u4v) odpo-

wiednie wyrazenia ich przez pw, pv, P'v, P'v, otrzymamy rownosé nastepu-
jacej postaci:

MANpupy _ PHQPupv
(pu—p)f — (pu—pv)®

glzie M, N, P, @ sy funkcye calkowite wielkoSei P i Pv. Poniewaz gaé
obie strony sg réwne przy wszelkich rzeczywistych wartodeiach na w 1 ¢,
wige oczywiscie wielomiany M i P z jednej strony, N i @ z drugiej, sa
tozsame, 1 zamiast kazdego z caterech znakow pu, v, p', p'v mozemy pod-
stawié po obu stronach co sig nam podoba, a réwnosei nie nadwerezymy.

@1)
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Podstawiwszy mianowicie piv, #'iv odpowiednio zamiast pv, p'v, otrzymamy
nowg réwnosé, ktora oczywiscie moze byé napisang tak:

Pt i) =47 (u+tiv)— gy p (wt i) —g, ,

J. SOCHOCKI.

albo krécej:
Ple=47%2—g, pr—y,,

gdzie 2 moze przybieraé dowolng wartosé zespolong.
§ 13.
UOGOLNIENIE WZORU NA DODAWANIE ARGUMENTOW,

Oznaczywszy przez u, v, v, v' iloSel rzeczywiste wzigte dowolnie,
wezmy pod uwage dwie nastepujace funkeye:

L[ Put)—plot) T, ,
® 1 p’(u+u’)~m+y/>]—P<"+“>-Mv+v>,
: L[ £ot) — pluyo) T s
@ TS =St = et — pluon;

kazda z nich daje sig przedstawié w postaci funkeyi wymiernej omin wielkogci:
3 Pu, P, o, PV, Pu, P, o, P

idwie funkeye stad otrzymane bedy jedna z drugg tozsame co do oSmiu
wielkosei (3), uwazanych za zmienne niezaleine. Jeseli wige w tych funk-
cyach zamiast pu, pv', pv, p'v podstawimy odpowiednio piv, pu', p'iv, p'irf,
to otrzymane rezultaty beds rowniez tozsame. To daje nam takg rownosé:

1 [ Alutu)—pllivtiv) T NP
ry [ﬁm%] —p (wtu') — f (iviv)

1 ! )= A ! i’ 12
=7 [ﬁ—ﬁ%ﬁ:ﬁ%] —P lutn) — p (W)

A jezeli dla skrocenia ilosei urojone w-+ i i o <4 iv' ozn

e ! : aACZYyMy Przey
21 2, to r6wno$é moze byé napisana tak:

@ 15(ﬁ+z’)=%[p'zﬁﬁlg']zfﬁz—pz'.

pr—p7

(52)
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Jest to nogélnienie wzorn (1) § 10, ktéry jak to teraz widzimy, ma
miejsce przy wszelkich urojonych wartosciach na % i na v.

§ 14

RACHUNEK WARTOSCI Peo;.

Przypadek pierwszy, a>0. Wtym przypadku trzy argu-
menty o, @', ® + o' majy specyalng nazwe potperyodow i oznaczajs
sig odpowiednio przez o, wy, w,:

o=,

;my=0+o, o,=0.

Z figury otrzymujemy bezposrednio:

ey, Poy=¢, pos=e, Po;=e,.

Przypadek drugi, A<0. Suma w4 ', ktéra w poprzednim
przypadku byta pétperyodem, obecnie jest peryodem; polperyody okreslajg sie
teraz inaczej, a mianowicie tak: :

w—

5] 1

p1

o+ o
w1=w7 a)g‘: wﬁ:T.

Z figury, odpowiadajgcej przypadkowi drugiemu, widaé wprost, ze
,/’a)1= jf'w = 4f’)a)’= e .

o+ o'
2

Co sie tyczy wartodei p , to te bedgc urojonemi, nie mogy byé

otrzymane drogg geometryczng; musimy ich sznkaé za pomocg rachunku.

Ze wzoru, dowiedzionego w § 12, mianowicie z wzorn:
Ple=4Apzr—gspPr—gs,

znajdujemy:
w

2

) L@
Py =g —a)(

N w
) (ﬁ—z— "_'53)1

. . . . w - " . . L ah
a stad, podstawiwszy po stronie prawej zamiast 2 5 odpowiednia wartosé,
2

podang w koficu § 9, t. j. ¢ + Iy, otrzymujemy:
P =dhla—at+h)E—a+h), >0,

(35
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Dotychezas nie zrobiliémy nigdzie zastrzezenia, ktéry z dwdch pier-
wiastkéw urojonyeh 2, e, ma byé oznaczony przez €y; ot0Z teraz r0b.1my
uwage, ze przez e, rozumieé bedziemy ten pierwiastek, ktorego czgsé urojona
ma spolezynuik dodatni:

=atpi, >0; a=a—pi.

Nastepnie zgodzimy sie przez Ve —e, wyrazaé te z dwach wartodci
pierwiastku, ktora ma postaé:

Ve—ey=p—qi, 1>0,9>0;
a przez Ve —e, wyrazaé bedziemy ilosé sprzezong z poprzednia:
Ve—e,=p+qi.
Wartosé na I, ktora wehodzi do powyzszego wzorn, moze by¢ napisana tak:
L= V?:% Vﬁs )

wskutek czego wzér powyzszy moina przedstawié w postaci:

@ -
?,27 =412 Ve—e +Ve—e)?,
a stad, majac nauwadze, ze 7 —(g— <0, otrzymujemy:

@ Fy=—2k Ve + Vo).

Tdgc taka samg droga, znajdziemy wzoér drugi:
! )
@ .75’ "(;)% =2, (Ve—e, —Ve—e).

Do tych wzoréw dolgczamy dwa, podanew §9 iz ktorych tu juz ko-
rzystaliSmy, mianowicie:

wl

) py=atl, plo)=a—1.

®6)
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Ze wzorow (2), (3), (4) wyprowadzamy
) [ ) !
Py —Pg=2L, pgtpg=2e;

Py —p g =—il Vg,
R e A=

Wnidslszy odpowiednio otrzymane wartosei w praws strong wzordw:

: @ @\ ?

o—ao 1 ® , @
e m'_( 2+p’2“)’
Py—rty
‘ BN
poto 1 Py —Fy © | . o
=7 p p _(ﬁ‘-_):“"'f?)a
by —t5
i uskuteczniwszy nastgpnie nalezyte skrécenia, znajdujemy :
— ’
;’.’a)._, 7:[’ 2 = =0y,

. 2
()

-+ o
Poy=p 22 g
<

Widzimy zatem, ze wzory (1), co do zewnetrznej postaci, zachodza
1w przypadku gdy A <Z0.

g 15, .

WZORY NA P (44 o).

___ Wazory te otrzymalismy juz w § 9 Ne 6 ‘wprost z figury, ale tylko dla
przypadku, gdy wyrézmik jest dodatni. Obecnie, przy pomocy rezultatéw,
otrzymanych w poprzednim paragrafie, mozemy dowies¢é na nowo tychze
wzor6w w ogoélniejszem jeszeze ich znaczeniw: przy wyrézniku bgdz do-
datnim, bgdZz ujemnym.

(65)
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W samej rzeezy, nie zwracajac uwagl na znak wyroznika, wezmy jeden
z polperyoddw np. w;, pozostale dwa polperyody ozhaczmy Drzez wr, s
i szukajmy jak sie przedstawi warto$é 2 (u -+ w;) wedlug wzorn (4) § 13:

. L g
P+ o) =7 (—pﬁg‘u—m;—ﬁ“—(’f

=Jﬁ:ﬂ.@.ﬂ:@_~_;ﬁw——(’i
Pu—20; :

(Pu—e +3e(Pu—e) F—ed(G—e) o
= Pu—e; r ‘

ﬂﬁ 3 12 Pl — ;= L2 -l—(%

=pu—e;-} €i+m— T pu—e o

a stad:
1?
;ﬁ(u+wi)—ei=m~

§ 16.

WZOR NA p2u%. OKRESLENIE FUNKCYJ 7i%.

Stosujae wzor na dodawanie argumentéw do szczegdlnego przypadku
£ (u-- 1), otrzymujemy:

Q27— o5

A1 =
® pau 16 57w

‘Wyprowadzamy stad:

, 1 1
Pru—de pPu- 5 ga P20+ (29, +gz6) pu+ 18 922 s
P

PoAU—e =

‘o o 1 ) ]
(Fu—2e PuP + (5 gt ) Put @ g0 920) ot 15 92 + 2

‘ P ] !
albo:
1
(B2 e 20 )2k i) Pt 0
Plu—e= B ;
(56)
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lecz ey czyni zado$é rownanin :

, 3 4

ded—goey —g;=10,
przeto:

9o Ayt L . :
(Pu—2e; pr)* - (‘—_3 go—de?) (Fu—2e pr) + % 9.2+ .

A
M

Pm—r =

Licznik z prawej strony przedstawia funkeye calkowits drugiego stopnia
dwumianu

Phu—2e pu,

ajej Wyznacznik rowna sie:
1 _L 232 1 2 ' ‘ 3.
(@!/2—‘ ) -7 g —4gye, =4de; (de* —gae; —g,) =03
ten licznik zatem jest zupélnym kwadratem:

N , 1
(Pu—2e,pu+ 7 p—2e’

1"?21(—(3:

J2R0
Lecz z drugiej strony znajdujemy:
1 D52 £ 2 b
PR = 0y — ey — 00y — 307 ==— ¢y (8 Fe)) — eye; — 3¢
=—12¢* — oty = ‘.(“’1 —e) (o —r) =—10%;

podstawiwszy te wartosé w powyzszym wzorze i wyciagajac nastepnie pier-
wiastek kwadratowy z obu stron, znajdujemy:
12— (pu—rcy)*

Fu

Vpiu—e=

albo, co wychodzi na jedno:
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7 obu stron tego wzoru mozna oczywiscie e, zastapit przez ¢ lub e,

tak, ze ogélnie mozemy napisat:

12— (pg —eF
Vou— ¢y = ————

Na mocy tego wzorn wnioskujemy, ze kazdy z plerwiastkow

Vou—e , Viiu—e,Vpu—e
jest funkeys jednowartosciows, t.j. innemi stowy, kazda z trzech funkey]

Pu—e, pu—ey, pu—e

Jjest kwadratem zupelnym.

Trzy funkeye (2) odgrywaja najwazniejsza role w teoryi funkeyj elip-
tycznyeh; oznaczaé je bedziemy specyalnie przez mu, myu , mu; kazda z nich
jest okreslona w zupelnosei, jako funkcya jednowartosciowa dla wszelkich
wartosci argumentu, za pomocg Wzort :

12—(p5 —e)
(3) ' U = —————————
o
2

Stad powinny otrzymaé sig wszystkie ich wlasnosei zasadnicze.

§ 17.

DZIELENIE ARGUMENTU PRZEZ 2.

Zadanie, jak znale§é p 5 gdy #u jest dane, polega na rozwigzanin
réwnania stopnia czwartego, § 16, (1):

% 1 u % 1
M _Pataety ity 4

1P —nbg—

(58)
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Te rozwigzanie za§ uskutecznia sig bardzo Yatwo, przy pomocy pier-
wiastkéw wykacznie kwadratowych, dzieki temu, ze ilogei ey, ey, €5 83 tu
uwazane jako dane, :

Rzeczywidcie, wezmy, zamiast réwnania poprzedniego, réwnowazne
z niem rownanie (2) § 16, ktore moze byé napisane w trzech odmianach,
mianowicie:

70U 7Ty U X 1

@l L —a)? W—(y—e Py

Nastepnie wezmy pod uwage trzy funkeye kwadratowe zmiennej nie-
zaleznej :

o=l —(r—e), p=L'—(3—e), p3= I,2—(z—e).

Tatwo sie przekonaé o istnieniu nastgpujgeych réwnosei:

o —g=2(—e)(@—e), o1+ =—2(z—e){@&—e),

p— =2 —6)(z—a), ptp=—2@—a)@—a),

p— g =2(—6)(@—e), T g =—2(F—e) (@ —0&);
stad znéw wyprowadzamy:

L—0 Pt . T — e T __m

a—e P1—ps | a6 P | G PPy
Uczyniwszy teraz w tych réwnosciach =2 5 1 biorac pod uwage,

7e, Na mocy zwigzkow (2), wartosel @y, @y, @3 MOZNA zastapi¢ wartosclami
odpowiednio proporcyonalnemi 7z, %, 5%, 7@ %, otrzymujemy :

% $ ¥,
fb_z___el _ myutmu 2 =3‘3“'Jf‘”ﬂﬂ
- T og—e 7Ty U—atgth

e — & Tty YTty U

w
Py mutmu

e, — 6 U U

Kazdg z tych réwnofei mozna przywiesé do postagi bgr(}zie._i symet‘rycznej.
Naprzyklad, wezmy pierwszg z nich, pomnézmy licznik i mianownik z pra-

59) B
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\rej strony przez m,» - 7, %, nastepuie pamietajye, ze mtu—m u=e, —e,
skroémy obie strony przez e, — ¢;, a otrzymamy:

A l?&: — o = (- 7y u) (w0 - mu)

Wogoéle, oznaczywszy przez i,r,s jakgkolwiek kombinacye z trzech cyfr
1, 2, 3, mozemy napisaé:

s u

- 0 = (U 71,?[ ﬂ,?t Tr
5 (

albo:

%

P —e=(V pr—e:+V pu—o,) (V pr—e; -V pr—e) .

Tak sig przedstawia ogdlune rozwiazanie rownania (1); -cztery pierwiastki
odpowiadajg roznym znakom, jakie mozna postawié przed pleuVlmtkmm
kwadratowemi z prawej strony.

Przeciwnie, jesli powyizszy wzor napiszemy tak: -

3) 7 ?—; == V(2 4 70, 00) (- ns'u),

to otrzymamy rozwigzanie zadania dla funkeyj i o dme]emu argumnentu
przez 2.
§ 18.
WZORY NA POCHODNE 'y
Ze wzorn

Pru =4 (pu—e) (Pu—re) (pu—-c)

otrzymujemy:
) Pu=—3nunumu.

Znak ujemny z prawej strony zostal wprowadzony na tej zasadzie, %6

w granicach od « = 0 do v = o kazda z funkeyj mu Jeﬂt dodahuq, mly,

tymezasem funkeya p'u jest 1jemna.

“ ’ [GD)

icm°®
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Podstawiwszy w obu stronach (1) j;‘ zamiast « i nastepnie korzy-
stajge ze wzoru (3) § 17, znajdujemy:

i

@ P =2 () G g0 G ).

Dalej, rézniczkujac obie strony rownosei
2,
T = | Py — (7]

i korzystajac ze wzoru (1), otrzymujemy:

3) » . n’;U =

5

ERTE AT

gdzie i, r, s przedstawia dowolng kombinacye eyfr 1, 2, 3.

Kladge w obu stronac

znajduiemy :

n’f——g‘ —— %t* (e 1t = .2
albo:
(4 d log m;u 5
) ——d—d—-f———(n,iuv—f—yz,.Zu).
§19:

WZOR NA 7 (u—-0). )

Juz w § 16 dowiedziono, ze réznica ‘pu—e; jest kwadratem zupetnym;
wynika stad, ze i roznica p (u - v)—e musi byé kwadratem zupelnym.
Rachunek, przeprowadzony w celu otrzymania pierwiastkn kwadratowego
7 pomienionej rozmcy, .doprowadzi mnas do wzoréw- nowych majacych
pierwszorzedne znaczenie w teoryi funkeyj ehptycznych

Zgodzimy sie, jak bylo dotad, przez i, r, s rozumie¢ jakgkolwiek kom-
binacye z trzech cyfr 1, 2, 3.

‘Wezmy nastepnie’ w zér.

’*(11—!7)—ﬂ Py —fr=jfu

Pu—po i

(61)
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i napiszmy go tak:
, - R P
PQ‘M ]51:—-]——1'5%']’1! — %(["H + ]JU} — %—_’2’}’" “’j; v
Alutv)= e :
Aecto) (pu— 7o

Podstawmy w liczniku z prawej strony zamiast g, 1 g, -odpowiednie
wyrazenia wedlug wzordw:

1 1 2 .
5 g3='7€i8,33, —4—_(/2—6: — 06 3
Fe

bedzie :
' Soupot Proput (e ety (Ut $0) 20100 Pu B0
‘ plutv)= (Pu— o’

Odejmujge po obu stronach po ¢; 1 kladac dla skrécenia:
M= ptu(po—e) -+ e pu po— e.e po—ei® pu—e® pu—e.e6;,
N==p% (Pu— ;) + e pu po -+ ere, pu—e;* po —e* pv — 0,0,
znajdziemy :
‘ JI[—}—N—%p’uﬁ'v
Plufv)y—e—=———rgoe
(Pu— po)*

Nalezy zauwazyt, ze wielomiany M i N otrzymujg sig jeden z drugiego
przez przestawienie miedzy sobg liter 'u i v.

Zwroémy sie teraz do blizszego rozpatrzenia wielomianu M; mozemy
napisaé :

M= (po—a) Pu+ (o —e) e fu + (pr—e) eres,
M=(pvr—a) (Pu-tepu+ b)),
M= (pv—e)(pu—(e-+0) pu-tea).
'Ostatecznie mamy:
M= (pr—e;) (pu— &) (Pu—e,),
a stad:
N=(pu—e) (po—e)(pr—e).

(62)
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‘Whidstssy w powyiszy wzlr zamiast A/ i N otrzymane wartosci, otrzy-
mujemy :

(Br—er ) Pr—e ) fo—edH Fr—o) pr—e) pr—e)— = Pupv
ﬁ (’-L{-{—-’U)——“C,'= ; WYY =
(pu— pv) '
Na mocy znanych nam wzoréw, mianowicie:
Pu—ei=mru, Pu=—2mumu

otrzymang rowno$é mozemy napisaé tak:

2, 2, <
78,2 vt - 7P v e — 2 o v e g o v
(7w u — i v)?

7wl () =

?

Tub tez:

T TEM TV — T TV T ]2
) AU — TV .

72 (1 4 v) =[

Wyciagajae z obu stron pierwiastek kwadratowy i biorge pod uwage
#e przy wartoSciach nieskonczenie malych dodatnich na # wartosé odpo-
wiednia funkeyj mu jest nieskondzenie wielka dodatnia, tak ze:

lim [mu—}-] =0 ,
I

znajdziemy:

AU T T — T T U
a2u — v :

) i (utv)=

Wzorowi temu mozemy daé inng, czesto dogodniejsza postaé; nalezy dla
tego pomnozy¢ Heznik i mianownik z prawej strony przez

T ST TV | TV T T
a otrzymamy :

.  (Pu—t) (Pu—es) (Pr—e) — (Br—e) (Pr—e) (Pu—r))
7 ()= (Pu—pv) (o g 070 ~F 70 A ) )

(63)
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przedstawia funkeye catkowity drugiego. stopnia

Titznik z prawej strony ; !
—pv; uskuteczniwszy dzie-

wielkogel pu, podzielug przes funkeye liniows pu
lenie, znajdziemy:

T pu— o
— (pr—es) (P prte) — (P2 (Pr—es) -
— (pr—er) (pr—e) + (pv—ed (P42 ) — (Pr—e) ( po—e)
= (pr—e)) (pu—e) — (260r6)
= (pr—as) (pr—e) — (e, (60
= (pr—e:) (Pu—e) — 12 .
Ostatecznie wige otrzymujemy:

i Sy 12

T TV 4
9 (u _l._/p e e
&) i ) oM T TR - T TAL T

§.20. ¢

"PRAWO JEDNORODNOSCL OKRESLENIE FUNKCYJ: sny, euu, dnw,

Tlogci, z ktéremi tu mielismy do czynienia, tak state jak i zmienne,
podlegaja szezegblnemu prawn jednorodnogci, ktére sprawdza sig bezpo-
grednio przy pomocy samego ich,okreSlenia. Trzy pierwiastki ey, e, e,
2z ktéryeh dwa sg uwazane jako parametry dowolne, mogs przybieraé do-
wolny mnoznik ¢; majac to na wrgledzie, zgédzmy sig uwazad kazdy
7 trzech wymienionyeh pierwiastkow jako ilogé rzedu pierwszego. Dalej,
z posréd ilogei zmiennych wybierzmy odeisty @ (= pu) za ilo$é rowniez
rzedu pierwszego, rozumiejac przez to, ze pozostawiamy sobig , prawo za-
miany « na ¢z. Inne parametry i ilosci zmienne, uwazane jako zalezne raz
od ey, ey, €y, drugl raz od e, ¢, e, | @, wskutek zamiany ¢ e, ¢;, @ odpo-
wiednio na te,, e, te, fx, przyimuja mnoznik postaci ¢, gdzie m bywa
rézne dla réznych przypadkéw, i nazywa sig rzgdem odpowiedniej
ilodei. ’

W nastepujacej tabliczce sg podane rzedy roznych elementdw; spraw-
dzenie pozostawiaimy czytelnikowi, T e

85
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Parametry i ilodei Odpowiedni Pflotei iedni
zmienne, rzad. Pam];;ﬁi::el}mx Odli";:fdm
e 1 3
P R
Pu 1 2
Ya 2 @z —”%f
9s 3 .
1
_ 2212 —_
e 0 i 2
&€y ’
) 'u 1
= —1
p— K= % 0
2
A= gf -_ 27 932 6
. '
1K’ = =
u 1 Vi 0
2

) J eS“li zgodzimy sig przyjaé za parametry zasadnicze %? i 1 t.j. modut
i mnozimk zasadniezy, to chege ujawnié parametry, mozemy wyrazenia
funkeyj 2w i sz przedstawié odpowiednio tak:

Pu=p@; 2, k%, am=m(u; 1, ),

a wtedy prawo jednorodnosei dla tych fankeyj wyrazi si¢ przez nastepujace
tozsamosei : ’

?(f}% %,/ﬂ):tp(u; i, k),
% A, v \
m(ﬁ; T;k)—:ﬁm(u; 2,5

stad, kladac =1, otrzymujemy:

1

Plusa, /G?)=‘[P(ﬁ; L k’)a

el 75?)-_-—1—_:;,-('—1 1 k?).
T vawi

Wiec tak fu jak i mu sprowadzajg sie do funkeyj o jednym parametrze A2,
mnoznik za$ przytacza sie do argmmentu.

Do teoryi funkeyj eliptycznych byly wprowadzone trzy funkcye
snw, enw, dner, z ktoryeh kazda zalezy od jednego tylko parametru, miane-
Prace mat.-fixycz., t« XIV. 5
(65)
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wicie od 7%?; zadnemu prawu jednorodnosei one mnie podlegajg, 1 Wyrazajy
sie przez funkcye mau W sposob nastepujgcy:

snu  cow . dow 1 ‘ '
(8] T a5 (i 1,}0?) 7 (3 1, 5%

Odwrotnie, kazda z funkeyj mu, przy jakichkolwiek wartosciach para-
metréw A i k%, moze byé wyrazona za pomocg funkeyj snu, eme, dnz; na
to mamy wzory:

T Tt L0 1
@) ST T T
—  dn— Visn—
i Ui Vi
§ 2L

ZASADNICZE WEASNOSCI FUNKCYJ a7t

W tym paragrafie, jak i w dwoeh nastepnych, podamy wazniejsze wlas-
noei funkeyj 4. Poniewaz wywod nigdzie nie przedstawia najmniejszej
trudnosei, wiee pozostawiliSmy go ezytelnikowi.

Kazda z funkeyj me lubo jest okreslona na figurze, jest jednak
okreslona niedokladnie, bo znak jej wartoei musi by¢ wyznaczony przy
pomocy osobnego rozumowania. Nalezy w tym razie mie¢ na wzgledzie, ze:

1-0 Dla wartosci nieskonezenie malych » funkcya mu jest ilogcig nie-

skonczenie wielks, réznigeg sie od -3;— o0 ilo§¢ nieskonczenie maly. Jest to

prawo zachowywania sie funkeyj s przy nieskofczenie matych wartosciach
argumentu.

2-0 Jezeli ma==0,to dla wartosci argumentu nieskonczenie blizkich -

wielkosei @,  =a - Aa, odpowiednia warto$é mu jest iloScig nieskon-
ezenie ma¥y pierwszego rzedu, ktora w przyblizeniu (po odrzucenin nieskoi-
ezenie mafych ilodei wyzszego rzedu) wyraza sig tak:

m(et+As)=—manalda.

Jest to prawo zachowywania sig funkeyj mwu w poblizu zera.

Nareszeie uwazamy za stosowne ostrzedz tu czytelnika, ze wprowa-
dzone w ponizszych wzorach polperyody o, w,, w; okresione sg tak, jak
bylo powiedziane w § 14, osobno dla przypadku A > 0, i osobno dla A < 0.

Charakterystyczne wlasnosei funkeyj =,u s Wyraione przez szereg
nastgpujgeych rownosci:

(66)
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) 7y (— ) =—mu,
2) 7+ 20) =mu,
(3) (2 0) = —mu,
4 7y (1~ % wy) = — .

Zera 1 nieskoficzonodei funkeyj o, 83 okreslone wzorami:
(5) 1 (20w + 20 wg) =00,
{6) 7Ty ((2%—}—1)«)1-}—2”'@3):0’

gdzie n i n' oznaczajg liczby catkowite dowolne.

1) oy () = — B
Ty

glzie I =V (e,—¢) ((,—6) > 0.

(8) 7y (g - 10) = —; (w0, —1) .

® (- p) = — i Ve—e, :;

gdzie Vei—e, >0, jesl wyroznik jest dodatni; w przeciwnym razie Ve,—e,
Jest ilogcia urojons, ktorej czesé rzeczywista jest dodatnia.

(10) m (03 + ) =5, (0, — ).

T
LRI

{11) (1t w))=—1iVe—e

gdzie Vie—e, >0, jesli A>>0; w przypadku A<C 0, spilezymmik Ve—a,
Jest urojony, a jego czesé rzeczywista ma by¢ njemna.

{12) 7 (e0p 1) =, (w0, — ).
: Tt TTU TV — T U T,V TV
my (v 1) = : nll'-’u—nl,‘-’u *

{13) )

9, 9, 2
7,2 2 — 1,2
(4 0) = v
U Ty TV Y TG T T

gy 1.2
(14) PP il W
297U LU T

(67
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Podajemy nakoniec przebieg funkeyj ity odpov‘(iadaj' cy W roz.nych
przypadkach ruchom punkéu po obwodzie krzywej szesciennej zespolonej; ale
ograniczamy sig na zatozenin, ze A >>0, bo ten przyp
znaczenie W zastosowaniach:

u=0 ....5 -..-0 .- T3 2wy,
2
au=-Fco.... Vi 0 — Vi —00
3w,
. =2 2w
u=0 .... 'TZ— Wy ceer g 3 >
mu=—ico,... —ia ....—iVe—g ... —1 ... —100,

gdzie dla skrécenia potozono: ) o
a=Ve—e-1s, (y=>0).

13wy

@
u,=w1<...a)1+—21.... »;, -+ o ..,.wl—k,;z v+ 2w,
au=0.... —ia ....—iVe—e.... —ia .... 0,
gdzie dla skrécenia polozono:
a=Ve—e—I;.
® 3y
%= 0y ....w3+T1.... 0yt o35 wy - 2w, ,
“ L
= —iVeg—ty ... —ia ..—iVe—e ... —ia .. —iVe—e,

glzie a=V7; .
§ 22

WZORY NA 70,

7y (—u) = —mu,
7y (442 w,) = —myu,
7y (U2 wg) = —

7y (U 4+ 2 0y) = w1,
7, (2n o, + 20" w) =co ,
7 (@n+1) o 4 @n 4+ D w)=0,

T
2%

7 (4 o) = Ve—e )

(68)
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przytem czesé rzeczywista pierwiastku 1 e,—e, jest dodatnia.

7y (@) 1) = 7y (w0, —u)

U
U

7y (Ut 03) = —i Ve, ,

przyczem czgsé rzeczywista pierwiastku ¥ e,—e, ma byé dodatnia.
7ty (g -+ %) = 73 (w; — 1)

7 () = 6= B —a)

TTSU ?

gdzie plerwiastek kwadratowy powinien mie¢ cze$é rzeczywista njemns
jezeli A <C0; w przeciwnym razie on oznacza wartosé dodatnig.

7ty (03 1) = — 715 (03 1) .
T Ty U Y — Ty TV T

nﬁ(“’l"”): ! 32— 71,70 "% y
7,21 7y — 1y?

7y (u+v) = e

2 (4 t0) T 70,0 70~ 70 T T
Tt —1y?
79 U = s .
PEREREX"

Przebieg funkeyj mu.w przypadkun 4>0.

W, 3w,
=0 5 w, .—2—,_.,2(01
apu=-4oco.... & ... Ve—e.... a ....4 00,
przyczem :
a=Ve,—e+i;
;s 3w,
=0 ... .. .. w; s . 2wy,
2 2 .
mp==—ico....—ia....—iVe—e . ... —ia.. .. —100,

a=Ve—e+1is;

(69)
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42 [
wy 3 9
=, - wx‘}“—;;“ ..m,——)—w3.,.4wl—~}—2w3 cot2oy,
o 0 —a —Ve—e,
a=Vl—(e,—6);
S0 3w, +2
U=, w3+ g Oy + . 0y + 5 O3 T 20,
—ia 0 Lia . FiVe—e,

== —13V e—e; ....

§ 23.

WZORY NA 7t

g (— ) = — g,
ay (U4 2 w,) = —mu,

7y (4 -+ 2 wg) = myu,

7y (44 2 w,) = —mgu

7y (20 wy 4 20 wy) =co ,

75 (210 + 20+ 1) ) =0,

X
7

?

a, (4 ) =V e—e,

my (o +u) =y (0, —u),
rzeczywista ezgsé pierwiastku ¥ e,—e, ma byé¢ dodatnia.

/
oty (U w3) = ‘;[‘:;;‘ y

gdzie I; oznacza ilosé dodatniy w przypadkn A>>0; w przeciwnym razie
czesé rzeczywista tej wielkosci /; powinna by¢é dodatnia.

7y (g - 1) = — 713 (0, — ) ;

7
7T,

73 ()= Ve )

(70)
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gdzie pierwiastek kwadratowy oznacza ilogé dodatnia w praypadkn A >0,
a w przypadku A <T0 czesé rzeczywista powinna by¢é dedatnia.

7ty (3 ) =77 (05 —u)

T T T30 —
7ty (1 - v) = L TN Y T T Y 7y

nag.u — -71:3 3,0 7
o w12
T (2] Ty 70,9 7040 - 70,0 g 7TV
hy 2.
' —
Ty QU = > 3

RERTE T AT
Lt 702 7y

Przebieg funkeyj mu w przypadkn A>0.

u=120 —a—)z‘— Wy .3?;?‘....2(01
7134 = - 00 . a ... Ve—e.... & ....4co,
s=Va o T

u=10 ... _“213_ msz%)—’ 2w,
Tyl = — 14 00 —ia . 0 Lfa ... Fdo0,
a=Vli;

U=, -ﬂ’x'}*%@‘ oy 4wy o - 2“’3--~-w1+2a’m
mt=Ve—e, . ... a Ve—e .. a o Ve—e,
=Vl
%= w, m3—|-~(—;L ws—l—a)l‘...ma-—}—g;}l.... 2w,
Ty == () a |- a 0,
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§ 24.
PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNE TRZECH FUNKCYJ: snu, euu, dnu.

W przypadku A>> 0, dla kazdego punktu na obwodzie krzywej szescien-
nej zespolonej odpowiednie wartosei funkeyj sn, cn’u, dn’u sg rzeczywiste.
Majac na wzgledzie szczegilne znaczenie, jakie nabyly w nauce i w zastoso-
waniach funkeye snw, cnw, duw, postaramy sie pokazaé, jak przedstawiajg sig
na figurze ich kwadraty i jak w ten sposéb uwidocznia sig przebieg ich
wartoSci we wszystkich punktach krzywej szesciennej.

‘Wiee, jak zwykle, wezmy pod uwage krzywe zespolong przy zalozeniu,
Ze mmoznik jej rowna sie jednosei, modul za$ pozostawiamy dowolnym.

-

Wedlug przyjgtego wogdle sposobu oznaczania elementow krzywej
w- obecnym przypadku mamy:

odeinek Oe;=¢; (i=1,2,38);
odeinek ey, =e, —e;=1,
n Gy = —ey =1,
n bt =6 —e=k'";
K:a), i K':w".
Nastopnie, za poczgtek argumentu zgodzimy sie pruyjaé obecnie nie

punkt w nieskofczonoscl, jak to bylo dotychezas, lecz jeden z wierzeholkéw,
mianowicie ¢, .

(72)
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.,_T akjem%ukollwiek punktowi M, wzigtemu na obwodzie krzywej zespo-
lonej, odpowiadaja dwa argnmenty: dawny v, liczony od punktun w nieskoi-
ezonoscl, i nowy w, liczony od punktu e,; miedzy niemi zachodzi oczywiscie
nastepujgey prosty zwigzek :

v—u=q,
przyczem zostaly odrzucone dowolne wielokrotnosei 2w i 20, ktérych nalezy
sie domyslaé.

Spusémy teraz z punktu M prostopadly na o§ X i, 0ZNACZYWSZY War-
to§¢ kazdego z trzech odcinkéw e,d, de,, Ae,, nierozigeznie z przynaleznym
kierunkiem; odpowiednio przez ay, ay, gy, szukajmy ich zaleznosci od argn-
mentu «; znajdujemy :

ay= 04 — Oey==pv — e, ,
ay =404 06y =— pv+ ¢,
= A0+ Osy=— po—te .

Podstawiwszy po stronie prawej u-- o' zamiast » i przyjawszy pod uwage
znany wzor:

e —om BT

N

ktory, w obecnym przypadku moze byé napisany tak :

k?
Plut o) —e=——
£ ( + ) 3 ﬂszu 3
otrzymujemy:
B 7, % 2
g == - a,=k? 4'2 , A= nﬂg ,
7w T3 U 737U
albo:
a 273
swtu=f, etu=-y, =0 .

Stad okazuje sie, Ze tray odeinki as, a5, 4y, uwazane jako funkcye wiel-

kosci u, dajg geometryczne przedstawienie finkeyj sn’, en’w, dn’u. -
Przechodzac od kwadratéw do samych fankeyj snw, cow, dnw, moz"emy

widzieé . bezposrednio z figury, kiedy jakakolwiek z nich jest rzeczywista,

@3
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a kiedy urojona. Tylko znak funkeyj nie daje sig okreglié z figury, i nalezy
go szukaé inng droga, ktora zresztg nie przedstawia zadnej trudnosei.
Przedewszystkiem nalezy zauwazyé, ze kazda z funkeyj snw, cnu, dnu
pozostaje dodatniz w przedziale od v =0 do u==w, a w chwili przejscia
Jjej przez zero sgdzié mozemy o jej zachowaniu sie w otoczenin tego punkin
przy pomocy wartosci, jaka przyimuje jej pochodna, do czego stuzg wzory:

d snw denu ddnw 9
= cnu dn , = —snudnw, —, —=—k? snw cnus -
du du du

Dajmy naprzyklad, ze chcemy dowiedziet¢ sie, jakiej postaci bedzie
warto$¢ cn (w4 4) przy nieskonczenie malych wartosciach na h rzeczywi-
stych albo ezysto urojonyeh, ktérym na figurze odpowiadaja cztery punkty
ny, My, My, m, nieskoficzenie blizkie punktu ¢;; mamy:

lim cn (w-+h) —

—sne dnw
h ’

to jest:

lim ————cn (C;Z+Il) =

7

a wige przy nieskonczenie malych wartpgeiach na k mamy réwnosé:
en(w+h) =—kh,

skad wnioskujemy: - v

1) w punkeie m, warto$¢ cnu jest rzeczywista dodatnia;

2) w punkeie m, wartosé cnu jest rzeczywista njemna;

3) - w punkeie my warto$é cnu jest czysto urojona ze spélezynmikiem
dodatnim; o

) 4) w punkeie m, wartosé cnu jest czysto urojona ze spélezynnikiem

njemnym. : '
o .Na za,sad.zie prawa - cigglosel mozemy czynié dalsze wnioski: T tak,
Jt:zel~l punkt zmienny M, doszedlszy do wierzcholka ey, poruszaé sie bedzie
dalej Do obwodzie krzywej szesciennej w kierunku dodatnim az do nieskon-
czm.mém, wowezas wartosé odpowiednia con pozostawaé bedzie ciggle czysto
urojong ze spolezymmikiem ujemnym, wzrastajacym liczebnie do nieskon-
czonosei. . : :

Idge wskazang droga, ¥atwo jest okreglié przebieg kazdej z funkeyj
snu, cuu, flnu W przypuszezeniu, Ze punkt M przebiega w kierunkn do-
datnim gérng potowe obwodu- krzywej zespolonej; poczynajgc od wartodei

(9]

* ©
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u=—c' i kofezage na wartodei u=0'+2w. W rezultacie otrzymamy
nastepujaca tabliczke :
U= e ble ot 20t o
Mmu=—ocot....0....1 L cev. Foo
k
o K .
(,nu—-—+c>o....1....0.‘..——z1—....——Loo;
s
dme=-fco....1....0K.... 0 .. . .+ico.

Ze wzoréw, podanych w poprzednich paragrafach dla fuukeyj mu,
otrzymujy sig bezposrednio wzory, wyrazajgce charakterystyczue wlasnosci
funkeyj snu, cnu, dnu, ktore zwykle sa wymieniane w kazdem dziele, traktu-
jacem o funkeyach eliptycznych:

. _ e PO
Slere) =g o=
_ ., sw b Gne
en (w4 w) = —k G0 At e)=—g—rr,

dn(u-l—w)"—"fil%’ dn (ut o) = —i—4 .

Snut

sn(u42w)=—snu, snu-+2o0)=su,
en(u—+2w)y=—cnu,; cn(u—+2o0)=—cumu,
an(w+2m) =dnw, dnwt2o’)=—du,
i tak dalej.
ot
§ 25.

‘ P.IE.RWIASTIQ ROWNANIA STOPNIA CZW ARTEGO.
.Przedstawmy ogolne rownanie stopnia czwartegu w postaci:
n - dp S+ 6t 4ptp =10
i oznaczmy, jak zwykle przez g,, g, dwa niezmienniki:
go = Dol — 40Dy + 307, (Bo=1);
93 = PoPaPat 2Pi0als — DB — PP — ey (Pe=1);

(73)
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‘a PrzZez %, Y, Wielomiany:
Bo=p2—py, Yo=2p° =3P T 1.

Ograniczajac sie nastepnie na zalozeniu, Ze rOwnanie (1) jest rzeczy-
wiste, wezmy pod uwage linie krzywa, ktérg wprowadzilismy do rachunku
w pracy naszej o rownaniach stopnia trzeciego i czwartego ') pod nazwg
rozwigzujgcej geometrycznej rownania (1); jej réwnanie bylo takie:

@ o S

a wige jest to krzywa czeaclenna prawa w ukkadzie naszych dwéch kuywych
szesciennych spu@mnych Punkt (o, ¥,) nazwany byl biegunem réwnania
(1), i byto dowiedzione, ze on’ zawsze znalduJe sie na obwodz1e kuywe,]
szeseiennej.

A wigc, kazde rownanie stopnia czwartego ma odpowiednia sobie krzy-
wg (2) i odpowiedni biegun (%), ¥,) na jej obwodzie.

Dopelniwszy krzyws (2) przy pomocy krzywej z nia sprzezonej, mieé
bedziemy krzywsy zespolong .

4ot —gyw—gy,

Y=k’ —gx—g,),
a zatem i uktad funkeyj eliptycznych przez nig okreslonych.

Argument punktu (z,, y,) wzigty od poezatku (oo, po) oznaczaé hg-
dziemy przez «,. Lecz danemu punktowi odpowiada nieskofczona liczba
roznych argumentéw: otoz przez u; rozumieé bedziemy juz to jakikolwiek
z nich, juz to najprostszy z nich, to jest ten, ktéry idzie po najkrotszej
drodze od (co, 00) do (%, ¥,).

W przypadku, gdy biegun lezy na gatezi nieskonczonej, wartosé u, jest
rzeczywista; przeciwnie, gdy biegun znajduje sig na owalu, co moze zdarzyé
sig tylko przy warmku A >0, wartosé u, jest urojong: w kazdym zreszty
razie nazywaé ja bedziemy argumentem danegoréwnania (1)

Zwr6émy sie teraz do ogdélnego Wzoru na pierwiastki réwnania (1):

t= —P + Ve + V Ty—ty + Va—e, ,

Vae—e, Vay—e, Vag—e, = — L Yo .

2

Na zasadzie teoryi; wylozonej w- powyzszych paragrafach, mozemy ten
wz0r napisaé tak :

') Prace matematyezno-fizyezne. T. X, str. 164,

(76)
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(3) b= —py + muy - 7y, R AT

a przytem warunek dodatkowy, ktoremu majg czynié zadosé trzy pierwiastki
kwadratowe, przepada, bo przy wszelkiej wartodeci Uy, Zawsze ezynig mu
zados§é trzy funkcye 7 na mocy tozsamosei (§ 18, (1Y)

Pu=—2mumumu .

I jezeli na u, dawaé bedaiemy wszelkie wartosci, jakic moze przyjmowaé
argument punktu (z,, y,); to wzér (3) da nam wszystkie catery pierwiastki
danego réwnania:

by = — 1y = ity + 7ty - 74

b= — py o+ 20,) 7 (1 2 ) 7 (2 )
=—7 +”1”q — TTyly —

by=—p1+m (g + 2 05) + 7y (4 + 2 0p) + 753 (5 + 2 c05)
=P Yy +ﬂ,uo'—"ﬂ3u0 3

3= — 1+ 7 (o + 2 w3) + 7, (2 + 2 w3) 75 (1, 2 03)

= — Py — Tty — Tylhy ~+ 5ty -

Tty o

Natura pierwiastkow staje sie prawie widoczng z tych Wwzoriw,
mianowicie:

1) Jezeli A>>0, a biegun lezy na gatezi nieskonczonej, wtedy war-
t0s¢ liczebna, w, < w. Wszystkie trzy wartofel miu, sa rzeczywiste, a za-
tem i wszystkie cztery pierwiastki 4,4 ,... sg rzeczywiste.

2) Jezeli A>>0, a biegun znajduje sie na owalu, w takim razie. 1y
jest ilodcig urojong postaci o' 4-v,, gdzie v, oznacza iloSé rzeczywisty
o liczebnej wartosei <Cw. Wartosé mye, jest rzeczywista, a wartosel
7y, Tty 83 CEZYSto urojone, inie moga byé ani sobie r(}wne‘ api Wzgjem
sprzezone, a zatem kazda z czterech sum = myu, o= mu, Jest urojong.
W rozwazanym zatem przypadkn wszystkie cztery pierwiastki Sg Lrojone.

3) Jezeli A <0, krzywa szeScienna nie posiada owal_u, hc.ze.bna war-
086w, << . Wartosé mu, jest rzeczywista, a wartosel gty 1 7ty 54
urojone i nadto wzajemnie sprzezone, a zatem pierwiastkify it s3 rzeezy-
wiste, ¢, 1 #; urojone. )

Zwracajac sie jeszeze raz do wzorn (3), zauwazmy, ze NoZna go-na-
pisaé tak:

(EAN + M)

t=—p, -+ —];— (7m0 - 79%) + 5 3 (”1“0 + 7"3“0) +

" (TT)
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styd, na zasadzie wzoru (4), § 18, otrzymujemy:

; w
dlog 7, —Z)L d log m, %— d logm, 5
{== — g — ,1, o (u=14p)
Py o Y g ’- 0/
) El 43
Iub:
w . ow ou
g demg mgmy
t=—p—g . =),
o d -
2

Lecz z drugiej strony, mamy tozsamosé:
Pluv=— Q7w yu 7w,

a zatem :

2

- 1 d log 7 5

=ThTy T
d—

2

(t=mu),
albo ostatecznie:

i Yo
1 2 2
4. t=-——-171—-2—-

; Uy
7'

W takiej postaci Halphen podal rozwigzanie rownania stopnia
czwartego '); jednak forma taka nie daje sip do blizszego roztrzgsania
szezegolow.

' Poréwnaj: ITalphen. Traité des fonetions elliptiques, T. T, p.121.

'(78)
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0 SZEREGACH I ILOCZYNACH WARUNKOWO ZBIEZNYCH.

AP

W pracy niniejszej pragne wyjasnié nastepujaes wlasnosé Szeregow
"?»,.‘i iloczynéw warunkowo zbieznych: ‘
, ‘Wartodcl, jakie przyjmuje szereg warunkowo zbiezny przy stosowaniu
wyzystkich porzadkéw sumowania wyrazéw szeregu, albo tez iloczyn warun-
kowo zbiezny przy stosowaniu wszystkich porzgdkéw mnozenia czynnikow
iloczynu, nie mogy tworzyé obszaru ciaglego (continuu m), lecz
tylko mnogos¢ nieskoficzong wartosei wszedzie gesta (pantachie).
Prace podzielitem na trzy czesei. W czedel pierwszej zajmuje sie szere-
gami warunkowo zbieznemi; w drugiej ifloczynami warmnkowo zbieznemi;
w czgSci trzeciej podaje kilka przykladow takich szeregow i iloczynow wa-
runkowo zbieznych, w ktorych wszystkie wartosci, zalezne od porzadku
sumowania W szeregu i odpowiednio mnozenia w iloczynie, moga by¢ przed-
stawione jedng formg. "W ten sposéb dostajemy przeglad tych wartodei,
ktore szereg albo iloczyn warunkowo zbiezny przyjaé moze, i tyeh wartosei,
ktorych przyjaé nie moze.

1. Szeregi warunkowo zbiezne o wyrazach rze-
czywistych. Niech w szeregu:

» s=apug b

(79
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