ERNESTO PASCAL,
RESUME DE QUELQUES—UNS DE MES RECENTS TRAVAUX
SUR LA THEORIE DES GROUPES DE LIE.

(STRESZCZENIE NIERTORYCII MOICH OBTATNICH PRAC O TEORYI GRUP LIEQ 0).

Dans cing Notes, insérées récemment dans les »Rendinconti del
- R. TIstituto Lombardo®, je me suis occupé d’établir par une voie diffé-
rente de lordinaire quelques points de la théorie des transformations, et
spécialement, les démonstrations dn denxiéme et du troisieme des théorémes,
connus sous le nom des théorémes fundamentanx de Lie Liun
de ces théorémes établit que les symboles X des 7 transformacions infinitési-
males génératrices dun groupe & r paramétres essentiels satisfont anx
relations :

r

(X;X,»)=Z o Xs (i4,5=1,2.7.9

- oa=t

dans lesquelles ¢y sont des constantes en nombre ¢ dont Iensem-
ble forme ce gu'on appelle la structure d'mn groupe, tandis que l'autre

) I Sopra aleune identitd fra i simboli operativi rappresentanti trasformazioni
infinitesime. Rend. Ist. Lomb. (2). 84. 1901, pp. 1064-—1079.

IL Sulla formola del prodotto di due trasformazioni finite e sulla dimostrazione
del cosidetto secondo teorema fondamentale di Lie nella teoria dei gruppiIbid. ibid.,
Pp. 1118—1130.

IIT. Sopra i numeri Bernoulliani. Ibid. 35. 1902, pp. 377—389.

1V. Del terzo teorema di Lie sull'esistenza di gruppi di data struttura. Ibid. ibid.,
PP. 419—431. ’

V. Altre ricerche svlla formola del prodotto di dne trasformasioni finite, e sul
gruppo parametrico di un dato. Ibid.ibid., pp. 555—567.

Ces notes seront désignées par les indications I~V,

Prace mat -fizyez, t. X1V, 1

m
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théordme établit que pour un systéme queleonque de constantes ¢ satisfaizsant
aux relations des deux systémes:

C(j,;—]—cij,;-———-o .

r
2 ["ijs Chsi + Cjhs Cist + Chis ('jst] =0,
s=1

¢'est 3 dire que pour une strueture arbitrairement donnée, il existe tou-
joursle groupe correspondant.

Les démonstrations que je donne pour ces théorémes sont fondées sur
quelques recherches concernant: 1-0 certaines nouvelles re la-
tions entre lesnombres de Bernoulli; 20 quelques iden-
tités entre les symbolesopératifs X;3-0laconstruec-
tion de la formule pour le produit des transforma-
tions finies.

Dans le travail présent je me propose de recueillir méthodiquement
ces diverses recherches pour les présenter aux lecteurs de ce journal. Je ne
marréterai pas aux détails de toutes ces démonstrations pour lesquelles je
renvoie le lecteur aux notes susdites; je me borne seulement 4 donner
ici une idée succincte des sujets traités.

§1.

QUELQUES NOUVELLES IDENTITES ENTRE LES NOMBRES DE BERNOULLL

Les nombres découverts par J. Bernoulli et étudiés par les géométres
du 18-iéme sigele jonissent de plusieurs propriétés singulaires; ils intervien-
nent dans diverses guestions de 'Analyse mathématique, et la résolution de
plusieurs problémes analytiques dépend de I’étude des nombreuses relations
existant entre ces nombres. Ils se présenteunt encore dans la théorie des
groupes de transformations de Lie, et & ce point de vue ils ont été
introduits dans cette théorie par M. Schur et par d’antres. Enfin dans le
dernier temps j'ai fait voir que I'on peut établir la démonstration du troi-
siéme théoréme de Lie sur quelquesidentités relatives & ces nombres.

Ce sont ¢es identités que je traiterai au prémier paragraphe.

Introduisons les nombres ', y”, y*... liés par la formule de récurrence?):

a

W bRt = O

y L§1 UL§L
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o L3

- . 1
, s
Etant ¢’ égal & — 5 0n peut mettre cette formule sous la forme:

2 @ + S + I R s S
} + +!\—1|‘ ‘)<'-5'+1“'—
Ces nombres sont en rapport simple avee les nombres de Be rnoulli,
c'est & dire avec les coefficients By, B, ... du développement en série de
puissances de la fonction paire

(3) G

2 o

zt
'—1+.B9 )' B‘TT

Eu effet, en faisant le premier membre de cette dernidre formule égal en
général &

144 cm® 4 o0 + et - . ..

les ¢ étant des coefficients indéterminés, en multipliant le premier et le ge-
cond membres par e*—1, en'y subbtltuant au lieu de e*, son développement,
en sene, et comparant ]eq coefficients des puissances égales de z dans le
premier et second membre, on trouve pour les ¢ Ia fmmule de récurrence:

1
Gx+ Z‘ (/;—1_]_ 3' Cs—-i“l" + o 1+ (S+l)' ]
e ==0,
et par suite:
e, gty ! S
T35 ~>r s s-—lﬂ IR

d’oit I'on voit yue les coefficients ¢ en commencant par celui de Iindice 2
satm"ont 4 la méme formule de récurrence a laquelle satisfont les quantités
y",9". .. Nous en pouvons done conclure qu’en général, pour s > 1:

=g

Le premier membre de (3) étant une fonction paire, les coefficients ¢ ayant
pour I'indice un nombre impair, seront nuls, d'olt il s'ensuit que toutes les
guantités y de Uindiceimpair (sanfy’) seront nulles; enfin on aura:

Bsu

2a) — (1)1
¥ =1 (2n)!

ce qui démontre le rapport simple existant entre les nombres y et les nom-
b1es de Bernoulli?).

) NUL§1.

(&)
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Les premiers des nombres v ont les valeurs:
y=__i y”=*1* ;,11':__,];
27 127 6!
Les relations principales entre les nombres de Bernoulli, c’est a dire
les formules de récurrence entre ces nombres, sont du premier et du second
degré; dans ces dernidres la somme des indices des deux facteurs y
de chaque terme est toujours constante. La forme de ces
formules du second degré est la suivante:

B By Ry Pty e =)

les quantités g étant des coefficients numériques,
Une des relations les plus simples de cette espéce, c'est & dire:

(5‘) Y" y(-zrx»—i‘! + 711'},(;’,1:.—4) + L. + y(gu—z)y” + (2” + 1) yzy, =)

correspond & une relation connue relative aux nombres de Bernoul 1i
(voirp.ex. Saalschiitsz Vorl iiber die Bernoullischen Zahlen. Berlin
1893, p. 16). La classe d'identités que nous allons établir a pour pre-
mier représentant la relation (5) et est formée d’identités, comme la (4), dans
lesquelles les coefficients B se composent & l'aide des coefficients binomiaux
@'indice fixe et de base variable dans une progression arithmétique.

La forme générale de ces relations ne se présente pas cependant
avec une loi assez simple, mais elle acquiert wne simplicité notable, si I’on
introdnit les notations suivantes:

Posons 1):
I = A R i s Pyl — i
9 4 b
e z_( I ) yy—n ( ‘11) pTVyfo—t) (2”1_2) pEA=D) Yyt
4 s .
Fé_:l) — ( 2) YT pioa=i 4 _}_( 112 2) plen—d P — o)
(2n) 4 . 2m—2)\ )
R 1 S
h) D
0 = (o) e 7 — pen
2n—1
&, = _( 2”"2) In—2 o m)
e an—g )t VT
112[;21,1 = — yltn)

4y
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et anssi:

g TR =+ 180 . 1
(7) i .. P
20 (2 2 2
| rm=rerrs 4y

les relations dont il s'agit, seront alors toutes de la forme suivante:

. 29, (25 (2, 23) 2
Iy T T00 4 T2 2T, —

P T2, 420, ,—0
(8) . B R
1'1(.-1 + e + 1‘:1:)1—)#—{»],1' + 2 _Zv-g—,:)gt.;,g, r==0

o 2r =0

Celles de la ligne 2,3 .. . peuvent naturellement, an moyen des relations (7),
étre exprimées en fonction des quantités I' avee le second indice égala 1,
c'est & dire, en fonetion des quantités I' du tablean (6), et mous aurons
alors Jes relations :

2n—1

- D DR erii=o0
Nz
Z (2n—v) )T =0

&) Z [( 2}2—2—1’—1 )_ 1] =y

In—2k

~ 2n—y—k+41 3 n—yr—h—1 ) o)
Z[( 2 )"( —2 ]FM*O'

parl

La premiére et la seconde de ces relations se réduisent & la relation (5);
en effet, en faisant la somme de toutes les guantités I' du tableau (8), en
ajoutant encore — y@» et en se rappelant que

(2Ok )_(21k )+(22k )_..,—(221‘_1.)5—1,

()]
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on voit en coup d'eeil que la premiére des formules (9) se réduit & la (5).
Quant & la seconde formule (9), il suffit de se rappeler que m:

2k

, [ 2F . : 20
zn-—l( )—-3—2( ) y z'za( 2k )zw-z—m_—
( N Cu—2)| 7 +. «k(n L) 31 (2n—23k—1)
et alors elle devient ,
—(2n—3) ?")’(2”"2)7(27%——5) yII'y(:’.n 1. 7,(271—2»),"_[ (Ziir)—l)_l] yﬁzn)=0 ,
ou, aprés un arrangement convenable des termes semblable;:
— (72 —_— 1) [y”y(sn"l) + yll’y('z»z‘ij_i_ . _}1_ ;,(:n-z) 7” _I_ (2" _l_ l) y(zu)] =) ,

ce qui montre son identité avec la formule (5).
Les auntres relations (9) ne peuvent pas étre réduites & la formule (5)
en se servant de la formule citée plus haut on trouve pour la troisiéme:

2n—d ", 2 2n—6 . 2
[ )'1] L [ )_1] Pt [(3 ) —1]pmopr
) 0 - YN B
-+ [ ( 2 ) _1J P Y () plen=2) o | [(277,3 1) _ (2711—3)] P = ()

et pour la quatriéme:

[ | Feot (e M| Py
-t [(—i ) - ( _f) ] Py (20— 8) (m— ) pltn—2) o
+ [ (212-2) - (2n2—4)] yen =0

k]

§2

QUELQUES IDENTITES ENTRE LES SYMBOLES OPERATIFS REPRESENTANT LES
TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES.

; thxu:s ferons connaitre dans ce paragraphe les identités servant & la
cons ruc_tlon de la fol:mule du produit de demx transformations finies que
nous traiterons plus loin.

1) Cette formule. ‘est' un cas.trdg feulier 6
‘ : partieulier du theors: 'Ar g
P. 237), qu'on peut attribuer encore &4 Cauch . | me Tara d t(Orellest,

)
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De ces identités se sont oceupés, il y a quelques années, M. Camp-
bell (Proc. Lond. Math. Soc., t. XXVIII, p. 381 et t. XXIX, p. 14) et
M. Poincaré (dans une Note préliminaire dans les Comptes Rendus
t. CXXVIIL, p. 1065 et plus amplement dans les Trans. Camb. Phil. Svciety
t. XVIII, 1900, p. 220); notre méthode est pourtant bien différente de celle
de ces auteurs.

Nous allons donner briévement une idée de ces identités. Soient X, et
X, les symboles ordinaires des deux transformations infinitésimales

2 E 3
Xo=E&n1 F{;‘i" Ea,z—ag*%—..-—!—gum ,

et soit une opération d'ordre k, formée, & I'aide des opérations X, comme suit:
k
(10) Yo X X X
=1
les ¢ étant des coefficients numériques. )

Si dans (10) tous les coefficients ¢ sont égaux A 1, nous aurons ce gue
pour abréger nous nommerons somme élémen taire des opé-
rations dordre k tandis que nous appellerons les Xi-let X, opéra-
tions composantes dela somme; nous désignerons cette somme
élémentaire par le symbole:

(11) S(X %)

Si les opérations X; et X, jouissaient de la propriété commutative, 1'ex-
pression (11) se réduirait 4 un terme unique; ¢'est dans le défaut de la commu-
tativits des opérations X, X;, que la somme élémentaire ( 11) trouve sa raison
d'étre.

En général, on a k symboles Xj,.., Xy des transformations infini-
tésimales que Nous pouvons supposer toutes distinctes ou quelques-unes égales
entre elles. Formons lenrs produits en changeant l'ordre des facteurs,
de toutes les maniéres possibles pour obtenir les produits qui seront en gé-
néral distincts entre enx. Si, parmi les symboles X il y en & a égaux a Xy,
g égaux i X, ete., ob a +f+... —=1F, le nombre des produits différents

. k! .
entre eux sera évidemment '—ﬁ' Nous appellerons la somme de ces produits
a. p.
somme 6lémentaire des opérations dordre k et les
X Xf... lesopérations ¢omposantes Lasomme élémentaire
sera désignée par le symbole:

(12) S (X1u1 XE# A ') 1)1

1y IL§2

)


GUEST


8 ' E. PASCAL.

Dans I'expression (12) le coefficient de chaque terme est tonjours P'unité;
sl nous imaginons construite une expression analogue, dans Ilaguelle leg
coefficients de tous les termes ne sont plus égaux entre eux, mais queleon-
ques, nous aurons nne expression qui contient la (10) comme mw cas parti-
culier, et on pent faire voir quune telle somme générale sex-
prime toujours Parune combinaison linéaire des som-
mesélémentaires, dont les ordres vont successivement
endiminunantet dont les opérations composantes sont
formées au moyen des symboles X, X, yoo. Téunis dans
les crochets, comme (X, ), (X Xy), (X, (X, X)) .., avee les
quels, comme on sait, onobtient des opérations du I-er
ordre.

Les identités dont il 8'agit iel, correspondent & expression de ces |om-
mes générales par les sommes élémentaires,

Le principe dont dépend la dite exprimabilité est le plus simple; en
éﬁ‘et, il suffit de remarquer que Ia combinaison XX, —X, X, que Ton dé-
signe par le symbole connu (X; X,) est, comme on sait, une opération du
l-er ordre an lien du 2-e, duquel ordre sont les deux termes dont elle
résulte. D’oit Ion déduit que Ja différence des deux termes formés comme Jex-
pression (12} et qui ne se distingnent que par l'ordre de denx facteurs consé-
cutifs, est tonjours une opération d’ordre k—1, cest & dire Qordre inférieur
@’une unité de Pordre de deux termes dont nous considérons la différence,
En appliqguant le méme principe successivement d'une maniére convenable on
parvient & démontrer le théoréme cité plus haut 1),

En regard de ce qu'on a dit plus haut, nous w’aurons besoin que des cag
particuliers des identités correspondant au développement de la somme (10)
ou de la somme plus générale que (10), et nommément les cas correspondant
au développement de Pexpression

\ k
(13) (,) X e
laguelle pour =1 devient
(14) EX, X1,

¢e qui est un cas particulier de 1a somme (10).

Nous allons énoncer & part le théoréme qu'on obtient dy développe-
ment de Pexpression (14) et aprés, nous parlerons dy développement de 1'ex-
bression (13).

Désignons, pour abréger, par le symbole

(15) (XaXa,..., X, X, X))

) L§§let2 2 1L § 1, formule (5).

)

icm
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le crochet multiple:
(X (X (X (X X)),
Ol 7y, %y, ... , &, n'ont que les valeurs 1, 2 procédant dans un ordre quelconque.
Celaposé, 'identité relative andévelo ppement (14 est:
X Xy =8 (X5, Xy by S (G2 (X, X))

k—1
w ) r
+Z E(e=1),. .., (k—2m41) yem S (Xh—2m=1 (XX, X)),
m==1
o—1\ . . . k—1 b
m‘l( 5 ) indique le plus grand entier eontenn dans 5 et o, " il

sont les nombres y étudiés au paragraphe précédent n. o

Bien plus compliqué est le développement de Pexpression (13); il est
évidemment une combinaison linéaire des sommes élémentaires S, multipliées
chacune par un coefficient numérique; on fait voir que le coefficient
dutermecontenant une sommeélémentaire § dordre
k—test égal i

(17) k(e—1). .. (k—t+1)C,,

ot G est un nombre indépendant -de % et dépendant
seulement des opérations composantes de la somme
€lémentaire S2).

On obtient les différents termes du développe-
ment, en formant, de tous les modes possibles, les sommes
élémentaires Sdontlordrene surpasse pas le nombre
k, et dontles opérations composantes sont en général
toutes du type (15), avec cette remarque que naturellement le'non}bre
de tous les symboles X, entrant dans la formation des diverses opérations
composantes de § soit exactement k& — u, et que le nombre de tous les sym-
boles X, soit exactement u. )

Le résultat important gu'on obtient par induction et qui nous sera
trés utile dans ce qui suit est %) qu' & chaque opératiqn.conlpo—
sante du type (15) on peut coordonner un-certain n?m—
bre, de maniére quelecoefficient numérique C; de I'ex-
pression (17) soit toujours le produit de tous les nom-
bres coordonnés aux opérations composantes de la
somme élémentaire S .

On peut exprimer ce résultat plus clairement ainsi:

D L§L % I§LTL§L %) IL§L V.1

@)
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Construisons, avec les limitations indiquées, tontes

lessommes possibles §; soient Z;,Z,... lesopérations
composantes dune delles, dordre k—f, et soient
(18) Criy €2y -

lesnombres coordonnés aux opérations Z; le dévelop-
pement de expression (13) sera donné parla formule:

. I\ o . . .
(19) ( /‘L)J\n“ Xt = 2 k(—1). .. (b—t41) €z, cz.. .S

La détermination complate des coefficients ¢, présente des difficultés assez
graves, et je n’al reussi 4 la faire que dans les premiers cas, clest & dire pour
les opérations Z du type (11) pour lesquelles i, =i, = ... = 4, = 1, ceux
de i, =4, = ... ==1,= 2 (dans ces deux cas la recherche est déja, épuisée par
la démonstration de la formule (16)) et pour les cas, dans lesquels un seule-
ment des nombres 4,4, ...,4 est égal & 2, tandis que les anmtres sont
égaux & 1.
On obtient pour ces cas le résultat suivant 1):
Lenombre coordonné a l'opération
_
X ... X X)),
ol m > 2 est — yt), .
Endésignant par ¢a. le nombre coordonné a lopé-
ration
n m

X XXX XX

(20) Cony == — 7};2 (ﬁl)”( %+47;+1 ) bty k) ,

=0 .

II est intéressant de remarquer que ces derniers nombres sont en relation
intime avec les nombres I' introduits au § précédent; on a?):

Cimo=10 , = '—;’"
(—1)* fmd-n ,
Cm, uzT( j ) Yyt pour n>> 0, m+ n=rnombre pair,
(21) 1

_1 mtabl | " m—}-n_{._l .
omn =" r+1+—2—[1+(_1) ("t )] e

s

pour # -1, m ~ n==nombre impair

3 L§L V.81 %) V.81

(10)
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‘Dans mes Notes précités j'ai déterminé les coefficients (20) non directe-

ment, mais par un procédé artificiel au moyen de la formule pour le produit
de deux transformations finies dont je parle au § suivant.

Avant de terminer ce paragraphe nous noterons encore deux identités,
que nous avons obtenues dans les travaux cités et lesquelles m’étaient utiles
pour diverses démonstrations. La premiére est !):

(22) Xy X1 — X1 Xy == (X5, (X X))
et la seconde est une identité qui se rapporte au symbole (15); on I'obtient

en appliquant successivement lidentité due & Jacobi et relati‘ve aux

erochets formés avec des symholes de trois transformations infinitésimales:
v ¥ y—k 13

YTV T T A VE il

2) (2%, K X)=— <__14w( 4 ) S s

h=y

§ 3.

FORMULE POUR LE PRODUIT DE DEUX TRANSFORMATIONS FINIES.

Soient deux transformations finies données sous leur forme ordinaire
canonique:

t? ,
(1) Zi"=wi’+~§—Xl’:rx'—l~~27X1’2wi + ...
=Xz
®) t 2
(Ty) xil:x"_l"l_‘ X, 2+ 7 Xpa ...
=ehy;

ot X;’ X, sont les symboles des deux transformations inﬁnjtéséma,’le‘s e}h la
transformation X,’ est naturellement exprimée en variables 2, d’oll vient
la raison de I'écriture X,’ an lieu de X;. .
Nous ferons voir que le produit 7T {nous voulons ententire' par cette

eriture quion fait auparavant lopération 7y et aprés Topération T
peut étre mis sous la forme canonique:

1
wi”=x;+ Xaxi—}——_ﬁ‘XfJL‘—-}—. .

21

= ex’ Xy s

(26)

H L§L V.81

(11)
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cest & dire que T'on peut trouver la X, qui sera la transformation infinitési-
male génératrice d'un faisceau de transformations auquel appartient le
produit 7. Quand X, = X,, on aura X, =t 1" X, ; mais quelle sera
dans le cas général Pexpression de X, aun moyen de L1, X et Xp? 1

Voila le probléme de la solution duquel, méme partielle, on pent faire de-
bendre plusienrs points importants de Ja théorie générale des transformations.

Commencons par V'élimination des =’ entre les équations (24).

En vertu de la formule connue

, U o,
PEI=9 @+ 57 o @+ 5 XN2o@) +...
1 3]

ot p désigne une fonction queleonque, en y faisant ¢ = X" 2; et désignant
par X, la méme transformation X, écrite en variables z an lien des variables
o/, on a:

”
ar
et substituant cette valenr dans le second membre de la premiére des équa-
tions (24} %) on aura le produit T T, sous la forme

Xira =X, 4= X, ‘Xl’ri‘f"'g‘,:\gei\l’ T

o (=] t p
A ¢
93 " —_— e X kY s
(26) T —Z E st Rt X Xy
k=0 a=g
11 fant observer que tandis que dans le produit 77, on applique auparavant
la transformation 7, et aprés la transformation 7, au contraire, dans les
divers termes de (26) c'est le symbole infinitésimal X, et non X; qu' on
applique auparavant, c’est & dire on applique @’abord le symbole relatif & la
transformation T et non celni relatif & la transformation T
Pour résoudre la question proposée nouns devons chercher & transformer
les termes d'ordre 2, 3... de cette formule, de maniére qu'aprés leur
réduction & la somme des termes d’ordre différent et aprés Paggronpement de
tous les termes du méme ordre, Paggrégat de tous les termes d’ordre % soit
exactément, an facteur T prés, la puissance k—iéme de la somme des
termes du premier ordre.
Un terme quelconque d’ordre J dans Ja formule (26) est donné, au

1 . e
facteur W R g prés, par Popération :

(27) (2) X, Xkt
appliquée & la quantité , (en posant § = Jj — .

P IL'§2. ) V.§1.

(12)
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Appliguons maintenant & chaque terme, comme (27), le geveqlg(l)?:ﬁiiz
du § précédent, faisons varierkde2a coeth de.O alk, et T 111111.. ’ I:équ]té
les termes d'un ordre déterminé p. ex. . Un premier ter?'e d.m"che1 i
du développement des termes d'ordre & dans la formule (26); il est done:

—/]:Ttk—h t S(:Xll‘-h’ Xﬂf;) )

Faisons varier & de 04 k, on aura:

k
(28) 71TT 2 = g S (XA X

h=n
Or cette expression n’est rien autre que

X, P

! . ) e . 21 Pt e
quand on développe cette k—idme puissance, sans admettre, ce gu'on doit faire,

ac iativité du produit X, par X,. ) '
E 0011{}_111111 second terme d'ordre % résultant du développement des termes

d'ordre k-1 1 dans la formule (26) est:

th=h L (10 " S (X XM (X X))

(K=H1)!

) ficient d'une telle somme S.
(k1) 5 étant (comme nous le savons) le coefficien .

Faisons varier h de 0 & k, il vient:

E—1 ‘
LS groimt gy SN, X (K, X)) -
2 1

=0

(29)

‘or : + 2 quis ésentent dans
Une décomposition analogue des termes d’ordre Je 42 qui se prése
la formule (26) donné, entre autres, les suivants:

1 b3 gl (] 19) (1) 7 S(X 2 XX, X9

e
&t 1a sommation de 2= 0 jusqu & h=17%—2 donne:
k-2

B0) Ly Seomnne S KT X et
fe!

=0

(13
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1 Or la somme d‘es expressions (28), (29), (30) et de's amna
oguesquilessuivent nestrien antre que a

1 - -
m [tJH +1X, + s (X1 X))

il.uand naturellement, on développe cette h—itme D1 i
sance en tenant compte du fait L

dos que la commutativits

?‘;oﬁiuﬁdtrs‘d'e X, par Nyetpar (X, X,) wapas lieuw
- a;_ ;n nsic erfztlons ;lufflsent potr faire comprendre que le probléme que
13 avons posé, cest & dire, la déterminati
: \ ation de la transformation infinité
simale X; de la formule (25) ré mosition wore
2b), est résolue aumo é iti
, oyen de la déco 6
rale que nous avons traitée au § 2. g position géné-
et fn Ieussant. de coté d’auntres considérations ne différant pas
m?g ; e} ::lelilesff-altfast plus hant nous en ponvons conclure, que la transfor
tic nfinitésimale X, relati : i
‘ Az relative au produnit des
< X "~ < M <] 7 1 l e ‘\ d
transformations finies est donnée parla formule 1)e-ux

essentie]le-

o0
3 } s o
Ny=tX, 4 ) 0y (50X, X,)
(31) =
. . 0 V in "—-’H q ,_.Wl
T 2 _S‘_ P o (XL X X, X _‘?1’ A)
m=1 n=v

T o

ot les coefficientse,, » o indi
S Cin, n OTE des valeurs indiqué ¢
, S ées au § précédent et les i
gzzi;?::e:l en f’3, #*... restent encore inconnus; ce sont le«‘ ggsfggizﬁi
& < 1 o P g P e ho A . ; y i
1 z,fmfn al par ¢z au § précédent, ot le calcul n’était fai

quelques—uns d’entre enx. l it e poue
(:)11 peut observer que dans Ja for
coefficients d’autres termes
?

m}ﬂe (31) nous connaissons encore les
que nous n'avons pas fait apparaitr

ment; ce sont les coefficients des expressions " expltte
=]
(X, X, X, X. TR
PO, 12&2)=—(Xg...XgXl), m > 1
T

coefficients égaux, comme on le sait, a — yon,
2

série de termes de la formule (31) est donnée pm("l .e eette manifre une autre
32 S T
(32) tz 1 pton) (X... X X):

m=3

H V.51

(%
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Le terme qu'on obtient en posant m — 2 dans l'expression (32) apparait
d6ja dans la formule (31); le terme qu’ on obtient en posant m=—0 est
tX,, il apparait aussi dans la formule (31), et enfin celui quon obtient en
posant m =1, ¢’est A dire le terme #1' est égal et de signe contraire & celui
qui apparait dans la formule (31). Mais il 0’y a pasici une contradiction,
puisque, comme nous avons déja observé au § précédent, les coefficients
coordonnés &:

m—1
s,

o (& L X X)
sont — @) seulement pour m >>1, done la formule (32) n'est valable que
pour > 2.
 Nous avons dit an § précédent que la détermination des coefficients
G, » Qonnée par les formules (20) se fait au moyen de la formule pour le

.produit de deux transformations finies; maintenant nous allons indiquer brié-

vement la méthode applignée dans ce but par nons dans la Note V.

Supposons donnée la formule (31) dans laguelle ¢m» sont les coefficients
inconnus. .

En appliquant de nouvean la méme formule (31), multiplions le produit
TT, par Ty, c’est & dire formons le produit 1T T;, et comparons le résultat
avec le produit, obtenu an moyen de la méme formule, de la transformation 7'
par la transformation 73 laquelle, comme il est facile de voir, correspond
3 la transformation infinitésimale 27'X, .

T.a transformation infinitésimale X, relative au produit 7'7,* obtenue
par le moyen indiqué ci - dessus est la méme transformation X,, quand on
y change auparavant ¢’ en 2¢7 en cherchant maintenant la transformation X,
d’'une autre maniére, nous pouvons par comparaison trouver les coefficients ¢, ».

Ta transformation X, est la méme X,, quand on y remplace ¢ X, par
X,; mais en procédant de cette maniére, on vbtiendrait un résultat tres com-
pliqué, si l'on tenait compte de tous les termes. Mais il faut noter que pour
notre but la chose peut étre beaucoup simplifise, puisqu’ il est évident qu' il
suffit de se limiter & considérer seulement les termes contenant les puissances
de ¢ non supérieures a la seconde.

Nous wlentrerons pas dans les détails du caleul désigné que nous
avons développé dans la cinquiéme de nos Notes précitées.

§ 1.
LE SECOND THEOREME FONDAMENTAL DE LIE §UR LA THEORIE DES GROUPES.

_ Soient dopnées. » transformations infinitésimales que nous désignerons
par Z,, Zy . . .  Z pour éviter la confusion avec les notations précédentes,

(18)
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Formons la combinaison
(33) Wi+l Zot. . 1 Zy

out les A sont les coefficients constants, et écerivons les formules canoniques
pour les transformations du groupe & un paramétre engendré par une trans-
formation infinitésimale A, en prenant pour les 1 dans (38) des valeurs
fixes, et les formules analogues pour le groupe engendré par une autre trans-
formation X, renfermée dans la série (33), en prenant des valeurs différentes
pour les constantes 2.

La question qui se présente maintenant et relative an théoréme que
nous voulons démontrer est la suivante: quelles sont les conditions auxquelles
doivent satisfaire les Z pour que, en choisissant arbitrairement les X et X,
parmi les transformations de la série (33), les deux groupes & un parameétre
engendrés par ces transformations appartiennent an méme groupe 4 7 para-
métres, ou, en d'autres termes, pour gue, en multipliant une des transformations
finies du groupe engendré par X; par une de celles engendrées-par X,, on ait
une transformation appartenant an groupe engendré par une certaine trans-
formation X, laquelle est, & son tour, comprise parmi les transformations de
la série (33)?

Done la question, comme on le voit, se rameéne 4 chercher la condition

nécessaire et suffisante pour que le produit des denx transformations (24) soit
une transformation dont la transformation infinitésimale génératrice soit
une combinaison linéaire & coefficients constants des transformations Z,

quand le sont X, X, ou, en d’autres termes, la condition nécessaire

et suffisante pour que la transformation X;, donnée
par la formule (31), soit une combinaison linéaire
dcoefficientsconstants des transformations Z quels
que soient les paramétrest et ¢, :

Or, on trouve facilement une telle condition, En effet, en premier lieu,
81 nous supposons qu'on ait les relations

(84) (G Z)=" e 2,

=1

alors il est évident, que tous les crochets
& X)), (4L X X)), (XX %), (XXX, X,),

seront des expressions linéaires 4 coefficients constants des quantités Z, et
la transformation X, le sera aussi, parce qu'elle appartient 8 la série (33).

(16) ’

icm
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D'autre part, si nous posons, que X, soit une combinaison linéaire a coeffi--
cients constants des Z le doit étre aussi : :

X, —tX, —tX,,

done, en vertu de la formule (81), il en sera de méme pour

WY (X X,) 4t 2y (KX, Xp) 4 ()],

n=2

ol (4) représente I'ensemble de tous les termes suivants;;et en suite la senle,
quantité comprise dans les crochets quadratiques; on a donc, que

(35) V(X X)) F " (X, X, X)— " (K, Xy X4

doit étre une combinaison linéaire & coefficients eonstants, des quantités Z. y
quelles que soient les valeursdesparamétres ¢, #, d’olt
s'ensuit que de la méme propriété doit jouir le premier terme, clest
-4 dire, le seul crochet (X; X,); et cela suffit pour que de la méme propriété
jouissent encore les crochets suivants et toute 'expression (35). -
Or,les X, et X, sont deux quelconques parmi les transformations
infinitésimales comprises dans la série ( 33), done en les faisant en particulier
égales tour & tour aux différentes transformations Z, on parvient & démon-
trer la nécessité de I’existence des relations (34). -Ainsi le second théordme
de Lie est complétement démontré, c’est & dire, les relations (34)
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les Zengendrentun groupe & r paramétres. -
Comme on voit, cette démonstration 1), aprés que ’on a établi 1a formule
(31) du § précédent (laquelle peut étre utilisée encore pour d’autres recher-
ches), est d'une grande simplicité; c’'est une démonstration directe et, on
peut dire, la plus directe possible. Le théoréme ici démontré d’une manidre
différente de celle que I'on trouve dans I'ouvrage de Liie est un des plus
élégants et des plus simples de la théorie des transformations. Il est entreva
par Liie depuis ses premiers travaux du 1874, fut demontré par Jui pour la
premiére fois en 1878 et pour la seconde fois d’une autre maniére en 1890 ?).
Notre démonstration a cet avantage, que le théoréme se présente
tout & conp dépourvu des conditions relatives aux transformations infinitési-

1 IL §3. ®) Math. Aun. 8. 1874, p. 303; Gott. Nachr. 1874, p. 533, 540; Math
Ann. 16. 1879, p. 460; Leipz. Ber. 1890, p. 472—476; Voir aussi Lie~Engel, Theorie der
Transfgr. I. Leipzig. 1888, p. 146—158, II1. 1893, pp. 575 -et suiv.

Prace mat.-fizycz., t. X1V. 2

an
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males du groupe paramétrique du groupe donné, et non, comme dans la démon-
stration de L ie, out de nouvelles considérations sont encore & faire pour &li-
miner de 1'énoncé dn theoréme des éléments étrangers et pour établir que ces
Jerniéres conditions ne sont qu’ une conséquence des premiers.

§ 5.

LE TROISIEME THEOREME DE LIE.

Ce théoréme &tablit qu'étant donné un systéme quelconque de constan-
tes ¢y, (5,7, 5 =1, 2. . .r) satisfaisant aux relations

Cijs + Crie =10
36 c
@) 2 (Cofe Cran ~} Cns Gisz =1 Cais Cjar) =0

&1

(r étant le nombre de transformations infinitésimales du groupe), c'est 4. dire,.

ayant donnée la structure, il existe toujours le groupe correspondant.
La premiére tentative  démontrer. ce théoréme a eté faite par Lie lui
méme, mais ses considérations étaient sujettes 4 une grawe objection. Une

démonstration rigoureuse fut trouvée par Liie en 1888 ‘et.reproduite au-

chapitre XIII du .second volume de.sen omvrage cité (Theor. d. Transf).
Le méme théoréme fut aprés I'objet des considérations longmes-et importan-
tes ds M. Schur et dans.ce dernier texps M. Poincaré a repris cette
question en partant d’autres points de vme ).

Je me propose de donner ici une nouvelle démonstration de ce théeréme,
en faisant voir directement qu'étant donné un systéme de constantes-de
structure, on peut construire les formules qui sont celles de transformation
d'un groupe, sil'on suppose que ces constantes soient liées par des relations
indiquées.

Dans la démonstration de M. Schur on construit aussi pareillement
les formules de transformation d'aprés les constantes ¢y, mais notre procédé
différe essentiellement de celui de M. Schur, car il est fondé en grande par-
tie sur les identités entre les nombres de Bernounlli Notre démonstra-
tion est plus directe et, & certains égards, d'une nature élémentaire, parce
qu’elle ne présuppose aucune notion de la théorie des groupes outre le second
théoréme de Lie.

1) Voir les eitations an § 2.

(18)
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Commencons par montrer comment, ayant sepposé que les cy. satisfont
aux deux relations (36), elles satisferont aussi & certaines autres relations’
plus comipliquées, lesquelles nous serviront pour notre démonstration.

Adoptons dans ce but une notation abréviative, différente de celle de
MM. Schur et Engel, et pesons1):

BT D D e Carn - Oty =iy oy KR)=— (k. 1) -

AN P —

Avec cette notation les éléments mémes ey, peuvent étre représentés par,
{tks); nous ferons usage de cette notation en raison de sa commodité.
On a les identités:

bty . tm; kh):—.Z(t,...t,;ks) (gt - . . s 51)

(38) '
(g oo bW by .. Bt B) =—Z (. by ks) (styys. . . w3 KR .

On peut maintenant faire voir que si un systéme de nombres ¢ satisfait
anx relations (36), il satisfera aussi toujours aux relations:

(it otk TR — (8, K . s KR) 2 {(its . - Ems tus 53 BB) (8 F9)

Lty . - tmes Sty K B) (tnes B5)
sty -ty 1) ()} =0,

Aoft en multipliant par les quantités w,, ... 1, et, avec changement convenable
des ¢, on a la formnle 2):

2 .. Z (s .tk s Ry — (3t .t KR)] e, 0,

t ty

@3y

b

z iy - . tms fms 5 KR) = (b1t . . . s Stws 3 K1)
e (st by BR)] (B KS) e, 2,

1y IV §1, 3 IV.§L

e)]
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= —— . ) ) SUR LA THEORIE DES GROUPES DE LIE. 21
‘Passons maintenant 4 un second type de relations qui résultent des rela-
tions (36). , o o 3
Désignons per Sy I'opération de sommation de toumtes les expressions (42) ‘Uksz [m-—y Z Crn u"+2 y("‘)z .zcm‘ Cratsty - Clyy tay—3 12 ut,---u:z,.]m s
que I'on obtient d'une expression donnée par la permutation entre eux, de toute =1 2 n= Bl S8
maniére possible, des indices t;, 4. qui y appa,ra.issent, et désignons encore par ol e =0 pour h=F et =1 pour h=~%.
Siw Dopération de soustraction d’'une expression donnée qui dépend des in- .
dices &, & de celle que I'on obtient en permutant entre eux ces deux indices. Tl est aisé de trouver un champ de valeurs des quantités u, dans lequel
Posons pour abréger I'écriture: . 1a série ci-dessus (qui est une série de puissances) soit convergente. -
, Soit, en effet, C celle parmi les constantes ¢ qui a la plus grande
(40) (b tns; Ky =ty bt IS ) - (bt .ty St KB valeur absolue, et formons la série:
+ (stily . . . bt s FH) . (43) e — ' CM 4 y" 3032 - YTV FTCAMA -, P08 i1 Cin Jfem
On peut alors démontrer que comme conséyuence des relations (36) subsiste la. Rappelons que pour les nombres de Bernoulli existe la relation

relation 1):

.. 1
7 on+ -
- . e 2
2 S St [y" y &= (b .. fanz; ks) {tg,,_l s h’h} . ”lf'i B, ( e ) =4xVe.
=1
T =t . ban—s; 1e8) {Bon—s Lup Ton—r 85 IRy ) En y substituant pour Bs, son expression au moyen de 7@ (v. § 1) et prenant
le rapport de deux quantités y conséeutives, on aura:
ay + ’ ’
. - 1
2n+ —
(@n—8) o (f 4o+ Te8) Sty . . bano1 S 75%\] o R (2n) n—1 : 1
+ Y (i ta; ) {ts n-153 6l = X }inio 7o B3] (n:e)?( - iy 1,

+ S ey {fy - fons I3 WRY =10
et, étant

ol les y sont les nombres considérés au § 1.

Pour la démonstration de cette formule on fait voir qu’ en appliquant . (n—1 ”'"’% . @n) 1
d'ime maniére convenable et successivement la seconde des relations (36), le ,};nolo( ) =e7, ,}220(_271,_——2)' =1y 4
premier membre de la relation (41), pourra étre transformé en une expression,
dont les coefficients seront précisément des combinaisons des nombres de on a finalement:
Bernoulli qui forment les premiers membres des formules (8) du § 1, et
lesquels sont, comme nous avons dit en son lieu, identiquement nuls. Quant: (44) tim p® 1
aux détails de cette démonstration mous renvoyons le lecteur au § 2 de la w=co P 4n? °
Note citée IV. R i
Ceci posé, passons & la démonstration du troisiéme théoréme Done, si L'on fait
de Lie?). )
Btant donné un systéme de #3 nombres ¢y satisfaisant aux relations £45) _z[/[<.2_:.’T ,
(86), en considérant les u; ... %, comme variables, formons les transforma~ e
tions infinitésimales suivantes: on obtient le domaine de convergence de la série (43), et prenant chacune des
quantités v, ,...,% plus petite que anO, on obtient évidemment le do-

n 1V.§2 % IV.§3. . N
maine de convergence de la série contenue dans les crochets de 42).

(20
@n
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. Or, je dis que les transformations infinitésimales
données par la formule (42) engendrent un groupe a r
paramétres, parce qu elles satisfontausecond thé0-
réme de Lie et que la structuredn groupe ainsgi formé
est précis ement celle donnée par lesnombres ¢

fn appliquant le symbole Sy- introduit plus haut, le crochet (U, Uw)
formé de deux transformations infinitésimales Uy, Uy peut s’écrire

(U, U"' ) = Spe s‘ S‘ [sk* - 7 L Cauks Uty -+ 2 Criis, Chys,s U«t%/.]

tulasy

N X ]
X [—Vlvxk'h + V"Z (ct’,k.!’, Cos'h - Cost, cl'.s',h) Up, -I" .. ]m ,

'8

(46)

et 4 'aide du symbole introduit’

(Ui, U;‘:)—Z Sk 2 [mﬂ y Z (t, 7es) g, + 2 V‘)"’Z (b tm, Fe8) s, utw]

n==1 [

—_—y! -.;" (2n) N\ 7 LT )
X[ y(ﬂh)%—Z)’ Z{t/ji__tgn,_ls,kh)}]-a-%

a=1  Foloy g

De:weloppons le produit des deux erochets carrés et ordonnens les termes
suivant leur degré en w. Les termes du degré zér o sont:

~— " (kK'h) == cun

’ 1 3 -
gtant y' = ~—§), que l'on peut écrire
Z Cri's Erh -
8

Les termes du degré un sont:

¥ S 2 {(Ey b KR ('3 KUY vl -9 Sear D D (6 ) (5K s,
L3

W b

(47)

cest 4 dire:

y " $‘ (Crrs Crsn — Cuas Cresn) 1+ 7" $ (Crnts Cron — Cris Cren)

8

+ 7’2 Z (ctlu Csk'h — Cypts C:k.i)} Wt
L]

22)
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ou, en vertun de (36):

3 }’" -+ 7% }: Z Cxx's Cish Y .
i s
Mais

:”—V':

37"yt =

L\'JI -

done on aura:

(48)

Z s (— 7' z Cret s )
5 t
Les termes du degré 2x sont les suivants:

— 7 7 Su Y, {Z o o S HR) A (S - o Ia’h)} (tan Fe5)

Brenrlay

— (b ..t K Kl styty. .. ta—1; K'R) (Ben kS) wy, . .
K} 1

.%12" .

En permutant k avec &', en appliquant la formule (39), en observant que
d’aprés la formule (38): '

z(stl._

et qu’ on doit falre Ia sommation respectivement 4 tous les #, et par cela on
peut dans un terme échanger arbitrairement les ¢ mémes, cette expression
devient:

— 9y ye 2 {tFt, - ..

bie tam

ns s W) (fan To8) = — (lan 'ty . . . tans; B)

O 7/ ) R TP P

by W)—

c'est 4 dire:

5 8h) .. Uy, .

Al
E Cri's 7,(2“) Z (tl L. tom
N tyoatyy
Passons enfin aux termes du degré impair 2%—1. En examinant la for-

mule (46), et en tenant compte de la possﬂuhte du changement des tous ¢ entre
eux, on voit que le coefficient de wy, ... uy, , €8t précisément & un facteur
(%1 gy prés, dérivé de l'apposition de S, qui n’'apparait pas dans (46)-
le premier membre de la formule (41), et par suite il est nul.

(23)
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En résumant les résultats obtenus, on aura:

(s, Uk')=2 Cri's Z [ en—y' Z Cisn Uy
8 A, t

€49) o '
AN 9
+Z 7 )Z (B tons sB) %"ilm:z exs Us g
a s

=1 Ry,

Cette formule démontre que les transformations infinitési-
mvales Uengendrent un groupeet que ce groupe a pré-
cisément lastructure assignée.

§ 6.

DETERMINATION DU GROUPE PARAMETRIQUE.

Dans ce § et le suivant nous donnerons quelques autres applications de
1a formule pour le produit, que nous avons traité au § 3.
] ‘Aupara.vant nous ferons voir qu’ étant données les transformations
infinitésimales d'un groupe on peut & I'aide de cette formule déterminer les
transformations du groupe paramétrique (Parametergrupp 8) corres-
pondant 1).

. .S‘Dl.t un groupe 4 r parameétres engendré par les transformations
infinitésimales:

Zi ooy 2
formons Ie produit des deux transformations
(50) :L"; = X/ z; ; m/'. == ¢Xeg; ,
ou:

o { Xi=vZ+.. 4v2

Xo=wZ,+... +uz

lesA v et u é.ta,nt les paramétres des deux transformations et la X’ étaﬁt la
méme X; mais écrite avec les variables =’

La transformation résultante soit
(52} 2=t

ol X; doit &tre anssi une combinaison linéaire des 4, ¢est & dire:

D V.§2

(24)
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(53) XY=\ 4 +.. v,z
ol les «' seront des fonctions des v et u:
(54) w'h =@ (u;v) .

Les formules (54) sont, comme on sait, celles des transformations d'un
groupe, quand on considére les w et «’ comme variables et les v comme
parameétres de la transformation; c’est le groupe nommé parameé-
trique.

En s’appuyant sur les recherches précedentes nous pouvons déterminer
complétement les fonctions g;; pour cette détermination la connaissance de
tous les coefficients dans la formule du produit de deux transformations n’est
pas nécessaire: il nons suffit d’avoir la connaissance de quelques coefficients
que nous avons déja calculés. En effet, il nous suffira de calculer seulement
les transformations infinitésimales du groupe engendré par (54); nous les
obtiendrons en imaginant les »;....v, comme infiniment petits; puisque dans
le calecul de X, on pourra se limiter aux termes qui contiennent les
puissances de »; . .., non supérieures & la premiére, ce qui revient 4 dire que
dans la formule (81) apparaitront seulement les termes qui multiplient la
premiére puissance de £, et qui sont, comme on sait, les suivants:

X4ty (X X)— " (X X X)) —. ..

ou
2n

(55) X, — 0y (X X) 4 Y 1y (5L K X).
n=1 ‘
En posant dans cette formule pour X, et X, leurs expressions en Z, les
coefficients de vx Z;,vx %, , - . ., vxZ- seront les coefficients d'une transfor-
mation infinitésimale Ux du groupe paramétrique.
Les Z engendrant un groupe, on a, en vertu du second théoréme
de Lie:

{56) (Z2)=7Y, 02,

A

ol lescsont les constantes de structure.
De cette formule on déduit:

(X X)) = 2 e, 0k (2, Zy) = Z Crn Uy, Ok Z
tk tkh
(X, X, X)) = Z Ceiks, Cren Ui, Ue, Vg L

Tiiat kB

(25)
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et en général:

- )
—
X ..XX)= 222 Craks, Crasiss - + « Ca smad Wt o - - Wiy Ve Tt

Fylas 8e8a.0- K1

En substitnant dans la (55) et appliquant pour 1'abréger le symbole introduit
aun § précédent, la transformation infinitésimale U, 'se présentera sous
la, forme:

o
\ - i a
T;,,:E [m_}/E (b ) w, + 2 e 2 (7 D T\ R TR T T
h 4 n=1 1,

e lan

olt &xs et 0 pour k==h et 1 pour h==%.
Cette formule coincide exactement avec celie du § précédent, laquelle
nous a servi pour la démonstration du troisiéme théoréme de Lie.
Ainsi nous avons trouvé les fonctions ¢ de la formule (54) et nous
aurons:

(57) w'y =y 4 (2 Vg U,,) uy -+ —;—I (Z vk UA.)2 ..
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Ce sont les formules de-transformation du groupe paramétrique.

§ 7

APPLICATION DE LA FORMULE DU PRODUIT A LA DEMONSTRATION IMMEDIATE.
D'AUTRES RESULTATS RELATIFS A LA PERMUTABILITE DE DEUX GROUPES ET
: A LISOMORPHISME,

Pour montrer la fécondité de la formule générale trouvée, nous allons
esquisser son application & la démonstration d’autres théorémes. Ceux qui
connaissent la théorie des transformations dans ses détails apprécieront sans
doute la simplicité de ces nouvelles démonstrations 1).

Supposons donnés deux groupes & un paramétre, engendrés respective-
ment par les transformations infinitésimales X;, X,. On sait que pour que
deux groupes soient échangeables entre eux, ¢’est & dire pour que le produit
d'une transformation appartenant a un de ces groupes par une transformation
appartenant au second soit indépendant de 'ordre des facteurs, il faut et il
suffit que (X, X,) soit égal & zéro.
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Or on treuve immédiatement ee résultat par la seule formule (31),
car lorsque X; doit rester inaltéré par le changement de X; avec X, et
de ¢ avec ¥’ et pour systéme quelconque de valeurs de £ et ¢/, cela doit &tre
aussi pour

WYX %) +y"eX X X)) 4.0
et done, aussi pour
YK X)X X )+

Mais échangeant X, avec X, et # avec ¢’ on a:

V(X X))+ (X X )+

et comme cette expression doit coincider avec la précédente pour un systéme
quelconque de valeurs de £ et ¢, on obtiendra (X; X,)==0.

D’autre part, si (X; X,) =0, seront évidemment nuls les autres cro-
chets dans la formule (31) qui se réduit a:

X, =iX, 41X,

et reste inaltérée pour les changements indiqués. Ainsi le théoréme est
démontré.

Soient donnés deux groupes engendrés respectivement par les transfor-
mations infinitésimales Z, ...Z, et ¥;...Y,; supposons que ces groupes
soient isomorphes et que la transformation infinitésimale du second laquells
correspond & la Z, du premier, soit précisément la Y, de sorte que nous
avons les relations:

/ r o
(21 2) = E Chis Zs 5
s=1
(58) .

(Y. Yy = 2 Chrs Ys )

s=1

I'identité des nombres ¢ dans le premier et le second cas définit, comme on
sait, 'isomorphisme entre les deax groupes.

On sait quen écrivant les transformations de deux groupes sous leur
forme canonique et quen faisant correspondre entre elles deux transformations
auxquelles correspondent les mémes valeurs des paramétres, on a la pro-
priété, qu'an produit de deux transformations desdeux
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groupes correspond dans Tautre le produit des deux
transformations correspondantes. Cette propriété qui &tablit
une analogie parfaite de Visomorphisme, comme il est défini par Liie dans
sa théorie des transformations, avec celui de la théorie ordinaire des substi-
tutions, se démontre dans le Traité de Lie (Th. der Transf. Leipzig. 1888.
I, p. 293, 418—420) en recourant 3 la théorie du groupe paramétrique.

Or notre formule démontre cette propriété immédiatement. En effet,
ayaht supposé que X;, X, soient deux combinaisons linéaires & coefficients
constants des expressions Z, et que X, M, X,® soient des combinaisons liné-
aires analogues des expressions ¥, la transformation qui est le produit
des deux transformations

w"fzw'i+—1tTX'1 mli+ e

(59) p
o= 2e+—1TXg zi4 ...
» sera:
f
(60) w",-=m,~’—|—T X, x, + <oy

X, étant donnée par la formule (31) qui & l'aide des premiéres relations
(58) se réduit & une combinaison linéaire des Z & coefficients numériques
dépendant de t, #', 5 et des e. Si maintenant on passe du premier groupe au
second, laissant les mémes # et #', on doit seulement entrechanger les Z avec
les Y et done les X avec les X®; la transformation X, relative an nouvean
produit sera la méme combinaison linéaire des ¥ que l'est la X, des Z, puis-
que les coefficients ¢ restent invariables pour le passage du premier groupe
an second. Le théoréme est donc démontré.

11 convient de remarquer que cette démonstration est valable indiffé-
remment pour I'isomorphisme holoédrique ou mériédrique, tandis que la démon-
stration donnée dans louvrage cité de Lie ne posséde pas cet avantage.

Milan, Aoiit 1902.
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J. SOCHOCKI,
ZASADY TEORYI FUNKCYJ ELIPTYCZNYCH.

§ 1.

OKREéLENIE 1 WEASNOSCI PEWNEJ KRZYWEJ STOPNIA TRZECIEGO.

‘W szeregu krzywych stopnia trzeciego istnieje jedna, ktorej rola przy
pewnym sposobi€ Zapatrywania sie jest podobngdo tej, jaky -odgrywa kolo
wzgledem stozkowych. Z krzywg ta spotkali$my sie juz w pracy 0 réwna-
niach stopnia trzeciego i cawartego’), gdzie przy jej pomocy rzuCOnO NOWe
§wiatlo na - pewne pytania, dotyczgee wlasnosei pierwiastkéw réwnania
stopnia czwartego. .

Ziwracamy sig obecnie do tejze krzywej stopnia trzeciego 1 post'a,ramy‘
sie pokazaé, ze nkrywa ona w sobie zasadnicze wlasnosel funl'ccyj ehptyczzr
nyeh, dajgce sie wyczytat na niej w sposob podobny, jak zasadnicze wlasnosei
funkeyj kolowych wyczytujg sig na kole. . ) o

Aby naszym rozumowaniom nadaé wiece] rozleglosci, zmuszeni Je-
stesmy do krzywej danej :

® Y2 =42 —g, T — 7
dolgezyé druga z nig sprzeiony, a okreslong réwnaniem:

(2) ?;’2:’“(4’53—’925"“93)

1‘) Prace matematyezno-fizyezne. T. X, str. 164.
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