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ZASADY RACHUNKU ITERACYJINEGO.

NAPISAE
%. E. BOTTCHER.
Czesd trzecia

(Dokoniczenie 1).

§ 16. Stawiamy. twierdzenie: Jezeli funkcya f(z) 1o7w11a
sigwpewnem otoczeniu punktuzna szereg:

. f(P+ )(m) et L "
f(2) —z=(2—ax) + L—0="L o) (z—x)? —-’— (P‘H)’ (z—a)pte - ...,
‘wtedy wobrebie calego obszaruzbiezno§ei iteracyj-
nej, dotgeczonego do punktu z, zachodzi wzér:

W -(Z”_m) ZPMVn 2+ P logn 4 B (2)

przyczem ma byé limR.(¢) funkcyg zmiennejz oznaczong
iskoficzong. =

Zastanéwmy sig nad tem, jakie wnioski wynikngé stad musza. Obli-
czymy spétezynniki Py, /4, .. ... , Pu1, Py 1 okazemy, ze beda one liczbami
stalemi, od » niezaleznemi.

Podzielmy obie strony réwnania (1) pizez 5, a otrzymaimy:

log'n R, (2)
2 R P
@ n (zn—w) + e n
e - r=1
p] Patrz Prace ma.t.—ﬁz. t. 12, str. 95 —113. R

Prace mat.-fizycz,, t. XIIL 23
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Napiszmy dla krotkosei:
- 1 1oy 5 -
(3) n (2”_$)—In+ Qs
dla dos¢ wielkiego n mozna bedzie uezynié @, dowolnie malem. Napiszmy:
) 1 Lo Qn
& s (zn—-:r)—Po (l * ./"U)’
a otrzymamy: L
Pt Q )\
n ey =57 (L]

i zarazem :

v ~ £ Qu
Vnk (g, —z)f=P, » (1 _i_m)
P,

Na podstawie zrobionej juz uwagi co do @ mozemy podaé nastepnjgce roz-
winigcie :
k420

¥ bt | ke
6 T st =P =BT Gt D p T g

p.2p

§1%. Wesmy pod uwage wzér: '

=Dt B By Bologn | Bele)
2 frai=t " "

Rozwijajac na szereg analogiczny dowolna potege wyrazn @, otrzymujemsy:

G = P, + Py + Pig + Py + s Pip— + Pl‘pldg" ‘i’ Ri,(2)
O N T 7T Pt " §
Q= Po.: + Peg | Pos ot Loy + o u(2)
v ffﬁf_a If}“; ]},3;4 ]5”1»—-1 7
Q= Pz | Pus , Papm Ban (2) .
s = o o T T "
Vn3 Vnt Vnr—1
it. d., wreszcie:
3—1:P_?:L1’—J +£t;—z&; Q£=ﬁﬁfl; ﬁanﬂf""—‘_O-

A
Vet

icm
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W.idzimy, ze gpéiczynniki P, ; daja sig Tatwo wyrachowag jako funkeye
}algebralczne, wymierne i,calkowite spélezynnikéw P, P, .... N

§ 18. Zasiﬁ:o§ujmy w rozwiniecin gléwnem tresé poprzedniego para-
grafu, uwzgledniajge jedynie potrzebne Wyrazy jego, a otrzymamy wzor:

ey —p kG (B L Pa | P
r P N s SISEPR
Vu Vnl I'n?
o+ Py + Py ,logn 4 R,,n}+ k(lk+p) P_(£+g) 1§ P,
o M
+ 52.3 + Py + ..+ Pop + B3, (2) }
ZE I : Vot "
(6) k(k+p) (k+2p) -(£+3) Pz . P Pry—
— 2 PETE) p =G {h'_+—" 4+ el
223 Var Pt =
Rs,n (Z)
+ )+
1 J(Rp) (e4-2p) o ep®—20) (£ 1y} [ Pper, g
— 1) +o—1) f Fp1,p1
(=1 p.20.2p. ... (p—1)p £ G ) = +

! Ry, 4(2) E(E+p)(-2p) ... (kp*—p) _ _(E By
+ " }+(-1)P p.2p.20...p.p o (p+p)__z’n@'

Sumeg tu przerywamy, poniewaz nastgpne wyrazy beda wyzszego, anizeli
n, stopnia malosei.

Zbierajge wyrazy podobne, otrzymujemy:

K K
VaF (eu—opp = B3 — £ B~ G, Pl -
. r Vn
k _(k k(k (k4 ' 1
+ [—-?ﬁ P, (zv _“) Py 4+ %—}Z-Z—) A (y + ) P, J

Yl
+H— g2 G pyt KD 2o G4

Ie(e+p) (+2p) , — (£ 43 11
___———-~——p.2p.3p P, (p ).Pa'slﬁ;? -+
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(o (ko 3 19, Zajmijmy sie teraz i
'%[—]—Po G+ ) o+ J ;]5 ;:?) =G + )P.; STUREA § jmijmy sig teraz zbadaniem sumy:
¢ s : m=n—1
o k) () (e =2p) () I Y (eua).
Sl p.2p . 3p. L (p=1)p £ £ —“’_1] r— =t
Ve Sume te okresli nam wzér:
log Sk (2) . - : Y r k ¥ ¥
ﬁ_R) (+ “)p,v_y_*,_ﬁ'__v., 1; £ x L
p n " P P wf _) (* ? }_)y ( 1 )p 1
| Z( \(1 2“”3+ """ vyl
Wzor ten mozemy napisaé proseiej: ) e+l ) [ K+l
‘ . 1y2 j1yr j1ye 1 y#2
: A , P, P, m{(m) <) )% - (W !
ey LB B PO [Py By PO BRI+ 7)) +=)
( T~ e : e .o SRR r40 bhe st i
L : L G ffLV2 g1y 2 1y 2 1 \? )
! N Py — —_ el )
________ -+ (PosPh.Px - Py—l]tk) + [R‘,B’J(A)lo_gjb_ﬂ_‘é"_"ﬁ (S)Q +[1PUTP1)P2] {(1) (2)+(3)+ e e +(7’l-—1) f
_— ' V'm’—1 T oon , ) " '
Wyraz ‘ + -
[Py, Py .. P,|® , 1 1 1 1
_ T L e L
jest pewng funkcyg algebraiczng spélezynnikéw Py, P, ... P,, ktéra wyzna- B e
czamy na podstawie pelnego rozwinigcia, dopiero co polanego, oraz wartosei Tia(z) | Tral2) Tia(2) T f2)
P, ;, ktore obliczamy z § (7. Z tego wzoru wynika: T i M + TL: +oe FL—]——
v 1p+1 ng+1 V3t ¥ (n—1)ptt
e [P® | [PB, P]® F, P PJW
(Bn—a)r= - 0_1] + Lfy B, ] -+ Przy pomocy teoryi szeregow dowiesé mozna, ze dla »<Z1:
VN" an.n V’ILH“) ’ ) . p
1) . . : 9 1y 1 ,+ 1y, 1 Vv m““‘ u
... [Py, Fyy 12, o Py ® + Lo (2) ' ( (T)+ (T) (-?) T + (ﬁil) - + nme
" .
Var Vnrt! gdzie M,,,, jest pewng liczbg skoficzons.
Mamy wige twierdzenie: : Podsta.wmy wzér (9) w rozwiniecie (8), a otrzymamy:
Rozwiniecie } S . Lk ) _Fl
~ 3 oot = (B0 ) 2 P {: d ,j;l =
1 » P, P, P P__ ,P,,] 3 ___{_ ,
(;j::;) pil l it wlis SERRRD 4P Blogn | Bl = '
b I'nt ¥ n? an’*‘l " "
B . af \
pocigga za sobg rozwiniecie: ' -+ M,,,} S T [Po, P, .., Pp_k] {logntEy.
P [P]® T [P,, P}® R [P P1,Pg, o Pp]® + T (2) Tia(2) 4 L@ Tro (Z) T + M ,

P " . N ) S
Vak Vi Ve Vi ‘ LR yarei - Vin—1)rH
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i ostatecznie bedzie :
m=n—]
i B]® ok [Py, £)® 1= 2t
g(zn ) 1—_£.ﬂ, » + _’k_H—_n )
- P P
[Pg, Py Pyl® k2 By, Py Py ey oy J® —1
(10) +_—L_}c-t—2?_ B I [Bo, &, mp—)-lp k] o
PR .
¥4 yJ
Py, Piy Py .y Ppies Poi]®
B Bo B B Bl gy g, ),

przyczem dla krotkosei prayjelismy :

Uku () == [By)0 My, A [Py, Py[® My, ... [Poy Py ey Pp_si]® M, i

By Pry oy Py B 222y Teale) g Toenle)
Vi Vi Vin—1pF )»+1

Funkeya ta jest zawsze skoficzong i takg zostaje takze w granicy, gdy
przyjmiemy n==co

§20. W art. 11 s[r. 107 Tomu XII ,Prac matema.tycmo-fzycznych
podali§my wzor:

11y mpfeE | T
(Zn—zb) (z——x) CESTE + 4 Z (#m —1)
m==]
m=n-—1 —
-+ 4, Z (zn—2)? + 4, Z Em—a) . ... ..
m=1 m==1

Zastosujmy tu wzory, otrzymane w poprzednim §, a otrzymamy co
npfety (x)

118.Stgpu e:
(3" -4‘) ( 2 ) Y4 +1)!
( )
[l D]

] [Py 1 F,,P,v 2
“]“1111*1« n' T +[~L_—~——é '~ 7 4 [Pol, Pj’sPs]w "l‘%'i“ S
p » Ty
p
4 lP"' I il -Ez»-ﬁ}(j A ""1 :Pl)—l] o)
Il 1
r

4 IPF,

Ing 1+ T (2)

1 ©
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@)
oA, |L9]_?_ 1-~ [PO’P] 1-“_;_ [Po. Pl’fﬂw n“‘;-}- .....
|1~ -3 1—=
b4 ’ »
P, P @ 21 ] @
A [£o p_fl’ 3]® w7 _§.E91_€L, 1’££i log n + Uz g)}
122
r
+
TPJe-% =t [P, P (p— .
+‘P—1 {1 01})__1 n! + [ 2 ] gn‘}'Up—ln(z)

r
b a8

Pozostale wyrazy dajg szereg zbiezny.
Jakoz w granicach zbieznosci rozwinigeia:

logn + Uy @) + 72 (@),

Ayt (g—@)pF! 4 Ay (z—appt? +

ktére, objgwszy z, tem samem muszy objaé zavazem i 2y, 2y, 23,2, - . . . , Za-
chodzi nierdwnosé :
| <lez—z | K

| Apr (2—2)rHE - dype (=)t L.
gdzie K jest liczbg skonczong.
Otbz z wzoru :

m=n—1

Vae) = 3, [Aw (Em—H s (TP ]

m=1
wynika :
) . mz=n—1
T < ‘ { s (omm) 1 + Ay (Gt !
=1
m=n-—1 m=n—1
- 2 | tw—a | E <K S‘ | Zm—s | 1)
m=1 m=1
. 15) . . L
a ze 121:7, (2u—)2 = p(zzj(i”)(w) . wiec szereg X |z,—ax |2t jest zbiezny ,

co pocigga za sobg zbieznosé rozwinigeia, przedstawiajscego V.(z) nawet
wtedy, gdy n=oco.
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Zbierajac wyrazy podobne, otrzymujemy:

Ly e AR o
(z,.—~m - (p+D1 1 1L
P
b
+ {4, 1P, P)O + 4, (P1Y) 2
1—-=£
)
3
+ {40 (2o P PO 4 4y (£ PP+ 4 (B0} S
1
D
+
+{A1[P°,P,,P,,. o Paa 0+ Ay [Py Py Py Py ]@
1_1’_—:!
..... - dya [Py B0+ o [P}
12
»
A By Py Pree o Byt P Ay [P Py P Broal® .
o Ay [P P10+ A[PJ Hlogn+ s ().
Otrzymujemy znéw rozwinigeie pierwotne:
1 v o 51— L -2 1'—211
(%_m)= Py + Bl ™5 + Py’ T v 4t Pyt~ 5 +P, log n+ Ru(2),

skad wynika caly szereg wzoréw, pozwalajacyeh wyrachowad spétezynniki
P; mamy wige:

_pfet) (x)

SR ==

(- ) r=arro,

(1= 2) 2= 4 (20 P+ 4,210,

3
(1= ) = APy P B - Ay (B PO+ Ay [P
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- p—1 . . )
(1~ ”-p—)v,PH — Ay [Py Pry sy Byl A [Py Py, Poa]® L
b Ay [Py, P - 4, [I_’n]"“”
P, = A, [Py, Py, ..., Pps]® + 4, [P, P, Ppgl®4 . ...
‘‘‘‘‘ Ay [Py, Py, P2 A, [P, Pie) + 4, [P,

R, (2) = Wa(2).

W ten sposob spétezynniki P, . .., P, zostaly obliczone.

§ 21. Streszezajac powyzsze wywody, mozemy powiedziec:
Wzbér pierwotny

(>+1) @+2) ()
fe) —2 = (e—x) + fﬂ—i—l()m') (z—ayrtt 4 f}_}_); (vx)ﬁhy .....
pociggazasobarozwinigcie:

e

ktorego spétezynniki wyznaczamy na podstawie wzoréw:

: : -1 _2 1
1 P54 Pyis k.. .+ Ppang Py+-Prlogn + Ri(z),

(1] Pom P Prr s Pl b [Py o, Pocal® o
Ay [Py Py Pecl® o A [P P A [P0
' E=1,2. 00 o
P -p—f(ﬂ"")(x)
¢ p4+11

Spétezynniki 4y, 4y, 4., ...
1 7 1 » f(p-!—l)(z)
(zl——~x)_‘ (z—a;)

e
element [Py, Py, ...

znlamy z rozwinigcia:

Ay () + Ay (2 w}ﬁ + .

P4 znamy z okre§lenia:

R L =
_ v(v17+g:](v%+pzp) PO_[?H]Ps,w
(o 2ROt (v+m¢—p) prlsrelp oo

».2p.3p-.

]
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Spélczynnlkl P Pogy. oy Puy, glzie pLp—1, otrzymujemy
w ten sposob, ze Py jest spol(‘,zynnlkxem pPrzy ., W rozwi-
nigein:

wedlug potgg wielkodci w.

§22. Na podstawie powyzszego otrzymujemy wzory nastepujace:

li“;[( (Z»w:c),l = Py,

s [ (- 5] = 2.

In—

31:11;[(%)? (z,.iw)p— o i~ B 1ZT] =5,

-
-L)IF( L )P P, VnP - — P VnP— i ) Vn] = Py,
" &3~ D,
111y Vw Vs Vi ]
ulzec[log (z,.——x) P“log'n -5 Togn -~ = B logn 1 — Er s

lim [ 1 x)”;Po Vv - P V#s — ... — Py V- P, log;n] = A(2),
przyezem 4 (z) jest zupelnie okredlona funkcys zmiennej z. Funkecya A4(z)

odgrywa tu tz sama role, co algorytm Koenigsa w odnusnych badaniach.
[Prace mat. fiz. tom XTI, str. 98, § 1, algorytm B(z) 1.

§?3. Teoryap Leau. Pan Leau wrozprawie:  Htude sur les
équations fonctionnelles & une ou 4 plusienrs variables“, Annales de la Fa-
culté des Sciences de Toulouse, tom XTI, 1897 E; Chapitre [II p. 29—40,
IV p. 41—61), oglosil swoje badania, z ktérych najwazniejsze punkty, bez
cytowania dowodéw, strescimy tu, stosujac znakowania do obecnych badar.

Rozwinigciu
e+ () @t ()
(p+D! @+

odpowiada-wielomianstopnia (pHi)ye wzglqdém zl
r - -

f(s) —2 = (2—z + (g—az)ptt + (g—a)yt2 .. ...

icm
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D L, D, ‘ Dpya.
Ple) ==+ G F.oo0+ Ty + (=

czynigey zadoséd warunkowi:

F0)(&) Plf(z)] — P(2) = @, (z—2f + Qpuz(c—z)pp + .. ...

Uwaga. U p. Lean (str. 45 L c) zamiast f(z) jest znak (,u(z), nast@—
puie przyjeto =0, wreszecie, zamiast p jest i—1.
Prawo to pociaga za sobg caly szereg wzordw :

lim {8 (—a) + %’;iL} —0.

u=oo

. _ ,Dp_H { 1 3 Dy |
..ll_f‘io{n('z"_w)ﬂ 1+ p \z,,-ux) + 7 __1(

. — .Dp+1( 1 \? D, { 1 Dp-ay
,}me{"(z”_w)p Tt P \zn—m) +p—fl\z»——x) * p—2 }_ o

1y Dp( 1 )11—-2 _Di( 1 . D;,_
vnrn {n(z,,—~af) + = ; (z,,——r) o+ o | P I 3 z——*—x)‘{“—‘] N

3

Dy 1 ) !
Sn— X ug(7~u~)

+D,(~L)P-1 1 iD,(1) 1

lim {n(log( w—i)) 1+

7 — = — D V=1,
p—1\z— log (gy—2x) 1 \ta—z/ log (ta—2z)
AN 1y D, (_7 1 7’“'1~.L
,‘lﬂnw{ n+ ;r (,;,'_.:i) 1 p—1 z,,—rr) '
L+ % (:_ L;) — Dy log (za—a) \ = B(e)

prayezem B(2) jest funkcys zupetnie okreslong zmiennejz (Lieau L c.
str, 46) . . -
Aby wyznaczyé spotezynniki Dy, Dy, Dy, . . . . Dy, obliczamy :

. D,
Pf(z) = Py L. 4

D ' Dp+1
St ame T e T

Tyt
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i roswijamy wediug poteg wielkosei (z—x)
Dy Dy Dy Ds
Prfe) = “o—apt + (z—m)? -t (z—x)® + (e—m)2
D 1, M 17T f(p+1) (‘T>
1
o 3_5‘ Gt Ci(e—) + Gy (=)
mnozymy przez ’ |
ForD () f et (w) o
Tk o (e Ty e

[0(2)=

i rozwazamy roznice: : i
() P[f(e)] — P(2) = E,+ E, (3=—x) + E, (#—ux)*
E,_1=0, E, rézne od zera, otrzymamy caly

Kladge E,=0, E;=0
(1) (g
FotD () Dy=10.

=Uy « e vy —
szereg réwnan, ktére, jak to latwy rachunek wykazuje, przybierajg postaé
Flet2 () .
ot (D1 o

o) (g
f (.1) Dp_1 = 0.

(p+2)!
f(p+a>(x) n {2 ()
_ (p+3)1 Doss (p+2l 7F T+ DI
_f((ﬁ-{»l)(z) f(p+3)(x) f(p+l)(x) . fotb(z) :
“wrny Pent gy B ey Pt gy Do = 0
fm) (x) Fe—1 () 'f(p+!) (x) e
2p) Do @pr—1)1 Dyt + (@+D D, =0.
f(2p+ly($) _ _1_ f(p+2(‘1,22 f@r)(,q;)
{(2p+])! ) (w+1)z)} ot T @)l T
f‘”*”ﬂ _
ST D, = 0.

{p+1)!

Majac wolny wyboér spétezynnika D,y , przyjmujemy
fEtl(zy

Dppa =

poczeniotrzymamy podang juz tablice wzoréw
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Jezeli jest

(13)
Twierdzenie !
(et +

(7+1) (z)

24. Zastosowania
C(e—a)l

() — & = (g—a) + -1
e R (A VR

to szereg
(z—x)p'H + (.zl
w calym obszarze zbieznodeci iteracyjnej, dolchy—
nymdopunktu 2 jest zbiezny.
__ pfetim)
= (})_‘_U‘—ULI} nas, ze

Wzoér limn (2,

K

‘ I 2y :1:[ PR

i V'
gdzie K jest liczbg skonczony, Stad wynika
[z"——mlF'H ‘/ K 1

142
n r

a wiee szereg:

’ A e T L

jest zbiezny, co poci@ga %4 sdbq, zbieznodé szeregu:
(a—z)rtt + (z,—a)ptt 4 (zg—2pt 4 L
Twierdzenie 2. Jezeli funkcya F(2) rozwija sig

w najblizszem otoczeniu punktu z naszereg wedlug

rzeczywistych, dodatnich, nieogr aniczenie rosngcych

potegréznicy (¢—2):
F(z A (z—wY + 4y (z—a)2 4 ...
Pyl <

2) + Fley) + F(2))

toszereg
F(z
jest wodnosnem otoezeniupunktu z zbiezny-.
Szereg ten okregla funkeye, czynigey zados$é rownaniun funkuymemm

5 (&) + F(2)

E (2)

Stad wynika bezposrednia calkowalnesé réwnania funkeyjuego typu (I), gdy
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(f(z\ staje sxq zerem W punkcie x, & zarazem P ;)ZJH == liezbie skot-

czone] w punkeie , choéby » bylo liczbg mala lecz skohezong.
Twierdzenie 3. Jezeli funkeya &(z) rozwija sie w otoczeniu

punku « na szereg:
(I)(z) = 14 4, (Zv—x)" -+ A,2 (l—w)’-=

tonw odnosnem otoczenin a:]est iloczyn
Do) T (z) P(z)

zbieiny.
Tloezyn ten okresla funkeye, czynigea zado$é réwnaniu funkeyjnemu:

(In E(2) = D(2) & (#).

Stad Wynika bezposrednia catkowalno$é i'éwnania fuukeyjnego typu (II),
(z) log &(z) R

gdy Tz staje sig zerem w punkcie x, a zarazem ————(Z pee == liczbie

skonczmleJ w punkeie z, choéby » bylo liczba malg lecz skoiiczona.
§ 27. Roéwnanie funkeyjne typu (I), gdy:

| F(e)= A (s Ay ek gy A<,

& zwlasmm w tym pxzypadku
sypu (I1);, g

B(2) =1 + 4, (z—a)+ 4, c—a)e+

nie daja sig catkowaé za pomocg bezposredniego rozwijania na szeregi, lub
iloczyny nieskofczone; wypadioby szukang calke na innej drodze wyzna-
czyé. W pracy niniejszej ograniczymy si¢ co do tego na nastepujacych
uwagach. Roéwnanie funkeyjoe, ktéresmy w § 1 rozprawy niniejsze]
(Prace mat. fiz. tom XTI, str. 96, 4°) nazwali réwnaniem funkcyjnem Ra -

musa:
Ff(e) = fO (a).

calkuje, jak wskazal p. Lieau (I c. str. 43), algorytm Lémaray’s, mu;—
jaey w tym przypadku postaé:

gdy 2,<C0; jakotez réwnanie funkeyjne

, gdy 4 <p,

F(2),

(en—ax)ptl
A AT e

Diz) =

ZASADY RACHUNKU ITERACTINEGO.
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P. Leau dowodzi tego w ten sposoh, ze algorytm ten pisze w postacis i

( 24— )P-“ : ( Zy—x yPr
z—x) zl—a") ‘

[0(2) f(z)

rozwinigtej na iloczyn zbiezny.
Uwaga. P. L6au przyjmuje &= 0, -my przyjmujemy znak f zamiast
@ i ktadziemy i=p-1.
Piszemy F(z) = (; —)P 1 D .z) B(z,) @(zg) c e

(z—a)p+ -

przyczem:

+D/om e, (D () e
i L )”+1+ . e
‘ ]‘(U(z) 22— - ] fm+)(_L) o fw+)w) R
1 (p+1)! (e—a) T (p-+2)1 ‘z“f”) +
stad wynika & (z) = =1 —{4.4.1 (z—z)ytl 4 4, (*%m)Pwﬁé' L ko na
mocy twierdzenia M 3 dowodzi zbieznosci podanego iloczynu. Mamy wige:

Twierdzenie 4 Réwnanie funkeyjne

Ff(s) = fO2)F (),
roAzwiqz'uje algorytm:
. (zn_.m)lH-l
m e

Jak sig zachowuje ten algorytm w otoczeniu punktu z? Czy moiﬂa go
rozwingé na szereg wedlug poteg réznicy (z—)? Na to pytanie moznaby da¢
odpowieds raczej przeczac g, opierajac sig na tem, Ze odpowiedz
twierdzgca w postaci wzoru:

F(z) = B, (5 -x)PH + B (g—ayte 4 By (e—xy¥h L L,
moglaby sie ostaé jedynie wtedy, gdyby algorytm byl zbieiny w pelnem
nieskoriczenie malem otoczenin punkfu &,  a nie w jego niektérych wyodre-
bnionyeh wycinkach, przegrodzonych wycinkami, w ktérych algorytm ten
nie jest zbieznym.

§ 26. Na szczegélné uwage zashiguje caltka funkeyi F(e), t. .
funkeya : | X
- T de
20=) rg-
-


GUEST


365 s “h. B, BOTTCHER, =~ "'~ - v (laﬁ);

Funkeya ta w .postaci:

. 06 d 1
.:(43‘)—"1_1co Cazftl —  plan—a) + O
daje nam wiasnie funkeye :
L YLV B per P |
61 ay =~ 7(5,_95) o T |
k 4+ £ Pp—ﬂ Vn 2_*_}_)!‘,1, Vﬁ_j— -l%’i— logn~+ O,

- gdy przyjmiemy # ==oco

Jezeli odpowiednio wybierzemy dolng granice a, to bedziemy mogli
przyjgé Cy=0.

Twierdzenie 5. Réwnanie funkeyjne:

(5) =1-4E(),

rozwigzuje algorytm:

E (&) = lim {-- % (
n==c0 0

)+ +—————1/'n7’ ‘+

& X,

e e E

0

Prs f | Ppt 2~ B
5w+ 7, Vn + B log n} ,
ktéry mozemy podaé w postaci:

(1)
E(s)——i RO

(fu H—=rH’ '
réznej tylko o staty C.

Dodajmy jeszcze, ze:

-1) dowolny punkt & wybrany byé moze tylko w obrebie oqumu itera-
cyjnej zbieznosei, dotgczonego do punktn

2) droga catkowania nie przecina nigdzie konturéw tego obszarn;
nie wychodzi po za jego obrgb (2 wigc nie otacza granicznego punktu z,
ani przezel nie przechodzi).

§27. P. Leau w pracy swej (L ¢. str. 49) otrzymuje ten sam algo-
rytm, aczkolwiek w odmlenueJ postaci. Trzymajac sig naszego znakowania,
otrzymujemy catke réwnania funkeyjnego:

icm

an ZASADY RACHUNKU ITERACYINEGO. 369

Bie) =1+ 2 (),

. w postaci:

1

i o Dot (L Do (L, Dy Ly

p—1 \gy—2z P—2 \Z—=
D, 1
|

)— D, Jog (sn—a)} .

-
P. Leau znajduje algorytmy, jakie tu wystepuja w nastepnjacy
sposéb: Wprowadza forme P(z):

—_ 'Dl D2 D3 Dﬂ-!-l
PR = z—x + (e—x)? + (e—x)3 aRREE (g—az)ot?
[przyjmujae w swej pracy =0, p41=1i], oraz forme:

D :
T T e

Dy
ple—ax)y

p (@) = +

‘Wreszeie wprowadza forms:

Fle) =[—y(z)+ D, log (ay—=)] — [— p(2) + Dy log (¢—2)] — 1,
(vide 1. ¢, str. 46) sam za§ algorytm Z, (z) otrzymuje w postaei:

5 (s) = —p(2) + Dy log (z2) 4 F(2) + Fle) + Fleg) + ...

Algorytm ten jest rozwiguaniem réwnania funkeyjnego:

Zachodzi tu zwigzek E(2) 4 £
wyznaczali.

(#) == stalej, ktérej tu nie bedziemy

§ 28. Na zakoticzenie dodamy kilka sléw o iteracyach funkcyl f(z)
0 dowolnym wyktadniku. Oznaczymy dla krétkosei:

2 —2= (Z),
32—‘22’1"}"Z=1A2(z)1
Z;;—~332+331 —‘5:‘\3(3)5

Prace mat.-fizycz., t. XIIy 2%
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a ofrzymamy nastgpujgce: o
Twierdzenie. Rozwinigelu

F(5) — @ = (=) - a5t - s (z—)
odpowiada rozwiniegcie:
Ar(z) = Ap1 (=) F dop(z—a) > L

Dowé6d przeprowadzimy metods indukeyjnag, przyjmujzgc., Ae wzor
jest prawdziwy dla r=1,2,3,...,0 1 dowodzgc prawdziwosei jego dla
r=gp+1.

W tym celu przyjmujemy :

m==

N —

p=1
Zgodnie z okre§leniem mamy:

Aot () = Ae(2) — fe(2)
a wige mamy :

deti(z) = 3 g [(m—apein — (z—ayein ],

m=1
Wiemy jednak, ze wzor :

(2y=2) -+ (z—x) + tppr(e—a)rt + ...
pociaga za sobg:
(2, — @) = (—a) + Qpp(z—aP .. ...
Stad, po podstawieniu, otrzymamy ;

m=00

At (@) =3 Agm [Qpta (sr—atrets ]

Com=1
(znak +-. .. obejmuje potegi Wstze, anizeli pierwsza, wypisana), mamy

m=00

seti(e) = 3, (g bm) s Agu By T AL
m==1

a wige istotnie : i
Aot (g) = Ay, 1 (z—m)plet 1 p Ao, (z—m)pletde 4 L ,

19) ZASADY RACHUNKU ITERACYJINEGO. 371

przyezem wypada:
Aot 1 = (po+1) @pis 4p.1

o inne spétezynniki—nie pytamy.
Twierdzenie wiee zostalo ndowodnione.
Réwnoczesnie otrzymujemy:

Ayy = (pF1) 0%415 doi = @p+1) (pF1) abpss, . . . ..

Ari=1.(p+1) @p+1) . . . (pr—p-+1) apys .
a takze :

@) = 1. (p+1)2p+1) . . . r—p+1) @y (z—2)r+t L. .

§29. W nieklérych rozprawach o iteracyach czytamy, ze iteracya
funkeyi (2}, 0 dowolnym zupelnie wykfaduiku, da sig rozwingé przy pomocy
wzoru : )
. 15
=2+ 1

Daeq M0 gy HEDED) 4,

1.2.3

Otéz sadzimy, ze tak nie jest, przynajmniej w otoczeniu punktn z. Jakoz
obierzmy na |z—z/| liczbe tak mata, aby moina bylo przyjsé:

A"(z) = 1. ([)“{"1) (2])—]—1) (3_29—[—-1‘) e (7)7'_1;_[..1) @pi1 (z——x)P"H;

wzor formalny bedzie miat postaé:

() = (=) . 1y =t + LI (petyaty s (rmape

FLEDOD 1 (1) @) atpis (st .

Stosujge do szeregu moduléw kryterynm :

U —i
Do TLT:FTH‘ (1) s [o—al?,

znajdziemy, ze stosunek ten w miarg wzrastania liczby » ro$nie nieograni-
czenie, szereg moduléw jest wiee bardzo szybko rozbieiny, albowiem sto-
sunek kolejnych wyrazéw i one same rosng nieograniczenie.

Rozwiniecie tak okreslone, wspominane w pracach Schridera
i Bourleta, jako prowadzace do szeregéw rozbieznych, jest
wuwazanymprzypadknbez znaczenia.



GUEST




