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In the particular case, when P involves no operator of order pEitiseasy
to see that the operators of each of these quotient groups may correspond
independently to all of these powers, so that I, includes I, and the direct
produet of m eyclic subgroups of order p—1. In this case the quotient group

of I, with respect to I, —112— is of order (p-1)". Itisclear that this quotient

group is always contained in the largest subgroup of A which includes no
operator of order p and hence is always abelian irrespective of the type of P.
‘We proceed to find its order.

"To attain this end it is convenient to observe that after the indepen-
dent generators of P have been selected in any particular manner, it is
always possible, by changing at most one of them, to assume that any arbitrary
operator of order p in P is a power of one of its independent generators. In
the group generated by the remaining independent generators we may select
an independent generator in the same manner, ete. Liet P, be the smallest of
the subgroups P, Py, .. ... , Po which contains an independent generator
(t;) of P such that the powers of # include P,. TLet Py (B=a,) be the
largest of these subgroups which is generated by t,. The operators of Pyts
which are not contained in Py, (Py41 — Pp)do not include any power of 1.
If they include any operator of order p, this is necessarily true when §, =aq,,
let #, be the independent generator of # whose powers include this operator.
It is clear that in the holomorphisms under consideration the independent
generators #,, 7, can be made isomorphic with their various powers indepen-
dently of each other.

On the other hand, if Py 4; — Py, contains no operator of order pall

its operators are of order p+* and #, may represent an independent gene-
rator of P which includes an arbitrary operator of order p obtained by
multiplying one of these operators of order pht! into a power of t,. In this
case the holomorplhisms under consideration require that %, should correspond,
to its y power (y=1,2,..... ,p—1) multiplied by an operator of Pg,. whene-

ver ¢, corresponds, to this power of itself, T.et Py, be the largest of the .

subgroups Py, P,, ..... » P which is generated by # .and ¢, None of these
operators are found in Py, — Py . If this contains an operator of order p
the independent generator (4,) of P whose powers include this operator, may
again be made to correspondtoits 1,2,..... »#—1 powers indepenpently
of the correspondence of the others, etc. Hence the order of I, is equal to
the order of I, multiplied by (p—1)*, wher [ is the number of times that
a set of operators like Py 1; — Ps includes operators of order p.
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NIEKTORE ZASTOSOWANIA TRORYI KONGRUENCYJ LINIOWYCE

WSTEP.

Poczgtek teoryl kongruencyj liniowych, t. j. ukladéw linij prostych
w przestrzeni, ktérych réwnanie zalezy od dwu parametréw, dal Mon ge
w 1781 r. w Rozprawach Akademii nank w Paryzu. Dalsze rozwiniecie tej
teoryi w przypadku, w ktorym proste kongruencyi tworza uktad normalnyeh
do pewnej powierzchni, znajdujemy w znakomitej pracy tego geometry.
sAppiication de I'’Analyse & la Géométrie” oraz w jego ,Théorie des déblais
et des remblais“. Badanie tego szczegélnegn przypadku kongruencyj linio-
wych wigze Monge scisle z naukg o krzywiznie powierzchni, t.j. z pyta-
niem, majacem znaczenie pierwszorzedne w teoryi powierzchni.

Z innego zupelnie punktu widzenia rozwazajg kongruencye normal-
nych Malusi-Dupin?® Geometrowie ci doszli do badania tych kon-
gruencyj przy rozpatrywaniu pytania o rozchodzeniu sig¢ §wiatla w osrod-
kach izotropowyeh, a zwlaszeza przy badaniu zalamania i odbicia §wiatta.
Wynikiem tych badaf byl caly szereg twierdzen, odgrywajacych wazng
rolg w optyce geometrycznej. Najwazniejsze z tych twierdzen znajdzie
czytelnik w pierwszym rozdziale pracy niniejszej.

Szczegélnie waznem jest twierdzenie, noszace nazwe twierdzenia M a-
lusa-Dupina; istota jego polega na tem, Ze uklady promieni' normal-

) Malus. Optique. Journal de 1'Beole Polytéchnique, XVI Cahier 1807.

? Dupin, Surles routes suivies par la lumidre et par les corps élastiques en
général dans les phénomdnes de la réflexion et de la réfraction (Application de géométrie
et de méchanique & la marine, anx ponts et chaussés, ete. Paris 1822).
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j powierzelni pozostajs kongraencyami normalnych po"_jal-dej?
iz?v};iilz Pli:;ll]a?i pz(;lamaﬁ i Edbi(ﬁ w oérodl'(ach izotropowygh. ‘Dzl?k.l tej
wlasnodel promieni, w rozwazaniu pyt.ama ° l'ozchodze'mu. sie Swiatla
w osrodkach izotropowych mozna ogramclzy? sig flo Dl'ozw?f]ama tylko kou-

ruencyi linij : jak to czynig Malus i Dupin.
. uen;')yolpli:i'lg :g;;:)dclz“gyc(;g’tf:(ll{afi nag zf]‘amaniem Swiatla w l(rysztalgch dato
pobudke do badania kongruencyj liniowych og‘éhl.iejszych. W. same] I'Z(?GZ?”
doswiadczenie wykazato, ze kazdy nklad promient, po zalamamu. sie yvklysz-
tale, rozpada sie na dwa uklady, mianowicie na ukiad prom 11 e n1‘z‘w y-
czajnyech i nktadpromieni nafizwyczaj.nyc h. l:.letmvvvszle
z nich ulegajg tym samym prawom zalamania, cn pron}leme‘w osrodkach
izotropowych, drugie prawom tym nie po.dlegajq, 'fmmxgdzy 'mneml nie po:
dlegaja prawu Malusa-Dupina, t j. przestajy byé kongruencyami
: 0 pewnej powierzchni. i

nmm%?ei:?siq iracq,JpL:léwiqcon@ teoryi promieni nadzwyczajnyc]f, byla roz-
prawa Hamiltonu ,Theory of Systems of Rays“ ) (Tx'ansa(?t{on of the
Irish Academy, t. XV, 1830), a zwlaszcza teorya ta jest 1:ozwxu1§ta,l w do-
petnienin do tej rozprawy (ogloszonem w t XVI tegoz wy(%awpl'ctwa).
Za podstawe badan swych przyjmuje Hamllt?n zasade% najmniejszego
dziatania, labo za cel glowny stawia sobie zbadanie wlasnosci geometrycz-
nych rozwazanych promieni. .

Badania Hamiltona posungly znacznie teoryg kongruencyj linio-.

wych, nie objely wszakze kongruencyj najogélniej.sz‘}icﬁl. . W samej {'zecz.y,
badania te, jak powiedziano, odnoszg sig do prom{egl swt;atla; te' zas ma.zq
nastepujaca wlasnosé charakterystyczng: miarfoxv.lcle k}eru'n?,k 1c‘h.w kaz-
dym osrodku jednorodnym znajduje sie w SCISIEJ‘ zale.zuosgl od .klerluuku
odpowiednich plaszezyzn styeznych do powierzqhm fali, t.j. do niektorych
powierzehni, okreslonyeh dla kazdego os’rodka,_‘ j e'dl-mrodgego. o )

. Teoryg ogdlng jakichkolwiek kongruencyj liniowych zna?,JduJemy po 1'az‘
pierwszy w znakomitej rozprawie Kummera: ,,Allgemgme Theorie der
geradlinigen Strablensysteme“ (Crelle’s Journal, F..ST, 1859). W rozpra-
wie tej Kummer, opierajac sie na vdpowiedniosci jednoznacznej pomigdzy

punktami jakiejkolwiek powierzchni a prostemi jakiejkolwiek . kongruencyi.

i stosujge metody geometryi rézniczkowej, znajduje wazystkie najwazniej-
sze wlasno§ci kongruencyj liniowych. Tym sposobem rozprawa ta ustano-
wila, rzec mozna, zupelny teorye ogélng kongruencyj liniowyeh.

Nastgpne prace w tej dziedzinie, jezeli pominiemy prace Plickera

i niektorych geometréw niemieckich, byly po§wigcone gtownie 1'62}1ym za-
stosowaniom teoryi kongruencyj liniowych do optyki i teoryi powierzchni,
Itak wkrétee po rozprawie Kummera ukazala sig praca Meibau era:
»Theorie der geradlinigen Strahlensysteme des Lichtes, Berlin 1864~, w kto-
rem teorya Kummera stosowana jest do optyki. Bardziej oryginalng
jest praca Lievistala: ,Recherches d'optique géométrique“, ogloszona
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W I. 1864 w t. IV czasopisma: »Annales scientifiques de I'Ecole normale
supérieure®.

‘WspomuieliSmy wyzej o badaniach Plicker a. Znakomity tworea
geometryl liniowej, w ktorej jako element przestrzeni przyjeta jest prosta,
musiat oczywiseie rozpatrywad uktady prostych, zaleznych od dwdeh para-
metréw, t. j. kongruencye liniowe. W dziele jego Klasycznem ,Neue Geo-
metrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als
Raumelement* (Lipsk 186y) znajdujemy badanie ogélne o kongruencyach
liniowyeh stopnia pierwszego i drugiego. Tym sposobem rozpoezeto bada-
nia algebraiczne pad kongruencyami, prowadzone dalej przez Kummer a,
Schumachera, a w ostatnim czasie przez Rudolfa Starma i innych
geometréw niemieckich.

Drzielo Sturma ,Die Gebilde ersten und zweiten Grades in synthe-
tischer Behandlung® (Lipsk 1892/;) uhejmuje szczegdlowe badania, dotyczgce
teoryi kongrueneyj liniowyeh stopnia 1-g012-go w duchu geometryi synte-
tycznej.

Gdy geometrowie niemiecey, idac za Kummerem i P1 ickere m,
rozwijali i rozwijaja teorye kongruencyj liniowych, ze tak powiemy, samg
W sobie, matemtayey francuscy pracuja wduchn Mon ge'a nad zastosowaniami
tej teoryi do teoryi powierzehni. O ile nam windomo, pierwszg obszerng
pracg w tym kierunku jest znana vozprawa Ribaucoura: ,Etnde des
élassoides ou surfaces & courbure moyenne nulle 1). W tej Swietnej roz-
prawie Ribauncour sprowadza badanie powierzchni najmniejszych (mi-
nimalnych) do badania kongruencyj izotropowyeb, t. j. kongruencyj, ktérych
plaszezyzny oguiskowe s styczne do kola w nieskoficzonosci.  Caty szereg
nowych i bardzo waznych wynikéw, oraz munéstwo zagadnied postawionych
i zaznaczonych w tej rozprawie, stwierdzajy waznosé i plodnosé badan nad
kongruencyami liniowemi. Nadto rozprawa ta jest interesujgcy iz innego
wzgledu, gdyz Ribauconr ‘stosnje w' niej systematycznie metodg, znang
pod nazwa perymorfii, metode, ktdrej doniostosé stwierdzity byly daw-
niejsze prace: 0. Bonneta, Co dazzi'ego, Laguerr e’a, Lamé go.
Istota metody tej polega na tem, ze punkty przestrzeni odnosimy nie do nie-
raochomego ukladu spolrzedunych, lecz do pewnego trijscianu ruchomego,
zWigzanego sposobem okreslonym z jakakolwiek powierzchnig sp6i-
rzgdnych. Te¢ samg metode stosuje Ribaucoun r, 1 w ipnej godnej
uwagi rozprawie, napisanej w r.1876 i ogloszonej dopiero w r. 1891 w ,Jour-
nal de mathématiques pures et appliquées” p. t. ., Mémoire sur la théorie des
surfaces courbes®. W pracy tej znajdujemy wyktad systematyczny wiasno-

') Mémoires couronnés et mémoires des savants étrangers publiés par I'Académie
royale des seiences, des lettres et des beaux-arts de Belgique. - t. 44, 1881.

Prace mat.-fizyez., t. X111 11
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$¢i kongruencyj liniowych, zwigzanych roznemi sposobami z jak?}kaEk
powierzchnig., Z tyeh i z innych wlasnogel kongruencyj, ZWIE}Z%LI]?G'II W spo-
s6b okreslony z powierzchnig, wyprowadzamy caly szereg wlasnosei, charak-
teryzujgeych powierzchnie. Nadto, teorya 1§01‘1g_ruen9yj pozwal.a tu zb.ada-d
szereg pytat, dotyczaeyeh réznyeh odpowiedniosci pomigdzy pO\Vltl‘ZCl.mla}Y]],
jak np. zwigzku zachodzgeego wtedy, gdy plaszc.zyzn.y stycane W ()deWle.dmc‘h
punktach dwu powierzehni sg réwnolegle; ZWl_@Zk', gdy dwie odpowxedn}e
krzywe na obu powierzchuiach - 83 wzajemnie ortogona}lne . ‘ll\T:%s‘r@pme
Ribaucour stosuje otrzymane wyniki do teoryi ukladéw potrdjnie orto-
gonalnyeh, do teoryi zginania powierzchni, do pytania o I}ieskoﬁczenie ma-
Iych przeksztatceniach powierzehni i do wielu innyeh pytan.

Nie mozemy tu wdawaé sie W szczegotowy rozbior bogatego materyal‘g,
zawartego w tej rozprawie; wystarczy powiedzieé, ze rozprawa ta stada sie
srédiem obszernych badaii Darboux'a, Guichar da, Cosserata.
Bianechiego, i ze dotad jeszcze wiele waznyeh i interesujacych pomy-
slow Ribaucoura, zawartych W tej rozprawie i w poprzednio wymie-
nionej pracy ,Sur les elassoides®, czeka na dalsze rozwinigcie.

Z pomiedzy prac Cosserata wymienimy dwie obszerne rozprawy,
ogloszone W t. 7 1 8 czasopisma: ,Annales de la Faculté des sciences de
Toulouse*. Zadaniem pierwszej z nich, noszacej tytut ,Sur les congruences
de droites et sar la théorie des surfaces* jest dalsze rozwinigcie rozdziatu
rozprawy Ribamcoura, traktujgcego o kongruencyach linij prostych
réwnolegtyeh do normalnych pewnej powierzehni. Pomigdzy pytaniami,
zwigzanemi z t3 teoryg, rozwaia Cosserat pytanie o odwzorowaniu ku-
listem powierzehni, o odksztatceniach powierzchui przy zachowanin ukladn
linij sprzezonych, a W szezegélnosei linij krzywiznowych (zagadnienie O.
Bonneta), wreszeie pytanie o nieskoiczenis matych odksztalceniach po
wierzehni. Tem ostatniem pytaniem zajmuje sig Cosserat w drugiej
7 wymienionych rozpraw, majgeej tytul: ,Sur la déformation infinitésimale
d'une surface fléxible et inextensible et sur les congruences des droites®.
1 w tej rozprawie znajdujemy dalsze rozwiniecie pomystéw Ribaucoura
o zmianie gaussowskiej krzywizny powierzchni przy przejScin do powierz-
chni nieskoficzenie blizkiej. Wychodzae z uwazania pewnej kongruencyi
liniowej, Cosserat bada odksztalcenie nieskonczenie male powierzehni
irozwigzuje znane zagadnienie Christoffela o odwzorowanin podo-
bnem jednej powierzchni na drugiej.

Nie bedziemy tu zatrzymywali sig nad pracami Gunicharda o kon-
gruencyach linjowyeh w ogélnosei i o tak zwanych kongruencyach W
w szczegblnosei; kongruencyami W nazywamy takie, w ktérych liniom
asymptotycznym jeduej ich powierzehni ogniskowej odpowiadajg linie asymp-
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totyczoe drugiej 1).
charda zmajdujem
lesungen iiber

Wykilad szezegolowy badan Coss
njemy wt.4 ,Théorie des surfaces® :
gon e Differentiolgeometrie* Bia nchi'eg
- (;zélsfﬁiﬁ\(\:%omu1‘eé Jes%cze o interesujgcej rozprawie T h ybauta:
EAnnales e 2 du par a’b’olmde etsur quelques problémes quis'y rattachent
¢ rozwa,z;ma elque's de VEcole notmale supérieure (8), t. 14). ‘Wychodzge
i twierpd Z‘;VII;I'BJ g?ng.ruencyl linfowej, Thybaut daje dowod intere-
erl-zcllni v dax.a Vel ng artena, dotyczacego pytania o szukaniu pe-
pomietay sageduienen 5 nlkstatoonty ypersr g K
znaczaniu powierzehni izotermicznycly bl;a(‘ll: v:rzlsdzcii ;:f;iné?:l:;; I:Z;‘;

gruencye W, ktorej viar B .
= ’ ) powierzehnie oemniskow. L c TR
nemi. gniskowe sg powierzehniami minimal-

eratai Gui-
Darbouxaiw,Vor-
0.

Juz to pobiezne wyliczenie pytan,
kongruencyj liniowych, wykazje—jak
Ee?r}.fx pow1_erzchni; WQIno nawet twierdzié, ze teorya powierzehni jest, wla-
Sciwie n}é\.w.ac, Szeregiem zadan szezegdluych, nalezacyeh do teor ',k
gruendyj liniowyeh, o

Nie wymieniajac prac, poswi
kongruencyj liniowyeh, przej dziemy
z przedmiotem naszego badania,

W r. 1870 Ribaucour oglosit w ,Com
p- t »Sur la déformation des surfaces®,
twierdzenie nastepujace:

ktqrych rozwigzanie daje teorya
mniemam—znaczenie teoryi tej dla

geonyeh réinym zastosowaniom teory]j
do prae, pozostajacych wseistym zwigzku

ptes rendus® niewielks note
w kidrej migdzy innemi podaje

1Je:Zeli jest dana powierzchnia S o krzywiznie statej
— to kola Copromieniu 4 nakreslone na plasz-

czyznach stycznychdo powierzechni Simajgce srodki
Wp_unktaoh‘stycznos‘ci, Sgortogonalnedopewnejro-
dzmy'pown.arzchni 8. Wszystkie te powierzchnie
do tej rodziny nalezgce, majg tez samg krzywizné
stalg -~(%__7.

. s
) Guiechard ,Surfaces rapportées & leurs lignes a i
] ! ! 8 4 A £y asympiotiques et congruen-
ee’s 13.}'p01:tees 4 leurs développables® (Annales seient. de 1'Ecole norm. sup, (3), g; VD)
Détermination des congruences telles que les lignes asymptotiques se correspond’ent sur
les deux nappes de la surface focale (Comptes rendus, t. CX)
- s , t. CX).
) Weingarten. ,Surla théorie des surfaces appli
i 4 J pplicables sur une surfaee
donnée* (C. R. t. OXII); ,Sur la déformation des surfaces® (Acta mathematiea t. XX).
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Tierdzenie to, na ktore sam Ribauncour i innimatematyey nie
zwrbeili szezegolnej uwagi, a ktére znalazl ponownie Bia n ch;l w 11'.0ku
1879 1), dalo poczatek tak zwanej teoryl przeksztalcenia pqév;en %C 1111'01 krzy-
wiznie stalej gaussowskiej. Wyniki, otrzymane przez _1._an ch 1w le f o,
wogdlnit odrazu Liie W nocie: ,Ueber Flichen deren Kriimmungsradien
durch eine Relation verkniipft sind“ %). . L . ‘

Kombinujge przeksztalcenia B janchiego i Lie g o, doohqdzmy
do nowego przeksztalcenia powierzchni o krzywiznle S'ffﬂe.], znalez:onego
niezaleznie przezBicklunda ?). Prze tsztalcenie BAa cklund a7 napo-
tykamy, rozwigzujac nastepujace zagadnienie z teoryl kongrueneyj linio-

?
wych: . ) )
! Znalesé kongruencye prostych, dla ktérychodle-
closcipunktéw ogniskowych i kgt miedzy p.lasz?,zy-
;uami ogniskowemi s3 state i réwne odpowiednio m
. T
1o

— G.
Okazuje sig, ze powierzchuie ogniskowe takiej kongruencyi maja krzy-

6 cos? znajac j ierzchnig ogni-
wizne stala rowng — 5 przyczem znajac jedng powierz hnig og

skowg =, znajdujemy przy pomocy kwadratlu'-drug@ pO}viel'zcllnlq =,
Przejscie od powierzchni X do powierzehni X, Jes_t wla§n.le Brzekszt‘alce-
piem Bicklunda; przy danej krzywiznie powwl'zch‘m X eechuje to
przeksztaleenie stala o 1 dlatego oznaczamy je symb'nlicznle praez _Zy‘,,‘.

Jest jasne, ze wielkosei o1 m bedy rownoczesnie rzeczywistemi tylko
wtedy, gdy krzywizna powierzchni X jest ujemna. Tym Sp({S()bBlll prze-
ksztatcenia Backlunda prowadzg do powierzchni rzeczywistych tylko
wtedy, gdy sa stosowane do powierzchui o krzywiznie stalej njemnej .

Wyplywa tu samo przez sig pytanie, czy nie moina tak skombinowaé
dwéch kolejnych przeksatatcen Backlunda, aby daly one pewne prze-
ksztalcenie rzeczywiste powierzehni o krzywiznie stalej dod atl%xej .
Wazystkie usitowania geometréw, a gléwnie Bianchi'ego, zajmujgeych
sig tem pytaniem, pozostaly daremnemi az do niedawnego czasu.

W r. 1899 G uichard pomiedeil w ,Comptes rendus® ?) dwa wielce
ciekawe twierdzenia, dajgee odpowiedZ na nastepujace pytanie: Znalegé

1) Bianehi ,Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle elicoidi
(Annali della R. Scuola normale superiore di Pisa, 1879); ,Ueber die Flitchen mit constan-
ter negativer Krimmung* (Mathem. Annalen, t. XV1, 1880).

%) Archir fiir Mathematik ov Naturvidenskab. T. IV, 1879,

3 Backlund ,Omytor med konstant negativ krikning* (Lunds Univ. Arsskrift
t. 19, 1888).

4 Guiehard. ,Surla déformation des quadriques de révolution“.

e _®©

icm

_(D_H__._, o __ KOXGRUENCYE LINIOWE. 165

Warunl-{i, przy ktéryeh kongruencya liniowa, zwig-
zZananiezmiennie zpewng powierzehnig §, pozostaje
przy wszystkich mozliwych odksztatceniach powierz-
chni S kongruencya normalnychdo powierzehni mini-
malnyeh albo do powierzehni o krzywiznie stalej
gaussowskiej.

W praypadku szezegolnym, gdy rozwazana kongruencya dotyka po-
wierzehni S, pytanie to rozwigzal juz dawnie] Weingarten i), to wia-
snie badanie Weingartena stalosig#rédlem twierdzenia Guicharda,

Prawie rownoczesnie ukazaly sig dowodzenia twierdzen G uicharda
przy pomocy dwéch metod zupelnie réznych; jedno Bianech P'ego w Atti
della R. Accademia dei Lincei* (t. VIII, 4, 1899)), drugie Darbouxa
w ,Comptes rendns® (t. CXXVIII, posiedz. d. 27 marca 1899). Ci znako-
mici geometrowie poswigeili nadto tymze twierdzeniom i wnioskom z nich
kilka not, ktére Bianch i zebral w rozprawie wiekszej p. t. ,Sulla teoria
delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante® %, Darboux
zas§ W rozprawie: ,Sur la déformation des surfaces du second degré et sur
les transformations des surfaces 4 courbure totale constante 3).

Jednym z najwazniejszych i najeiekawszych wnioskéw z twierdzenia
Guicharda jest ten, Ze znajye jedng z powierzchni minimalnyeh albo
powierzehui o krzywiznie stalej normalnych do kongruencyi Guicha rda,
znamy zarazem I drugg takai powierzehuig. Tym sposobem twierdzenie
Guicharda doprowadza do pewnego rzeczywistego przeksztatcenia po-
wierzehni minimalnyeh i powierzehni o krzywiznie stalej dodatniej albo
ujemnej.

Nalezato teraz, naturalnie, podjaé pytanie, czy przeksztalcenia tych
ostatnich powierzehni nie mozna sprowadzié do przeksztalcen Bicklunda?
Na pytanie to otrzymano odpewiedZ twierdzgcy, mianowicie, Ze rozpatry-
wane przeksztalcenie daje sig rozlozyé na dwa kolejne urojone prze-
ksztalcenia Backlunda. Tym sposobem drogg uboezng znaleziono roz-
wigzanie czg$ciowe zagadnienia o przeksztalceniach rzeczywistych
powierzehni o krzywiznie stalej dodatniej, rozwigzanie ktére, jak widaie-
lismy, tak dlugo usuwalo sig Bianchi'emuiinnym geometrom.

Okolicznosé ta nie wyeczerpuje atoli calege znaczenia twierdzed G ui-
echarda; w samej rzeczy, twierdzenia te doprowadzily do pewnego prze-

) Weingarten, ,Usberdie Oberfliichen fir welche einer der beiden Haupt-
kriitmmungshalbmesser eine Function des anderen ist* (Crelle’s Journal, 1862); Darboux
»Théorie des surfaces®, t. 1L

%) Annali di matematica ¢3), t. III, 1899

%) Annales Scientifiques de I'leole normale supérieure (3), t. XVI, 1899,
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ksztalcenia potréjnie ortogonalnych ukladéw Weingartena B 1 po-
stuzyly do wykazania ciekawego zwigzku pomiedzy przek'sztalcem‘fum bo-
wierzehni o krzywiznie stalej a pytaniem o odksztaleeniach powierzehni
rzedu drugiego. Okazalo sle mianowicie, Ze miejscem gfaomet.r_;-lcznem pun-
ktow przeeigcia odpowiednich normalnyeh do dwoch powxerzch}u 0 krzyvyxt
znie stalej, z ktorych jedna powstaje przez kolejne stosowanie do drugiej
dwach zwigzanych ze soba W pewien sposéh przeksztalcen B‘ seklunda,
jest powierz’chnig, dajaca sie nawinaé na pewng powierzehnie rzedu diu

giego. )

Twierdzenia Guicharda pobudzity mnie jeszcze w r. 1899, przed
obziajmieniem sig z pracami Darbou tv’a i Bianchi'ego, do szakania
dowodéw tych twierdzen. W dowodzeniu postugiwalem sig metoda pery-
morfii, tak ze dowdd méj jest odmienny od dowodéw, podanych przez Dar-
boux'a i Bianchi'ego.

Okazuje sie, e promienje kongruencyi Guichar da lezg na plasz-
ezyznach krzywizny linij geodezyjnych niektérych powierzehni, dajaeych sig
nawingé na powierzchnie obrotowe; linie za$ geodezyjne s zgigciami po-
tudnikéw. Na podstawie przytoczonego wyzej twierdzenia Weingar-
tena wiadomo, Ze plaszezyzuy te sg styczne do pewnej innej powierzchni,
dajacej sig takze nawingé na powierzehnig obrotowa, To doprowadzito
mnie naturalnie do zagadnienia nastepujacego: -

7nalesé warunki, przy ktérych kongruencya pro-
styeh,lezgeych na plaszczyznach styeznyeh do pe-
wnejpowierzohni §, i niezmiennie z temi pltaszezy-
znami zwigzanych, pozostaje pray wszelkieh prze-
ksztalceniach powierzchni §; kongruencys normal-
nychdopowierzchni minimalnych albo do powierz-
chniokrzywiznie stalej; przyczem rozumie sig samo
przez sie Ze plaszezyzny styczne do powierzchni S
sgtezniezmiennie zwigzane z ty powierzchnia.

Juz po rozwigzaniu ¥) tego zagaduienia otrzymalem zeszyt 6-ty t. IX
wydawnictwa ,Atti della R. Accademia dei Lincei* znotz B-i anchi'ego:
.Sulla deformazione delle congruenze e Sopra alenne classi di superficie
applicabili¥ znalaztem w tej pracy twierdzenie analogiczne, atoli bez do-
wodu, ktorego dotad Bianchi nie oglosil. Twierdzenie to (znane mi juz
wezesniej) nazywam twierdzeniem Bianehiego.

‘We wspomnianej wyzej rozprawle Bianehiego znajdujemy dowdd
twierdzen odwrotnych do twierdzen Guicharda; dajg ome z jeduej

%) Patrz wspomniang wyzej rozprawg Biamn chi’ego.
1) Rozwigzanie tego zagadnienia przedstawitem Towarzystwu matematyeznemu
w Charkowie na posiedzeniu d. 27 pasdziernika 1900 r. .

- ©
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strony przeksztalcenie powierzehni o kraywiznie stale, z drugiej za$ po-
wierzchnie, ktore nawinaé mozna na powierzehnie rzg‘du drugiego. Wywod
réwnai zasadniczyeh, nawiaznjaeych to pytanie, podany prz:z Bian-
¢ hi'ego, jest dod¢ skomplikowany, a przekszmlceﬁia same s3 dosé sztuczne.
Stosowana przezemnie wetoda perymorfii upraszeza leacznfe wywéd row-
nan, ktore odrazu otrzymad mozna w tej postaci, do ktirej sprowadza je
Bianchi .drogq, strezng. W rozprawie Bianch i’ego nie ma, oczywiécie;
dmzvodu twierdzen, odwrotnych do twierdzei Bianchiego; same za$
twierdzenia, bez dowodu podane sg w nocie jego. ogloszanej w t. IX wyda-
woictwa , Atti della Ace. dei Lincei*. Tamze podana jest wskazéwka do
otrzymania dowodu drugiego z tych twierdzen, ktérego to dowodu samo-
dzielnie znaledé nie moglem, :

Na zakoficzenie podam w krotkosei tresé niniejszej rozprawy.

Ro‘zdzi.nl pierwszy poswiccam wywodowi zasadniczych wlasnosei kon-
gruencyj liniowyel; rozpatruje tu szereg zadas szeza golnyeh, waznych w ba-
danin dalszem; nieco szezegdlowiej zatrzymuje sie nad teorys osi optyez-

-nych, ktdre rozwazal pierwszy Darbou x, i badam przypadek, w ktérym

osi te tworza kongruencye normalnych, ktérym to przypadkiem — o ile mi
wiadomo—nie zajmowali sie dotad inni autorowie.

W rozdziale drugim badam szczeg6lowo powisrzchnie ogniskowe kon-
gruencyj, wyprowadzam migdzy innemi znane twierdzenie Weingarte-
na. Wigksza czeSC tego rozdzialu jest poswigeona pytanin o przeksztal-
cenin powierzehni o krzywiznie stalej. Po udowodnieniu prawa prze-
mienno$ei Bianchi'ego dla powierzehni o krzywiznie statej dodat-
niej, przy pomocy tegoz dochodze drogag prostg do pewnego prze-
ksztalcenia rzeczywistego powierzehni o krzywiznie statej dodatniej.
Wywodzge prawo przemiennosel Bian ehi'ego, stawiam zagadnienie ogdl-
niejsze: szukam mianowicie warunkdw, ktérym czynié winny ecztery stale
64y Oy, Gy Oy, 8y kolejne stosowanie przeksztalcen B,,. B, doprowadzale do
tej samej powierzehni, do ktorej doprowadza kolejne stosowanie przeksztal-
cel B,,, Bn. Okazuje sie, ze jest to mozliwe jedynie w przypadku, gdy
0, =0y 1 0, =0y, & j. w przypadku, ktory rozwazal Bianchi.

Rozdzial trzeci poswigcam wywodowi twierdzeh Guicharda, zwra-
cajge uwagg na zwiazek pomiedzy kongruencyg Guicharda apewng
kongruencyy cykliczng; zwigzek ten odgrywa wazng role w wywodzie twier-
dzen, odwrotnych do twierdzein Bianehiego.

W rozdziale czwartym podajg dowodzenie twierdzen BianeHi'ego.

W rozdziale pigtym zajmuje sie dowodem twierdzen, odwrotnyeh do
twierdzen G-uichavda i Bianchiego, w przypadku powierzchni mini-
maluych; znajduje interesujgce przeksztatcenie powierzchni minimalnyeh
i zaznaczam zwiazek pomiedsy tem przeksztalceniem a przeksztatceniem
Thybauta, ktére ten geometra rozpatruje We wspomnianej juz rozprawie
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Sar la déformation du paraboloide ete.” Podaje nowy dow6d znanego
;wierdzenia Bonneta o powierzchniach minimalnych_ do_}qcz ouych.‘ Spro-
wadzenie réwnah zasadniczyek, l'ozwizg,zuj@cyd{ zagadnienie, po.sta,wmne na
poczatkn tego rozdzialy, do ukladu rownan 1'%mowyuh,. otrzymqu przy po-
wocy wlasnoei kongruencyi kél, rozpatrzong) w .rozd'{‘lale tl'?ecnn.

W rozdziatach széstym i siddmym rozpatruje therdzema odw1_'otue d9
twierdzen Guicharda i Biane hi'ego, odnoszqce_ sie do p.owmrzclnu ‘
o krzywiznie statej. Przy pomocy wynikéw 1‘0zdzx.aht dr}lglego pokfa—
zuje, w jaki sposéb otrzymane przeksztalcenia tych powierzchni sprowadzajy
sig do przeksztatcen Bianc hi'ego. ‘ .

Pozwolg sobie jeszcze powiedzie¢ kilka sléw o mf?todzxe stoso‘wane.]
w tej rozprawie, a mianowicie o metodzie perymor flil. Zalety. te‘]’ me-
tody polegajg, zdaje misig na tem, ze W niej uklad spélragdnych jest scisle
i bezjosrednio zwigzany z podang powierzehnig lub kongruencya, gdy tym-
czasem kazdy nieruchomy ukfad spotrzednych jest jakby pasorzytniczym, bo
zupelnie niezwigzanym z dana figury przestrzenng. Dalej, przy stosowanliu
tréjécianu ruchomego powierzehnia odgrywa role punktu (poczatk}l spél-
rzednyeh), eo wiagnie by¢ powinno w geometryi réiniczkowej. Co sig tyC'/:y
zarzutow, stawianych metodzie perymorfii, a dotyczgeych wprowadzenia
kinematyki do geometryi, wyjasnil juz tg rzecz dostatecznie prof. Suslow
w pracy, do ktérej odsylamy ezyteloika ) Powien tylko, ze w metodzie
perymorfii kinematyka wehodzi do geometryl w spos6b analogiczny do tego,
wjaki geometrya wchodzi do analizy, gy méwimy o ruchu zmiennej na ptasz-
czyinie, po krzywej i t. d; innewi stowy, posilkujemy sig wtedy tylko termi-
nami kinematyki. Mozna zresztg I obyé sig bez tego, jak to czyni Ribau-
cour w swoich rozprawach i Cesaro w swojej ksigzce ,Lezioni di geo-
metria intringeca® .

Co sie tyczy pujecia przesunigeia (po za zaleznoSely od czasu), to
jest omo, jak to wykazaly badania nmowszych geometréw Helmholtza,
Liégo, Poincarégo i innyeh, Scisle zwigzane z naszemi wyobrazeniami
przestrzennemi ; zresztg przesuniecie nieskoficzenie mate badamy stale

w geometryi rézniczkowej. Aby sie o tem przekonaé, do§é wglebic¢ sig
chociazby w teoryg krzywizny linij i powierzchni.

1y Pechodne ezgstkowe geometryczne funkeyi — wielkodé dwdeh argumentiw,
(Spraw, Towarz. Matemat. Kijowskiego za r. 1900).
%) Patrztakze Laurent, Traité d’analyse, t. VII.

A
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ROZDZIAE L.

Podstawy ogélne teoryi kougruehcyj liniowyech.

§1 K.ongruency@ prostolinio
nazywaé bedziemy uklad prostych w przestrzeni, ktérych réwnanie zalezy
od dwoch pavametréw dowolnych; proste, naleigce do danej kongruencyi
liniowej, nazywaja sie jej promieniami ; ?
o Poni‘ewai spéhrzgdne punktu jakiejkolwiek powierzehni dajg sig wyra-
zaé J.ako funkeye dwdeh parametrow niezalezuych, mozemy tedy lzawsze
p%'zy‘].x;r}ow.aé, ze pomigdzy punktami j akiejkolwiek powierzehni S a promie-
niami jakiejkolwiek kongruencyi liniowej D zachodzi zwigzek jedno-
znaczny, t.j. ze kazdemu punktowi powierzehni § odpowiéda jedna pro-
sta kongruencyi D i na odwrét, kazdej prostej, nalezacej do kongruencyi
D, nalezy jeden punkt powierzchni . . ”

U.stanawiaj@c zwigzek dowolny pomiedzy parametvami, otrzymujemy
na powierzehni § pewng krzywa; krzywej tej odpowiadac bedzie ukiad pru‘-
St_}.’(‘,h kongruencyi D, zalezny od jednego parametru, t. j. pewna po-
wierze hniaprostoliniowa. Tym sposobem kazde] krzywej na
pow1el'z.chni § odpowiada jedna powierzehnia prostoliniowa, utworzona
# promieni kongruencyi 2, i odwrotnie; powierzchnig prostoliniows, utwo-
rzong z promieni kongruencyi D, nazywaé bedziemy wprost powiers-
chnig kongruencyi D,

Fomiqdzy temi powierzehniami mogs byé oczywiscie i powierzchnie
?'ozwualne. Krzywe na powierzchai S, odpowiadajace powierzcliniom rozwi-
Jalpym kongruencyi D, nazywaé bedziemy krzywemi gléwnemipo-
Wlerzch ni § wzgledem D. Jezeli rozwazaé bedziemy okre-
$long powierzehnie Si okre$long kongruencye D, to krzywe te be-
dziemy nazywali wprost krzywemi gléwnemi.

Dowiedziemy, ze kazda kongruencya liniowa posiada dwa tylko uklady
rzeczy wiste lub urojone powierzehni rozwijalnych; inaczej méwige: na ja-
kiejkolwiek powierzchni § istniejg dwa i tylko dwa uktady krzywych gltow-
nych wzgledem jakiejkolwiek kongruencyi liniowej.

Nie zmuiejszajye ogélnodei, mozemy zatozyé, e odpowiedniosé jedno-
znaczna pomiedzy promieniami kongruencyi D a punktami powierzehni S
jest taka, ze kazdemu punktowi powierzchni & odpowiada okreslony, prze-
chodzgey przezei promien kongruencyi D. Kongruencye promieni, w taki
5posob zwigzanych z powierzehnig S, nazywaé bedziemy kongruencys pro-
mieni padajgeych na powierzchnig S.

w g albo wprost liniowa
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. . N
Kazdemn ukladowi promieni padagqcyc‘h D odpnvyla(.iaé -b@i?ecz‘;fz%
wromieni o d bitych D tak nazywaé bedziemy promienie symel chhni I
lmmieni D wrgledem odpowiednich plaszezyzn styezny ch do pO\v1e‘1 Jl ni vn{
l W pracy naszej bgdziemy stale postngiwali sie ukiadem .'lUCl()X y
spolrzednych prostokgtnych (7'), ktérego plaszezyzna zy z}?\\'-a sig ;» po g;ﬁ_
) i ¢ i i ierzchni, a poczatek znajduje sig -
czyznami stycznemi do pewnej powWierzchnl, _ ek : o-
:vzi)ednim pmfkcie stycznogei. Pulozenie takiego ukladu spolrzednyeh, zalezy
od dwoch parametrow u, v. ’ § ‘ _
. Oznalf):zaé bgdzien;y, wedlug Darbouxia, przez g, n rzuty pr zes{u
nigé poezatku spotrzeduych (T) na osi ziy tychze spoh-zgduy.ch, w bza s_
2eﬁiu e zmienia sie jeden tylko parametr u; 1'Z?Ety od.p(ﬁv{vx?d‘m%%(; O:;V 11121 ;1
i i g r. Tez wielkosel, ada-

na osi %, y, z oznaczad bedziemy przez p, 4, ) odpowiade
ie}ce;nﬁauom drugiego parametrn v, oznaczaé bedziemy odpowiednio przez
S e Prs Qo oo ) —

v T]’lerqowaldzone tn funkeye nie sg dowolnemi, lecz czynig zadosé szesein
rownaniom Codazziego-Mainardiego":

e e
n 29 ) g & - —
o _‘"-gl = aqr; — @7, 2 kM nry 1% s
< cie !

% 0 _ P — 1D o %’—h =r§ —nt,
e R =T 1P "

av du el w

a3 o, . .
Yo iy — Dy = Q& — ;&
S gy — . b — b = 45— 06

Qu 2t

Zwiazmy teraz sposobem okreslonym ten ukiad spélrzednych z wspo-

mniang powierzchnig S. ) _ s . o
géwuanie odpowiedniego promienia padajacego kongruencyi D wzgle
dem ukladu (T') bedzie:

x Y 2

Cosa . cosf cosy !
a wiec spélrzedne dowolnego jego punktu wyrazg sig w sposéb:
#T=peosa, y=gOCusf, Z=0gC08y.
Dajmy, ze od okre§lonego punktn M(x,v) powierzehni S przechodzimy

do punktu M’ (u4du, v-+dv) wazdtuz krzywej giown e.j, wfte?dy p.unllif
naszego promienia, bedgey punktem krawedzl zwrotu odpowiedniej powier

1) Wezystkie nalezgce tu wzory znajdzie ezytelnik wt. I Qzieta Darbouxa:
2Legons sur la theorie générale des surfaces®, str. 3§2—386.
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chni rozwijalnej, musi przesungé sig w
snnigé dowolnego punktu promienia na
domo, w ten sposéb:

zdtuz samego promienia. Rzuty prze-
osi ukladu (7) wyrazajs sie, jak wia-

= Edu-E dot-od cos e cos alg - Plut-q,d0) o cos y—(rdutr,dr) g cos 3,
dy = ndu-+uy,do-F-od cos g1 cog Blo+(rdu-trde) g cos a—~(pda-tp,dejgcosy,
0z = gd cosy + cos ydo - (pdu + padr) o o8 f— (qdut- gy dei o cosa,

Dla punktu odpowiadajacego krawedzi zwrota rozwazanej powierzehni
rozwijalnej, przesuniecia te winny czynié zadosé zwiazkom :
) 0 —cosadl =0, Oy —cospsi = 0, d6z—cosydl =10,

gdzie 04 jest spélezynnikiem proporeyonalnosei. Rugujac z tych rowpan o
i dg — 02, znajdziemy oczywiscie réwnanie rézniczkowe krzywych gtownych;
bedzie ono postaci:

Edu + &,dv, eosa, dcosa -t (gdu—tg,dv)cosy — (rdu4-ridv)cos g

(2)  |ndutnde, cosp, dcosp-(rdu +r,dv) cosa — (pdu~-p,dv) cosy| = 0.
0, cosy, dcos y-(pdu+-p,dv) cos f—(gdu + g,dv) cos a;,
Réwnanie to jest stopnia drugiego wzgledem %, skad wnosimy, ze przez

kazdy dany punkt powierzehni przechodza dwie krzywe gléwne, rzéczy-
wiste albo urojone.

Tym dwém krzywym gléwnym odpowiadajg dwie powierzchnie rozwi-
jalne naszej kongruencyi. Aby znaless spélrzedne odpowiedniego punktu
krawedzi zwrotn, musimy zréwnai (1) wyrngowaé du, dv, dp—d2, wtedy znaj-
dziemy nastepujace rownanie stopnia drugiego na wyznaczenie wielkosci o:

2008 deosa

5-1—9( ™ —l—qco&;y—-rcosﬁ), E,—l—g( 55 —f—qlcos;z—-—v'lcosﬁ), o8 a

|
0 008

1;;—“;( (;(:f’g—l-rcOSa—pcosy), m—]—g( c;o:ﬁ +n cosa——plcos;'), cos f
|

|

d¢os
0 (h('du—y - peos f-qeos a) ,

|
Punkty, nalezgce do krawedzi zwrotu naszych powierzchnirozwijalnych, na-
Zywajg sie punktami ogniskowemi lub ogniskami danego
promienia. 7 poprzedzajacego wyplywa, ze na kazdym promieniu sa dwa

(r (;0;}' -+ py cosﬁ—qxcosa) , COS y

==\
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ogniska rzeczywiste albo urojone. Plaszezyzny styczne do .odpowiednich
powierzehni rozwijalnych nazywajg sie¢ plaszeczyznam i ognisko-
wemi. DMiejsce geometryezne ognisk nazywa sig powierze hnig
ogniskowa; takich powierzehni ogniskowych kazda kongruencya ma
dwie. Powierzchnie ogniskowe mozemy tez uwazaé jako miejsce geome-
tryczne krawedzi zwrotu powierzehni rozwijalnych kongruencyi.

7 samego okreslenia powierzchni ogniskowyeh widaé, ze wszystkie
promienie kongruencyi sa styczne do powierzehni ogniskowych.

Nietrudno spostrzedz, Ze wszystko, co wyzej podano, jest uogoélnieniem
znanyeh wiasnosel linij normalnych do powierzchni. W rzeczy samej, jezeli
prayjmiemy, ze kongruencys D powstaje z normalnych do powierzehni S,
tj.ze a=f= ; y=0, to réwnanis (2) bedzie réwnaniem rézniczko-
wem linjj krzywiznowych, réwnanie za$ (3) da nam promienie krzywizny
powierzehni S: plaszezyznami ogniskowemi bedg wtedy plaszezyzny przecigé
olownych, a powierzchniami ogniskowemi rozwiniete powierzehni S.

§ 2. Zobaczmy teraz, wjakim przypadku promienie naszej kongra-
encyi D beda tworzyly uktad normalnych pewnej powierzehni X.

Aby ta okolicznosé zachodzita, jest konieczuem i dostatecznem, hy na
kazdym promieniu istnial pnnkt, ktorego przesunigcia przy wszystkich moz-
liwyeh zmianach parametrdw u i v sg ortogonalne- do odpowiedniego pro-
mienia. Innemi stowy: jezeli przez dz, dy, 67 oznaczymy rzuty przesuuiecia
tego punktn na osi ukladu (7), powinien dla wszystkich mozliwych warto-
sei du, de zachodzi¢ zwiazek :

{4) dareosa 4 8y cos B+ 6z cosy = 0.

Poezyimy nizktire szezegolne zalozenia o esiach (77) 1 liniach spbirzednych
u, v, przyjmijmy mianowicie, ze liniami v=const. sa krzywe styczne do
rzutéw promieni kongruencyi na odpowiednie plaszczyzny styczne do po-
wierzehni S; rzuty te przyjmijmy zarazem za osi « spéhrzednych (7). Jako
krzywe wuw==const uwazajmy krzywe normalne do krzywych w==const;
osiami y ukladu T beds styczne do nich. Przejdziemy do tego przypadku,
kladac we wzorach paragrafu poprzedzajgcego:

Ei=n=0, ==, ¥

[.ol 3
i
L\'Jl )
i
)

skatkiem czego zwiazek (4) przybierze postaé:

(5) do-+écosadu=0,
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a poniewaz moze on zachodzié dla wszelkich wartosci du, dr, wnosimy stad
ze szukanym warunkiem bedzie : ' ’

d&eos a)

(6) ar = .

Widzimy przedewszystkiem, ze warunek ten utrzymuje sig, jezeli zamiast a
weimi'el.ny —a izamiast cosa weZmiemy kcosa, gdzie k jeststals. TLecz
zmieniajac a na —a, przechodzimy oczywiscie od promieni padajgceych
do promieni odbityech, zmieniajac cosa na kcosa przechodzimy od
promieni padajgeych do zalamanyeh. Tym sposobem otrzymu-
jemy slawne twierdzenie, znalezione przez Malusa dla promieni odbi-
tych, przez Dupina dla promieni zatamanyeh i dla tego nazwane twier-
dzeniem Malusa-Duapina, mianowicie:

- Kongruencya promieni, stanowigea uklad nor-
malnych pewnej powierzchni, pozostaje kongruencys
normalnychipojakiejkolwiek liczbie odbiéi zataman.

Zwracajge sig jeszeze do warankn (6) widzimy, Ze zachodzs w nim
tylko kat o i spélezynnik elementu liniowego powierzehni S. Zalozymy, ze
kongruencya D jest zwigzananiezmiennie z powierzehnig S; je-
zeli bedziemy odksztatcali dowolnie te powierzehnig, to kongruencya prazy-
bieraé bedzie rézne potezenia D', D", ..... , & poniewaz dla wszystkich
tych kongruencyj speiniaé sig bedzie warunek (6), przeto wszystkie one
bgdg kongruencyami normalnych, Tym sposobem otrzymujemy nastepujgce
twierdzenie Beltrami'ego:

Jezeli kongruencya liniowa promieni padaja-
cych,zwigzananiezmiennie z pewnga powierzchnig §,
jest kongruencygnormalnych, topozostaje takaiprzy
wszelkich odksztatceniach powierzehni S.

§3. Zajmiemy sig obecnie rozstrzasaniem nastgpnjgcego pytania:
kiedy krzywe gidwne powierzchni § wzglgdem kongrueneyi promieni pada-
jacyeh D tworzg uklad krzywych sprzezonych? Mozna to pytanie wyrazié
itak: kiedy powierzchnie rozwijalne kongruencyi D odpowiadajg kraywym
sprzezonym powierzchni S.

Réwnania linij sprzesonych jest, jak wiadomo:

— & du Su~ pyyy dv v - py (du dv -+ dv du) =0,
réwnania za$ krzywych glownyeh otrzymamy z réwnania (2), kladae w tym

przypadku g = ';[H s Y =7 _ a, & =n=10; bedzie tedy:

2
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Y da 5
& sinq (7 cosa — p sin o) du® + 7y (W - ql) dv

~+ér cosasina—Ep; sin*a + 7, o ’1771) du dv == 0.

Stad warenkiem szukanym bedzie:

da dat
8 sin a €08 a (pyr—pry) 44 5 — 0 - = 0.

Warnnek ten nie zmienia sie, gdy zamiast o wezmiemy —a, t. J. przez
przejseie od promieni padajacych do odbityel, a zatem : ) )

Jezeli powierzchnie rozwijalne promient p.ada-
jaeyechodpowiadaja krzywym sprzgionyn?.powwrz—
chniodbijajgeej S,toipowierzchnierozwijalne p%-o-
mieni odbityech odpowiadaé¢ bedg krzywym sprzgzo-
nym powierzchni §.

Twierdzenie to podal Malus.

§ 4. Krzywe gléwne, odpowiadajgce kongruencyom promieni pidajg-
cyeh i odbitych sg w ogole rozne; zbadajmy, przy jakich warunkach zle-
wajy sie. ‘

Réwnanie rézniczkowe krzywyeh giéwnyeh promieni odbitych znaj-
dziemy, yiszgc w rownanin (7) — a zamiast o; bedzie tedy:

) [ ;
&sin e (psin a7 cos a) du? 47, (—d% + ql) de?
©)

+{en cosasina Ep, sinta g, oo i) o = 0.

Zalozmy najprzid, ze funkeye p i g, sg rozne od zera, t. j. %e krzywe
a, ¢ nie sg liniami krzywiznowemi powierzehmi S. Aby rOwnam‘a (7)_ 1(9)
byly tozsamemi, jest koniecznem i dostatecznem, by zachodzily zwigzki:

da Ja
Bt . . _ in? bl
reosa— psina - % &, cosasina—Ep, sinatm, o 719
= = — ]
reosa - psina da . . . 0
T S, T % fricosasinat-bp, sin2a-ly, TZ + 949
czyli: .
(10) psive % Episin®a 49y
rcoSa da .

. da
W §ricosasina-fu, o

icm°®
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Licznik 1 mianownik stosunku.pierwszego pomnozywszy przez &p,sing,
drugiego przez —q8, trzeciego przez —p i dodawszy nowe liczniki, znaj-
dziemy sume zero, stad wnosimy, ze i suma nowyeh mianownikéw jest ze-
rem, t. . k

- . da S
1 £ Sin a cos — 1) — ;»'_‘__ e ()
(11 acosa(pr—pr)—q T '1)1/1 o = U
jest to nasz warunek poprzedni (8).
Kombinujge znéw dwa pierwsze stosunki w wyrazeniu(10), znajdziemy:

s da
7P sin a S T limreosa=0,

lub, na zasadzie wzoréw Codazziégo-Mainar di'ego:

‘ d(kcosa)
(12) s =0

co wskaznje, ze kongruencye rozwazane 83 kongrueneyami normalnych.
Dochodzimy zatem do nastepujacego twierdzenia:

Mamy pewng kongruencye promieni padajgeyeh,
ktérych ptaszczyzny padania nie zlewajg sig zprze-
cigeciami gtéwnemi powierzchni odbijajgcej S; jeseli
powierzchnie vrozwijalne kongruencyj promieni pa-
dajacych iodbitych odpowiadajg sobie wzajemnie,
wtedy: 1) promienietak padajgcejakiodbite tworzy
kongruencyg normalnych do pewnyech powierzchni;
2) ich powierzchnie rozwijalne odpowiadajg krzy-
wymsprzezonympowierzehni §.

Yatwo dowiesé, ze zachodzi twierdzenie odwrotne, mianowicie, ze gdy
spelniajg sie dwa ostatnie warunki, to powierzchnie rozwijalne kongruencyj
promieni padajgcych i odbityek odpowiadaja sobie wzajemnie. W samej rze-
czy, warunki te wyrazaja sig analitycznie zwigzkami (11) i (12); z ostatniego
z nich mamy:

Ja
reosa v
psine 0

Mnozge licznik i mianownik pierwszego stosunku przez £&p;sine, drogiego
przez. —qf,, tworzae z nich proporeye zlozons i uwzgledniajac zwigzek (11),
dochodzimy do warnnka (10).
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§ 5. PomineliSmy wyZej przypadek, w ktérym plaszezyzny padania
promieni zlewaja sig z przecigeiami gléwnemi powierzehni odbijajacej S,
t. j. przypadek, w ktérym p==0q,=0. o .

W tem zalozenin warunki (10) sprowadzaja sig do jednego:

(13) & sinza 49,0 = 0.
Niechaj R,, B, bedg promienie krzywizny naszej powierzchni; poniewaz:

Bo=— o, HBy=
P
bedzie przeto:
. Ry
(14 sma——i—] 7

gdzie jeden znak odpowiada promieniom padajacym, drugi odbitym,

Fatwo spostrzedz, Ze promienie rozwazane] kongruencyi beda rzeczy-
wistemi tylko wtedy, gdy R, i R, v3 jeduego znaku, t. j. gdy krzrwizna
gaussowska powierzehni w danym punkcie hedzie dodatnia, przyczem wmusi
jeszeze koniecznie spetniaé si¢ warunek:

EARIIAR
Przy spehnienin tych warnnkow, bedziemy mieli dwa uklady prostych :
y=10, z=xtga; y=0, z=—2xtga,

ktéryeh powierzelnie rozwijalne beds sobie wzajemnie odpowiadaly,

Rozpatrnjge kongruencye, utworzone z promieni analogieznych, lez-
cych na plaszezyznie drugiego przecigeia gléwnego powierzchui S, otrzy-
mamy znown dwa nklady prostych, czynigeych zado§é postawionym warun-
kom, mianowicie:

=0, z=ypigp; «=0, é=—ytgp,
gdzie ;

Proste te bgdg rzeczywistemi przy warunku, gdy krzywizna gaussowska po-
wierzehni S jest dodatnia i |B,] << |R.].

‘Widzimy, ze warunek drugi rzeczywistosei ostatnich prostych jest
sprzeczny z drugim warnnkiem rzeczywistosei prostych, poprzednio rozwa-
Zanyeh. .

icm°®
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.Te ]?mgruencye badat pierwszy Darboux inaz
cyamxouoptycznych powierzchni S '

7z powyzszego wnosimy, ze kazda powierzehinia posiada cztery
}Ikhdy osi Qplyczpych. W punktach powierzehni, w ktéryeh kl‘ZVWI:ﬂla o
Je:qt dorla’r:ma, dmg osi optyezne, lezgee w jednpj’phszczyinie s r;ec JSJ
.w]sc(;,. dwie s3 urojone; w punktach zas, w ktorych krzywima,, a%l S, Z]i-
jest ujemna, wszystkie cztery osi optyezne g urojone. T grisomRe

. Cheae wykres:lié osi optyczne w punkeie powierzehni, w ktérych krzy

wizna gaussowska jest dodatnia, postepujemy w ten sposé,b- znajdgm 1'6?37:
nanie W.alca le'ostego kolowego, ktérego osig jest jedna z. osi opt; cZn b
a kolo kierownicze ma promient dowolny a; l'éwfxaniem tem bedzie: vy

wal je kongruen-

cos? (2 — tgaz)? -y = ne2,

Réwnaniem przecigcia te f

60 go walea z plaszezyzng styezng d i i
. 0 pow :
bedzie oczywiscie: yeung o powlersehui §

2y @
A, ‘}‘7{;——7{~, z=0,

2

a jest to elipsa, podobna do wskazujaeej Dupina dla da
o o ne
sposobem mozna powiedzieé: ! o punkea. Tym
' Ofoptyczna wpunkcie powierzchni, w ktorym krzy-
wizna g&uss_ow.ska jest dodatnia, jest 0sig walea kotlo-
wego, przecinajgcego odpowiednis plaszezyzng stycz-
ng weqkug wskazujgeej Dupina, punktowistycznoseci
odpowiadajgcei. :
Twie_rd‘zen?e to mozna tez wyrazié nieco inaczej. Réwnaniem elipsy.
przedstawiajacej wskazujges Dupina, bedzie: ’

L) 22
Tt A==,
aréwnaniem spétogniskowe] z nis hyperboli:

2 22

=1

1=0 gl — =%

Asymptoty tej hyperboli wyrazajg sie réwnaniami:

Y= 0, z= iy R2 @
B_R,~

Prace mat.-fizyez, t, XIIT, 12
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a jest to wiasnie réwnanie naszych osi optycznych. Wnos.lmy. stad, ze:
Osi optyczne rzeczywiste sg asymptotami hyperbol
ogniskowych wskazujacej Dupina.

§6. Lubow wyktadzie dalszym nie bedziemy juz mieli do ezynienia
7 osiami optycznemi, pozwolimy sobie wszakze zatrzymac sig nieco nad ich
teoryg. A ézynimy to dlatego, Ze teorya ta, zaledwie naszkicowana przez

Darboux’a, nie zostata dotad 1'ozwinigta: ) ’

Zajmiemy si¢ w niniejszym paragrafie szukaniem warunkow na to, aby
kongruencya osi optyczmych powierzchni byta kongruencya normalnych.
7 uwagi, Ze W rozwazanym przypadku Jest;

B —AR,
g = —qR,, cosa:]/l_ﬁ;.‘_— ,

mozemy warunek (6) pi'zedstawié w postaci:

OWVEVE=R)

’

. U
lub takze: _
Olog (gVAy . ¥ B —R,) __ 0.
0w
Przy pomocy zwigzku: :
TR ) y o ologq 1 R,
v Re—H, dv

wynikajgeego z wzorow Codazziego-Maina rdi'ego, mozemy warunek
powyzszy przeksztaleié na nastgpujacy : .
* (]

dv

1 AR R 1
SR, (B—Ry) o 2B, (Ba—Fy)

= {,

gdzie K oznacza krzywizng gaussowsky powierzehni 5. ] '
Whaosimy stad, ze X jest funkeyg samego tylko parametru u; inacze]
mowige, powierzchnia S jest taks, ze jej krzywizna gaussowska p.ozostaJe
stalg wadluz linij kraywiznowych, ortogonalnych do rozwazanyeh osi opty_cz-
nych. Aby wszystkie osi optyczne byly kongrunencyami normalnyeh, jest
koniecznem i dostatecznem, by krzywizna K czynita zado$é warunkom :

oK
o

K

ou =0,

t. j. aby byta stalg. Stad:

icm
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Tylko dla powierzehnio krzywiznie stalej kongruencye
osi optycznych sg kongruencyami normalnych. )

Podamy jeszcze jedng whasnosé charakterystyczng osi optyeznych, two-
rzgeych kongruencye normalnych. '

Przeksztatcimy pierwsze z dwn réwnaf :

d(cosa)

T =0, &p sinfa 7 g =0,

ktorym ezynig zado$é w tym przypadku fankeye ¢, a mianowicie rozwinmy
Je, pomnozmy przez p, sina i uwzglednijmy réwhanie drugie, a otrzymamy:
0

7Py cosasing— ¢ F Pl 0;

jest to wiasnie warunek (8) paragrafu trzeeiego, wykazujacy, ze powierz-
chnie rozwijalne naszej kongruencyi odpowiadajs kraywym sprzezonym po-
wierzehni 8. Tym sposobem otrzymaliSmy twierdzenie nastepujace:

Jezeli kongruencya osi optyeznych pewnej powierz-
chni § jest kongruencys normalnyeh, wtedy jej powierz.
chnie rozwijalne odpowiadaja krzywym sprzezonym po-
wierzehni §.

§ 7. Powréémy do badah § 3-go, a mianowicie do przypadku, w kté-
rym krzywe gtéwne na powierzehni S, odpowiadajgce pewnej kongruencyi D,
tworzg ukiady krzywych sprzgzonych. Zaldzmy, ze promienie kongruencyi
D s niezmiennie zwigzane z powierzchniy S; przyjmijmy dalej, ze powierz-
chnia § odksztalea sie jakkolwiek; wtedy kongruencya D staje sie kolejno
kongruencyg D, D", . .. ..

Zobaczmy, przy jakich warunkach krzywe gléwne odpowiednich po-
wierzehni 8, 87, .. . beds pozostawaly krzywemi sprzezonemi; tu 8/, 37, ...
o0znaczaja rozmaite zgiecia powierzchni S.

Zanim przystapimy do rozwigzania tego zagadnienia, podamy kilka
rezwazan ogdlnych, majgeych znaczenie zasadnicze w badaniu naszem.

Wiadomo, ze wyznaczenie wszystkich powierzchni, majacych dany ele-
ent liniowy lub przedstawiajgeych rozmaite odksztalcenia pewnej danej
powierzehni, prowadzi do catkowania réwnan Codazziego-Mainar-
di'ego. Calka ogélna tych réwnah zawiera, oczywiseie, d wie funkcye
dowolne. Niechaj dla pewnej danej powierzehni § zachodzi zwigzek okre-
Slony pomiedzy funkeyami p, q, py, ¢::

f9p,9)=0.
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Przy pomocy réwnan Cod azzi'ego-Mainardi’ego mozemy zawsze wy-
rugowaé z tego zwigzku dwie funkeye, dajmy na top, g, 1 przedsta_wié 20

w postaei:
F(p, ) = 0.

Dajmy, ze tenostatni zwigzek zachodzi przy wszelkich mozliwych
odksztalceniach powierzehni §. Eatwo dowiedé, Zze moze to mie¢ miejsce
tylko wtedy, gdy ten zwigzek spelnia sig tozsamosciowo.

W samej rzecsy, gdyby bylo przeciwnie, to ze zwigzku tege mogliby<my
wyrazié jedne z fankeyi py, g, przez druga; a dla wyznaczenia drugiej funk-
cyi bedziemy mieli d w4 réwnania o pochodnyeh czastkowych rzedu pierw-
szego. Jezeli przypudeimy nawet, ze te dwa rownania sprowadzaja sig do
jednego, dojdziemy do tego, e przy wszelkich moz liwyceh od-
ksztalceniach powierzehni 8 funkeye p, g, py, ¢ zalezg od jednej tylko
fankeyi dowolnej—co oczywiscie jest nieprawda.

Po tych uwagach przejdziemy do rozwigzania zadania.
Rugujge ze zwiazkn (§) funkeye p i q przy pomocy rownai Coddaz-
ziego-Mainardiego:

q1&+p771 =0,

gdzie K jest krzywizng powierzchni, sprowadzimy ten zwigzek do postaci:

&K = pg, —mq,

K da & gt x|

. ré o dal
pyrsina cos + g (—’IT cosa sing -} o0 - Sl T
Na moey powyzszych rozwazai, zwigzek ten musi spelniaé sig tozsamescio-
wo, niezaleznie od wartosei funkeyj p;, ¢ Tym sposobem dochodzimy do
réwnah :

(13) rsinacosa==0, ricosasina -} i)—a— =10, Da_ 0.
ou ov
Wrylaczywszy rozwigzania oczywiste o = % , a=0, t. j. praypadki, wkté-

ryeh kongruencya nasza jest albo kengrnencya normalnych do powierzchni 8,
albo kongruencys stycznych do niej, znajdziemy, po odpowiednim wyborze
paramefrow u, ¢, rozwigzania nastepujgce:

(16) f=1, a=ou), 5 =rkeotga=fko(u),

gdzie ¢ a zatem | w sg funkcyami dowolnemi, & za$ wielkoscig staly.

- ©

icm

(23) KONGRUENCYE LINIOWE. 181

Tym sposobem w rozwazanym przypadku element liniowy powierzebni
S daje sig sprowadzié do postaci:

Is® = du? 4+ k* w® (u) dr?

t. j. powierzehnia S daje sie nawinaé na powierzehnis obrotows.

Jezell oznaczymy przez 7, promieft réwnoleznika odpowiedniej po-
wierzehni obrotowej, dla ktdrej r, ==y, to na mocy ostutniego ze zwiazkiw
{16) znajdziemy, Ze k3t « pomigdzy promieniem naszej kongruencyi a stycz-
1y do potudnika, przechodzgeego przez odpowiedni punkt padania promienia,
zwigzany jest z promienjem réwnoleznika, przez tenze punkt przechodzg-
cego, rownaniem:
(17 rotg a = k = coust.

Mamy przeto twierdzenie :

Przez kazdy punkt pewnej powierzchni obrotowejpro-
wadzimy w plaszezyznach poludnikéw krzywe, tworzace
zodpowiedniemi styeznemi do potudnikoéw katy «; te katy
okreslajg si¢ zwigzkami (17), w ktérych », jest promieniem
rownoleznika, przechodzgcego przes odpowiedni punkt po-
wierzehni 8. Dajmy, Ze otrzymana w ten sposéb kongruen-
cya D jest niezmiennie zwigzana z powierzehniy S. Jezeli
bedziemy teraz odksztatcali dowolnie powierzechnie S8, to
linie gtéwne powierzchni § wugledem kongruencyj, powsta-
jaeyeh z kongruencyi D, beds liniami sprzezonemi. Tez
wlasno$é posiadaé bedg kongruencye D/, otrzymane z kon-
gruencyi D przez odbicie od odpowiednich powierzchni S.

Prawdziwosé ostatniej czedci twierdzenia jest widoczna stad, ze kat g,
jaki tworzy promief odbity z odpowiednig styczna do poludnika, réwna
sie —o, a wiec i dla niego jest:

7o tg f = — &k == const.

§ 8. Nua zakonczenie tego rozdzialu rozwazmy jeszeze nastepujgce
zagadnienie szézegélne, bardzo wazne w badaniu dalszem.

Dajmy, ze pewna kongruenzya promieni D), padajacych na pewna po-
wierzchnig S i niezmiennie z nia zwigzanych, tworzy uklad normalnych
jakiej§ powierzehni X, Widzielismy w § 2, ze w tym przypadku promienie
odbite D’ bada normalne do pewnej powierzehni Xy, Z wynikéw, w tymze
paragrafie otrzymanych, wypltywa, ze wszystkie kongruencys, powstajgce
z kongrueneyj D i D' przy wszelkich mozliwych odksztalceniach powierz-
chui S, bedg ukiadami normalnych pewnych powierzehni. Niechaj dla pe-
wnej powierzchni S powierzchnie X1 X, beds zwigzane taky zaleznoseis,
ze liniom asymptotycznym jednej odpowiadajg linie asymptotyczne drugiej
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Powstaje pytanie, kiedy taka odpowiednio$é powierzehni X1 X za-
chowuje sig przy wszelkich mozliwych odksztaiceniach powierzehni S.
Wyprowadzmy najprzéd rownania rézniczkowe linij asymptotycznych
powierzebni X i X, opierajac sig na znanej wilasnoSel tych krzywych,
polegajacej na tem, ze sg ortogonalne do swoich obrazéw kulistych.
Spoirzednemi odpowiedniego punktu powierzehni X heda:

©=gecose, y=20, z==psina,

gdzie, wedlug § 2, funkeye o i e czynig zadosé réwpaniom:

_ti_@cosa) —0

do -
-@-—}—Ecow =0, T

Spétrzedne odpowiedniego punktu powierzehni X, znajdziemy, kladge —a
zamiast a. :

Wezmiemy teraz punkt dowolny niernchomy O i umie$émy w nim po-
czgtek nkladu ruchomego spélrzednyehl(7”), ktérego osi pozostajz weiaz
réwnoleglemi do odpowiednich osi ukladu (7). Spélrzedne obrazu kulistego
odpowiedniego punktu powierzchni S wzgledem osi {77) bedg:

#, == cosa, ¥, =0, z =sina.

Jezeli przyrosty du, dv odpowiadajg przesuniecin po powierzehni S wzdhnz
linii asymptotycznej, i jezeli przez dz, dy, d2, 62y, Oy, 02, oznaczymy rzuty
na osi (7) lub (") przesunieé vdpowiedniego punktu powierzehni X 1 jej
obrazu kulistego, to na zasadzie wiasnosei linij asymptotycznych bedzie:
(19) ox bz, - Oy Oy, + 92 03, = Q.
Réwnanie to jest wiasnie rownaniem szukanych linij asymptotycznych po-
wierzechni X'; réwnanie linij asymptotycznych dla powierzchni 3, otrzy-
mamy z niego, kladac wszedzie — a zamiast a.

Z uwagi, ze:

dz = Edu -+ cosadp — Qsina(da;Q(lzc—ql dv),

Oy = ndv + o[(rdu—fr dr)cosa—(pdu-tp do)sine],

9z = sinadp + g cosa (da—qdu — ¢, dv),
oraz, ze:

oy == — sina (da — gdu —q, dv),
8y, = (rdu + rydv)cosa — (p du—tp, dv)sine,
02, = eosa(da—q du—q,dv),

icm -
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sprowadzimy po latwych obliczeniach réwnanie (19) do postaci:

(M o= Ny d® + (A, = Ny de? 4 (M, = N dude = 0,

gdzie M, M, M, s funkeyami parzystemi, N, N;, N, funkeyami nieparzy-
stemi wielkodel ¢, mianowicie:

da da \? .
M = — E8in o —— te pr 2 cos? 2 Sin?
le Esina m + gbv)—}—gj -+ or? cos?a + gp* sin*a,

. 9 i
N = Egsina — 209 TZ — 2grpoosasina,

da \ 2 I 2
M, =myrcosa+g (T) +09,% -+ ory* cos’ e -+ gpy*sin a,

. da R
N, = —gsine— 2009, s — 2p7;p,cosasina,
£ da da  da 5 ! o . 5 -
Yy = —&sina 5 +2 5 - -+ 2090 Fmreosa - 2orr costa2opp,sint

. du da . P .
N, = £¢;sina — 204, i 2019 p — Mipsina— 2prp,cosa — 2gr p cosa sina.

Znaki nizsze w powyzszem rownaniu stosujg sie do krzywych asymptotyez-
nych powierzehni X, .
Jest jasnem, ze warunki odpowiedniosei linij asymptotycznych & i X,
bedg postaci:
i MMM
¥

t. j. bedg dwoma réwnaniami stopnia drugiego wzgledem funkeyi o . Samych
réwnaf z powodu ich zlozonosei wypisywaé nie bedziemy. Rugujae z nich
przy pomocy réwnan Codazziego-Mainardiego funkeye p ip, ipa-
migtajge, Ze na mocy rozwazah § 7 otrzymane réwnania powinny spelniaé sig
niezaleznie od wartosei funkeyj ¢ ¢;, dojdziemy do warunkéw:

" da
5 =0 r=0 tricosasina— gy 5 =0,
2¢* da 3 Ksina-——da —optsinal3r cosaﬂ : iy, Ksina
2¢* | mcosa| o) +En prral B . =i,

9
20) £y si da 0
— &y 8Ina —5; = U,

gdzie X oznacza krzywiing gaussowskg powierzehni S,
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Do tych réwnai winni§my jeszcze dolgezyé rownania (18)._ .
Na mocy pierwszego z warunkéw (20), dobrawszy odpowiednio para-

metr w, moZzemy przyjac:
a=1u.

Drugi z tych warunkow, t. j. »=0, wskazuje, ze & jest funkeyg samego
tylko parametrn u, ze tedy linie v =const. s3 geodezyjnemi.

Przy pomocy warunku trzeciego, przy odpowiednim doborze parame-
tra v, mozemy napisaé : :

3, =k cotg u,

gdazie % jest stala. .

Wrosimy stad, ze powierschnie S dajg sie nawingé na powierzchuie
obrotowe.

Ostatni z warunkdéw (20) daje na o dwie wartosei:

Esinu £2cos
Gy a=—7g—, e6=F .
= -+ 8&cotgu

due

Rozpatrzmy osobno oba przypadki.
Do wyznaczenia funkeyi & moze stuzyé pierwsze z réwnan (18). W przy-
padkn pierwszym przybierze ono postaé:

1 dE , , eosw
T tTu+° smw — O
stgd znajdujemy:
o
T osinfu’

gdzie a jest stalg. W tym wiec przypadku element linjowy powierzchni
bedzie postaci: ‘

a? ;
ds? = “ntm du? - & cotg? u dv? .
%

Zobaczymy nizej, ze powierzchnia § daje sig nawingé na paraboloide vbrotowa.

W przypadku drugim wyznaczamy wielkosei ¢ sposobem nastepuja-

eym. Wyznaczywszy cosw z plerwszego z réwnai (18) i wstawiwszy tg
warto§é w réwnanie (21), otrzymamy:

d log (g2)
du

= -- 3colgu ,
skgd :
a

e =
e sindw ’

icm
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gdzie a jest stalg. Wstawiwszy tg wartoséna ¢ w plerwsze z réwnan {18),
sprowadzamy je do postaci ;

do a COoS
0 = F — =
= du sinfn )
skad latwo znajdziemy:
5 a
0" = .
= sin® +o

gdzie m jest nows stals.
Majac o, znajdziemy juz wyrazenie na €, mianowicie:

£ ]
el o
sin*uVa - msin® u

Tym sposobem element liniowy powierzehni S wyrazi sie wzorem:

a?

ds? = I D v
sintu (@ —FmsinZy)

dw?4-E* cotg?u dv?.

Zobaczymy pozniej, ze odpowiednie powierzehnie, zaleznie od wartosei
stalyeli m i a, dadza sig nawingé na pigé nastepujgeych powierzehni obroto-
wych, mianowicie: 1) przy m> 0, 4 >0 powierzchnia S nawija sig na
hyperboloide dwupowlokowsa obrotowsg; 2) przy m>0,
«<0—naelipsoide obrotows wzgledem osi wielkiej;
3) przy m>0, a_>—m>0—na sinusoid ghyperboliczng obro-
towa, ktérej réwnaniem jest :

@yt = (at-m) sinh® 2
-
1) przy m<<0 i 0<a<<—m na katenoida skréconalub prze-
dluzona, ktérej réwnaniem jest: ‘
@24-y* = — (mt+a) cosh?

z

V=m’

inakoniec. 5) pray m<<0 i a=——m — na powierzchnie logaryt-
mowa obrotows o réwnaniu:

2z = V—mlog («2+ p¥) .

Te powierzehnie wraz z paraboloidag obrotows nazywad bedziemy zasa -
dniczemi powierzehniami obrotowemi.
Kongruencye promieni padajgeych i odbitych, rozpatrzone przez nas
W tym rozdziale, nazywaé bedziemy d ot gczonemi dopowierzchni.
Zestawiajac wyniki, otrzymane w tym paragrafie, dochodzimy do na-
stepujgcego twierdzenia -
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Jezeliprzyjmiemy, e przy wszelkiechmozliwyeh
odksztalceniach jednej z zasadniczych powierzcehni
obrotowyel Ssa zuniemi zwiszane niezmiennie kon-
gruencye dolgczone prumienipadaj@cychiodbitychD
i D, to pa powierzchniach X 1 S, ortogonalnych od-
powiednio do promieni kongruencyjDi D, linie asym-
ptotyczne odpowiadajg sohie wzajemnie.

ROZDZIAL II.

Powierzelnie ogniskowe kongruencyi liniowej. Twier-
dzenie Weingartena. Przeksztalcenia powierzehni
o krzywiznie stalej.

§1. W rozdziale poprzedzajgoym okreslilismy powierzchnie oguisko-
we jako miejsce geometryczne krawedzi zwrot wszystkich powierzehni roz-
wijalnyeh kongruencyi. W rozdziale niniejszym poznamy blizej niektére
wiasnosei powierzehni ogniskowyeh.

7 samego okreslenia tych powierzehni wynika, Ze wszystkie promienie
kongruencyi sa styczne do powierzehni ogniskowyeh.

Wezmy jedng z tych powierzehni za powierzcehnig S poprzedzajgcego
rozdziaty; wedlog ustanowionyeh warnnkéw, promienie naszej kongruencyi
zlewad sig beda z osiami @ ruchomego ukiadu spélrzednych (I7).

Znajdzmy punkty ogniskowe naszej kongruencyi i odpowiadajace je
krzywe glowne powierzehni S.

Obierzmy punkt okreglony Ona powierzehni S, jezeli nadamy parame-
trom u, v przyrosty du, dv, odpowiadajgce przesunigein punktu 0 po jednej
z krzywyeh gtéwnyeh,to odpowiednie przesunigeie punktu ogniskowego uwa-
Zanego promienia kongruencyi danej, na podstawie okreglenia punktéw
ogniskowyel, bedzie skierowane wzdluz promienia, . j. wzdiuz osi o inaczej
méwiae: rzuty tego przesunigeia na osiy iz beda zerami. Jezeli z, 0, 0 bedg
spotrzednemi odpowiedniego punktu ogniskowego, 6z, dy, 0z rzutami jego
przesuniecia na osi (2, to w uwazanym przypadkn bedzie:

Sy = or+(rdutndvye==0, 8z=— (qdu—q,dv) > =0,
Znajdujemy stad dwie wartosci na @:
L =10, g2
9 —"9

icm°®
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i‘)é\évnaniami za$ rézniczkowemi dwéch odpowiednich krzywych gléwnyeh
gaa:
(4] dv =10, gdu~Fqde=70.
Pierwsz‘e .rozwi‘azanie na x daje nam punkt O powierzehai, drugie daje punkt
0y .druglej' powierzchni ogniskowej, ktéry ozuaczad bedziemy przez S,. Te
dwie powierzchnie zlewaé sig beda, gdy ¢ réwna sie zern, t. j. gdy linie
p==const bedg liniami as ymptotycznemi‘ Pr, adky i
; . zypadku tego
bedziemy rozpatrywali. yp g0 e
Z uwagi, ze rownanie linij sprzezonych na powierzchni §

—q&dudw - p,y, dvdv~ piy, (dudv -+ dvon) =0
spelnia sie tozsamosciowo, gdy polozymy:

dv =0, qéu-tqdo=0,

docho_dzimy do wniosku, ze krzywe gldwne na powierzehniach
ogn.ls%co wy_ch sg liniamisprzezonemi. Do tegoz wniosku
moghbygmy doj$é bezposrednio, zwazywszy, Ze rdwnanie (8) rozdzialu po-
przedzajacego spelnia sie, gdy « réwna sig zeru.

§ 2. Rozpatrzymy teraz plaszezyzny ogniskowe nasze]
kongruencyi.

Wez’my. na osi z punkt jakikolwiek (x, 0, 0); plaszezyzna styczna
w t.,yn% punkeie do powierzehni prostoliniowej, ktérs opisuje punkt z przy
zmianie parametréw u, v o wielkosei du, dv, odpowiadajace przesunigein po-
czatkn spolrzednych wzdluz okre§lonej krzywej, bedzie miala réwnanie:

z=ytgh,

gdzie tg okresla sig z warunku:

tgﬁ:

oz —x(gdu+ gdv)
Sy mlo+x (rdu + rydo)

Przyjmujge, Ze poczgtek spohrzgdnych przesungt sig wzdluz jednej
z _krzywych gtownyeh (2), Inb—co wychodzi na jedno — ze 0§ z opisala po-
wierzchnie rozwijalng, znajdziemy, ze przy ¢du-f¢,dv =01 dv=0 war-
toSciami stycznyeh bedsg odpowiednio:

tg 8 =0, tgh=—L


GUEST


188 A. PRZEBORSKIL. (30)

a wige réwnaniami odpowiednich plaszezyzn ogniskowych beda:,

s==0, qy-tre=20.
Widzimy stad, Ze pierwsza plaszezyzna ogniskowa jest styczny do po-
wierzehni S.

Jezeli oznaczymy przez dz, 8y, 8z rzuty przesunigé drugiego punktn
ogniskowego, znajdziemy latwo, ze dla wszelkich wartosel dw, dv zachodzi
zwigzek :

98y +roz=0,

t.j. ze drnga plaszezyzna ogniskowa jest styczna do drugiej powierzchni
ogniskowej. ‘

Tym sposobem powierzchnie ogniskowe mozemy uwazaé za obwiednie
plaszezyzn ogniskowyeh.

Przyjmijmy teraz, ze kongruencya jest kongruencys normalnych do
pewnej powierzehni X, t.j. ze na kazdym jej promienin istnieje taki punkt
(i, 0, 0), ktorego przesuniecia sa ortogonalne do odpowiedniego promienia
przy wszelkich nieskoficzenie matych zmianach parametréw w, v. Warun-
kiem na to, by rzuty przesunieé tego punktu na og & réwnaly sie zern, bedzier

) de+Edu=0 ,
stad:

(5) Sy = T = 0.

Ten warunek wskazuje, ze krzywe v=const s3 krzywemi geode-
zyjnemi powierzehni S, ktéra jest oczywiscie jedna z powtok rozwinie-
tej dla powierzchni X. Stad: Kongruencye normalnyeh sy
stycznemi dolinij geodezyjnyeh swych powierzchni
ogniskowyech.

‘Wracajge do réwnai plaszezyzn ogniskowych i wylgezajae przypadek
7==0, znajdujemy, ze dla kongrﬁencyj normalnych 62=i;f~ s
t.j.ptaszezyzny ogniskowe sg wzajemnie prostopadie

Spélrzednemi odpowiedniego punktu drugiej powierzehni ogniskowej
bedg w tym przypadka:

(6)

W wylgczonym wyiej przypadku, t.j. gdy ¢ =0, krzywe r= const
zamienis sig na proste, gdyz powinny by réwnoczesnie liniami gecdezyj-

icm°®
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nemi i asymptotycznewmi powierzehni 5. Powierzehnia ta bedzie prosto-
liniowg; jej tworzace prostoliniowe v=const beds promieniami naszej kon-
groencyi. Tym sposobem w uwazanym przypadku kongruenrya liniowa
znieksztalea sie na powierzehuiy jo vstoliniows.

Latwo dowiedé, ze powierzelnia X, normalna do promieni kongruen-
eyl, zamienia sie na linig krzywa. W samej rzéczy, rzutani przesunieé
odpowiedniego jej pnnktu (w, 0, 0) beda:

=10, Oy= (g +rmyde, 6z = — Qe dr,
skad widzimy, ze dla ¢ =const bedzie dx =205y =452z=10. Stad wlasnie
wyplywa, ze powierzehnia X ramienia sie na linig krzywa. Przypadek ten
wylaczamy zupelnie z naszego badania.

§3. Wiadomo, ze Weingarten pierwszy zwréeil uwage na in-
teresujgeg klasg powierzehni, wyrézniajaeych sig tem, ze pomiedzy ich pro-
mieniami krzywizny w kazdym punkcie zachodzi zaleznoéé o spotezynnikach
stalych D.  Powierzchnie te nazywaja sie zwykle powierzehniami 1"

Jezell przez R, i I, oznaczymy promienie krzywizny jakiejkolwiek
powierzehni, to warnnek na to, aby powierzehnia ta nalezala do klasy po-
wierzehni 1V, wyrazi sie analitycznie w ten sposib:

R, °R,

[7/}‘1 R,
du v

—_ =0.
v du

Y]

Przypusémy, ze rozpatizona przez nas w poprzedzajacych paragrafach
kongruencya jest ukladem normalnych do pewnej powierzebni V. Zbadaj-
my, jakim warunkom czynié wtedy winna zadosé powierzehnia ogniskowa S,

2 . . .
Na mocy warunku a—f = (0 mozemy przyja¢, ze funkcya & rowna sie

jednosci. Oznaczmy przez z, odcigta odpowiedniego punktu naszej powierz-
chni T7; odeigta ta wyznacza sie z réwnania (4) w paragrafie poprzedzajg-
cym; bedzie mianowieie:

o =—(ut0),

gdzie ¢ jest stala dowolng
Nie zmniejszajge ogoluodel, mozemy polozyé ¢==0, gdyz roznym war-
todciom stalej ¢ odpowiadaé bedg powierzchnie W wzajemnie réwnolegie.
Jezeli, jak wyzej, B, i R, s3 promieniami krzywizny uwaZzanej po-

) Weingarten Ueber die Obeiﬁichen, fir welehe einer der beiden Haupt-
kritmmungshalbmesser eine Funetion des anderen ist. (Crelle’s Journal, t. LXII).,
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wierzehni, jezeli g, s 58 odcigtemi punktow ogniskowych promienia, to na
podstawie réwnan (6) bedzie:

Uit Q1

0,=0, gy=— 4~= — 3
1 Li!
e

a wiec otrzymamy stad nastepujgce wyrazenia na promienie £, i Ity:

M
o,
du

Bi=m—po =—1u Ry=uw—g=—1u-+ ,

Przy tych wartosciach na H; 1 £, warunek (7) praybierze postad:

a wige:
o %,

1
i n —
du v I “gudw

Calkujge to réwnanie, otrzymamy na %, nastepujgce wyrazenie :
=0V,

gdzie U jest funkeys samego parametru u, V za§ funkeys samego parametru
», Wybrawszy w odpowiedni sposéb parametr », mozemy uczynié funkeye 7
réwng jednosci. Element liniowy powierzchni 8 da sig tedy sprowadzié do
postaci:

8 ds? = du?® + U?det,

t. j. powierzehnia S da sie nawingé na powierzchnie obrotows. W ten
sposdb doszliSmy do twierdzenia:

Twierdzenie Weingartena. Rozwiniete powierz-
chni 7 dajs sie nawingénapowierzchnie obrotowe.

Fatwo tez dowiedé twisrdzenia odwrotnego, mianowicie:

Jezell powierzehnia S daje siefnawingé na po-
wierzchnig obrotows, to styczne dokrzywyech, heda-
cych, rozwinigtemipoludnikow powierzehni obroto-
wyeh tworzg uklad normalnyeh do pewnej powierz-
chni W, zachodzitoprzy wszelkich odksztalceniach
powierzchni S.

. W samej rzeczy, przyjawszy, ze element liniowy powierzehni S wyraza
si¢ w postaci (8), przekonywamy sie bezposrednio, ze styczne do krzywych
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p = const tworzg uklad normalnyeh pewnej powierzehni X, Promienie krzy-
wizny tej powierzchni wyrazajq sig w ten sposéh:

, , U
(9) Bi=—u R, = - n + 5 -

Rugujac z tych wyrazen parametr u, znajdziemy zwigzek okrelony o spil-
czynnikach stalych pomigdzy promieniami R, 1 R, Poniewaz zwigzek
ten okredla sig w zupelnosei postacig funkeyi U, stanowigeej spdtezynnik
w wyrazenin elementn liniowego powierzehni S, przeto pozostanie niez-
miennym przy wszystkich mozliwych odksztalceniach powierzehni.

§ 4. Widzimy tedy, Ze znajac jaka$ powierzchnig o elemencie linio-
wym (8), mozemy juz wyznaczyé odpowiednig powierzchnig 7. Odwro-
tnie, majac pewng okreslony powierzehnig TV, mozna juz wyznaczyé po-
wierzchnie obrotows, na ktérg rozwija sie rozwinigta danej powierzchni W

W rzeczy samej, niechaj promienie krzywizny E; i A, powierzchui
Wlgezy zwiazek f(By, Bp)==0; rugujac By, B, z tego zwigzku i ze zwiaz-
kéw (9), znajdziemy réwnanie rézniczkowe rzedu pierwszego nu wyznacze-

.nie funkeyi U.

Rozpatrzymy tu dwa proste przyklady. Dajmy, ze dana powierzchnia
W jest powierzchnig minimalng, t j. ze pomigdzy promieniami jej zachodzi
awigzek Ry Ry =0.
Na wyznaczenie fankeyi U bedziemy miell rownanie rézniczkowe:
[ 1

T
skad U=k Vu, gdzie & jest stala. Element liniowy powierzchni § wyraza

sie réwnaniem: )
ds? = du® - k*u &,

a jest to, jak wiadomo element liniowy powierzehni, dajacej sie nawingé na
rozwinieta katenoidy. -
Dajmy teraz, ze powierzchunia 1 jest powierzchnia o kraywiznie sta-

lej ’,ITL ; whedy Ry R,=m, a na wyznaczenie funkeyi U bedziemy mieli

réwnanie:

skad:
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(34)

Element iiniowy tej powierzchui wyraza sig rownaniew:
ds* = dn® 4 (u?—m) do? .

Jezeli m<< 0, t. j. gdy krzywizna powierzehni J1 jest ujemna, wtedy—

jak to fatwo widzle¢ — powierzchnia § daje sig nawingé na katenoide..

Jezeli m> 0, to nawinaé sie daje na powierzchnie obrotows:

Jrp—

/‘ (L~ L% 0 - ml? _ar
Vi e — ey [(1 - k=)0 4 ket o

gdzie r == o~y

§ 5. Przejdimy do drngiej powierzehni ogniskowej S;. ZFiatwo do-
wie§é, co zreszty jest jasne a priori, ze daje sig ona nawingé na powierz-
chnie obrotows. Spélrzednemi odpowiedniego jej punktu beda:

M1
dn,
. du

, y=0, z=0,

gizie p, = U. Rzuty przesunieé tego punktu na osi (1) sg oczywiscie:

a2y,
M _—(7“2_
——_ d ) - SO/ 11 »
dr = ( dy, dn, Jy==0, dz= i (qdu—q, dv),
\ dlae ) du

a zatem element linjowy powierzchni bedzie postaci:

2 (12771 2
3 T\ 0’

ds,? = (‘lﬂx )4 du? -+ (d?h 5 (du - g,dv)?.
. da | u

Fatwo okazad, ze w tym praypadku wyrazenie 4, (qdu -+ q,du) jest roznicz-
kg zupelng pewnej funkeyi «; w samej rzeczy, warunek, aby rézniczka ta
byla zupelna, t. j.

9 (mg) — 2 (119,
‘ v i
zamienia sig na nastepujgey :
%tmp =0,

icm
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a jest to jedno z réwnai Codazziego-Mainardiego. Tym sposobem
element liniowy powierzchni S, moze byé wyrazony w postaci:

L\
iy (“h )

l? duw?

10 ds,? = — " '

(10) A (d’h )4 dw? - (d?h )_z .
duw dw

Poniewaz tu 7, jest funkeys jednego tylko parametrn w, to wynika stgd, ze
powierzchnia S; daje sig nawingé na powierzehnig obrotows.

Dwie powierzchnie 8, S, dajace sig nawingé na powierzchnie obrotowe
iprzedstawiajgce dwie powloki pewnaj powierzchni W, nazywaja sie po-
wierzehniami dopeiniajgcemi sie wzajemnie.

§ 6. Uczynimy wn niewielkie zboczenie i wyprowadzimy pewne wzory,
potrzebne nam w dalszym wykladzie.

Niechaj bgdzie pewien ruchomy uklad spélrzednyeh prostokatnyeh (7),
ktérego polozenie zalezy od dwich parametréw w, v. Rzuty przesunigeia
poczatku tyeh osi, w zaloZeniu, ze zmienia sig tylko jeden parametr w,
oznaczmy przez &, 7, {5 rzuty odpowiedniego obrotu na tez same osi — przez
2, ¢, 7 Razuty odpowiednich przesunigé w zalozeniu, ze zmienia sie tylko
parametr v, oznaczmy przez &, ny, L Py, 4o 7y -

Obierzmy okresflone™potozenie osi i nadajmy parametrom u, v przyrosty
du, dv. Osi (T) przybiorg wtedy nowe polozenie, ktére oznaczmy przez
(T"). Znajdzmy zalezno$é pomiedzy spblrzednemi wz, y, ¢ jakiegokolwiek
punktu w nktadzie (T') a spétrzgdnemi ', o/, ¢ w ukladzie (7). Niechaj M
bedzie dowolnym nieruchomym punktem przestrzeni; warunek jego nieru-
chomo$ei wyrazimy w ten sposdb, Ze rzuty przesunigé éx, dy, 8z ucaynimy
zerem przy wszelkich mozliwyceh zmianach parametréow w, v, t.J. napiszemy:

82 = do—-&du—+ & dv + (gdu—- g dv) 2 — (rdu 4-r dv)y =0,

Oy == dy—~+nlu—ndv + (rdu - rydo) e — (pdu - pdv) 2 = 0,

bz = dz 4 tdu—- & dv 4 (pdu—tp,dv) y — (gdu +- gy do) @ = 0.
Tu dex, dy, dz sg rzutami przesunieé naszego punktn wzgledem osi spéirzed-
nyeh, t. j. réwnaja sie #'—x, y'~—y, 2'—s z pominieciem wielko§cl nieskon-
ezenie malych rzedéw wyzszyeh, Otrzymujemy stad szukans wzory na
przeksztalcenie:
& — (& & dvy — (gdu—+q,dv) 2 - (rdu - rdv) y,
Y = y—(qdu—n,dv) —(rdu 4 dv) z 4= (pdu+- p,dv) 2,
2 — (Cdw -3,dv) — (pdu —+pdv)y + (gdu g dv) 2.

Prace mat.-fiz., t. XIII. 13
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§ 7. Po tem zboczeniu zajmiemy si¢ wyprowadzeniem réwnania 16z-
niezkowego krzywych sprzezonyeh na powierzehni S, depelniajgcej wagle-
dem powierzehni S i majgcej element linlowy (8).

* Wezmy na powierzchni § dowolny punkt O; odpowiednim punktem
powierzehni dopelniajacej niechaj bedzie 0. Réwnanie plaszezyzny stycz-
nej do powierzehni S W punkeie O; znajdziemy, kladge r=10 w drugiem
2z vownan (3); bedzie niem y=0. PrzejdZzmy po pewnej krzywej od punktu O
do punktu O’ i niechaj temu przejscin odpowiadajg przyrosty du, dv para-
metréw; punkt na powierzehni S, odpowiadajacy punktowi O, oznaczmy
przez 0. Osi (T') przybiors polozenie (7*); réwnanie plaszezyzuy stycz-
nej do powierzehni §; w punkeie O’y w odniesieniu do tych osi bedzie y'=0.
Stad na podstawie wzordw paragrafu poprzedzajacego rownanie tej plasz-
czyzny w odniesieniu do osi (7) bedzie :

y—rdv.z 4+ (j)du + pdvye— nydv = 0.

Polozenie graniczne prosfej, bedgcej przecigciem tej ptaszezyzny z plasz-
czyzng y=0, jest, jak wiadomo, styczng do krzywej sprzezonej z krzywy
0, 0;. Prosta ta wyraza sig réwnaniem:

y=0, rdv.z—(pdutpdv)z-ndv = 0.
Niechaj 8,2, 8,y, 6,z oznaczajg rzuty przesunigeia punktu O; po powierzchni
S, w kierunku sprzgzonym z kierunkiem O, (;; odpowiednie przyrosty para-

metréw oznaczmy przez du, Sv. Wtedy réwnaniem rézniczkowem krzywych
sprzezonych na powierzehni S; bedzie:

rydo &,z — (pdu~4-p,dn) 8,z = 0,
g &du du — pymy dvdv — gy (du Sv—-dv du) = 0,

lub
(12)

a jest to réwnanie krzywych sprzezonych powierzehni S. A wige:

Powierzchniedopelniajgce sig sgzwigzane wza-

jemnie wtensposéb, ze kazdemuukladowikrzywych
sprzezonych na jednej odpowiada uktad krzywych
sprzezonychna drugiej.

Twierdzenie to moZna wyrazié w ten sposéb:

Linie asymptotyczne dwdch dopelniajgecych sig
powierzchniodpowiadajg sobie wzajemnie,

Wynika to stad, ze réwnanie rézniczkowe linij asymptotyeznych na
powierzchni §; otrzymujemy, ktadge w réwnaniu (12) du=0u, dv==_v; réw-
nanie w ten sposéb otrzymane jest identyczne z réwnaniem krzywych asym-
ptotycznych powierzehni S.

icm°®
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§ 8. Zajmiemy sig obecnie pewnem zagaduieniem, majgcem waine
znaczenie w teoryi powierzehni o krzywiznie stalej gaussowskiej.

Zalézmy, ze powierzehnia S, bedaca jedng z powierzehni ogniskowych
pewnej kongrueneyi normalnych, jest rzeczywista. Znajdzmy warunki,
przy ktérych odleglosé dwéch odpowiednich punktéw powierzehni § i dru-
giej powierzchni ogniskowe]j S, tejze kongruencyi jest wielkoscia stals m.
Wielkos§¢ m niechaj bedzie rzeczywistg lub zespolona, to znaczy, ze powiers-
choia S, moze byé rzeczywistg lub urojong. Poniewaz na podstawie réwnan
{6) spéhrzedne odpowiedniego punktn powierzehni S, bedg:

X == ~17L y Y= 0 N

Ty z=0,
kladac przeto &=1, bedziemy mieli na wyznaczenie w tym przypadku wiel-
kosei 5, réwnanie rézniczkowe:

3
m'%—*"?l:o’

tak, ze obrawszy odpowiednio parametr », znajdziemy:

%

(13) ' m=e "

Stad element liniowy powierzchni S wyrazi sig wzorem:

26

ds? =du? e ™ do?,

. . . 1
widzimy wiec, Ze powierzchnia S ma staty krzywizne gaussowskyg — ol
Poniewaz zalozyliémy, ze powierzchnia S jest rzeczywista, przeto
liczba —”11—0 bedzie rzeczywista, a to mozliwe jest tylko wtedy, kiedy m jest

rzeezywiste Iub ezysto-urojone. W przypadku pierwszym powierzchnia §
bedzie miata krzywizne ujemng, w drugim—dodatnis. Widzimy tedy, ze
tylko w przypadkn, kiedy krzywizna powierzchni § jest ujemna, druga po-
wierzehnia ogniskowa S; bedzie rzeczywista.

Poniewaz powierzehnia S daje sig nawingé na powierzchnig obrotows,
krzywe za v=—const. s3 zgicciami poludnikéw, przeto, wedlug twierdzenia
Weingartena, rozwazana tu kongruencya normalnych jest ukladem
normalnych do pewnej powierzehni W. Wynika stad, ze powierzchnie S1 8,
sy dopetniajgcemi sie wzajemnie I dla tego element liniowy

N
powierzehni 8, otrzymamy z wzoru (10), kladge 7, ==e *; bedzie tedy :
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2u
ds,? = du? + mle® d&*,

. . . S s 1
a jest to takze element liniowy powierzchni o krzywiznie stalej — Pl Do-

chodzimy wige do twierdzenia nastgpujacego:

Jezeli kongruencya normalnych ma wlasno§é, ze
odleglosé punktéwogniskowych kazdegojej promie-
nia jest stata, wtedy: 1) fpromienie kongruencyi sg
normalne do pewnej powierzchni W; 2) krzywizna
gaussowska jejpowierzchni ogniskowych réwna sig

stalej — L

m?

Przsjéeie od powierzehni o krzywiznie stalej do powierzchni dopetnia-
jacej w rozwazanym przez nas przypadku nazywa sig prze ksztalce-
piem Bianchi’ego lub przeksztatceniemdopeiniajg-
cem.

Nie zatrzymujac sig nad tem przeksztalceniem, przejdzmy do prze-
ksztalcenia ogélniejszego powierzehni, podanego po raz pierwszy przez
Bicklunda ? dla powierzchni o krzywiznie statej njemmnej. Do tego
przeksztalcenia prowadzi rozwiszanie zadania, bedacego uogodlnieniem za-
dania, rozwiazanego w tym paragrafie.

§ 9. Zadanie paragrafu poprzedzajgcego mozemy sformutowaé w ten
sposéb: zbadaé wlasnosei powierzchni ogniskowych kongruencyi danej przy
warnnkw: 1) odlegtoéé odpowiednich punktéw obu powierzehni ognisko-
wyeh jest wielkodeig staly; 2) kat pomiedzy plaszezyznami ogniskowemi

réwna sig % Togblnimy to zadanie, uogblniajac warunek drugi, za-
kradajgc mianowicie, ze kat pomiedzy plaszezyznami ogniskowemi réwna sig

‘Wielkoseiom m io, tak jak poprzednio, nadajemy wartoSci rze-

- — 0.

2

czywiste lub zespolone .

" Z uwagi, Ze na podstawie réwnafi (1) odlegto$é odpowiednich punktéw
Ui

T — 4Ty

wych danej kongruencyi sg: 2==0, gy +r2=0 wyrazimy warunki nasze

analitycznie w ten sposéb: ‘

(14)

powierzehni S'i S, réwna sig , Ze réwnania plaszczyzn ognisko-

g =—rcotgo, mg=mrg —qn).

Yy Baeklund. Om ytor med konstant negativ kroking.
19. 1883).

(Lunds Univ. Arsskrift
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‘Rozwigzujac te réwnania wzgledem g 1 g,, znajdziemy:

1

q=—recotga, g, = —cotg o (7-1 =+ -—) s

m

skad przy pomocy wzoréw Codazziego-Mainardiego otrzymujemy
z fatwoseig:
g, —pg _ _ Emcotgio
sin2e i :

Poniewaz wyrazenie _Zﬂlg_*l_’i przedstawia krzywizng gaussowska K
T

powierzehni 8, to zwigzek poprzedzajacy mozna napisac w postaci:

cos* o
K =

(15) —— = const.
Tak wiee i W tym przypadkn krzywizna powierzehni ogniskowej S jest
stala.

Znajdzmy krzywizne gaussowsks drugie] powierzchuni ogniskowej S; .
Postepujemy w ten sposéh. Rownania normalnej do powierzchni §; w od-
powiednim punkcie beda, jak latwo widzie¢: w=um, ysino--zcos o=0,
a spolrzedne $rodkéw krzywizny powierzchni S;: x=m, y=pcosa,
z = — gsino, gdzie o okresla sig z warunku, ze przesunigeie odpowiedniego
drodka krzywizny skieruje sig wzdiuz normalnej, gdy parametrom w, v na-
damy przyrosty du, dv, odpowiadajace jakiejkolwiek linii krzywiznowej po-
wierzehni S;,. Tym sposobem dla przyrostéw takich bedzie:

dx =0, sincdy- cosodz=70.

Reugujge z tych zwigzkéw stosunek %%, otrzymamy réwnanie stopnia dru-

giege wzgledem g, ktérego pierwiastkami bedg wartoscl promieni krzywizny
S, w odpowiednim punkcie. ROwnaniem tem bedzie:

P, C0S 0
m

mpn _ g

o' — (pmé—ry cotgo)o — oS0

, gdzie o

. . . . 1
Poniewa# krzywizna gaussowska powierzehni §; rowna sig o0

i g, g pierwiastkami tego réwnania, prazeto na krzywizng t¢ znajdziemy
wyrazenie :
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—_ (40)

widaé wiee, ze krzywizna powierzchni S; jest takze stala i 6
. - - } a ar
krzywiznie powierzehni 8. Stad: ' e o
Jezelikongrueucya promieni ma wt § z
; asnosé, ze od-
@gloéq punktéw ogniskowyeh kazdego pro7mienia
lk?t‘mlqdzy plaszczyznami ogniskowemi majg war-
toscl-sta.le,lwtedy powierzehnie ogniskowe kongru-
encyi ma.,].a,?edne; itezsamg krzywizne statla.
st f;vkyraze:m (15) widac, ze stale m i ¢ majg byé réwnoczesnie rzeczy-
o o w tym razie. jeseli . : . . L
njemnasn' ym razie, jezeli krzywizna powierzehni ogniskowych jest
Przej§cie od powierzchni § o stalej iznie uj
. ejsc vierz j krzywiznie ujemnej do po-
wierzehni &, sta.novp@ce_y drugg powierzchnig ogniskows rozpa%rywaﬁej
Iérzez na:iongruencyl, nazywa sig przeksztalceniem Bicklunda
ame za$ kongruencye liniowe, nazywajg sie w tym przyps y :
cyami pseudosferycz,nemi. @ pravpadia ko ngruens

§ 10. Rugujae o z réwnan (16) otrz, isci
) B ' ymamy, oczywiscie, réwnanie roz-
m.czl‘(owe }mu krzywiznowych powierzchni S;. Roéwnanie to, przy uwze 10:
nienin zwigzkéw (14) bedzie postaci: ' e
‘ £ du s 18056
m

dv
= 0.
pdu—~+p,dv l

m

e (rdu+-rdv) M

i b
lob tez: sno

péduwt 4 (p &4 qny) au @v - qupdvt = 0,

& Jest to réwnanie rézini inij krzywi
ok s zniczkowe linij krzywizuowych na powierzehni S.
grug::e.hlfnd.legl(?é_é punktéw ogniskowyeh danejkon-
ovniskg;eliioge; ikgt pomigdzy jej plaszezyznami
g aja wartosci state, to linie k i
znowepowierzchniogniskow ej ruencyl od-
. . ch " i 3
Powiadajyg sobie wzajemnie. v rejkongruencyi od

dopeiu§iﬂij:l‘cyc‘lalv s? ’ d?wmdl.lé.m y‘thexjd.zenia, ogélniejszego o powierzchniach

1o jednof 5 gich Q:imxar‘lowww, ze kazdemu ukladowi krzywych sprzgzonych

dajmy, ezy to tw'o %OWI?da uktad krzywych sprzgzonych na drugiej. Zba-

]’)0 iy d;e; h Zeme_““?fll‘_i 8ig do rozwazanych przez nas kongruencyj.

chni §; bedziemy sg)v::vigll? ;Zzt?xfg kgg\;igo krzywych sprzezonyeh powierz-
A , UZyt3 przez n g . )

dwa odpowiadajace sobie punkty pow?efzchni ? ‘: 1‘17, pg'?:?z]fl :nzi‘:zﬁ
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G20]

oznaczmy przez O, drugi preez O, . RR6wnanie plaszezyzny stycznej do po-
wierzehni S, w punkeie O, bedzie #=y cotgo. Nadajgc paramstrom t, v
przyrosty du, dv, przeniesiemy sig z punktu O do pewnego punktu O', niechaj
wtedy punkt O, przejdzie po powierzehni §; do punktu 07 . Osi (T) przyj-
ms polozenie (T'), réwnaniem zas plaszezyzny stycznej do powierzchni §;
w punkeie 0’y wzgledem tych osi bedzie z'=y colga. Réwnanie to, w od-
niesieniu do osi (T) (patrz § 6 ninisjszego rozdzialu) przybierze postac:

& — (pdu-p,dv) y+(gdutg dr) s =colgo{y — (rdu--rdv)ys-H{pdut-p.dv)z].

Rownaniami prostej, przechedzgcej przez poczatek nkladu spétrzednych (7'}
i réwnoleglej do stycznej do linii krzywej, sprzezonej z krzywg O, 0,", bedy:

[(gdu+g dv)-t-cotg o (rdu-r dv)] & — (pdutp,dv) y —cotgo {(pdu—-p dv) z2=0,

g=1y.cotgo;

jezell wiee przez .z, 6,9, 8,z oznaczymy rzuty przesunigé po powierzehni S
w kierunku sprzgzonym z kierunkiem 0,0/, to otrzymamy szukane rowna-
nie rozniczkowe sprzezonych, podstawiajge W réwaaniu pierwszem é,%, 4;¥,
8,2, zamiast %,y 2. J ezeli odpowiednje przesunigeia parametréw ozna-
czamy przez du, ov, to z uwagi, ze

8, =Edu, By =00+ (réu - do)ym, 62=— (gou-tq: 0v) m,

oraz uwzgledniajac réwnania Codazz ego - Mainardiego i zwigzki
(14), sprowadzimy -to réwnanie do postaei:

P qdu 16—y g, I 8 1y (du 8 - do 6u) = 0.

Jest to réwnanie rézniczkowe krzywych sprzezonych na powierzchni S, Mamy
zatem twierdzenie nastepujace :

Jezeliodleglosciogniskowe promieni kongruen-
cyiiksat pomiedzy jej plaszczyznami ogniskowemi
majg warto§cistale, wtedy kazdemu wktadowikrzy-
wych sprzezonych najednej powierszchni ogniskowej
odpowiadaunklad krzywych sprzezonychna drugiej.

Tnaczej mozna twierdzenie to wyrazi¢ W ten spos6h:

Linie asymptotyczne powierzehni ogniskowych
rozwazanych kongruency] odpowiadajg sobie wza-
jemnie.

§12. Zajmijmy si¢ obecnie szczegblowem rozpatrzenism przeksztal-
cenia Backlunda. W tym celn positkujemy sig innym nieco ukladem
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spolrzednych, a mianowicie na powierzehni S, ktorej kraywizng, bez zmniej-
szenia « gélnogci, mozna przyjacrowng —1, weimy za krzywe spélrzgdne
linie krzywiznowe a==const, f==ronst. Spoirzgdne (T') obierzmy w ten
sposéb, aby osi @ iy byly stycznemi odpowiednio do krzywych g == const
i a==const. Wiadomo, ze w tym przypadku mozna przyjaé V:

t=rcosw, 7 =SB, p=¢=0 n=cosw, ¢=siho,

2w

tu funkeya w ezyni zado§é réwnanin rézniczkowemu

o Yo _ sinw cos w
2a? 3/32 - :

an

Réwnanie to przedstawia warunek, ze krzywizna powierzehni réwna sig —1.

Wezmy kongrueneyg stycznych do powierzehni S, tworzgeych z osig
2 kgt 8; réwnaniami takiej stycznej w odniesieniu do ukladu (I') beds :
(18) z=0; zsinb—ycosb=0.
Kat b obierzmy tak, aby kongruencya prostysh (10) czynila zado§é dwom
warunkom: 1) odleglo$¢ m punktéw ogniskowych ma byé stala; 2) kat
Z o mi dzy jej ptaszezyznami ogniskowemi ma by¢ staly. Jedng z po-
3 € ¥
wierzchni ogniskowych naszej kongiuencyi bedzie, oczywiscie, powierzehnia
&, spolrzednemi za$ odpowiedniego punktu O; drugiej powierzehni ognisko-
wej S, beds:

x=mecosl, y=msinb, z=0.
Parameirom a, § nadajmy przyrosty da, d, odpowiadajace przesunigcin po
powierzehni § wzdlnz jednej z krzywych gléwnych wzgledem kongruencyi
danej. Wybierzmy t¢ z krzywych giéwnych, ktérej odpowiada przesuniecie
pusktu O, wzdluz prostej (18); jezeli d, dy, o2 sg rzuty przesunieé punktu
0,, to rozwazane przesuniecie charakteryzowaé bedg dwa zwigzki réwno-
czesne:
sinf.éx —cosb.8y =0, 6z=0.

Zwaiywszy, e:

') Darboux. Théorie des surfaces, t. III, str, 377—378.

icm
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59& = c0Sw.da —msinbd6 — (ﬂd{l'—}— b dg) m sin b
o8 s ’

S
p

6z = m (coswsinb dg — sinw eosh da} ,

(19) 6y = sinwdf + mcosb df ( da—‘,—%%dﬁ) m cosf,

mozemy zwigzki te sprowadzié do postaci:

a6 2 . 2
[m {ﬁ_’:__é‘%) — sin b cos w] cla—i—[m (_6+ am) -+ cos8 sincu] =0, -

f ' ea
sinw cosbda — cosw sinfdg = 0.

‘Warankiem réwnoczesnego ich zachodzenia bedzie, oczywiscie, réwnanie
o pochodnyeh czgstkowych rzedn pierwszego wzgledem funkeyi 8:

36 - 23
(20) [m (—a—a— + %) ~— cosw sin 6] cos o sin b

+ [m (—s—% +%§‘) + sinw cosﬂ] sin w cos =10.

Wyprowadzimy teraz drugi waranek.
Réwnanie wszelkiej plaszezyzny, przechodzacej przez prosta (18), be-
dzie postaci:
zsinb —yecosh - kz=0,

gdzie k jest czynnikiem dowolnym. Wyznaczmy % tak, aby ta plaszezyzna
byla plaszezyzng sgnisk ows kongruencyi danej. Na prostej (18) weimy
punkt dowolny P o spélrzednych @=gcosb, y = psinf, z=0; nadajmy
parametrom a, § przyrosty da, df. Wtedy prosta (18) opisze powierzchnie
prostoliniows, punkt zas P przesunie sig po plaszezyznie styczmej do tej po-
wierzchni, poprowadzonej przez punkt P. Tym sposobem na wyznaczenie
czynnika %, plaszezyznie tej odpowiadajacego, bedziemy mieli zwigzek:

Sz sin 6 — dy cos § - bz =0,

a podstawiajgc tu wartosei na dz, dy, &z, otrzymamy,

0 dﬂ+—'§%da+—§:—dﬂ)~ sin 6 cos w da —} cos 6 sin o df

le= ¢ (cosw sinf dp — sinw cosb da)
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Przyjmijmy teraz, ze przyrosty da, df odpowiadaja przesunieciu po-
czgtku spotrzednych (7') wzdluz krzywej gtéwnej, t. j. innemi stowy przyj-
mijmy, ze przy tej zmianie parametréw prosta (18) opisuje powierzchnig roz-
wijalng. Wiadomo, ze plaszczyzna styczna do powierzchni rozwijalnej jest
jedna i ta sama wzdinz calsj tworzgcej; W tym wiee przypadku spélezynnik
k nie bedzie zalezny od wartosei o. Stad dla plaszezyzny ogniskowej be-
dziemy mieli warnnki nastepujace :

i +_g;5“’_da+%” df — & (cose S04 f — sin o cosfida) = 0,
8in6 coswda — cosfsinw df = 0.

Warnnki te bedy zgodne, jezeli 6 czyni zado$¢ réwnani:
36 dw . ] .
@1) S + 3 T k cosO sinew | cos sin w

+ [—;g— + %Z)— — k sinf cosw ] 8inf cosw = 0.
Stala &, jak atwo widzie¢, jest dotyezng kata, ktéry rozwazana plaszazyzna
ogniskowa tworzy z plaszezyang =0, t.j. w przypadku danym k=tgo.

WidzieliSmy w § 9, ze, przy danej krzywiznie powierzchni S, pomigdzy
katem o i staly m zachodzl zwiazek (15). W rozwazanym przypadku zwig-
zek ten jest postaci m? = cos’s, jezeli wige przez u oznaczymy stals, zwig-
zang z wielkoscig m réwnaniem:

(22) wrrm? =1,

bedzie mozna k przedstawié¢ w postaci % .

Jezoli teraz rozwiazemy rownania (19) i (20) wzgledem pochodnych
26 b - . . .
Ba? BE dojdziemy do réwnah nastepujgcyeh :

30 do wucosbsinw sinf cos w
“8a + K m + m K
(23)
af 6w _ wsinfcosow cosf sinw
38 + 5 = m - m

Patwo wykazaé, ze réwnania te sg zgodne ze sobg. Dla uproszezenia ra-
chunku wprowadémy zamiast parametrow a, § parametry:

a-tp a—
= 2——’ Dz‘”"iz_"ﬁ-§
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i zauwazmy, ze krzywe u==const, v==const sg liniami asymptotycznemi po-
wierzehni S. Wskutek tej zamiany zmiennyech réwnania (23) przejds na
nastepujgee :

(0o 1tu . a(— — .
@4 —Erl - J':!L sin (8—w), __t_sfﬂ: l;r“. sin (6--),

réwnanie za$ (17), ktéremu czyni zadosé funkeya w, przybierze postad:

2w .
+—— =slnwcosw.
dudv wrosw

(25)

Ot6z za pomocy proslego rézniczkowania mozna przekonad sig, ze réwnanie
(25) stanowi warunek réwnoczesnego zachodzenia réwnan (24).

Jezeli z réwnan (24) wyrugujemy o, to na wyznaczenie wielkosel
kgta 0 otrzymamy réwnanie —a%% = sinf cosb, lub wprowadziwszy parame-
try a, 8, réwnanie:

226 320

5 9—52 =sinf cosb .

(26)
Uwzgledniajge zwiazki (23), znajdziemy nastgpujgce wyrazenia na rzuty
przesunigé punktu O, powierzehni § :

8z == cos0 (cosbeosw—pusinsinw) da--sinb (cosBsinw—pusinbeosw) d B,
(27) Sy = cosb(sinfcosw—pucosh sinw) do +-sin b (sinBsinw-+ucosbcoscw) d B,

82 = — meosfsinw da +msin6 cosw d .

Stad, przy uwzglgdnienin zwigzke (22), otrzymamy nastgpujace wyrazenie
elementu liniowego powierzehni S, :

(28) ds,? = cos?6da? | sin®6dp?,

z ktérego widaé, ze warunek (26) orzeks, iz krzywizna gaussowska powierz-
chni §, réwna sig —1. Poniewaz zas, na podstawie twierdzenia § 10,
krzywe a == const, f==const 53 liniami krzywiznowemi powierzchni §, to
wyrazenie (28) i rownanie (26) wskazujs, ze funkeya 6 odgrywa tg samg role
dla powierzelni S, jaka funkeya w dla powierzchui S.

Jezeli w otrzymanych zwigzkach polozymy o= 0, a wiee m=1,
u=0, znajdziemy wzory na przeksztalcenie Bianchi’ego.
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§ 13. Zajmiemy sig teraz dowodem waznego twierdzenia Bianchi'ego
ktére uczony ten nazwal prawem przemiennog§ci:

Widzieliémy w poprzedzajacych paragrafach, ze kazde przeksztatcenie
Bicklanda charakteryzuje sig pewng staly 0. Przez B, oznacza¢ be-
dziemy symbolicznie przeksztalcenie B4 cklunda, za pomocg ktorego od
jednej powierzehni o krzywiznie stalej ujemnej, przechodzimy do innej takiej
powierzehni, przyczem staly charakterystyczng tego przeksztalcenia jest o,

Wezmy dwie jakiekolwiek takie stale: o, 10,. Twierdzenie Bian-
chi'ego polega na tem, ze stosujgc kolejno do danej powierzehni § o krzy-
wiznie stalej ujemnej dwa przeksztaleenia B,,, B, , dochodzimy do tej samej
powierzchni, do ktérej doprowadzajg tez same dwa przeksztatcenia stoso-
wane w porzgdku odwrotnym. Symbolicznie twierdzenie to mozemy wyra-

zié w ten sposéb:
Ba', Ba, == Bo-, Bo-, .

Postawmy sobie zagadnienie ogélniejsze, mianowicie, jakim warunkom
winny ezynié zado$€ cztery przeksztalcenia B, , B.,, B, B, aby kolejne
stosowanie do danej powierzehni S o krzywiznie stalej njemnej dwoch prze-
ksztalcen B,,, B, doprowadzilo do tej samej powierzchni, do jakiej prowa-
dzi kolejne stosowanie do powierzehni S przeksztalcen B, B;,. Innemi

stowy, zbadajmy kiedy jest mozliwa réwnosé:
B,, B;,= B, B,,.

Uméwmy sig co do oznaczen. Przez S, oznaczmy powierzehnig, do ktérej
dochodzimy od danej powierzchni § przy pomocy przeksztatcenia B,; przez
8, — powierzehnig powstajaca z S przez przekszialcenie B,; przez S; —
powierzehnig powstajaca z S, przez przeksztalcenie B,, albo z S, przez
przeksztalcenie B.,.

Przyjmujemy tu z géry istnienie takiej powierzehni S,, potem za§ wy-
prowadzimy warunki, przy ktérych ona istnieje. Niechaj elementy liniowe po-
wierzehni S;, S,, S, odniesionych do linij krzywiznowych, wyrazajg sig
wzorami :

ds;? = cos®,da® - sin®),dp?, ds,?. = cos,da? + sin0,dp?,
ds,® = cos® Q do® 4 sin? Q dp?.
Funkeye 6;, 8, 2 winny, wedlug powyzszego, czynié zadosé réwnanin po-
staci 1 ’

Rf- .
3oy — Sin feost,
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abp _a—p
! .

gdzie u = , U= — Polézmy wreszcie, Ze mp == €OS 0y,
2

v =>sin o, gdzie h przybiera wartosei 1, 2, 3, 4.

Znajdzmy spéhrzedne odpowiedniego punktu powierzchni S, w ukladzie
(T). Zauwazmy przedewszystkiem, ze dostawy katéw a, b, ¢ oraz o', b/, ¢
ktore styczne do krzywych §== const, a==const, w odpowiednich punktach
powierzchni S tworzg z osiami spolrzednych (7), majg, na zasadzie réwnai
(27), wyrazenia nastepujace: dla stycznych do krzywych § = const:

cosa == coSw 008 9; |, sinw sinb;, cosd = cosw sinf; — u, sinw cosh;,

€0S¢ = — iy Sid w,
dla styeznych zas do krzywych o = const:

cos @, = sinw cosb; — u, cos wsin b, cosh, = sinew sin, 4 u, cosw cosh,,

€os ¢; == My COS .
Analogiczne wyrazenia mamy dla stycznych do krzywych, nakreslonych na
powierzehni S, tylko Ze skaznik 1 nalezy zastapi¢ skaznikiem 3.

Rzuty promienia wodzacego, Yaczacego odpowiednie punkty powierz-
chni 8, i S,, na styczne do linij § = const, « = const, poprowadzone na po-
wierzchni S, beda m,cos 2 i m,sing, 1 dlatego spélrzedne szukane odpowie-
dniego punktu powierzchui S, bedg :

2 = m, 0080, ~1m,c086, cos( 2 — w)—p,mysindsin(Q—w),
(29) 1Yy == 13,5100, 11258100, €08(L2—w)Fpymyc086 sin( L—w),

2y == 1y mysin( Q—w)..

Jezeli bedziemy uwazali powierzehnig S;, jako wynik kolejnego stosowania
przeksztalcen Bs,, B, to te spélrzgdne powinny wyrazaé sig takie W spo-
s6b nastepujgey : .

2, == my0080;+-1m,0080,c08(2—w ) —pym,sind,sin( Q—o),
(30) Yy = mssinﬁa+m4sinﬁscos(Q—cu)+/131114cosﬁgsiu(9—w),

25 = mym,Sin(2—w) -
Poréwnywajge wyrazenia (29) i (30), otrzymamy najprzéd:

(31

préez tago znajdziemy nastgpujace réwnanie na wyznaczenie funkeyi 2 :

MMy == My,
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(mye0s8; — m,eos0;) cos (G—w) -+ (pgm,sindy — pemysing, ) sin (Q-—a)
== m,e0s0, — m,cosb,,

{m,sinb, — m,sinf,) cos (Q—w) + (u,mqc080; — uym,c0s0;) sin (2—aw)
== m,sind, — m,sinb, .

Ostatnie dwa réwnania bedg zachodzily réwnoczesnie, jezeli wyznaczone
z nich funkeye sin(2—w) i cos(2- w) czynié bedy zadosé zwigzkowi :

sin?(Q—o) + cos? (Q—w) =1.
‘Wyrazenia na sin(Q—w) i cos (2—w) s3, jak latwo widzieé, nastepujsee:

ms (ps—uy) sin (6, 6)

sin (R~w) =
(2-o) Mg(1—puy gty ) — mymymg cos (0;—8,)

(32)

cos (0= ) = 1y (L—uy ptg) cOS (8;—8,)—m m,?
g (1t g} —mymgmy c0S (6, —6;) °

P-odnoszqc obie strony do kwadratu i dodajae ot.rzymane wyrazenia, powin-
ni§my otrzymaé 1, co prowadzi do zwiazku:
mg? (g—p)* + 0y ® mg* — 2m,9925% (1—pu 1y cos (6,—0;)
+ mg® [(l—pypsa)? — (stg—piy)*] co8* (8,—8;)
= g *(L—p1 pg)*— 2,1y mg(1—p pag) GO (6;—B;) + ;2 my3 m,2 cos¥(6,—6,),
ktory powinien spetiaé sig tozsamosciowo. Stad otrzymamy warnnek jedyny:
33y my? = my?,

Zestawiajae go z warunkiem (31), otrzymujemy:

my =t my, My =—m,.

Poniewaz pomigdzy statemi u, i m, zachodzi zwigzek m;? - m2=1, bedzié
przeto:
(34) p=cEm, p=tu.

g_dzie znaki nalezy obraé tak, aby funkcya ©, okreslona z réwnan (32), czy-
nita zado$é réwnaniom : ,
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3(Q40) 4w (-0 _ l—u .
— T T sin (9—6,), ™ = sin (2-+6,),
(85)
3 (Q+8) 14w _ 3 (Q—6)  1—p 16
— 5= Tw, sin (Q- 6y), T T sin (2-4-9,),
1a mocy tylkoréwnan:
8 (84w) 14w _ 3 (b—ow) _ 1—p .
du R sin (B,—), 3 - omy sin (By+-o).
(#9) a0 1+ 3 (8 ) 1
77 —w — K .
Cofw) — It g o—0), ——5or =, sin(Brto)

Przyjmijmy najprzod, ze my==ty, M=y, wtedy tatwo okazaé, Ze:

Q—w Ha— Uy 6,—0,
(37) s = T —mm, =5
2 (Q— 2 (R— .
Wyznaczywszy stad (“(iu @) 5 ( = @) , podstawiwszy te war-

todei’ w réwnaniu (35) i uwzgledniwszy réwnanie (36), przekonamy sig, Ze
réwnania (35) spetniaja sig tozsamosciowo jedynie yrzy warnnku:

38) Hy == oy s = [
Niechaj teraz bedzie my=—my, my = — My, otrzymamy wtedy:
O—o Ml 8,—0;
= ot R
(89) 3 1— p -y my T3

1 w tym przypadku za pomocs odpowiedniego podstawi enia przekonamy sie,
ze réwnaniu (35) zdaje sig zados6 przy warnnku:

g == Uy, by = b -

Fatwo przypadek drugi sprowadzié do plerwszego; W tym celu dosé zamiast
fankeyi 6, wprowadzié funkeyg 65 =10, + .
Widzimy tedy, ze aby zachodzila réwnosé symboliczna;

Bc, Bn’, = Ba:Bu. 3

state 3 i us, charakteryzujace kazde z przeksataleen B, powinny ezynié

zado$é zwigzkom :

My ==y, My=="y, M= Ko, M= 1.
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Z uwagi, 78 m=1c0Sou, w==silos mozemy te zwiazki zastapié przez na-
stepujace :

Oy == 0y, O3 == 0y 4

wyrazenie za$ (37) przybierze wtedy postad:

. 010,

0—w T3 - 6,—8,

5= sin %O te 27
)

r4

(40) tg

Zbierajgc wszystko, co wyzej powiedziano, dochodzimy do nastepuja-
cego twierdzenia.

Aby dwakolejnostosowane przeksztalcenia Bi-
cklundaB. ,B,doprowadzaty do tej samej powierzehni,
doktérej prowadza dwa kolejne przeksztalcenia B,
B, jest koniecznem i dostatecznem, by state, charak-
teryzujgece kazde ztych przeksztalcen czynity za-
do§é warunkowio,=o0,. ,=—0,. Rownanie symboliczne:

B B;, = B.B.,

do ktérego tym sposobem dochodzimy, wyraza wiladnie
prawo przemienno$ci Bianchi'ego.

Twierdzenie Bianchi’e 2o mozna interpretowaé geometrycznie
W sposéb nastepujaey :

Wezmy czworokat, ktdrego wierzehotki znajdujs sie w odpowiednich
punktach powierzehni o statej krzywiznie ujemnej -— 1, i ktérego dwa boki
przeciwlegle s3 rowne stalej sino,, dwa drugie statej sin o, .Czworokat ten
moze poruszaé sig w przestrzeni w ten sposéb, ze gdy boki jego zachowuja
dlugo$é staly, wierzcholki opisuja cztery powierzchnie pseudosferyczne
o krzywiznie —1, prayczem kazde dwa boki wyznaczajs plaszezyzne styczng
do powierzehni, ktérg opisuje punkt ich przeciecia, i przez ten punkt prze-
chodzgeg.

§ 14 We wszystkich naszych rozwazaniach nie ograniczali§my weale
statych o, innemi stowy, state te mogly przybierad wartosei tak rzeczy wiste
jak i zespolone. W tym ostatnim przypadkn funkeye 6, 2,beda oczywiscie,
W ogbluosei biorae, postaci @ iy, gdzie @, sg funkeye zmiennych rzeczy-
wistych; rownoczesnie powierzehnie Sy, jakie otrzymujemy przy tych prze-
ksatalceniach, beda wnrojone. Lecz latwo okazad, opierajac sig na twier-
dzeniu Bianchiego, ze wprzypadka, gdy stale o, i o, sa zespolone
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sprzgzone, powierzcehnia S, moze byé rzeczywisty, jezeli odpowiednio dobie-
rzemy stale, zachodzace w calkach rownan (36). "W rzeczy samej, przy od-
powiednim wyborze tych stalych, mozemy zawsze przyjaé, ze funkeye 6, i 6,
sg zespolone sprzgzoue, t. j. 6=y, b;=g—iy. Kladge, procz tego
o, =a--b7, a wiee g==a0—1bz, zuajdziemy z rownai (40) na wyznaczenie wiel-
kosel Q wyrazenie:

Q-—w cos a

tg S 2 = B8a
o2 smh b »Igh v

skad widzimy, ze gdy w jest rzeczywiste, bedzie rzeczywistg i funkeya Q.
Z mocy warnnkéw naszych stale, my i m,, w1 p, beds zespolone sprzg-
Zone .
Na podstawie twierdzenia Bian ¢ hi'ego mozna spéirzedne powierz-
chni S, przedstawié w postaci:
1,080, —la—n_zzio;\% + mu(_ng))”ﬁ@H;"l"cosez — suQ—w) Mlm,_,sinﬁl—i—yr_mzl sinﬂ,’

= A

m, 8inf, +m,sing, | M8in6, -, sind, . 14,75 COS0. 491, COR0,
! 1‘_"' 2 4 Fcos(Q—w) 22 1‘\_})‘ 1 '*+sm(.Q—w)“ 2 1‘!)‘#2 1____;41
- - -

Zy = MM, sin (Q—o);

bedy to wielkodel rzeczywiste. Tak wiee:

Kolejne stosowaniedwéch zespolonyeh sprzegzo-
nychprzeksztalced Bicklinnda doprowadza do pewnej
powierzchnirzeczywistej.

§15. Zajmiemy sie teraz bardziej szczegétowem rozpatrzeniem prze-
ksztalcenia powierzehni o krzywiznie stalej dodatni ej, i znowu nie
zmniejszajge ogilnosci, mozemy przyjaé, ze krzywizna ta réwna sig 1.

Odniesmy rozwazang powierzchnie S do linij krzywiznowych a=const,
p=const, osi zas spolrzednyeh (7), podobnie jak poprzednio, obierzmy tak,
aby osi ziy byty styczne do krzywych f=const, e—const. Przy takim wybo-
rze spolrzgdnych wielkosei zasadnicze, charakteryzujgee powierzehnie, beda?:

¢ = coshw, 9, = sinhw, p = ¢ = 0, p, = — coshw, ¢ = sinhew,

dw N dw

P o= e— ¥y o=

L

') Darboux, t. 3, str. 385.

Prace mat.-fiz. t XIIL 14
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gdzie funkeya o jest calkg réwnania rézniczkowego:

22 Pl
(1) Rl %73,0—;— +sinhw eoshw = 0.
ca” "y

Réwnanie to wyraza wlasnie warunek, aby krzywizna naszej powierzchni
byla 1. )

Rozpatrzmy jak w § 12 kongruencye styeznych, ktére z osig  tworzg
kat i; réwnanie tej stycznej w odniesieniu do odpowiednich osi (T') bedzie
oczywiseie :
(42) z=10, zisinh®—yeoshf=40.

Starajmy sie znowu, jak wyzej, wybraé¢ kat i6 tak, aby: 1) odleglosé
punktéw ogniskowych kongruencyi naszej byla réwna me; 2) aby kgt

-g- — ¢ miedzy jej plaszezyznami ogniskowemi byt staly.

Jedng z powierzehni ogniskowych kongruencyi naszej bedzie powierz-
chnia S; spétrzedne za$ punktéw drugiej powierzchni ogniskowej S; w od-
niesieniu do odpowiednich osi (7") beda:

x = m¢cosh®, y==---msinhd, z2=0.

Nie bedziemy tu przytaczali wszystkich rozwazai, niezbednych do wy-
prowadzenia réwnat réiniczkowyeh, kitérym czyni zadosé funkeya 8, gdyz
byloby to prostem powtérzeniem rozwazan, podanych w § 12. Podamy tylko
reznltaty ostateczne.

ZauWaZmy ze podobnie jak w § 9, stala m i kat = sg polgczone zwigz-
kiem m?=cos?qs; jezeli teraz oznaczymy przez u stals, czynigcy AadOSC
warnnkowi:

(43) wrm?=1.

to na wyznaczeunie funkeyi 6 mieé bedziemy nastepujaey ukiad rownan:

26 +i Bw _ pisinhweosh  dcoshwsinh6
' éa B m m ’
(44
3 . 20 pcoshosinhd | sinhocosho
% ‘e m + P

Tatwo wykazaé, ze réwnania te zgodnie spélistniej; dla uproszezenia obli-

czefi wprowadZmy nowe parametry u:# , v=%3, wtedy réw-

icm°®

(53) EONGRUENCYE LINIOWE. 211

nanie (41), ktéremn czyni zado§¢ funkeya w, przeksztalei sie na nastepujgce:

(45) 35 + simhweosho = 0.

Na wyznaczenie za$ fankeyi 6 bedziemy mieli réwnanie:

N 8(6—w) —1 . 8(64w) 1
(46) T =t L (64-w), ~—(§}lw—) _HL siuh (6—ow).
_Teraz Jjuz przy pomocy zwyczajnego rézniczkowania mozemy przeko-
nad sie, Ze réwnania te spclistnieja wgodnie na moey warunku (45). Proez
tego rugujge z nich funkcye , dqdzwmy do réwnania, ktéremu ezyni zadosé

funkeya 9, mianowicie do réwnania:

47) —+ sinh 6 cosh6 =

az(.ou

Uwzglgdniajge réwnania (44), znajdziemy nastepujgce wyrazenia na
rzuty przesunigcia odpowiedniego punktu powierzehni S, :

Sz == coshB(¢os h w cosh 8§ — x sinh w sinh 6) da
— 2 sinh 6 (sinh w cosh 8§ — gz cosh @ sinh 6)dag,
(48) 8y = icosh8 (coshw sinh 6 — usinhew cosh8)da

-} sinh 6 [ coshew cosh 8 — sivhwsinh6]dg;
82 = — mi cosh B sinh o da -4 m sinh 6 coshw df;
widzimy stgd, ze element liniowy powierzchni S, wyraza sig wzorem:
ds,? = cosh?8 da® -}~ sinh?8dp? . A

Z uwagi na réwnanie (47), ktéremu czyni zado$é funkcya 8, i pamigta-
jac, ze krzywe a = const, f==const sg liniami krzywiznowemi powierzchui
S;, widzimy, ze funkcya ta odgrywa tg samsg role dla powierzelni Sy, jaks
funkeya w dla powierzehni S.

§ 16.  Przechodzimy do dowodu prawa przemienno$ei
Bianchi’ego dla powierzehni o krzywiznie gaussowskiej stalej do—
datniej.

Znowu przez B oznaczamy przeksztalcenie analogiczne do Bicklun-
dowskiego i charakteryzujgce sie staly 0. Zajmijmy sig rozstrzygnieciem
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pytania, kiedy jest mozliwg réwnosé symboliczna:
B, B, = ‘Bﬁ's B,

t. j. kiedy przejsé mozna od pewnej rowierzchoi 8 o krzywiznie statej do-
datniej do innej tgkiej powierzehni S, przy pomocy kolejnego stosowania
dwéch przeksztaleen B, B, lub dwoch przeksztalced B, B, .

Oznaczmy przez Sy, S, powierzchnie, do ktérej dochodzimy od po-
wierzchni § przy pomocy odpowiednich przeksztalcen B, , B, ; elementy
tych powierzehni beda :

ds,? = cosh?6,da?} sinh?6, df?, ds® = cosh?8, do® | sinh?6, dg?.
Element liniowy powierzehni S, do ktére] dochodzimy od powierzchni S,
za pomoca przeksztalcenia B, albo od powierzchni S; za pomocg prze-
ksztatcenia B, wyrazimy w ten sposob:

ds,? = cosh?2Qdo® | sinh? Q dp*.

Funkeye 6,, 65, 2 beda catkami rdéwnania postaci :
2f .
v 4+ sinhf coshf=0.

Zakladamy znowu a priori istnienie powlerzehni S, a potem wypro-
wadzimy warunek, przy ktérych ona w rzeczy samej istnieje .

Przy pomocy rozwazah, podobnych do rozwazah w § 13, znajdziemy
nastepujace wyrazenia na spélrzedne odpowdedniego punktu powierzehni S,
uwazanej jako przeksztalcenie powierzchoi S, :

@y = myicosh 8, + myicosh6,cosh(Q—w)+ u, myisinh 6, sinh (Q—w),
(49) vs

— m, sinh@, — m,sinh 8, cosh(Q—a) — u, m, cosh 8, sinh (Q—w),
2 = — 1y M,y Sinh (Q—w).

Spélrzedne tegoz punktu w zalozenin, ze powierzchbia S, jest przeksztalce-

niem powierzehui S; beds tejze postaci z tg tylko réznics, ze wszgdzie za-

miast m,, m,, 0, trzeba bedzie napisaé odpowiednio my, my, 05 .
Poréwnywajge otrzymane w ten sposéb wyrazenia, oirzymamy warunki:

(50)

oraz :

1y My == — My My,
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(m cosh 8;— m, cosh B;) cosh (Q—ew) 4 (g, mysinh6; — zyo,sinki 851 sinh (Q—w)

(51)
(m, sinh 8, —m, sinh ;) cosh (Q—w) 4 (py mycosh b; — uwymy cosh 8,) sinh(2—w)

== m siuh 6; — m sinh 6, ,

== 1 cosh 6, — wy cosh®, .

Wyznaczoue z tych rownan funkeye cosh(2—w), sinh (2—o) winny czynié
zado$é zwigzkowi :

32)

Rolevi@zujgc rownania (51) wzgledem cosh(Q—ew) i sinh(Q—w), znajdziemy:

cosh? (@—w) — sinh? (Q—w) = 1.

my [ (1—pe o) cosh (8, —B;) —mgmy |
1y [ |~ y—mymg eosh (8, —8,)]

cosh (@—ow) =

(53)
g (py ~ gy sinh (8, —6,)
Mg [L— by oy —1, My cosh (8;—0;) ]

sinh (Q—w) =

Wstawiajac te wartosci w warunek (52), powinnismy otrzymacd tozsamos¢;
wykonanie fatwych rachunkéw doprowadzi wtedy do wniosku, Ze waru-
nek (52) bedzie spetniony tozsamosciowo, jezeli przyjmiemy my?=m1,2, a wige:

(54) my=ckmy, my=tmy.

Jezeli przez s oznaczymy takie wielkosel, ktére z odpowiednia wielkodcig
my laczy zwigzek pa?+my =1, wiedy z warunkow (54) otrzymamy:

(65)

Hy ==k us, ”4=iﬂla

przyezem kazdej kombinaeyi (54) wogg edpowiadaé cztery kombinacye (56).

Zobaczmy teraz, jakie znaki w warunkach (54) 1 (55) odpowiadaé beda
naszemu pytaniu. Znaki te powinny byé tak dobrane, aby réwnania, stuzgce
do okreslenia funkeyi 2:

R—6) 1 ) AD—8,) - ug—l
5 =t Ty sinh (£2--6,), =T sinh (24 6,),
(56)
3 A1 048, Pl
Eﬂ:—i@smh (2—H,), w:—z/ﬂ——r—i sinh (2—86,),
ae 1y ) v My

spetnialy sig na mocy samyeh tylko rowaai:
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O—ew) . opm—l . b—~w) . u—1
A =i . sinh (8;~+w) i?u =i i’;a_ sinh (8;+w) ,
(87) .
20, 4w) " pl L 2(034 ) . 1.
——‘?E———z — 1#1— sinh (6, — @), —(%= — z’L—’i——t— sinh (8,—ow).

My
Przyjmijmy najprzod mg=ms,, m,==m, , wiedy z réwnan (53) mie¢ bedziemy:

0w

B
&

My ™

== _63
L=y, —pay iy )

6Zl
tgh 3

(58) tgh

AQ—w) (2—w)
u °
wzory (56) 1 uwzgledniajge rownania (57), znajdziemy, Ze réwnania (56)

spelniaja sie tozsamoSciowo jedymie przy warunku:

(59)

Wyznaczajgc stad pochodne

, podstawiajac ich wartosei we

My ==fa, M=}l
Niechaj bedzie teraz: m,=—=—m,, m,—=—m,; wiedy z wzoréw (53)
znajdziemy: :
2—ao — 6,—0
(60) tgh = B TH gopn AT
S 1—p g +mymg & 2

I.W tym pr_zypadku przy pomocy bezposredniego podstawienia przekonamy
sie, ze pomiedzy statemi u, winny zachodzié zwigzki:

My =2y ==y

Ostatw.zi przypadek sprowadzimy do pierwszego, jezeli zamiast funkeyi 6,
wezmiemy funkeye 6/, =18, -} 1.

Tym sposober-n widzimy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym
-na to, aby zachodzita réwnosé symboliczna: ‘

B, B, = B, B,
jest, by stale g, 65, 63, o, byly polgczone zwigzkami:
. 03=0y, O,=0y.
Takwigc: aby dwa kolejnoposobie stosowane prze-
ksztalecenia B, B, doprowadzaly do tejsamej powierz-

chn‘i,coidwa kolejno stosowane przeksztalcenia B,
B, jestkoniecznemidostatecznem, abystaleo, cha-
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rakteryzujace kazdez tych przeksztateced, byly pola-
czone zwiazkami oy=0,, 0, =0, .

§ 17. Badania w paragrafie poprzedzajgeym sg wazne z tego wzgledu,
e daja moznosé znalezienia przeksztalcenia rzeczywistego powiers-
chni o krzywiznie stalej dodatniej, Poszukiwanie to bylo przedmio-
tem wieln dawniejszyeh daremnych usitowan, ktore tylko doprowadzily byty,
jak to zobaczymy nizej, do szezegolnego przypadku i to drogg uboczng.
W paragrafie ninjejszym postaramy sig zualesé takie przeksztalcenie, opie-
rajac si¢ na dowiedzionem przez nas twierdzeniu Bianch i’ego.

Dajmy, ze istniejg dwa przeksztalcenia B, B, takis, ze stosujgc je
kolejno do pewnej rzeczy wistej powierzehni S, dochodzimy do rzeczywistej
powierzchni S;. Stosujge twierdzenie Bianchiego i wyrazenia (49),
mozemy spéirzedne odpowiedniego punktu powierzehni S, przedstawié
w postaci:

i{mocosh 6, 4-m, cosh ;)
B]

=

cosh (2—ow)

| =

! i(m,cosh B,--m,cosh B;)
3
2

2,sinh 6, m2,81nh 6,) . R
_1‘_,2-(,“ 7y ‘_g‘u“ £ “)smh(.Q—w;,

1y sinh 6, ++m, sinh 8, cosh (Q—w)

m,sinh 6,-4-m,sinh 6,

Ya= 5 B)
) 6 mycoshfy :
1y cosh 8, -pme 5 sinh (2—o),
2
\ 2, = — mymysinh (Q—o),
przyczem jest:
Mg ==y, My =My, fg = e =M

Zaktadamy a priori, ze funkeya Q—w i wszystkie spolrzedne iy, ¥y, 2 88
rzeczywiste. Wnosimy stad, Ze pomiedzy statemi m, m, istnieje zaleznosé
taka, ze jezeli m;=a-}0i, to my=-aF-0i.
Wprowadzmy oznaczenia:
cosh, = 4+ Bi, sinh0, =L+ Mi, = =h-4ik,

cosh 8, = 4, + B¢, sinh 8, = Ly -+ AL, 4, 1y = iy = Ty F-il5.
Poniewaz, wedlug zalozenia, spotrzedne ., ¥, Z, Sg rzeczywiste, mozemy
przyjaé, ze funkeye '

m,cosh 8, -} meoosh By, mscosh 8, -mcoshf;, pymysinh b+ womyRinh 6,
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sg czysto urojone, funkeye zas:

msinhd, - m,sinh8;, m,sinh8, -meysinh8;,  wmycosh 8, -+ uym cosh 8,
sg rzeczywiste. Stad zas latwo wywnioskowaé, Ze czynig one zado§¢ tym
warunkom, jezeli przyjmiemy:

dy=+4, By=5FB, Li==FL, Y=z,

hy = —1,

by =1,
tak, ze mozemy ulozyé nastepujgca tabelke:
coshf, = 4} Bi,

(62)
coshly=—+ AT By, sinh ;=T L+ Mi, my="TFa+0bi, yy=—nh-+ik.

sinh, =L+ Mi, my=a-bi, p=h-+ik

Jezeli przyjmiemy, ze 6 =@, +-iv,, 0;=@;-F+iy; i uwzglednimy réwnoseci:
cosh 6 = cosh (¢ + iy) == coshecosy-{-¢sinhpsiny,
sinh6 = sinh (@ + ) = sinh ¢ cosy + 7cosh @ siny,
t;) pierwsze dwie kolumny powyzszej tabelki dadza nam zwigzki nastepuj gee:
cosh g, cosy, = 4 cosh g, cosyy, sinh g, siny, == Fsinh e, siny,,

(63)

sinh g cosy; == sinh ¢, cos vy, cosho, siny, = 4~ coshe, siny, ,

stad dla znakow gérnych bedzie:

(64) Py = — 1, Fz3=1yY,
dla dolnych zas:
(65) Ps=—@1, @Py=y +a.

Zobaczmy, czy wartosel ¢ i v, rozwiazujg nasze zadanie,

Przedewszystkiem okazemy, ze jezeli przy obranych przez nas warto-
Seiach m,, 4 funkcya 6, =g, iy, jest calkg rownan (44), to funkeya
0; = @, + v, bedzie calky réwnan tejze postaci, w ktérych my, u, zasta-
piono odpowiednio przez my, u;, te za$ ostatnie state majs wartosei, wska-
zane przez wzory (62). Podstawiajge w rownania (44) zamiast m, Ly ich
wartodei (62), oddzielajge czesci rzeczywiste i urojone, i podstawiajac w te
réwnanie wartosé 0, zamiast 8, znajdziemy tozsamosei:
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2
ja%‘— (a*40?) = (bh—ILa) sin hw coshe, cosy,
— (ah-+-0k)sinh @ sin v, sinh &—10 cosh wsinh g, cos y—-a cosh w siny, cosh ¢, ,

a
( %lff + -%~) (a*+-8%) = (ah—0k) sinh w cosh ¢, cosy,

+ (#h—ak) sinh @, siny, sinhw — @ cosh o sinh ¢, cosy, —bsimp, cosh @, cosh ®

ag;‘ (a®+-0?) = — (ah}-bk) coshow sinh g, cosy,

+ (ak—0) cosh wsiny, coshy, < asinhew coshe, cosy, -+ bsinhe sinhg, sin%;

A
(f;;,‘r — %‘2) (a*-0°) = (blv—ak) coshw sinhe, cosy,

—(ah~-0k) coshe siny, coshe, 4 @ sinhw sinhe, siny,—b sinho coshe, cosy,

Teraz juz latwo widzieé, ze te rownosei pozostang tozsamosciami prazy
odpowiedniej zamianie wielkosci @y, y, a, b, b, & na —oy, y,, —a, b, —h, I,
albo na: —oy, w,-+o, @, —b, —h, k. Pozostaje jeszcze przekonaé sie, czy
przy tych warnnkach funkeya @ bedzie rzeczywista.

Z wyrazenia (58) przy pierwszem zalozeniu znajdujemy:

tgh

L—w —2h toh o -
3 T TR e e

Pamietajgc, ze m, = €080y, y, = sing,, 1 kladac o, = a-}- g7, znajdziemy
Tatwo:

Poniewaz modu} obu mnoznikow strony pierwszej jest mniejszy od 1, przeto
Q—ow

jest funkcy@‘ rzeczywists.

A
W przypadku drugim znajdziemy réowniez:
cosh

Q—w ’
S cotgh ¢y .
2 sin a gl P1

tgl
Poniewaz moduly ¢bu mnoznikéw strony prawej sg wieksze od 1, to wtym
przypadku dochodzimy do sprzecznosei z zatozeniem naszem o rzeczywisty-
Sei funkeyi Q—o .
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Wreszeie, jezeli przez o, oznaczymy wielkosé sprzezong z wielkoscig o,
i zaloZymy, Ze m=C0Sey, ty=-10G,, My=C08Gy, ti;=SiNcy, dojdziemy do twier-
dzenia:

Kolejnestosowanie dwdch przeksztaleen By i Baus,
daje przeksztaulcenierzeczywiste powierzchniokrzy-
wiznie stalej dodatniej.

ROZDZIAL IIL

Twierdzenia Guieharda.

§1. W § 8 rozdzialn poprzedzajacege wypowiedzieliSmy wazne twier-
dzenie W eingartena, ktérego istota polega na tem, zéjezeli mamy jakas$
powierzehnig S, powstals ze zgiecia powierzehni obrotowej, to styczne do
krzywyeh, bedaeyeh zgigeiami poludnikéw, sg normalne do pewnej okreslo-
nej powierzehni W.

Poniewaz charakter zaleZnodei pomiedzy promieniami krzywizny tej
ostatniej powierzchni okresla w zupelnosci forma elementu liniowego po-
wierzehni S, przeto przy wszelkich odksutalceniach powierzehni § styczne
do zgieé poludnikdw sa normalnemi powierzehni W jednejitej sa-
mej klasy.

W 1899 Guichard podat bez dowodu twierdzenie, bedgce uogél-
nieniem twierdzenia Weingartena dla dwéch przypadkéw szezegél-
nych . Zadanie, ktére postawil sobie Guichard, moina wyrazié spo-
sobem nastepujaeym :

Niechaj hedzie pewna powierzchnia S i niezmiennie zwigzana z nig
kongruencya promieni padajacyeh D, bedaca uwktadem normalnyech do pewnej
powierzchni X. Dajmy, e powierzchnia X nalezy do klasy powierzehni 7,
t. j. ze promienie jej krzywizny sa polgczone okreslonym zwigzkiem :

(1) f(B, B)=0,

o spélezynnikach stalych. Zapytujemy, jakim warnnkom czynié winny za-
do$é powierzchnia S i kongruencya D, aby przy wszelkich mozliwyeh od-
ksztalceniach powierzehni S promienie kongruencyi D pozostawaly normal-

% Comptes rendus de VAead. des seienees 1889 (23 styeznia).

icm°®

(61) KONGRUENCYE LINIOWE. 219

nemi- do powlerzehni X, ktérych promienie krzywizny sg polaczone tymze
zwigzkiem (1).

Przystgpmy do rozwiazania tego zadania w przypadkach, zbadanych
przez Guicharda, mianowicie, kiedy rzeczone powierzehnie X sg po-
wierzehniami minimalnemi albo powierzehniami ze staly krzywizng gaussow-
sk, t. j. gdy zwiazek (1) ma jedne z dwéceh postaci:

B, + B, =Q, R, R, = m = const. -

Tak, jak poprzadnio, postugiwaé sig bedziemy ruchomym ukladem spél-
rzgdnyeh (7), zwigzanym w pewien sposéb okreslony z powierzchnia S. Za
plaszezyzne xy prayjmijmy plaszczyzne styczng do powierzehni S, za plasz-
czyzng 2 plaszezyzng padania promieni kongruencyl D, za krzywe v—const
wezmy krzywe styczne do naszych osi «, za kraywe & =const ich trajektorye
ortogonalne. Przy tych zalozeniach, réwnaniami promienia kongruencyi D

wzgledem odpowiednich osi (7') beda:

y=10, zsina—zcosa=10,

a spélrzednemi jakiegokolwiek punktu tego promienia :

rx=pcosa, =0, z=opsina;

stad rzuty przesunigcia tego punktu na osi (7') beda:

8 = &du -+ d (o cos a) + {gdu-tdv) psina,
Oy = ndv-4-(rdutr dv) g cos a — (pdu -+ p,dv) g sina,
8z = d (g sin a) — (gdu 4 q,dr).p cos a.

Aby nasze promienie byly normalne do pewnej powierzehni X jest,—jakesmy
to widzieli w rozdziale pierwszym—koniecznem i dostatecznem, by wszelkie
przesuniecia jednego zpunktow promienia M ({cosa, 0,7 sina) czynity zadosé
zwiazkowi:

dzcosa- dzsina=90,

1ub
(2) dl -+ Ecosadu=10.
Z tego ostatniego réwnania wynika, ze:
. 9 (Ecosa)
3) — =0

Odlegtosé punktéw ogniskowyeh promieni naszej kongruencyi od poczgtku
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spotrzednyeh (7') otrzymamy, wylaczajge du i do ze zwigzkéw oy =0,
61 sin @ — 6z cos a= 0; réwnanie, ktdorego pierwiastkami bedg te odleglodei,
ma postaé:

Iy da - " 2a
0® [—r cos & +rgcosat-pysina———pgsinarcosa——
e1—h o 1 b e ! M

e
(4 — p sina.—— — ¢, cosa -+ pg, wma] —+o [5) 1Sina cosa—Ep; sin’a

ca .
— Mg + 1]1q] + &gy siha=0.

Jezeli przez g, i o, 0znaczymy pierwiastki tego réwnania, przez I—odleglosé
od poezgtku spélrzednych (7)) odpowiedniego punkn M powierzchni X, nor-
malnej do promieni D, to na promienie krzywizny powierzehni X otrzymamy
wyrazenia:

® t=I0—g;, By=l—p.

§2 Zajmiemy sig teraz zagadnieniem Guicharda w przypadku,
gdy powierzehnia X jest powierzchnig minimalng, t. j. gdy promienie tej
krzywizny s3 polgczone zwigzkiem R,-+Ry=0. waazek ten, na podstawie
réwnan (5), przybiera postad :

) 21— (o1 + @) =0,

gdzie I wyznaczamy z réwnania (2). Wyznaczajac z réwnai (4) sume pier-
Wla:tkow 0140, i ruguJac ze zwigzkdw (6) przy pomocy réwnan Co d az-~
zi’ego-Mainardi’ego funkeye p, g, nadamy_temu zwigzkowi postaé

2a da
K sina 4 & sina cosa — 77, =— + 21 cosa A

1 3
__E[2Zrléchosa.i_&qli’K]—%‘l[‘}.lrl% cos a +E]

+ [2Zsina§—i—§singa]+q, [Hsma%ni — 7ero:a]=0,

1
gdzie K jest krzywizna gaussowsks danej powierzehni S. Zwiazek
ten powinien zachodzié¢ pray wszystkich przeksztatceniach powierzchni 8;
lecz poniewaz przedstawia on pewng zalezno§é pomiedzy funkcyami
Pi> @1, przeto na podstawie rozwazanh, przytoczonych w § 7 rozdzialu
I-go, musi on spelniaé sig tozsamoéclowo przy wszelkich wartosciach na
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p,ig¢,. Tym sposobem, jezeli zadanie nasze ma rozwigzanie, to funkeye £
71, @, L Winny ezynié zadesé réwnaniom:

da . . . 2a la -
(7) 2lr,cosa o + 2l&n, Ksina 4+ &7, sina cosa — o T 2!7‘(:0311-8[—. = 0,
< :

©®) L K[2rcosatn =0, (9 %[217‘,«;0341-;-171}:0,

. 2o, . . 207. . 2a |
(10) sma[‘Zlm—Esma)zo, (11)7 Esina———ry, cose =0,

do ktérych winnismy jeszeze dolgezyé réwnania (2) 1 {3) § poprzedzajgeego,
mianowicie:

6 (& cosa)
v

dl 4+ Ecosade =0, =0.

Zbiér réwnat (2), (3) oraz (7) — (11) nazwiemy dla kritkoSei réwnaniam
(E). Widzimy, ze rownania (8) i (9) sg tozsamoseiowe i dlatego rownai (&)
bedzie szesé.

‘Wylgezmy na poezatek przypadek a—0. Z réwnad (3) i (11) otrzymu-
jemy réwnania:

213 0 2a 0
N v~ 20 7

z ktoryeh pierwsze wskazuje, ze krzywe v= const sy geodezyjue; na moecy
za$ drugiego, obrawszy w odpowiedni sposib parametr 4, moZemy napisac:
(12) a=u,
Wiytgezajae z rownad” (2) 1 (10) funkeye I, otrzymamy na wyznaczenie §
réwnanie :

¢  3coswdu

T sinw
ktére po zcatkowaniu daje:
13 £ =
gdzie a jest pewng stalg.

7 réwnan (10) otrzymujemy stad na 7 wyrazenie:

a
sind u’

@

14 2= sin? u
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Jezeli znalezione wartosei na a, & [ wstawimy w réwnanie (9) 1 zauwazy-

a1, . . s .
3, ° 0 Da wyznaczenie wiellosei », dostaniemy réwna-

, 1

my, Ze 7= ——
R

nie rézniczkowe:

‘:’»’]1 + = 01

<

sinu cosu

ktore po zcaltkowaniu daje:
7 = M(v)cotgu,

gdzie 3(v) jest funkeyg dowolng parametru »; wybrawszy w odpowiedni
sposéb parametr ¢, mozemy przyjaé, ze ta funkeya réwua sig ilosci stalej k.
Podstawiajge otrzymane na &, 7, e, | wartoSci w réwnanie(7), spostrzezemy,
%8 spehlia. sig ono tozsamosciowo. Tym sposebem zadanie nasze ma rozwig-
zanie oznaczone. )

Element Jinicwy powierzehni § wyraza sig wzorem:
¥ ®

St 2 o ;2
st T k2 cotg®u foy ,

(15) ds? =

skad wnosimy, ze powierzchnia § daje sig nawingé na pewng powierzchnie
obrotowg. Aby znale$é réwnanie tej powierzchni, musimy, jak - wiadomo,
wyrazenie (15) sprowadzié do postaci: .

(16) ds® = [ 14(@'(r0) ) 1 dr® 17 divy?,

wtedy réwnanie szukanej powierzehni bedzie postaci z=g(r,), gdzie osig z
J.est __o§ ohrotu, »)* zas réwna sig 22 4-y*. Poréwnywajge wyrazenia (15)
i (16) mozemy napisaé:

kv 5 a s
vy = o o= a cotg?u,
a stad i z uwagi, Ze dr, adu otrzyma
£ == e T " y @
£l 0 31“2 U ? } m) -

2
1 72

(L4 (@' ()] == sinfw 1+

[
Caikuj'q,c to rownanie, znajdziemy, Ze szukana powierzchnia jest para-
boloida o réwnaniu '

- 2 pd 3,2
an re O _ Y
2a 20
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Przyjmijmy t¢ paraboloidg za poczatkows postaé powierzehni S; tatwo wi-
dzied, ze plaszczyznami padania promieni odpowiedniej kongruencyi D beds
plaszezyzny potudnikéw. Z drngiej strony z réwnania:

18) T, = acotgu

wnosimy, Ze u jest katem, jaki tworzy styczna do poludnika z promieniem
wodzgeym punktn styeznosei, przechodzgeym przez oguisko. Wyplywa
stad zatem, Ze dla wybranej przez nas poczatkowej postaci powierzehni S
wszystkie promienie odpowiedniej kongruencyi D przechodzs przez ognisko
paraboloidy obrotowej.

‘Wiyrazenie (14) na odleglosé pomiedzy dwoma odpowiadajgcemi sobie
punktami powierzehni Si X bedzie w tym przypadku:

[,I:')_:_r”i'

(18) ‘ = 2¢

Wracajae do rowna (E), zauwazmy, Ze pozostaja one bez zmiany
przy zamianie ¢ na —a, t.j. przy przejScin od kongruencyi promieni pada-
jaeyeh D do kongruencyi promieni odbitych Dy; powierzehnie minimalng,
tak zwigzang z kongruencys D, jak powierzehnia X jest zwigzaua z D,
bedziemy oznaczali przez X .

Zbierajac to wszystko, dochodzimy do pierwszego twierdze-
nia Guicharda: :

Polaczmy wszystkie punkty paraboloidy obroto-
wej 2az=021y?=r z ogniskiem; otrzymana w ten sposdb
kongruencya D prostyeh bedzieukladem normalnych
dopewnej powierzchni minimalnej X. Odlegloféod-
powiadajgcych sobiepunktiéw paraboloidy i powierz-

2 2
chni X bedzie l= 250
[23

Jezelibedziemy dowolnie od-

ksztalecali rozwazang paraboloide i zwigzang z1nig
niezmiennie kongruencyg D, taostatnia bedzie weia-
gnecatego odksztalcenia normalna do odpowiednich
powierzehni minimalnyeh D. Podobng wilasnos§é be-
dzie miala kongruencya [, niezmiennie zwigzana
zodksztalcajacg sigpowierzchnigistanowiagca ukiad
promieni odbitych od powierzehni, jezeli za pro-
mienie padajgce uwazaé bgdziemy promienie kon-
gruencyi D. Punktypowierzchniminimainejzh nor-
malnej doe promieni kongruencyiDy, sa symetryecznemi
zpunktamipowierzehni X wzgledem plaszezyzn styez-
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=

nych do pewierzchni § poprowadzonych w punktach pada-
nia odpowiednich promieni. Powierzehnie Ssg to zgigeia
naszej paraboloidy.
Uczynimy jeszcze nastepujacg uwage o rzekomej zaleznosei pomiedzy
powierzehniami X 1 X,, normalnemi odpowiednio do kongr uencyj DiD,.
Réwnaniem plaszezyzny stycznej wodpowiadajacyeh sobie punktacl
tych powierzehni bedzie:

zcosa + gsina—1 =0,

gdzie znak gérny stosuje sig do powierzchni X, dolny za$ do powierzchni X,
Uwzgledniajac otrzymane wartosci na a i I, dochodzimy do twierdzenia:
Odleglo§é punktéw jednej z powierzchni minimalnyeh

do promieni kongruencyi D i D,, od plaszczyzny stycznej

poprowadzonej do drugiej z tych powierzchni w odpowied-
nim punkeie, réwna sie statej |al

WylacezyliSmy na poezatkn z rozwazania naszego przypadek a=const,

7 réwnah (E) widzimy, ze mozna w tym przypadku przyjaé &€=1,
dalej z réwnania (10) mamy sina=0, t. j. a=0, inaczej mdéwige, promienie
naszej kongruencyi sa stycznoe do powierzchni S; jest to przypadek, roz-
patrzony przez Weingartena i zbadany przez nas w § 4 rozdziatu po-
przedzajacego.

§ 3. Przejdzmy teraz do przypadku, wktérym kongruencya promieni
padajgeyeh D pozostaje normalng do powierzehni o krzywiznie stalej gans-

sowskiej ,Ln przy wszelkich odksztalceniach.odbijajacej powierzchni S.
Na podstawié wyrazen (5) zwigzek B, B,=m przybiera postad:
(F—m) —1{o + :) + 0102 = 0;
na zasadzie za$ rownania (4) oraz réwnait Codazziego-Main ard i’ego,
po wylaczeniu z niego wielkosci py, ¢;, wyrazimy ten zwigzek w postaci:

— %”;- [(12—m) 7, cosa + Iy, ]+ (IP—m) &y, K sina

3
-+ (1*—m) 7 cosn %’;— -} 1&r, cosasina &y, sina— % [(@*—m)r, &y K cosa

§r1 cosa

+ 1&,°K}— —q)i [(1*—m) + £, [(P—m) sma —= ~—;Zs1n o]

+of [ (P—m) —— sina gz — (F—m) reosa]=0.
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(67)

Tu, jak i poprzednio, K jest krzywizng gaussowska powierzehni 8.
Wyrazenie to musi by¢ tozsamoscia dla wszelkich wartosei na p;, 9,3
i dlatego funkeye &, 5y, @, ! winny ezyni¢ zado$¢ réwnaniom:

2,
(20) (1*—m) &, Ksin a—(I*—m)rcosa % - Ir&sina cosa-8nysina =0,
)] Ep K[ (P —m)ry c.osa—}—im] = {,
Ja
(22) sina [ (22 —m) i 1&sina] = 0,
‘ &
(23) (*—m) [sing — £ fa reosa] = 0;
=2 v 3, oV ’

do tych rownah winnismy dolaczyé rownania (2) 1 (3) tego rozdzialu, t. j.
réwnania:

dl 4 cosa du =0, %’qa—)=
T ten zbiér rownaf (2), (3), (20)—(23) nazywaé bedziemy, jak poprzednio,
réwnaniami (£).

Pomijajge przypadek a=const. i zwracajge sig do réwnan (3)1 (23),
znajdujemy réwnania:

z pierwszego z nich wnosimy, Ze krzywa ¢==const.s3 krzywemi geodezyj-
nemi na powierzehni S; na zasadzie za$ drugiego, wybrawszy odpowiednio
paramety x, moZzemy polozyé:
24) a=1.
Wyznaczywszy z rownania ( 97) funkeye & i podstawiajae j jej wartosé w r6w-
napie (2), otrzymamy na wyznaczenie funkeyi [ nastepujgee réwnanie roz-

niczkowe:

lal cosu du

—— - = {;
2 —m + sin w ?

calkujgc to rownanie, znajdujemy:

23) P—m=cw

Prace mat.fizyez. t. XL 15
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gdzie a jest staly calkowania. Z ostatniego wyrazenia mamy :

Vo msin®u

sinu ?

a stgd dla powierzchni rzeczywistyceh S zachodzié bedzie nieré6wnosé:
(26)

Znajac 1, znajdujemy &, mianowicie:

> 0.

a -+ msin®u >

[
2 e eer——————— 3
2N sin2u Va-} msin®u
Réwnanie (21) przy pomocy réwnania (22) i znalezionyeh wartosci na & I, a:
mozemy sprowadzié do postaci:

1 2y 1

T ou | swcosw’
stad zag, obrawszy odpowiednio parametr v, znajdujemy nastepujace wyra-
zenie funkeyi 4
{28)
gdzie & jest stalg,
Podstawiwszy w réwnaniu (20) otrzymane wartosci funkeyj &, 7, ¢, [,
spostrzezemy, ze rownanie to spelnia sig tozsamosciowo.
W tym przypadku bedziemy mieli nastgpujgce wyrazenie na element
liniowy powierzehni S:

29) ds* =

7, = keotgu,

a? du?
sintu (a + m sin?w)

k2 cotg?u do?,

skad wnosimy, ze powierzehnia S daje sig nawingé na powierzchnig obrotows.

Znajdzmy rownanie jednej z odpowiednich powierzchuni obrotowyeh,
przyczem nadajge na k rozmaite wartosci dowolne, otrzymywaé bedziemy
rozmaite powierzchnie obrotowe, nawijajgce sig jedna na drugs.

Rozwiszujae to pytanie, winnismy rozroznié dwa przypadki: 1) kiedy
krzywizna powierzchui X jest dodatnia, i 2) kiedy krzywizna ta jest ujemna.

Rozpatramy najprzéd przypadek pierwszy, t. j. gdy m==n?>>0.
O stalej @ mozemy uezynié dwa zatozenia: >0, a <0,

Gdy «>>0, wtedy nieréwnosé (26) spelnia sig fozsamoSciowo pruy
wszelkich wartoSciach na a. Poréwnajmy wyrazenie (29) na element linjowy
powierzehni S z ogélnem wyrazeniem na element liniowy powierzehni obro-
towej, t. j. z wyrazeniem:

ds? L1+ () | drg® gty

©

icm
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mozemy tu, jak tatwo widzieé, przyjac:

v =1, 7r,=keotgu,

skad znajdziemy:
a’ry? + a*l?
Blarg? k3 (a+nhH]

14 {¢' (=
iub tez, rozwigzujac wzgledem [g¢'(ry)]:

(@*—a)r? - k2 [a?—k? (a-}n?) ]
Hlary F 2 @@+ 03]

Z uwagi, ze, gdy a>0, wielkos§¢ a--n? jest zawsze dodatnia, mozemy 'przy—

[P =

. a’
jaé kQ:_cﬁ‘F’ przez co wyrazenie poprzednie przybierze postaé :
. . 72 4.0‘2
[¢' (o)) = a(rg—+a)’

Calkujac to ostatnie réwnanie, znajdziemy réwnanie szukanej powierzehni
obrotowej:

n? 11

wnosimy stad, Ze w rozwazanym przypadku powierzchnia S daje sig na-
winagé na hyperboloide obrotowg dwupowlokowa.

Przejdzmy do przypadku drugiego, w ktérym m=n’>>0, a stata a
ujemna. Na mocy nierdwnosci (26) wartosé bezwzgledna wielkosei ¢ musi
byé mniejsza od m, t. j.

{30) a-n?>0.

Rozumujae zupelnie tak samo, jak w przypadku poprzednim, mozemy wy-

znaczyé stala 2 tak, aby bylo *= E——% , & wtedy na wyznaczenie od-
H

powiedniej funkeyi ¢(r,) otrzymamy réwnanie rézniczkowe:

[@(r) P = —dl—a—rd
Kladge —a=02>0, Yatwo otrzymaé réwnanie szukanej powierzchuni obro-
towej:
2 2yt
n? + [Z 5
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(70) .

jest to elipsoida obrotowa. Tak wiec w dragim przypadku powierzchnia §°
rozwija sie na elipsoide obrotowa.

Poniewas na moey nierdwnosei (30) wielkosé n? =07, przeto o obrotu
zlewa sie z osig wielkg elipsy. ‘

Ze zwigzku ry="Fcotgw, zachodzacego w obu przypadkach, wyplywa,
po podstawieniun za & jego wartosei, ze « jest kgtem, jaki tworzy styczna do
poludnika z promieniem wodzacym punktu stycznodei, przechodzgeym przez
ognisko. Z drugiej strony, u=a jest katem, jaki z tg styczng tworzy odpo-
wiedni promien kongruencyi D, przeprowadzony przez punkt stycznosei.
I dla tego, jezeli przyjmiemy, Ze poczatkows formg powierzehni S jest jedna
z otrzymanych przez nas powierzehni obrotowych rzedu 2-go, to na zasadzie
powyzszego wywnioskujemy, ze wszystkie promienie odpowiedniej kongru-
encyi D przechodzi¢ beda przez jedno z ktdrychkolwiek ognisk odpowiedniej
poiwierzchni rzedu 2-go.

Zwracajac sig do wyrazenia na odleglodé 7 dwich odpowiadajacych
sobie punktéw powierzehni 81 X, znajdziemy:

- 2
= (abnt) 2o (o),
a wige:
p o 2t

n?

Z uwagli, ze promiet wodzacy polndnika wyraza sie wzorem:

VE - \2

ST T L
n

mieé¢ bedziemy:

dy =+ {l—n), d,=n+l,
gdzie znak gdrny przed nawiasem odpowiada elipsie, znak dolny—hyperboli.
Wuoosimy stad, ze odleglosé odpowiedniego punktu powierzehni X od ogni-

ska powierzehni rzedu 2-go, poloZonego na normalnej do powierzehni X,
jest wielkoseig stalg, réwng n, jezeli kraywiznag powierzehbni X jest —1-—
n*
Zwracajac sig do rdwnan (), zauwazymy, Ze nie ulegaja one zmianie,
gdy zmieniamy @ na —a, t. j. gdy od kongruencyi promieni padajgcych D
przechedzimy do kongrueneyi odbitych D;.
Tak, jak poprzednio, powierzchnie zwigzana niezmiennie z tg ostatnia

kongruencys wtaki sam sposéb, wjaki powierzchnia X zwigzana jest.
z kongruencyg D, oznaczaé bedziemy przez X, .

icm°®
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Zbierajae to wszystko, dochodzimy do drugiego twierdzenia
Guicharda.

Mamy hyperboloide dwupowlokowaobrotowg oosi
rzeczywistejréwnej 22, albo tezelipsoideobrotowsg
okoto osi wielkiej, ktorej dlugosé rowna sie 2n. Lg-
czymy Wwszystkie punkty rozwazanej powierzchni
zjednem zjej ognisk; otrzymana tymsposobem kon-
gruencya liniowa D bedzie normalna do pewnej po-
wierzehni X okrzywiznie gaussowskiejstatejirow-

1 S . . .
wnej—;—._,—. Jezeli hgedziemy dowolnie odksztatcall po-
(3

wierzechnie obrotowgy, zaktadajac, %ze promienie kon-
gruencyi D saniezuwiennieznigzwigzane,to promie-
nie te przez caly cigg odksztalcenia begdsg normalne
doodpowiednich powierzchni X o stale]j krzywiznie

Drugs taka kongruencye D, otrzymamy, lgczge

n?
punkty naszych powierzchni obrotowych z drugiem
ogniskieém.  Batwo widzie¢, Ze punkty odpowiadajgce]j
tej kongruencyipowierzchni X, bedg symetryczne do
punktéw powierzchni X wzgledem plaszczyzn stycz-
nyel,poprowadzonych do powierzechni Swpunktach pa-
dania odpowiednich promieni. Przez powierzchnie S
rozumiemy zgigcia naszych powierzchni obrotowych rzedu
9-go. Jezeli rozwazaé bgdziemy powierzchnie, nutworzone
przez punkty powierzchni D, zlewajace sig z ogniskiem od-
powiedniej powierzchni obrotowel, to na zasadzie znanego
twierdzenia Bonneta ¥, pawierzchnie te, jako réwnolegle

. L o1
do powierzchni X o stalej krzywiznie gaussowskie] )

beda mialy stala krzywizng srednigré wng . Tgz samy
wlasno$¢ posiadad bedsg powierzchnie, ktérych pu.nkt.y 53
symetryczne do punktow rozwaz anych powierzchni wzgle-
dem plaszezyzn styeznych do powierzehni S.

§ 4. Rozpatrzmy teraz przypadek, w ktorym krzywizna powierzehni
X jest ujemna, t, j. gdy m=—n?<T0. Wyrazenie na odleglosé odpqwiada—

) Bonnet. Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée
(Journal de I'Heole Polyteehnigue, XLIL ealier, s. 77).
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jacyeh sobie punktdw powierz¢hni § 1 % bedzie w tym przypadku:

_ Va—n?sindy
sinu

i dlatego dla powierzehni rzeczywistych X zachodzi¢ musi nierdwnosé
(31) a—ntsivtu>0.

7 nieréwnosel tej wnosimy, %e stata ¢ musi byé dodatnia; mozemy o niej
nezynié. trzy zalozenia: a>>n? a<n?, a=n? Rozpatrzmy osobno kazd'y
z tych przypadkéw; przyczem wyraZenie na [¢'(r)]® bedzie jak poprze-
dnio postaci:
(a2 —E2a)r 2~ R2 (0 — EPa) - K4n?

12 [ alr +k?)—n2k? ]

(32) [¢'(roF =

- W przypadku pierwszym, t. j. gdy a>>n? gdybysmy cheieli wybraé &,
jak wyzej, tak, aby wyraz w liczniku niezalezny od , byl zerem, mielibysmy
_ns rna
a(ry—+a?)

t. j. otrzymalibySmy powierzchnie obrotows rzedu 2-go urojong.

o Of’ sie tyc?y'pozostalych dwoéch przypadkéw, to w drugim z nich mu
sielibysmy przyjgé k°= 0, co byé nie moze; w pierwszym za$ mieliby$my ne
k? wyrazenie:

[P ()] =

<0,

9

<0

2=
a—n? ?

wielko$¢ & bytaby urojona i znowu doszlibysmy do powierzehni urojonych
rz.t;du 2-go I dla tego wybierzmy % tak, aby w wyrazeniu (32) spétezyn-
nik przy r,® w liczniku byl zerem. Przy tym warunku znajdziemy =a>0
a wyrazenie na [¢'(r)]? przybierze postaé: ' ’

n?

[e'(r) P = m .

Catkujac to réwnanie, znajdziemny :

I

- €

2

2

[

gdy a>n?, ry="Va—n? = Vu—n? sinh 72—
y
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n

Lo n
— ¢ e = z
gdy a<ln® 1r,= th—a.————r_;——- = a®—a cosh —
2 n

*la

2 1 —
., G=n, ry=e

W ostatnim przypadkn poludnikiem szukanej powierzchni obrotowej bedzie
logarytmika, ktorej asymptota zlewa sig z osig obrotu; w przypadku drugim
potudnikiem bedzie Jinia taheuchowa, skrécona albo wydluzona, (stosownis’
do tego, czy Vi—a$1).

Bianchi wrozprawie, wymienionej przez nas we Wstepie, nazywa
otrzymane powierzchnie odpowiednio: sinusoidg hyper boliczns,
katenoidsg, skrécongalbo wydluzong i powierzehnig
obrotows logarytmowg.

Dochodzimy tym sposobem do trzeciego twierdzenia Gui-
charda:

Mamy jedng zpowierzehni obrotowych oréwna-
niach:

. z \ z =
z? + 42 = (a—n?) sioh? o z?-}y? = (n*—a)cosh? - oyt =e" .

W plaszczyznach poludnikéw przez kazdy punkt tyek
powierzchnipoprowadimy proste, tworzgce ze styez-
nemidopotudnikéw nakreslonych w tych punktach
kgt u, ktorego dotyczna wyraza sigprzesz spéirzedne
punktu stycznos‘ciwten’sposéb: )

Otrzymana tym sposobem kongruencysa prostych D
jestukladem normalnych do pewne]j powierzehni =
0 étalej krzywiznie gaussowskie]j ———’—i—g. Jezeli bedzie-
my dowolnie odksztalcali naszg powierzchuig obro-
towg wzalozeniu, Ze promienie kongruencyi D s3 nie-
zmiennie znig zwigzane, 0 promienie te przez calty
cigg odksztalcenia pozostana normalnemi do odpo-~
wiednich powierzchni X, majgeyech -krzywizng stalg

ujemns ——}%9—. Takaz wtasnogé posiadaé bgdg kongru-

encye promieni D;, odbitych od odksztatcajgcej sig
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powierzchni Punkty odpowiadajgeejimpowierzcehni
I, 0stale] klzy“flznxe begdg symetryczne do-punktow
powunzchnl \\zvledemplawczyzn stycznych, popro-
wadzonych do powierzchniSw punktach padania odpo-
wiednich promieni Przez powierzcehnie S rozumiemy
zgigeia danychpowwlzchnloblotowych

Wryrazenie na odleglosc 1 odpowiadajgcych sobie punkiéw powierzehni

S1 X bedzie, jak tatwo widsied:
l=Vrs*4+a—n*.

Wprzypadku gdy a-ng znajdnjemy nastepujacg ciekawa konstrukeye.

Zauwaimy, zé W tym przypadku l=ry; dalej z réwnania poludnikaz=nlogr,,

dz )
ize zwmzku 10—‘Iu(40t"'lL::7lCOtg’lt mamy P =tgu, skad- wnosimy, - e
0

promienie 1ownolemxkow zlewaja sxe z promieniami kongruencyi D. Co sie
tyezy powierzchni X, to Yatwo przekonaé sig mozna, Ze gdy S jest powierz-
chnig logarytmows obrotows, powierzchnia S jest miejscem geometrycznem
Srodkéw réwnoleznikdw, t. j. osia obrotu Tym spoaobem dochodzimy do na-
stepujgcego twierdzenia:

Plzeksztalcajmy dowolnle pow1e1 zehnie loga-
1ytmowg obrotowag:

= nlog (a*+49),

zakladajage, Ze z1nig zwi@’zaﬂa}estﬁiezmiennie kon-

gruencya promieni D, zléewajgceychsig zpromieniami
réwnoleznikow. W tym przypadku miejscem geome-
trycznem punktow, ktéorepoprzedniozlewalysigzosig
obrotu,bedgpowierzechnie Tokrzywizunie statej gaus-
c s 1 . L

sowskiej —a ortogonalne do promieni odpowied-
niej kongruencyi D. R

Pozostaje jeszeze rozpatrzeé pominigty na razie przypadek, w ktérym
a==censt. Z réwnan (F) znajdujemy, Ze gdy I jest rézne od zera (a to za-
ktadamy a priori), bedzie a rowne 0, co wskazuje, e proste Kopgruencyi'D
sq,styczne do powierzchni S. Dochodmmy tym Sposobem do “pizypedku
Wemgmtenowskxego rozpatrzonego juz w §4 1ozdzmlu popwedza]acego

§ 5.7 popr: zedzajqcego Wldmmy, 2e dla wszystkich powierzehni obro-
towyeh, naktére nawinad sig daja nasze powierzehnie S, zachodzi nastepu-
chy zwmzel{ pomlgdzy kajem o ktm y twox 73 plonueme konrrrueucyx ze
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(5

stycznemi, poprowadzonemi do poludnikéw w punkeie padania promienia,
a promieniem réwnoleznika, przechodzacego przez tenze punkt:

7, tga = &k = const.

Na podstawie wynikéw § 7 rozdzialu I-go widzimy, ze wtym prazypadku
krzywe glowne powierzchni-§ wzgledem kongruencyi D i D, sa krzywemi
sprzezonemi i pozostaja takiemi przy wszelkich mozliwych odksztalceniach
powierzchni-§ - Dulej, poniewaz kongruencye D i D, sa kongruencyami
normalnych, to na mocy rozwazai w § 4 vozdzialu I-go krzywe gléwae po-
wierzehni § wzgledem kongruencyi D1 D, zlewajy sie. Wreszcle z samej
definicyi krzywych gléwnych wyplywa, ze w tym przypadku odpowiadajg
one liniom krzywiznowym powierzehni 3 i X, normaluyeh odpowiednio do
promieni kongruencyi D i D;. Dochodzimy tym sposobem do twierlzenia,
majgeego znaczenie podstawowe w dowodzeniu twierdzer odwrotnych do
twierdzen Guicharda.

Linie krzywiznowe powierzchni i X, normal-
nychodpowiednio do promienipadajgcecyehiodbitych
DibD, rozwazanyeh witwierdzeniach Guicharda, od-
powiadaja sobie wzajemnieoraz pewnemu uktadowi
krzywyeh-sprzegzonych na odpowxedulej powierz-
chniodhijajgcej S .

§6. Poniewaz elameuty liniowse powierzchni S Wylazajq, sie wzorami:

a? du?®
sin*u (a—+msinu)

a® du?

ds? = —
siné

-+ krcotgiu dv?, ds?= -+ X cotg®u dv?,
przeto nasze powierzchnie obrotowe Ss3 zasadniczemipowiersz-
¢chniami obrotowemi, ktére napotkalismy juz w § 8 rozdzialu 1-go,
kongruencye za§ Di D, beda dotgczonemi do nic h kongruen-
cyami. Mozemy wige wypowxednec twierdzenie:

Linieasymptotyczne na powierzchniaeh X1 3%,
rozwazanych witwierdzeniach Guiclkarda, odpowia-
dajg sobie wzajemnie.
gy Podamy tu ciekawy zwigzek, zachodzgey pomlgdzy rozpatrzo-
ném przez nas twierdzeniem Guicharda a zagadnieniem o Wwyznaczeniu
kongruencyi liniowej cyklieznej, t. j. konuruen(,yl utworzonej - z osi kot
nmmalny ¢h do nieskoriczonej mnogosei powierzehni. - .

-7 rozwazan wngszym paragrafie wyplywa, Ze ﬂtmeje nklad ¥ot, orto-
gonalnych do powierzehni ¥ i X 1 majacych $rodki na odpowiednich plasz-
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czyznach stycznych do powierzchni S. Spéirzedne punktéw jakiegokolwiek

z tych kot wzgledem odpowiednich osi (77) beda:

=@y Frycost, y=0, z=1r;8n¢,

gdzie
(33) Py =

—_— Ly =ltgu
cosw 0 =

¢ za$ jest katem, jaki odpowiedni promien kola tworzy z kierunkiem dodat-
nim osi z. Jezeli jakikolwiek punkt A7 tego kola opisuje powierzchnig orto-
gonalng do rozwazanej kongruencyi kél, to rzuty przesunieé jej na osi (T')
winny czynié zado$é réwnaniu dz siné — 6z cost =10 przy wszelkich warto-
§ciach du, dv. Poniewaz w tym przypadku z, i 7, sa funkeyami jednego
tylko parametrn u, przeto réwnanie poprzednie sprowadzi sig do postaci:

(34
gdzie:

Udu 4 Vdv 4 Tdt = 0,

dx,
du

U= gr,-+ gz cost (§+ ) sin¢, V= q,(rytu,cost), T=—r,

‘Wiadomo, ze 1-6wnémie (34) spelniaé sig bedzie przy wszelkich warto-
gelach du, dv, jezeli zachodzié bedzie zwigzek tozsamosciowy:
v T (o7
U(az __a—v)-*qp(&u, -

ktéry w przypadku obecnym sprowadza sig do postaci:

) +rtE -

v
u )= 0,

Adsin¢ - Beost 4 C=0,
gdzie:
_ . dry | roxyry k
A=0, B=—yq ["of‘l“%jm“‘]‘_‘n“l_”]:
&
_ dz, ) 727 &
o= —almlr Zo)+ 5]
Aby kola nasze byly ortogonalne do nieskoficzonej mnogofci powierzehni
jest koniecznem i dostatecznem, by funkeye 4, B, C byly tozsamosciowo ze-
rem 9, t. j. by stawalo sie zado§é réwnaniom : i

. dry ’ ] :
(35) . rofmy + gy _d—u,o- ~+ 1@ =0, . pité 4 nu, % +rfr §=0.

1) Patrz Bianechi, 1, e. str, 821.

(76) .

* ©
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(77},

Podstawiajae tu wartosei §, 4, #,. 2, dla kazdego z rozpatrzonyeh przez
nas w tym rozdziale przypadkow, przekonamy sig, ze we wszystkich tyeh
przypadkach spetniajg sie réwnania (35). Jezell zavwazymy nadto, Ze wa-
runki (35) nie zalezg od funkeyj p, ¢, »1, 05, dojdziemy do nastgpujgcego
twierdzenia :

Z kazdg powierzchnig S, dajgcyg sig nawingé na
jedngzpowierzchniobrotowyech zasadniczych, nie-
smiennie zwiazana jest pewnakongruencya cyklicsa-
na,ktérapozostajecykliczng przy wszelkich mozli-
wych odksztatceniachpowierzchni §S.

M, n)
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