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W artykule ,O zachowaniu ruchu wirowege* zajmowalem sig takiemi
ruchami ciagtego skupienia punktéw materyalnyeh, podezas ktérych linie
wirowe skladajs sie z tych samych materyalnyeh elementéw liniowych,
a w szezegolnosei wyprowadzitem wzory, ktdre okreslajy, jak podezas takich
ruchéw zmieniajg sie natezenia wirow. Nadto wyznaczylem calki podwojne,
niezmienne przy wszystkich przemieszezeniach wzdhuz linij wirowyeh. W ni-
niejszej pracy zamiast réwnai rézniczkowych linij wirowych, uwazam uklad
r < n niezaleznych réwnan Pfaffa on zmiennych niezalezuych i okre-
§lam, jak przy przeksztalceniu ukladu Pfaffa zmienia sig pewna catka
r-krotna, odpowiadajgca natezenin wirn, a takze zajmujg sig wyznaczeniem
calek r-krotnych, niezmieunych przy wszystkich przemieszczehiach wzdluz
elementéw liniowych uktadu rownai Pfaffa. Czgdé rachunkéw tej pracy
opieram na pewnym wzorze ogdlnym, wyprowadzonym w ustepie i, a okre-
§lejgeym nieskonczenie male przeksztatcenie jakiejkolwiek calki, rozpqstar-.
tej na r-wymiarows rozmaitosé w przestrzeni o 4 wymiarach. O ile mi
wiadomo, wzor ten w swej zapelnie ogolnej postaci nigdzie dotychezas po-
dany nie zostal. Pierwsze z zagadnien tu wymienionyeh, t. j. okreslenie
zachowania sie calki, odpowiadajace] natezenin wirn i wywodéw z tem
zwigzanyech, wykonywam i bezposrednio za pomocy nieskonczenie malego

1) Rozprawy Wydz. mat. prayr. Akad. Umiej. w Krakowie, t. XXXIX.
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przeksztatcenia i za pomocy przeksztalcenia skonczonego. Ten drugi spo-
s0b postgpowania, podany w ustepie 3. jest prostszy i moznaby na nim po-
przestad, przechodzge, jak to czynie w tym ustepie, od przeksztalcenia skon-
czonego do nieskorczenie matego. Wydawalo mi si¢ wszakze interesujgcem
wykonanie tych rachunkéw takie bezposrednio za pomocg nieskoiczenie
matego przeksztalcenia, stosujac wzodr, o ktérym wyzej byla mowa; te ra-
chunki zamieszczone s3 w ustgpie 2. "W ustepie 4 omawiam jeszcze rézne
szezeglly, odnoszace sie do wywoddw poprzednich; w §-ym zajmujg sie dru-
giem z wymienionych zagadnien, t. j. stosujge wzor wyzej wspomniany, wy

znaczam catki r-krotne niezmienne przy wszystkich przemieszezeniach
wzdhuz elementow liniowych ukladu rownan P faffa; wreszcie w ostatnim
ustepie podaje geometryezng interpretacye poprzednich analitycznych wy-
wodéw.

1. Niechaj bedzie suma :

u "

s\ AN S\ 1 Org, . 0ty g,

o, Goeee ¥ 6, B0 o - R

i i i O c‘/}l 6])2 oy
1 1 1

gdzie A, o, ... 8 fonkeyami zmiennyeh xy, 2y, ..., 2., ktére uwazaé bg-
dziemy jako funkeye parametréw p,, p,, ..., p,. Zaloiymy, e r<n oraz,
ze w réwnaniach, okredlajacych zmienne ; jako funkeye parametrow p,:

T = 24 Py, Pay-v., Dr) (b=1,2,...,n)

parametry te s3 istotne, t. j. Ze rownania te okreslajg w przestrzeni o n wy-
miarach pewns rozmaitosé r-wymiarows. Z iunej strony uwazaé bedziemy
nieskoiiczenie male przeksztatcenie przestrzeni n-wymiarowej:

"

> a :
Df =2, Uy (g, Ly, veey L) !
1

o
i pustaramy sie wykonaé dzialanie Df na sumie §, zakltadajge, ze parametry

P« nie podlegajg przytem zainej zmianie.
Na podstawie widocznego wzoru:

”
D(a% RN Ny, A
.. ;O

1

otrzymujemy:
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25 0%, 2, {Smi oz, CEPN T

an aps T epe ) & ldpy dpy 7T B R
by, OF; A, 325, s
p, dpy Ay T apr oy

oz, A, 32,y Bx, s

oy pry opr Ox:

Poniewaz zas sumg :

n n n ”
AN ‘S‘ " 31‘-':, am’.e 1 3.1.’, 31‘7”4_1
ST S Sy S

ou :
S e 2(2 Ao tmne s —w—) o
1

n n n ” e a.{ﬂ« al .

otrzymujemy wiec:

n

" k2 n al'
) = E —‘z».. a'.J A4 5) S‘iAis »:.»‘
D(8) = Do Do DD )+ 2 A
1 1 1

1

” *

+N 4,

i, \ i, B,

u
LI +2‘ Aonyospni gy
1

wprowadzajgce zas symbol:

; 2f
Vc(”) “,f: —l,, T 3y 3&’ + ‘11,1,:,,.. En SJ. +
ot As i ’é;:;r—

moZemy rezultat ten przedstawié kréeej w postaci :

ENTN

A, i

3[;,.' 3.7;

i3
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D(8) = 3o S S Do)
1 1 1

ax,,

" .
; dz., Oz,
) 5 %%
+ZH s, (1) } 9, Opy, T ap,
1
Wazor ten zastosujemy do takich wyrazeh S, ktéryeh spélezynniki maja
wlasnosci nastepujace. Jezell ktdrekolwiek dwa ze skaznikow o, 83 sobie
réwne, to:
Aoy .cna, == 03

r

jezeli za$ wszystkie skazniki o, sg od siebia rézne, to:

Gy

A:r., Tg e Gy + As,,sc, O P

gdzie s;, 8, ..., 8, 53 te same liezby, ¢o oy, o, ..., o, ale napisane w tym po-
rzgdku, ze

8 < 8y <l ... 5.

i gdzie nalezy braé znak -, jezeli przemiana o, g, .++y 0 Otrzymuje sie
% Przemiany s, s, ..., s, za pomocg parzystej lezby zmian dwn liter,
a znak —, jezeli przemiana ta otrzymuje sig z przemiany s, 85, ..., S, za
pomocg nieparzystej liezby zmian dwu liter. Przy takich zatozeniach mozna
sume S napisaé w postaci: ‘

w41 5—1
" G (Zsyy By ey %5)
(2) S=Ye Yo, ..V Ag gy s, e 10 00
i Ay

Przekonamy sig, ze sumg D(S) mozna pray tych zalozeniach napisaé w po-
staci analogicznej. W tym celu pokazemy, ie:

® ® o
I}un B o e LL W TS PR f: — W,,,,,,,,z_h it T+ Tl T Tty 1.

Wyrazenia te skladajg sie z wyrazéw, ktére zawierajy pochodne funkeyi f
wzgledem wszystkich zmiennych z; préez %, 1 &;, orazz wyrazéw, zawie-
rajacych pochodne wiasnie tych dwéeh ostatnich zmiennych. Przy przesta-
wieniu o, na g,r piurwsza kategorya wyrazéw zmienia znak, bo taka whasnogé
wediug zatozenia majg spotezynniki 4, ktore wszystkie w wyrazach pierw-
szej kategoryi zawierajg zaréwno skaznik o, jak i skaznik o,,. Wyrazy dru-
giej kategoryl w wyrazeniu, stojacem po stronie lewej ro6wnosei, kiéra mamy
udowodnié, sa:
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o

oz,

—A:r;, vy Ty 1o B Fgpefeds +003 Ty S Tl L o0 T

+ A—G,, REL ST ST PR AT # Gp!pls e Tp a&,z

Jezeli w wyrazach tych przestawimy o, i 0., to otrzymamy:

3f
Aoy et 15 ka5
i
of
’I’ A:" N 1) PT VR N a £ G0 qs e 3y o, . E

#

i widoczna, 26 wyrazy te roznia sig od poprzednich tylkoznakiem,bo spilezyn-
niki przy tych samych pochodnyceh otrzymujg sig jedne z drugich przez p.rze-
stawienie ¢ oraz o, wzglednie ¢ oraz o,. W ten sposdb wlasnosé powyLsza
naszego symbolu jest udowodniona i widoczna zarazem, ze kazdy taki sym-
bol jest tozsamosciowo rowny zera, skoro tylko ktérekolwie‘sk dwa znaczki
dolne sy sobie rowne. Stad wynika, Ze te symbole maja ta.kle same wlgsno-
sei, jak spolezynniki A, a wiec przy powyzszych zalozeniach otrzymujemy
na D(S) wzdr nastepujacy:
-1 rn1

NI N Y
|

)

iy Sy ey 8y
1 1 1

@ .o %))

.y Dr)

d (s, T, .

a(py, poy -

+ 2’ ms?s,, oy 8y (ux) }
1

Na podstawie tego wzorn mozna odrazu wypisaé warunki niezmien-
nosei catki r-krotnej przy praeksatateenin Df. Jezeli mianowicie calke

takg napiszemy w postaci:

s, —1 sa—1
~

”
M= ] [ . J Es, Zs,_1 PN Es, Ay sy i, dits, o i,

i Y L
to mieé bedziemy:

w St 81 »”
\ (i

|

i warunki niezmiennosei heda widocznie:
‘ ‘ ”
N, W@ Y
) D (Auysy sy ) 2y Wi s, () = 0,
1

. . c o . . 2 . m
gdzie za s, 8, ., - nalezy po kolei wziaé wszystkie kombinaeye z 1,2, ..,

i » - . N 117 1 7, VPSRN { 4 28
DM} = ” . I Zs,zs,‘__l _\J ID(_A;‘,s,‘..,,s,) -+ }_4 Wsisy s, (”x)I dezg, d S s, g
. R 1s 1 1
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por. Okresleniem takich warunkéw zajmuje si¢ Th. de Donder w pracy

Etude sur les invariants intégraux® 9, ale poprzestaje na ich wyznaczenin
w przypadkach szczegélnych, postqpuja(, zreszty drogg od naszej odmienna.
9. TUwazajmy teraz n—o takich nieskoficzenie matych przeksztatcen:

(==1,2, ., n—7)

n ”f .
(5) X.f =2i £ () Tgy oy n) 2z
1

ze nie wszystkie wyznaczniki stopnia n—7 macierzy:

Eu, E]-ga ot Eln

‘:’.1» 5221 sy E‘-’" [

!

i

o

|

I = & = 1
D Cu—rly Su—r 2y o« o« -y Smer,m |

59 tozsamosciowo réwne zeru, oraz oznaczmy przez A wyznacznik:

A, oz, oz,
w0 s T oy
2, o1, 45‘15,1*
3, > w T 3,
Ell ? 51? ’ LA | Eln
H &, 7,1 En‘r, 2y e ey En S

Jezeli ilosei dolaczone do minora:

d (% Loy - 2 02 T
APy, Pay v o -

w wyznaczniku tym oznaczymy przez A, .. .., b j. jedli polozymy:

5

1) Rendieonti del Circolo matemahco di Palermo, tom XV, 1801, str. 66131, zobacz
w szezegdlnosei str. 98 —100.
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Elfn Elt,’ ey elt,‘ —r
Eu, Ear, - Ezr ‘
(6)  aynas ‘ ‘ ’ e
i . . !
;sllzt«suzl‘y-~-3 Su—it
gdzie liczby #;, %y, .. ., t._, sg Wszystkie odmienne od s,, s,, . .. , s 1 czynia

zado$é nieréwnosciom
<<ty <T...<lier,
oraz gdzie nalezy braé¢ znak - inb — zaleznie od tego, czy suma

D)+ 42+ .+ -t

jest liezbg parzysty, czy tez nieparzysts, to na mocy twierdzenia Laplace'a
mieé bedziemy:

nw—t 444 ..

A=S.
A jezeli stosunek symboldw A, ., s, , gdzie oy, 64 .. ., o, 53 ktérekolwiek
z liezb 1, 2, ..., n do symboléw :
I RN i I |

bedzie taki, jak to okresliliémy w ustepie poprzedzajgeym, to D (A) mozna
obliczyé na podstawie wzoru (4).

Jezeli przez o., 05, . . ., Qu—r 0zZnaczyny funkcye dowolne zmiennych
Zyy Ty oo ., Tn, L0 WZOI:
Xf =W 0u (20,2, ..

1

4

(7) s Zy) X,,/

bedzie symbolem nieskonczenie wielu nieskoficzenie malych przeksztalcen
przestrzeni n-wymiarowej. Znajdziemy warunki niezmiennoSei tego szeregu
przeksztaleen przy przeksztalcenin Df. Warunki te mozna naprzod napisaé
w postaci :

(k=1,2,.

i ';n"_r)

a gdy wykonamy dzialania, wskazane .symbolem Poissona izréwnamy
ze sobg spolezynniki, znajdujgce sie po obu stronach tej réwnosei przy tych-
samych pochodnych funkeyif, to otrzymamy warunki tej niezmiennosei
w postaci:

Prace mat.-fiz. t XIII, 8
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n—r

n 8 y )
® D(Er) :Ez Ekza—g}— + D @urda-
1 1

(Fr=1g &, .y n—=r; ¥==1,2, 0y 1)

Précz powyiszych oznaczen dogodnie bedzie jeszcze wprowadzié ozna-
czenie: ‘

, . -
ISP ST - !
i
B - VAN Eones e 52;.1,,,, \
Dy By wees Dy T Iy
. . ,
i o~ ‘
i éu—r,/‘.,’ E:t-r,}.g, [ oy . |

Zalézmy, ze warunki (8) s spelnioue, i wykonajmy na tym wyznaczniku
dzialanie Df. Otrzymamy dwie sumy wyznaczoikéw, z ktorych pierwszg,
nie zawierajacg funkeyj o, mozna napisaé w postaci:

"
1 € § N e i, g,
e e Sl M S iy s Sihy o,
1
n
2y,
& & D N A . L, Em
Wy 2y B2y g0 g °F oz ? Bl t o Ry
N 2
1

2y

it

« - V - 8”710 = &

Su—rydyy ¢ 0 ¢y Sk, Aot g [ Snr t =3y Sn-ry A Su—ry by _,
1

albo krdcej w postaci:

R~ i

31%

n

(€] E# 21 By, e I ™™
1 1 ’

Druga suma jest postaci:
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£ £ -
S1, 2 s 81,2 ey Sy,
1
I A [ T Evt, hy,
n—r | i
\_‘ a—r H—r =7
| wntn, Erwp e, o, ZT0RE, 0,
1 P 1 1 |
g s, £
ort1, 4y watl, Ay s CEE RN B 115 N o
.
VoE & . 13
| SR Ay Simr, by o R T

skad widad, ze w tej sumie odmienne od zera sa tylko wyrazy, odpowiada-

jace wartodei =y iZe suma ta sprowadza si¢ wprost do wyrazu:

(10) ) [3) Bgnﬁg,___,,cn_”

gdzie -

D= Ev Oy
1

7 otrzymanego rezultatu na D (B, s,..4,_,) mozemy skorzystaé dia
obliczenia D(A) w przypadku, gdy powyiszy szereg nieskofiezenie matych
przeksztatcen pozostaje bez zmiany przy Df. W tym celu zwréeimy najprzéd

uwage na pewng wlasnosé naszyeh wielkosei 41 B. Oznaczajge liezby

1,2, ..., n, napisane w jakimkolwiek porzgdku przez oy, 0y, .,0ry 41, 4gyecesbn—r,
mamy widoeznie :
(1 Aapayya, = 12 Bas,

wrdpp

Fatwo dostrzedz, ze jezeli w tym wzorze jedne z liter ¢ przestawimy z jedna
z liter 2, to bedzie :

5, = B"quu—l-’x, [ PRETRRN.

( 12) . AJ,, P ST AL SRR P

Mozna tu mie¢ watpliwosé tylko co do znaku. Wyznacznik A zawiera
wyraz:

A(Tayy e oo s @, 3By Boyygs -+ - 5 Ta)
A (Dyy e s Pty Py Dudts « o= 5 Pr)

3
4 B‘lu R 1'-.,1-¢ﬂ+1. why

Jeieli w wyznaczniku A przestawimy kolumuy o, iX., to otrzymamy wy-
znacznik — A, ktory zawieraé bedzie wyraz:
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d(wsyy -

e S X IR

W wyznaczniku zatem A ilog¢, dotgezoua do wyznacznika funkceyjnego tego
wyrazu, bedzie T Bu, .., 45 G o far? a t.o \\v{asmelwymzone Je.st’wz(.,.
rem (12). Widoczna przytem, %e parzysta liczba takich przestawiei nie
zmienia znaku, a nieparzystw znienia znak. Suma podwéjna (9), biorge
w niej zamiast znaczkow 2 znaczki ¢, t. j-

n=r n L:)’[

N Wy
Eu }_1[ Bty ah ty i s T
1 1

moze byé napisana w postaci:

n—r

n—=1r r Qlt aZL
wtbry, ) ‘ \ (0

vi‘ v/ Br - §, Ty11sesly—pr + LI,. tay weey £y, i
o ) s o T —10 B, T 430 7 S a'g? 4 Vil ] gy
J R : o
1 1 1 :

albv korzystajac z poprzednie] ﬁwagi co do wielkogei 4 i B, w postaci:

n—r n o "o
Quy
— [
FVN Ao g 5
; ot s e 3 :
L1 1

T ostatnie wyrazenie mozna takie inaczej napisaé w postaci:
i n

»
9
— Uy
s R : —+
-+ S ¢ v"‘ ‘ ‘.«:, N e 4 . -45,, ENE
1

Floys
G,

1
a korzystajac z symboln (1) i oznaczajse dylatacyg objgtosei w przestrzen
n wymiarowej przez 6, t. j. kladge:

W

Ju

2

b= > :
O
1

otrzymamy, Ze suma podwdjna (9) rowna sig:
(13) T i, () 6 s s,
1
Na mocey zatem wzoréw (10), (11) i (13) otrzymujemy:
”
(1'-‘) D (As,,-fg,.--,t,. ) = (e—l—(b) Asx,x{.u.,s, —Z‘ I;“”‘ 3,,(“1) s

1
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a wiee na podstawie wzorn (3) dochodzimy do rezultatu:
(19) D)= (6+a)A.

7 niezmienno$ci naszego szeregn nieskofczenie malych przeksztalcen
wyprowadzilismy wzér (15), kiory okresla zachowanie sig przy Df wyznacz-
uika A. Teraz zalozymy, ze niezaleznie od tego, jakiemi funkcyami parame-
triw p, sg zmienne oy, wyznacznik zachownje sig tak, jak to wskazuje wzir
(15), t. j. e mamy wzory (14), ktore mozna takze napisac:

=Y W
g e

21

(16) D4,

(TR T1s Tay o

)= +a)4d
. 1

gdzie o), oy, ..., 0, 8 liczby z szeregu 1, 2. .., %, napisane w porzadku zu-
pelnie dowolnym i zapytamy, jak przy tem zalozeniu zachowuje sig uwa-
zany szereg nieskoficzenie maiych przeksztateeni. Aby odpowiedzie¢ na to
zapytanie, zamiast nieskoficzenie malych przeksztalcen X,.f, wprowadzimy
pewne inne nieskoficzenie mate przeksztalcenia Y..f, wybrane w taki sposéb,
ze szereg nieskolczenie malych przeksztalcei :

n—r

Zk O (s @gy 2oy Ta) Yol

1
gduie o, oznaczajy funkeye dowolne, jest tozsamosciowy z szeregiem (7)
Niechaj wyznacznik By, s, . bedzie odmienny od zera i niech bedzie:

s In—r

A

< o <t
Uklad réwnan:

Xzf =0 ' (6=1,2y00 1)

jest réwnowazny z ukiadem réwnai:

2%

af ' )
—L +S“” B[h f = 09
A—
1

BA‘,. foyvenr byr A, o tu 18 Lud 1 o ln—r 3
iy, L e

(0=1,2 ..., %=7)

gdzie przez s, rozumiemy, jak poprzedunio, liczby odmienne od liczb ¢, ita
kie, ze .

8 <L 8 < ... < S
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Ten uklad moZna, na mocy poprzednich uwag o wielkosciaeh 4 i B, napisas nr S () .
! ) Vs St (U, Gy, YL
w postaci: . (19) (DyTy) = Vs [*_‘{“‘——1 — = ]L,,f
T gy 800 8 °Zy,
_A,.‘ . . i - " - .
~ 1 ;|
' T ‘ 7 (@)
S R { p ] R [As,y Sayones 8y 1} Sus weer S50t Tppr S b1 o (1)

1

= Aot 1 e

- IVSSLW 8 (16,-) l

n—r 7t

§ i . : . , . Ay sty 1y 8o oo 6 L162) duy
i widoczna, ze zamiast nieskonczenie malych przeksztalcen X.f mozemy +$‘«' e R 2 > ]
wziad: . "TJ Asy s sy As, sy n sy Ty,
. r(t) 3
o WOk T e .
7 N i AL =1 ; SRS (A 3
(an Y f = el P Wt (e, i
2 Bwfﬂ l:ls”&_., s Sy ”I' = i o 3-"‘.»
ajmi si iczeni ch symbold issond : . - i 3 L .
?og;nljg?y sig obliczeniem pezvny1h symboléw Poissona. Mamy wi- Aby obliezyé wartodé spotezynnika przy Eﬂf—ﬁ , zauwazmy, ze symbole: w
: 2,
- A zawierajg pochodne funkeyij . tylko wzgledem tych zmiennych zy, ktérych
(DY) = — ). ])( AN IR A ""5";‘) ef skazniki znajdujg sie pomiedzy dolnemi skaznikami tych symbolow.Stad wynika
f A R kN ze 7 pochodnyeh wzgledem =, figurowaé mogy tam tylko pochodne wzgledem.,
18 1 2 y glg , 18 3 y :
(18) ay,. Zbierajac wyrazy zawierajace pochodne wielkosei us wzgledem &;, mamy
n ¢
) T s u ner
“Et ( ‘\ail'. _ o5y ¢ Q) ) af < Ao syt bt 08 " A syt s S 1 eer 7 B, B, .
2 N . Y { ———— P —_ B e e T S -
= oy, As s s, 2, /1 . ; Asy oty Qw,.u Ex,”
Na moey wzorn (14) otrzymujemy : ale te wyrazy na mocy wiasnosei wielkodei 4 daJ@al'azem Z6ro.
. 1
4 Dalej zauwazymy, zez pomigdzy pochodnych = ! figurowaémogg Wuwa-
I) ( RO Py PPN PRENE ) . e’
; - s
e F . . 3 Tl - .
. B zanym spdlezynniku, gdy 1=, tylko pochodne @, ale latwo dostrzedz,
! : ?
=_ = Ny () ) @ ) - . s
A, . Z’ { Asas (St e Weiy s, () = Ao s, Wi o Semts i S s (1 ze wyrazy je zawierajgce sig ZDOSZ3- Przy | =2 mamy pochodng ax’f
Sy g 2
Jezeli teraz we W 18 b . i zwrécimy naprzéd uwage na to, e gdy 1> x, spbezynniki te] pochodnej,
o z We wzorze (18) osobno zbierzemy wyrazy, zawierajgce pocho- po opuszezenin wspélnego mianownika A5, s, ™8 postat:
° § Y v iarai af . .
dne s, osobno za§ wyrazy, zawierajgce pochodne E);vr i zamiast tych 1 ) 44
1 3 . L R . tu P CR A R I MR RTE, S TLAL S S LR sy S1g wees $A 1y Bpur SALL e
ostatnich podstawimy wartosei, ktére wynikaja ze wzordw (17), to otrzy- : :
mamy: wystarczy jednak w pierwszym wyrazie przestawié tuis., %eby przekonad

sie, ze suma tych wyrazow jest zerem 1 widoczna, Ze to samo stosuje sig do
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' - s,
przypadku 2<7x. Takie znoszg sig wyrauzy, zawierajace pochrdng =
. a‘l(vf’. A
Pozostaje zatem obliczy¢ spélezynniki przy pochodnych T Naprzéd,gdy
L

A==2, mamy po opuszczeniu wspélnego mianownika wyraz:

— byt gy

PR 1Y lys ”x—i—l' ey Sy

i taki sam wyraz ze znakiem -, a wiec znowun zero.
Znowu po opuszezeniu wspélnego mianownika wyrazy:

Gdy A>>2x, mamy

4
(20) Aty s g i St Sty by St &+ Aty
— 4, . IESERTY P ST Ay, 1 e S -
! .
T ‘1&1 e S by s Sy s S 0 “LVx R P L S S TR

ktore, na moey zwigzku znakow 4 ze znakami B mozna takze napisaé tak:

By,

b
o Epeepy S5 g ety g Sta By e ey 'b"lf R —

— B, .. o St P 1 e By, .., [ SRR P T

!
T By oty 5 (R IN By,

el S Pty e Lymy

Wehodzace tu wyznaczniki sy wyznacznikami stopnia n—r maciersy :

} S, 6 2B, il,sx r 513 |
- - & ;
T S N F I = P ) ‘

£
Sw—T,r, B 1 w—r stn—-r,s,‘, En»rlﬁ,(

i pomiedzy temi wyznacznikami istnieja pewne zwigzki. Jeden z takich
zwigzkow orzeka, Ze suma powyzsza rowna sig zern . Widoczna, ze to sto-
suje sig takze do przypadku, w ktérym 1 <<x. W ykazaliSmy zatem, ze we
wzorze (19) pozostajg tylko wyrazy, zawarte w pierwszym wierszu.

Rachunkiem tym udowodniliSmy, ze jezeli niezaleznie od tego, jakiemi
funkeyani parametréw p, sg funkeye z;, ma miejsce wazbr (15), to nasz szereg
nieskoficzenie malych przeksztalcen X/ pozostaje bez Zmiany przy prze-
ksztaleenin Df.

') Zob.E. Pascal Die Determinanten. Leipzig 1900, str. 118 - 120.

icm°®

(15)
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Uwazajmy teraz uklad r réwnati Pfaffa;

Ef‘ @i (Zyy By oo, Ly diry == 0,

1

@

(A=1.2,..7)

i zatézmy, ze po pierwsze nie wszystkie wyzunaczniki stopnia » macierzy:

’ Uygy Oy, Ol |

!

i i

L Qg Gy, 5 Oon |

| |
|

|

!

]

Uty A2y« o« 0 Oy m |

sg réwne zeru i ze, podrugie, wielkosei a z poprzedniemi wielkoSciami & 58
zwigzane réwnaniami:

n

=12 n—r =120,

S“' Epo=10.
1

Wiadomo, ze wowczas przeksztalcenia (5) sg z ukladem (21) skojarzone
niezmiennie (invariant verkniipft), t. j. e w szczegilnosei kazde przeksatal-
cenie, ktére nie zmienia szeregu Xf, nie zmienia takze uktadn Pfaffa
inawzajem. Zatem wywo6d, ktéry przeprowadzili§my, wypowiada pewne
twierdzenie o warunkach niezmiennosei uktadn réwnan Pfaffa przy nie-
skonczenie malem przeksztaleenin D7,

Aby to twierdzenie wypowiedzieé w formie, ktora bylaby Dbezpodred- -
niem nogdlnieniem odpowiedniego twierdzenia z zakresu teoryi ruchu wire-
wego Y, zanwazmy, ze 0z1aezajac:

(22) N=_/},,.(A(Zpltlpg...

dp,.,

gdzie catka jest rozpostarta na jakgkolwiek rozmaito§é r-wymiarows, ze
wzorn (15) otrzymujemy wzér:

{23) D(N) = H .

. [ (8- @) A dpy dyy - . . dp,

I nawzajem z tego ostatniego wzorv wynika wzér (15).

) Zob. rozprawy Wyds. mat. przyr. Akad Umiej. w Krakowie t. XXXIX, str. 241.
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Doszlismy zatem do twierdzenia nastgpujacego:

Jezeli nktad prownafn Pfaffa (21) jest niezmien-
nym ukladem nieskoficzenie maltego.pizeksztalcenia
Df, tojakakolwiek bylaby rozm aito§bé-r-wymiarowa,
wzdluz ktirej wykonywa sig catkowanie wcalce N,
DIN) wyraiasig wzorem (Z gdzie & jest funkeya zmien:
nych @, @, . . ., 2y inawzajem jezelidlakazdejr-wy-
miarowejrozmaitodei, wzdluzktorej odbywasig cal-
kowanie wealtce N, D(N) wyrazasig wzorem (23), gdzie
® jest jakgkolwiek funkcys zmiennyclh &, ws, « . ., T,
touklad rownaf Pfaffa (21) jest niezmiennym ukltadem
nieskofczenie malego przeksztatcenia Df.

3. Dowéd twierdzenia tego wymagat dodé skomplikowanych rachuu-
kéw. Zobaczymy, ze prosciej rezultat- analogiczny mozna uzyskaé dla
przeksztaleen skoficzonych, a nastepnie przejsé do przeksztatcen nieskoi-
¢zenie malych; w ten sposdl twierdzenie nasze bedzie udowodnione dwiema
drogami.

‘Uwazajmy poprzedni szereg nieskonczenie malych przeksztalcei:

n—=r

Xf:gﬂ oy, by o) X
" - .

oraz szereg nieskofczenie matych przeksztaleen:

.yt N .
Yy =>_ G (Y1 Yoo -
- .

) Yo f,

gdzie funkeye o;, podobnie jak poprzeduio funkeye o, sg funkcyami d({Wol-
nemi, a symbole ¥,f oznaczajg n— takich nieskoficzenie malych prze-
ksztalcen:
- " o
Yof = Yt Ys Yoo - - s ) 73-7« ; = i)
i i

1

ze nie wszystkie wyznaczniki stopnia n—r macierzy :

i M, iz, ) Hin
1 21, M2z, P Han
i
(24)
U Nieery s Na—r2 « o 0y Pn—r,n

icm°®
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sy tozsamosciowo rowne zern. Niechaj bedzie przeksztaleenie:

.)r‘] Wi == ¢, (&, 2, f, —19

(=92 Ui @ (T, Tay « o0 o) (F=1,2ym)

i wyznaczmy warunki konieczue i dostateczne, aby przeksztalcenie to prze-
prowadzato szeregi X7 1 Yf jeden w drugi. Jezeli w X.fzmienne 2y zasta-
pimy przez . na moey réwnali (25), to bedzie:

(26)

Musza widoeznie zachodzié réwnodei:
n—r

Y.r :s‘! W, Xof .
e

1

=12, ot
Wielkosei w,, oznaczajg tu takie funkeye badz zmiennyeh x; badz tez zmien-
nyeh y:, Ze wyznacznik :
W1, s
s Wan—r
!
C Wamr, 1y Wiemr 2y 02 0y Wi

nie jest tozsamodeiowo rowny zeru, bo gdyby tak bylo, to pomiedzy Y.fist-
nialby zwigzek liniowy i jednorodny, co sprzeciwia sig zalozeniu co do funk-

¢¥j 7. Podstawiajge w réwnosei (27) wyrazenia(26), otrzymujemy szukane
warnuki w postaci:

u 5
P N oY
(28 T = 3

1 i
Niech dalej rozmaito§é r- wymiarowa:

Xy o= & (P Pay v - - L D) (1=1,2,..1)

przechodzi za pomocs przeksatalcenia (25) na rozmaito$é:

Yi=Yi (Pys Poy - -+ s Pr) (i=1,2,...,4)
Przez rézmiezkowanie otrzymujemy :
n
<ayz = 5‘1 ——eil'i .—D-yL =128
(29) e T A o i)
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Wprowadzmy na chwilg oznaczenie:

n—r
(30) Cyt = ET W Ent - =12, __',,_;,,)

=12,

1

Woéwezas mozna bedzie wzory (28) napisaé w postaci:

Y

(31) ) i =El '—’-/.Ia—xi .

1

Zajmiemy sie przeksztatceniem wyznacznika:

L oy o Yn
o e T A ’
din
Ay ! ap, j‘ B
@ B e ey T ‘
S a1y umr2y + o+ Naern I

widoezna, ze gdy wstawimy ta wartosei (29) i (31), to otrzymamy ilocz
dwéch wyznacznikéw: wyznacznika funkcyjnego

Ay Yar o ooy Yn)

d(x, Ty o .oy Tn)
i wyznacznika : .
9, 2y az,
8p, 7 B T T T T ap,
. By o, ax,
(82) . ep 0 Tap, ,
it 9 G2 s - - ey b
Cnmry 1y Ca—ry2 o« oy Ciimryp

Ale ten wyznacznik jest takze iloczynem dwéch wyznacznikow. Ze wzorn

(30) widad, ze temi czynuikami sg: wyznacznik A okre§lony w ustgpie 2,

i wyznacznik Q. [stotnie mnozae kolumnami wyznaczniki:
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oz o, o
”S—l" E o 8” ilao’ ,0,0, aO
/21 P1 Py ‘ ! !
‘ |
‘ i |
| Bz oz, iz, 10,0...., 1,0, L0
| =, 3 73) i
L 9. o, -
; P ! P 0,0 L0y, o W
SYERTE + Eu
| . | :
0,0, 0L, Oy Wiy o ey e |

Ifn——r, 1, Cn~r, By ey eu——r. "
I

otrzymujemy wyznacznik (32). Dochodzimy zatem do rezultatn, wyrazaja-
cego sig wzorem:

(33) V=roJ\,

Zajmiemy sig teraz kwestyy odwrotng., Zalozymy, ze wyznaezniki A
iy s3 proporcyonalne, z czynnikiem proporcyonalnosei, bedgeym funkeya
gmiennych z, lab y; i zapytamy, jaki jest w tym razie stosunek szeregiow
nieskonczenie malych przeksztatcen Xf 1 ¥f. Widoczna, ze nasz czynnik
proporcyonalnosei zawsze mozna napisaé w formie F. 2.

Zalozenie nasze polega na tem, ze wprowadzajge w wyznacznik v za-
miast zmiennych x; zmienne y; na mocy przeksztalecenia (25), otrzymujemy
réwnosé (33), w ktérej niezaleznie od tego. jakiemi fankcyami parametréw
P« Sg zmienne y; lub, ¢o na jedno wychodzi, zmienue z;, 2 jest zupelnie
okreslong, odmienng od zera funkeyg zmiennych x; lub y:. Chege scharakte-
ryzowaé wynikajacy stad stosunek szeregow nieskoiczenie malyeh prze.
ksztateen Xf i ¥Y, traktowaé bedziemy 7., jako niewiadome, a &,jako dane
i czynigce zado§é warunkowi, Ze nie wszystkie wyznaczniki stopnia »n—s
macierzy tych wielkosci sa réwne zeru. Zamiast niewiadomyech 7., mozemy
wprowadzié¢ niewiadome c,, na podstawie rawnan :

n .
dy,
;o= I gl e (i=1,2,...,n)
1

bo wyznacznikiem tych % réwnah jest odmienny 0@ zera wyznacznik F.
Korzystajae z réwnan (29), mozna bedzie réwnos¢ (33) napisa¢ w postaci:
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1 Oy oz, sy, Ly gy %,
DU —_— . b 3 y
| E ap, ' apy opy op 3,
% 2, 2y r):zc7,
= 0 T g -
on, ap, ap, * Tap,
y Cun iy ’ P ’ €
Cuer, iy Cimry gy o v o s Cocrn | Enrtn bumr2y e ooy Surn

ktora ma zachodzi¢ niezaleznie od ksztaltu funkeyj @; parametrow p,. Otrzy-
mujemy stgd zwigzki pomiedzy minorami:

i Cizps  Ciser e oy G, | ’ Sioy ey oo bigy,
1 1
| . -

I ¢y Comy e v s Camy, o N

(24) ‘ == (

l & =
} Coeryoy Crmryzay s @ o 9 Cuorgy Cpiy3ys SH—r5aq ¢ = ¢ Ev—:', N

.+ on—r OZDACZaja jakiekolwiek odmienne od siebie liczby
Stad wnosimy, Ze wszystkie wyznaczniki stopnia

gdzie oy, 03, . -
z szeregu 1, 2,...,n.
n—r+1 macierzy:

: ’ €x1;  Cuzy R

} ‘Ell, El?a L 51‘11 “
|

T

§n~r,h E’l—r.?s -

sg rowne zera. Istotnie wyznaczniki stopnia n—r wielkesSci & sg na mocy
réwnosei (34) proporeyonalne do odpowiednich wyznacznikéw stopnia 2—1
wielkosci ¢, wiec rzeczone wyznaczniki stopnia n—r—-1 sg proporeyonalne
" do wyznacznikéw, ktérych dwa wiersze sg sobie réwne, a wigc sg zerami.
Stad wynika, ze pomiedzy wielko§ciami:
1 E}z—r,l

Cu, &y G2ty

istnieje zwiazek tozsamodciowy, ktdérego spélezynniki sg niezaleine od
skaznika I. Ten zwigzek musi zawiera¢ wielkosé ¢,;, bo nie wszystkie
wyznaczniki stopnia n—o wielkosel & sg réwne zeru, a wige taki zwigzek
nie moze zachodzi¢ pomiedzy samemi wielko§ciami & Otrzymujemy zatem
WZOry :

icm

_wielkosei 3.

(21) 0 WEASNOSCIACH PEWNEJ CAEK! UERESLONEJ.

s

W

Col == X7 Wy Sur

z ktorych na moey (34) wynika, 2ze wyznacznik wielkogei ., réwna sig Q2
a wige jest odmienny od zera. Otrzymujemy zatem na 7, wartosei:

7 —r

e oy #=1,2
S (S

oy

(35)

ktére sy takie, ze nie wszystkie wyznaczniki stopnia n—r macierzy (24) sa
réwne zeru. Istotnie, gdyby bylo inaczej, to mieliby$my n zwigzkow toz-

samodeiowych:
s
-l - .
S‘z @y P = 0, (=120
pra
1
ktére mozna napisaé w postaci:
n-—r j
i .
vl (S‘L llv."xl) 81/; == (}, =12, Lu)
1 1

skad, poniewaz wyznacznik Fjest odmienny od zera, otrzymalibySmy »n zwigz-
kow tozsamosciowych:

et

Z* @l =0}

1

(i=18 ..,n)

zwiazki takie nie nfaja@ miejsca, bo nie wszystkie wyznaczniki stopnia n—s
wielkosei ¢ s3 réwne zeru, Zatem te samg wlasno$é posiadaja znalezione
Wzory (35), wielkodci te okreslajgee, sg warunkami koniecz-
nemi i dostatecznemi, aby szeregi nieskoficzenie malych przeksztalcen X7
i Yf przechodzily jeden na drugi przez przeksztalcenie (25) zatem to jest
wynikiem naszego zaloZenia o wyznacznikach Ai V.

Z szeregiem nieskorczenie malych przeksztaleen X[ skojarzony jest
niezmiennie uklad réwnai Pfaffa:

=12,..,r)

(36)

»
Ei ag (@, iy o ., ay) day =0,
1

Jezeli uktad réwnan P faffa, odpowiadajacy w ten sposéb szeregowi I,
oznaczymy wzorami :
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(A=1,2,...7)

(37)

"
2" ﬂli (?/]: Yoy -+« yu) ‘Z?/i =0 9
1

to przypominajge jeszeze przejscie od wyznacznika A do catki r-krotnej po-
przedzajacego ustepu 2, bedziemy mogli otrzymany rezultat wypowiedzied
w postaci nastgpujacego twierdzenia

Jezeliuktadyréwnaf Pfaffa (36) i (37) przechodza
jedenna drugizapomocsg przeksztalcenia (25), to mamy
rownosé catek:

H . /Tzlpl dpy ... .. dp. =“ R fFuQAth1 dpy oo o dp,,
gdziejedna zr-wymiarowych rozmaitodei catkowa-
nia jest wybrana dowolnie, a druga jestrozmaitosecig,
wynikajacaz tamtej przez przeksztaltcenie (25)ina-
wzajem:jezeli przy kazdym wyborze jednej z tych roz-
maitosci mamy powyzsza réownod§é caltek, to uktady
réwnan Pfaffa(36)i(37) przechodzg jeden na drugi przez
przeksztalcenie (25).

Twierdzenie to mozna wypowiedzie¢ jeszeze w innej formie. Uwazaj-

my rownanie :

2y aa:: Oy |
TR Ty T . . AT
ap ap I
5‘.1‘1_ Sy ) ity j
A=  T  Tap, = 0.
Sl‘l - 51!! . 1 EI " 1
R . i
T W Suerw

Dla danego ukladu rownan Pfaffa (36), spétezyuniki &, czynig zadoscé
réwnaniom:

”

(38) Zi St ==
1

(=120 y—ry &= 8,007

i jezell przez £y 0znaczymy pewien szezegélny uklad £,, a przez &, nkiad
ogdlny, to mieé bedziemy zwigzki :

(23) O WEASNOSCIACH PEWNEJ CALKI OKRESLONEJ. 129
Ry

(39) E, —_=“ Tiy S =12, ) 1 2,00m)
Azt

1

gdzie 1, sa dewolne tunkeye, czyniges zados$é tylko warnnkowi, zeby wy-
znacznik U tyeh funkey) byt odmienny od zera. Na mocy twierdzenia o mno-
Zenin wyznacznikéw mamy :

el
rre

ra

1,y N e P

Sasy Boms ooy Easy

vrel
et

{
(40) i

*
g

b5
“

St

|

|
i Eu—;,z,g s:n—.r'_ Sur e e s Niery 3, 25;.—/.;;, ,En—r;:_« ceey ER—T}S“‘_,-
Stad wynika, ze spélczynniki réwnania A = 0 maja dla danego ukladu
réwnai P fatfa wartodel zupelnie okreslone, t. j. Ze danemu ukladowi
réwnaf Pfaffa odpowiada jedno i tylko jedno rownanie A=0. Ale na-
wzajem latwo dostrzedz, ze okreSlonemu réwnaniu A=0 odpowiada jeden
tylko uklad rownan P faffa. Istotnie, jezeli przez £,; rozumielibys$my teraz
wielkosci odpowiadajgce innemu nkladowi, to musialaby zachodzié propor-
cyonalno§é wskazana wzorami (40), a z niej rozumujae zupetnie tak samo,
jak poprzednio co do wielkosei ¢ wniedliby§my, Ze musza zachodzié zwigzki
(39), ktore §wiadeza, ze rownania:

"

S‘i T , (=12 gt —r; A=1.2 ..7)

1
83 réwnowazne z réwnaniami (38), t. j. Ze ukiad Pfaff a, odpowiadajgey
wielkosciom &,; jest réwnowazny z ukladem, odpowiadajacym wielkosciom
&:. Na mocy tych uwag i poprzednich wywoddw mozemy wypowiedzieé
twierdzenie :

Réwnanie A=0jest zukladem réownan Pfaffa sko-
jarzone niezmiennie t.j. kazdemn nkltadowi Pfaffa od-
powiadajednoréwnanie A=0, kazdemu takiemu réw-
naniu jedenukltad Pfaffaiprzez jakakolwiek zamia-
ne zmiennych a na y rdwnanie A=0 i nkilad Pfaffa
przechodzg wrownanie y=01iunktad Pfaffasobieod-
powiadajace.

Nalezy zauwazyé, ze nasze wywody mozna jeszcze uprodcié, Pokaza-
lidmy, ze jezeli pewien uklad Pfaffa przechodzi za pomocg pewnego pun-
ktowego przeksztalcenia w inny ukiad P faffa, to réwnanie A=0, odpo-
wiadajgce pierwszemu ukladowi, przechodzi, za pomocg tego samego prze-

PRrace mat ~fiz. t. XII. 9
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ksztalcenia, w V=0, odpowiadajgce drugiemu ukladowl i nawzajem, jezeli
rownania te przechodzg jedno w drugie, to i odpowiadajace im uklady prze-
chodza jeden w drugi. Wystarczy jednak ndowodnié jedno z tych twier-
dzen, a drugie wyniknie bez zadnych dodatkowyel rachunkéw. Istotnie
przypusémy np. zadmy z przeksztatcalnodel uktadow wyprowadzili, e A=0
przechodzi w V=0. Zalézmy nastepnie, Ze na mocy pewnego przeksztal-
cenia A=10 przechodzi V=0 1 wykonajmy to przeksztalcenie na ukladzie
Pfaffa, odpowiadajgeym rownanin A=0. Przypusémy, ze otrzymany
wklad Pfaffa nie odpowiada réwnauin V=0, tylko jakiemu$ innemn
réwnaniu V=0; woéwezas, na mocy ndowodnionej wiasnodei musielibysmy
wniesé, 7e A przechodzi nie w V==0, a w V/=0, cu nie zgadza sig z na-
szem zalozeniem. Wiec, gdy A=0 przechodzi w V==0, to i odpowiadajgee
im uklady Pfaffa przechodza jeden w drugl. Taksamo gdybySmy na-
prz6éd ndowodnili, ze z przeksztalcalnoécf A=0 w V=0 wynika przeksztat-
calnosé odpowiednich ukladéw P faffa, to stgd juz moznaby wnosié o ist-
nieniu odwrotnego twierdzenia.
Od tyeh rozwazali mozna teraz przejs$é do rezultatéw, uzyskanych

w ustepie 2. W tym celu nalezy zalozyé, ze przeksaztalcenie (25) jest nie-
skoficzenie malem przeksztalceniem, t. j. ma forme:

C{41) LY== @ (B, Ty -0 d) OF (=12, )

i z= funkeye 7,; taksamo zalezg od zmiennych y: jak odpowiednie funkeye

&,; od zmiehnych @;.

zmiennodei szeregu nieskonczenie malych przeksztalcen Xf przy nieskof-

czenie malem przeksztaleeniv Df, jezeli dowolne funkeye w,, napiszemy

W postaci:

(42) Wy == &y + Wz I:X3 (7==1,2;.00, 1)

i nastepnie zwrécimy uwage na to, ze gdy 8t==0, »,, musi byé réwne &, .
Podstawiajac naprzod we wzorach (28) wartodei (41)1 (42) 1 opuszezajge
wielkosci rzedu drugiego wzgledem ¢ otrzymujemy :

. B —! i [ nlu—r ) alh i | ) ‘
Bat D (8 ) 0= Dr bbb ) D D g b e o 81,

1 1 1 1

a kladge tu 6t=0, dochodzimy do warunkéw dla ¢, :

n—r
= D b

1

icm°®

Wtedy ze wzordw (28) mozemy uzyskaé warunki nie-
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ktére mozemy napisaé w formie:
el e F e i S i P e — D & T ran i e o B e Enpi= 0.

(i=1,2,,71)
Mamy zatem » réwnan dla n—r niewiadomyeh :

£y e Enaa, Em— 1, Byt o oy B ner,

a poniewaz wedlug zalozenia nie wszystkie wyznaczniki stopnia 7 —r ma-
cierzy tych réwnan sg réwne zeru, wiec wsaystkie te niewiadome sa réwne
zeru. Zatem we wzorach (42) e, jest rowne zern, gdy skazniki x iz sg od
siebje odmienne, jest zas réwne jednosei gdy x i v sa sobie rowne, a stgd
wynika, ze wzory (28) daja w naszym przypadku warunki:

n—r

El
. du;
D k.v;:vif.y———— ?1 Doy St
1 1

(= 1,2 e T =1,2,,

t. j. otrzymane w poprzednim ustepie warunki (8). Dalej Iatwo dostrzedz,
ze opuszezajge wielkoSel wyzszyeh rzeddw po nad pierwszy nieskoriczenie
malej 8¢, mamy:

- ﬂA 81{;,‘ _
F_1+zl o dt=1-00,
1

Q=1+Dr wust=1+a0s,
1
t.j.%ze ze wzorn (33) otrzymujemy:
V=(+465)(14+ad)A,
skad wynika wzér (15) poprzedniego ustepu:
D(A) = (B+a)A.
4. W ustepie poprzedzajgeym z faktu, ze ukiady réwnah Pfaffa
(36) 1 (37) przechodzg jeden w drugi przez przeksztalcenie (25) wyprowa-
dziliSmy wzér :

(43) V= FQA
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i nawzajem z zachodzenia tego zwigzku wnosiliSmy o powyzszej przeksztal-
calnosei dwoeh ukladow rownai Pfaffa. ROwnosé (43) jest rownowaing
rownosei pewnych calek s-krotnyeh i zapytamy teraz, jakim warnukom
powinny czynié¢ zados¢ funkeya w zmiennych »; i fankeya » zmiennych ..
azeby zachodzita réwnosé calek:

144) U - ‘ta/"tlpl dpy ... dp,=“". . I./LALQ'II dpy oo dps.

Tews i prawa strong rownosei (43) mozna pomnozyé odpowiednio tylko przez
takie funkeye: b zmiennyeh y: i o zmiennyeh z;, ktdre sg riwne sobie na
moey przeksztateenia (25). Zakladajae, Ze te czynniki maja te wlasnodc,
wnosimy, ze x i » musza czynié zado$é warnnkowi:

bp=alFQr.

Stad widzimy, Ze warunkiem, aby w véwnosei (44) czynniki p i » bylty sobie
réwne na rocy przeksztaleenia (25) jest zwigzek:

(45) ' FQ=1.

Mozna powiedzieé, Ze wtedy catka r-krotna ma wobec przeksztatcenia (25)
charakter niezmienny i widoezna, ze przy zachowaniu tego warunku wszyst-
kie réwnosei postaci (44) beds wykazywaly ten charakter niczmienny.
Jednakowoz warunek (45) jest koniecznym dla takiej niezmiennosei tylko
wtedy, gdy wielkosci & i 17, wehodzgce w wyznaczniki A i V uwazamy jako
wielkosci zupelnie okreslone. Wiemy wszakze, Ze majge dane uklady réw-
nat Pfaffa w wyborze tych wielkosci istnieje pewna dowolnodé. Jezeli
zamiast &, 1 . wprowadzimy inne, ktére oznaczymy przez &.i7., a Wy
tworzone za ich pomocg wyznaczniki A i ¥, to na mocy zwiazkéw (40) po-
przedniego ustepn wuiesiemy, ze :

I=r4, V=7V,

gdzie T jest funkeya zmiennych oz, a V funkeya zmiennyeh g;, przytem
rzecz jasna, ze mozna zawsze tak wybrad &, 1%, , aby U1 T byly funkeya-
mi obranemi dowolnie. Stad wynika, Zze za pomoeg tego wyborn mozna
osiagngé, ze w réwnoesei calek:

I

@ i 7 33 funkeye obrane dowolnie. W szezegdlnosei mozna te funkeye zawsze

fﬂi dpy dpy . . . dp,

. ’#f’dp, dp, ... dpy = ’ ..

icm°®

27) O WEASNOSCIACH PEWNEJ CALKI OKRESLONEZ. 133

obrad tak, zejedna bedzie przeksztalceniem drugiej, albo jeszeze proseiej,
biorge te funkeye obie réwne jednofei. Zatem powyisza rownosé calek

przez odpowledni wybdr wielkosci £, 1 7. moze byd sprowadzona do prostej
formy niezmiennej:

” .. "T py iy« o dp, = ” .. f} dpy dps . . . dpr.

Widoezna, ze jakgkolwiek bylaby forma tej réwnosel, zawsze wynika z niej
powyZsza przeksztalealnosé ukladéow Pfa ffa.

Zwr6cimy uwage na przypadek szczegolny 2=3, p=2, t. j. na przypa-
dek, w ktorym uktady (36) i (37) okreslaja dwie kongruencye w przestrzent
o trzech wymiarach. Uklady te mozna papisaé w postaci:

R dyy _ dyy _ dys
i M Mz M
i przyjaé:
I i oo af o F
=& &2 i Y f=n15— ve —m—
zof S G T g, + &1 3z, i Yif=mn £ + 772 E + s S

wiec szeregi X7 1 ¥f nieskofczenie malyeh przeksztalcen beda:
Xf = o Xy Yf = o Yxf,

gdzie g, i o, 53 dowolne funkeye odpowiednio zmiennych #;iys. W iym

wypadku warunki (35) przeksztatealnosei jednego ukladu réwnan ZWyczaj-

nych na drugi s3:

N =
Ny =

Higw =

i dochodzimy do rownowazuej tej przeksztalcalnosei i tym warmnkom réw-
nosel calek :

f{ Uy S gy —F e Ay Yy now Ay )

ZJJ Faey (& day day + &y day dmy + & dony d2y)
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ktéra wogéle nie wykazuje charaktern niezmiennodei catki podwéjnej. Mo-

'zna jednak elemgnty pod catkami pomnozyé przez odpowiednie czynniki
i wprowadzajae &, 1 %1, , otvzymaé rownosé:

(46) [f(;/‘-u Ay, dys - T Wy dyy 1 Tuw dys dys)

= [ [ (&4 dmy day + &, day duy + &, day dixy),

a calka tu fignrujgea bedzie jné miala, w naszem rozumieniu rzeczy, charak-
ter niezmienny. ,

Ten przypadek szezegolny byt przedmiotem jednej z prac P. Apypel-
la Y, ktéory miedzy innemi wykazuje, przy warunkach przeksztalealnogei
rzeczonych kongrueneyj, taka niezmienno$é powyiszyeh calek podwéjnych.
NalAeZy jednak zauwazyé, ze P. Appel dochodzitylko do réwnosci (46)
takich calek podwdjnych, ktérych fankeye &, 1 7, speiaja warnnki:

a—ﬁll aﬁl:’ ] 37]1
ay, | dy, T ay,

3 :_:0:

(z.ktf’)rych Jeden jest wynikiem drugiego), gdy tymezasem réwnosé ta, jak
widzimy, jest tylko zawarunkowana przeksztalcalnoseis kongruel’lc‘yi

P. A ppe 11 w wywodzie swoim udowadnia naprzéd réwnosé pewnych c‘a—.
tek pojedyficzych, ktore potem dopiero przeksztalca na calki podwdjne
d? ktél‘ych- mozna stosowaé twierdzenie Stokesa. P. Appell za.ten;
nie wypowiada twierdzenia o réwnowaznosei rownodei (46) 1 warunkow
przeksztatealnosei rzeczonyeh kongruencyj.

. Zwrioémy sig teraz do przeksztalcen nieskonczenie matych. Gdy mamy
Jede:n ukla(.l Pfaffa inieskoficzenie male przeksztalcenie Df, to warunek
konu_eczny i dostateczny niezmiennosci tego nkladu Pfaffa p1"zy nieskon-
czenie matem przeksztalcenin mozna, jak widzieli$my, napisaé w postaci:

(47) D) = (6+a)4,

Iub oznaczajge:

N =H .. /Adpl dpy .. . dp,,
W postaci : o ’

D(N) =:[[ . .f(@-{«(h)/l(lpl dpy . . . dp,,

!) Journal de mathématiques, V série, tome 5, 1899,
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niezaleznie od » wymiarowej rozmaitosei, na ktora rozposcieraja sie te catki
rkrotne. Zapytujemy teraz, w jakich warunkach niezaleznie od wyborn
tej rozmaito§ci mamy dla

j\':” .. }1#;3(1;11 dp, - . . dpr,

<48' 2 x * -
DN =” C ‘Q.&el]}ltlp.} s

gdzie p i o oznaczajg funkeye zmiennych ;. To pociaga za sobg 16wnosé :
D{nd)=op4,

skad wynika:

DA = (o—D ().
Widzimy zatem, ze dla istnienia zwigzku, wyrazajacego sie rownngeiami(48)
musi nktad Pfaffa byé ukladem niezmiennym. Nadto na mocy zwigzku
(47) mamy warnnek : ]

o= (8+®)u-+ Diu).
Zatem, jezeli catka N’ ma byé calkg niezmienna pieskonczenie malego
yrzeksztaleenia Df, albo jezeli ud ma by¢ jego niezmiennikiew rézniczko-
wym, to musi byé:

{49) D+ 0+8)p=0

Nalezy przytem niezmiennosé te odrézniaé od niezmienuoscl, o ktorej na po-
czgtku tego ustepu byla mowa przy omawianiun przeksztalceh skofiezonych.
'Pam przeksztaleenie kazdej calki uwazanej kongruencyi mozna bylo wyra-
4i¢ W niezmiennej formie, zas przy obecnem pojmowaniu niezmiennosci nie
mozna jej uzyskaé zmiang formy.

Widoezna, ze najogdlniejsza calka niezmienna ma postad:

“ .o "ﬁ Q)‘Iﬁ 'Z‘Z; R sz!) A '21’1 Lllh_, o (l-p"

gdzie @ jest jakiekolwiek rozwigzanie réwnania (49), @ fankeya dowolna,
a Iy, Ly, - - - In niezalezne od siebie niezmienniki przeksztatcenia Df.

Zwrocimy wreszcie uwage ua to, ze kazda catke, o jakieh tu byta
mowa, NoZha priez odpowiedni wybor przeksztaleeh Xof doprowadzié do
formy :

” . }A dp dp, . . . dp,

ktora, jak zobaczymy pézniej, ma proste znaczenie geometryczne.
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Ilustracyg tych wywodéw dla przeksztaleen nieskonczenie malych,
a wiee grup jednoezgsSciowych, moga byé roawazania, przeprowadzone w cy-
towanym wyzej artykale: ,O zachowanin ruchu wirowego“. Rachunki tam
wykonane sg szezegdélnym przypadkiem ohecnych dla n=3, r==2.

5. We wspomnianym artykule zastanawialiSmy sie nad tem, jakie
catki podwdjne sg calkami niezmiennemi przy wszystkich przemieszczeniach
wzdluz krzywych kongruencyi. Uogolniajge to zapytanie do ukladu rownan
Pffaffa, trzeba bedzie zapytad sie, jakie calki rkrotne :

(50) | / .. } Sdpy dps . .. dp,

s3 catkami niezmiennemi wszystkich przemieszezen wzdluz liniowych ele-
mentéw, spelniajacych rownania P faffa, t. j. wszystkich nieskofczenie
malych przeksztalcen szeregu X/ S ma tu postaé wskazang wzorem (2),
t.j. mamy:

n =1 Sa—1 . B )
TN, WV, DN I G TR
I e o R B T s B —
n r - - - 831%, s (d(})l,pg,...l',v) ¥

glzie przez A ,, s, 0zZnaczymy niewiadome spolezynniki. Wygodnie umé-
Wié slg, Ze wyrazenia te przez nieparzysty liczbe przemieszezen liter
81 83, -« 4 & przechodzg w wielkosei o tej samej wartosei absolutnej, a od-
miennym znaku, a przez parzysta zupelnie sig nie zmieniaja, oraz ze takie
wyrazenia sg zerami, gdy ktérekolwiek z liczb 81, S3: . - ., 8, 83 sobie rdwne,
Widoezna, Ze to w niczem nie ogranieza naszego zadania, Yo w sumie §
kazda kombinacya z liczb 1,2,..., npo » wystgpuje tylko raz jeden. Wa-
runki niezmiennosei catki (50) mozna odezytaé wprost ze wzoréw (4). Jezeli
mianowieie przeksztatcenie Xf napiszemy w formie:

n—r 3 et

(61) Xf =D 0. Xf = (E ol ) %
1 1 1 i

i symbolem Wﬁf’s,,_l_, s, [ oznaczaé bedziemy nieskoiczenie male przeksztal-

cenie postaci (1), gdzie zamiast spétezynnikéw 4 wstawione sg 4, to
warenki nasze beda:

K ,; _ " . =i
(5 1) Z" O XA(Ash . .,..c,.) +Et ”:‘,”m 8y (E/ 00 Eu ) = ().
1 1 1

Te réwnania warunkowe nalezy braé dla s, s,, ..., s, réwnych wszystkim
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mozliwym kombinacyom z n liezb : 1, 2, ..., n po . Stosownie do umowy
co do wlasnosei spélezynnikow A, smems, s Die odegrywa tu Zadnej roli po-
rzadek liezb, nalezgcych do jednej i tej samej kombinacyi » liczb, bo zmiana
porzgdku tyeh liezb pozostawia bez zmiany rownanie (51). Warunki (51)
mozna cokolwiek inaczej napisaé w postaci:

n—r #

(52) j[{\ (71) T sy >}f2$ﬁ‘ ,,x,«QL)]zo.
1 3
Muszg one by¢ spelnione, jakiemikolwiek bylyby funkeye g, , t.j. spétezynniki
112y o. I ich pochodnyeh muszg wszystkie byé rowne zeru.
Zwroémy sig¢ najprzéd do spolezynnikéw pochodnyeh tych funkeyj.
Przypominajac znaczenie symboln rﬂff’x,w.,s,_f, otrzymamy » ukladdéw réw-
naf nastepujacyeh :

n

Y —
3«'/1,' Srevens, o= 0, (x=1, 2, ..., n—1) ,
b r

»
E‘ A'is,, LN £ = 0, (=1, 2, LR} "_‘7')1

1

n

V' “js,,s!,.. . &= 05 (s =1, 2’ vy B—T)
i

1

ktére na moey wiasno§ei niewiadomych spolezynnikéw 4 mozna napisad
w formie: '

- — N — . - )
As,.sg,n.‘s,.fzsl + dicens S+ -0+ Alﬂ__,», S sy Gaty g 0, (81)

; 1 3 [Ny ¢ — t)
4‘1:,, $2y e & &'ﬂ, + A-.v,, b Baue ,x,é'zt,—l— coe o Ay, L T 0, (89)

3 e 1 K e — i
Aeee oS Ao apa S T o+ A, B, = 0, (s7)

gdzie 4y, 4y, . . ., fu-, 53 liczby wszystkie od siehie résne i odmienne od
811 89, + + 45 8. Zaléimy, ze liczby s s, ..., s napisaliSmy w porzadku
wzrastajgeym i ze liczby ¢, 4, . . . , f.—. takZe sg napisane w porzgdku wzra-
stajgeym, oraz ze wybraliSmy taka kombinacye s, sy, . . . 8, iz Wwyznacznik
B 4,..,1,_, jest odmienny od zera. Przy tem zalozenin widoczna, ze uklad
n—r réwnan (s;) daje na niewiadome A wartosei z jednym czynnikiem do-
wolnym. Uwazajac zas réwny zeru wyznacznik:
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& £
S

o+ Szt o4 v s st

n—r
. -
i 5 S 5 o - -y Sy,

£,
En—r,s,y Eurrtyy « o« 5 Sn=rfy_,

i rozwijajac ten wyznacznik wedlug elementéw pierwszego wiersza otrzy-
mujemy :

e —
— &4, By, 1, ety G & Bootity by,
—_— A ) —
(=1 By, Boyt oty = 0,

i s ly—p

skad przez odpowiednie przestawienie znaczkow wynika :

-
— Suly By,.s, [ -

dn

T L’r 1. s 1 - Sz/,B.\‘l. fay oo

£y v e e Dy

s

- , —
- Su, ., B .. bpep 1% 0,

a przypominajge uwagi o znakach tych wyznacznikéw B i ilodei dofgezonych
4, dochodzimy do réwnosei : :

'st, As...r,, P + éxi, Af‘, Koy Sy + - + EZ’R —r A!n_,., Spyeny & 0,
7 ktorych wynikaja wzory:

1 —
Ao s, = AV A

S e

Alt, . LLs = '1“)“1!,, fae e By

20 e Sy

L8 = l“);;lt”,,r. & s

gdzie 2V oznacza dowolny czynnik proporcyonalnosci. Widoczna, ze takiem
samem rozumowaniem z uktadu (s;) otrzymujemy wartosei:

A‘J-Aa_, Spee e §p T j'(.')')-A-s., Sy 0w oy 8y

— R
As,, By &gy, 8 T }“-)A-'u By Say e e oy 8y

A taprn ey =194

L R I
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adzie A% oznacza zndw dowolny czynnik proporcyonaluosei i t. d.. wreszeie
z ukladu (s;) otrzymujemy: '

As, Spye s 8 T A 4‘1&, 8z,

= 2
A:,, DIRIRINE P B A Y —isl, ce ey § EA

4, .. =4, ..

< ST Ly <o S ey

gdzie 27 jest takze dowolnym czynnikiem proporcyonalnosel. Ale porow-
nywajge ze sobg pierwsze rownosei w tych » szeregach wyrazdw, przycho-
dzimy do wniosku, Ze:

I = o= =

t. j. ze wszystkie te czynniki proporeyonalnosei sa sobie rowne. Oznaczymy
ich wspélng wartosé przez 4 i pokazemy, Ze najogélniejszy uklad spotezyu-
nikéw 4, ktéry doprowadza do zera wszystkie spélezynniki pochodnyeclh
tankeyj 0., mozn a przedstawié za pomocg wzoru:

(53)

gdzie 6,, 6s, - . . , 0, 0ZNACZA]3 kazda kombinacye r liczb z szeregu: 1, 2,...,7.
W tym celu pokazemy naprzid, ze wartosel (53) istotnie czyniy zadosé

naszym warunkom. ZFatwo dostrzedz, ze jakakolwiek bylaby kombinacya

sy 8y, ..., 8 zliezb 1,2, ..., », kazde] odpowiada uktad rownan:

g Swe= ) (=12, ., n—7r)

ktoremu muszg czynié zadodé spéltezynniki 4 i ze wypisujae wszystkie takie
uklady, mamy wszystkie warunki dla spblezynnikéw A wymkajace z prazy-
rownania do zera wszystkieh spélezynnikdw przy pocliodnych, funkeyj o..
Pudstawiajac w ukladzie (54) wartosci (53) mamy:

%

ZiAz; RN /SR &= O, (Z = 1: ?"’ ey ﬂ‘—?')
1

a oznaczajge przez 'y, t,, . . ., t'» 41 liczby szeregu 1,2,..,%» od siebie
rézne i rozne od liczb &y, s%, . .., §—1, mozemy réwnodci te napisaé
W postaci:
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I3 [ g -
Gury Aoy ey 1 S i oy e, + .t ;XI',,_,.+1‘JI',, s Fs ey = IR
ktérych strony lewe sq rozwinigciami wedlug elementéw pierwszego wiersza
rownych zeru wyznacznikow :

'

2n—ppq

g
&

iy e e vy

1 Ly s

Gl
$6

Sty g ey ST

&
wieery 1,

A YRRt N IEATVE

Zatem wartosci (53) istotnie czynig zados$é naszym warunkow.

Poniewaz warnnki nasze dopuszczajg ten uklad rozwigzai, wiee one
nie sg ze sobg sprzeczne i aby wykazaé, Ze te wartosci (53) stanowiy ukiad
najogolniejszy, wystarczy pokazad, ze w szeregu tych warunkéw mozna zna-
ledé takie rownania, z ktérych wynika, ze wszystkie spotezynniki A musza
byé réwne wielkosciom zupelnie okre§lonym, pomnozonym przez czynnik 1.
Udowodnili$my to juz poprzednio dla wszystkich spétezyunikow A, majgeych
conajwyzej jeden tylko skaznik ¢. Uwazajmy jakikolwiek uklad (54),% kto-
rego niektére spotezynniki 4 majg dwa skazniki ¢, ale ktéry nie zawiera
spolezynnikéw, majacyeh wiecej skaznikéw ¢. Kazdy takiuklad ofrzymuje sie
% (54), kladge jedne z liczb ¢ rowna jednej z liczb ¢, areszte z liezb ' réw-
nemi pewnym z liczb s. Takim ukladem bedzie np. uklad:

L (x=1,2, .., 0—7)

Wypisujac uklad ten wyrazoiej, mamy:

“ls, 2,8 .58 gzs, + A.«‘,, fy 835 4« v, Sy g'/.é:, —I" A{g, Ty 835« v oy 8p &x/, + [N
st At B, = 0.

T
W tym ukladzie najogoélniejsze warto§ei dwoich pierwszych spélezynnikow
g juz znane, pezostaje do okreslenia n —»—1 ostatnich spélezynnikéw. Po-
niewaz wyznacznik B+, .. ., . jest odmienny od zera, wige z pewnoscis
pomiedzy wyznacznikami:

£ £ &
S Sk 2 Smn, s St ;
£ 5 I
DSkt s Suty e -
’
[ = &
| Sty Sopg iy 0 0 S gty
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gizie ., #y, .-., %y $3 B-r—1 riznemi od siebie liczbami z szeregu
1,2...., n—r znajduje sig przynajmniej jeden odmienny od zera. Wiec
ostatnie n—r—1 spélezynniki sg zupelnie okre§lonemi wielkosciami, pomno-
zonemi przez czynnik 2. Rzecz jasua, ze taksamo, jak udowodniliSmy tg
whisnosé dla spélezynnikow 4 z dwoma skaznikami ¢ figurajacyeh w ukia-
dzie (55), mozemy ja udowodnié dla wszystkich spblezynnikéw 4 z dwoma
skaznikami £,

Zalbzmy teraz, ze wiasnosé powyzszg udowodnilismy dla spétezynnikow
A majgeyeh m<<r skaznikéw £ Pokazemy, ze wéwcezas wlasnosé ta za-
chodzi i dla spétezynnikéw 4 z m-F1 skaznikami f, przez co oczywiscie
Dbedzis ona ndowodniona zupelnie ogélnie. Jednym z ukladdw, okreslaja-
cych spotezynniki A z m-41 skazmkami ¢ przez spolezynniki z m skaz-
nikami ¢ jest uklad:

”n

iy Smp2ec v S & =0, (x=1,2,...,n--1)
1
lub inaczej:
m-+1 n—r
E“ "L‘u- Byeoes Dy B fzs o0 8 ‘e”u +HV Al,n’:- R R PR, N F"’"'v = 0.
1 st
Poniewaz nie wszystkie wyznaczniki postaci:
i E"‘n LR Sn. Imte D e“': fpr
’; &7.._,. R E%:v fage 1 D 5% tyr
; B
t . .
! Ey.”*;.‘,,,_ D St tng23 Tt 0 EZu rmtnt, bp—r i

gdzie sy, Hgy -+« » Huw—r—m OZDACZA}Y jakiekolwiek n—r—m od siebie rozune
7z liezh: 1,2,...,n—r, sa réwne zers, bo wyznacznik Bi,s,...s,, jest od-
mienny od zera, wige n—r—m ostatnich spéltezynnikéw nkladu wyrazajg
sig jako liniowe, jednorodne i zupelnie okreslone funkcye m--L pierwszych.
Ale wedlug zalozenia -1 pierwszych spolezynnikow sg zupelnie okre-
§lonemi wielkoSciami przez czynnik A. To samo wiec stosuje sig i do n—r—m
ostatnich sp6lezynnikéw, t. j. ze figurujace w tym ukladzie spétezynniki A
zm-+1 skaznikami ¢ istotnie majg wiasnosé, o ktorg chodzi. Zatem wias-
106 ta jest udowodniona zupelnie ogélnie, t. J. najogblniejszym uktadem
spétezynnikéw 4, czynigeych zadosé naszym warunkom jest (53).
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Formutujae rezultat ten inaczej mozemy powiedzieé, Ze funkcya S
calki, niezmiennej przy wszystkich przemieszczeniach wzdluz elementéw
liniowyeh ukladu P faffa, musi mieé postac:

5 = 1A,

Ale pokazaliSmy w ustepie 4. Ze jezeli calka ta jest calka niezmienng ja-
kiegokolwiek nieskoiczenie matego przeksatatcenia, praeksztatcenie to nie
zmienia ukladu Pfaffa. W danym wypadku chodzi o wszystkie nieskon-
czenie male przeksztalcenia szeregu Xf; wige wszystkie one muszy nie zie-
nia¢ uktadu réwnah Pfaffa, lub, co najedno wychodzi, nieskoriczenie
malych przeksztalcen szeregu Xf. To znaczy, ze uklad rownan :

(56) X.f=0 (x=1,2,..,0—r)

b

musi byé ukladem zupelnym, » zatem uklad réwnad Pfaffa musi byé

ukiadem nieograniczenie calkowalnym. Zatem' calki rzeczonej kategoryi.

moga byé calkami niezmiennemi przy wszystkich przemieszezeniach wzdiuz
elementow liniowych ukladu réwnan P faffa tylko wowezas, gdy ukiad
rownai Pfaffa jest nieograniczenie catkowalny.
Zalézmy wiee, Ze tak jest istotnie, t. j. Ze mamy:

(X, )= Tl (31, 2y, .., ) Ko

1

(57)
(g l=1,...,m—r)

Jezeli wprowadzimy oznaczenia:
" 3& Hn—r
. 2] T
8, =Zlf a—x,‘ 5 H:Zv ﬂxw ’
1

to na mocy rachunku, ktéry w ustepie 2 doprowadzil nas do wzorn (14)
mozemy napisa¢ wzor nastepujacy:

(58)  ZKldannn) = OtTL) Aoy, — 20 Wiy s, (6)-
1

Na podstawie tego wzorn Yatwo teraz bedzie w prostej postaci przedstawid
warunki niezmiennogei calki wynikajgce z przyréwnania do zera spélezyn-
nikéw, stojacych przy funkeyach o, we wzorze (52). Warunki te, na mocy
rozwigzan (53), mozna naprzéd napisaé w formie:

* ©

icm
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Ay X2 Xt ST w0 ] =0,

a nastepnie korzystajac ze wzorn (58) i pamietajge, Ze przynajmniej jedna
z wielkosel Ay, s, .., s, jest odmienng od zera, otrzymujemy uklad réwnah roz-
niczkowych dla 4: :
59) N2 - (8, F I =0, (x=1,2,. ,n—7)
ktory jest ukladem warunkéw koniecznych i dostatecznych niezmiennosei
uwazanej calki.

Jezeliby$my w calee:

H .. I 2Adp, dp, ... dp;,

wielkosei &,. zastgpili przez wielkosei :

: n—r ’

_

3 =>_If W i
1

(I=1.2,...n—1; i=12,.

g

gdzie wyznacznik U spolezynnikéw as, jest odmienny od zera, to otrzymali-
bysmy calke:

U R [Z’A’dpl(lp._,...dp,,

gdzie wyznacznik A’ taksamo zalezy od wielkosei &, jak wyznacznik 4 od
wielko$ei £,;, a czynnik 1’ ma postaé:

No=

‘UI»

Poniewaz catka pozostala przytem bez zmiany, wige warunki niezmiennoSei
tej calki muszg by¢é tylko bezposrednim wynikiem poprzednich warunkow
(59). Jezeli oznaczymy: i
. . 3
X’[f = Z? .E'p' 22y

1

(1=1,2,...,n—7)

t. j. weZmiemy:

n—y

X’[f = Z‘l- (1773 )A’-Af

1

(60) (I=1,2,...,n—7)

i przyjmiemy:
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(1) (X, X)) = D X1,
1
to oznaczajac jeszeze: .
_N, 2 N,
Vo= e, L=y M,

1 1
mozna bedzie waranki te napisaé w postaci:
{42) X+ @+ )= (=13, .., n—)

Ze warunki te otrzymujs sie przez przeksztalcenie warunkow (59) latwo
takze sprawdzié¢ bezposrednio. Mamy :
—r H—=]" Womel
> l \Y 5 7 (>
(X', X)) = [A (@) = Xy () | Zuf A+t (X, X
1 1
Stgd na mocy réwnosei (57) i (61) otrzymujemy:

(63) Ea H‘“,,‘,X’fzz‘,v. [_X”,l(rf,.x) - X’w(uu-,.)] X, f
: 1 1 "

W1 T n—

+V121 e a,,z e Xof-

s nys
Jezeli rownania (60) rozwigzemy wzgledem X, 7, to otrzymamy:
U.X,f = by X'f,
1
gdzie by, oznacza ilo§¢ dotgezong do elementu @, w wyznacznikn U. Pod-
stawiajge te wartosel w (63) i przyréwnywajac ze soba spétezyniki po obu
stronach przy X'.f otrzymujemy :

n—r

u H’Hvr —_"Z"' lX’!L (G ) — X’m-{”!«'/.) ] 1’:-/.
" .

w—r  #—r n—r

—1—2 lfbmcm‘_J e Do

1

] (30
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Stad wynika wzér nastepujgey:

UZ«» ., S‘ Z [X w () V! oy Xy (Ar) ]

1

N—7 u—T -7 n—r

+E, 2 S‘l Byt Y N Iy b

1 1

a jezeli uwzglgdnimy tozsamosci, ktére tgezg ze soba elementy wyznacznika
U iich iloSer dolgezone, to otrzymamy: ™

n—r n—r H-T n-r
U S‘ Iy, —2 zl bu X' (t0y) — UZ X, (@)
1 1
+ OD% e X U,
1 1

zwracajge zad uwage na to, Ze pierwszy wyraz drugiej strony jest X’; (),
bedziemy mieli:
F— 1 — '
Ullu= U to ot X'u(U) = UDy X(aum).
. 1 H .
Z innej strony widoczna, ze:
n—r AT

0u =D G b+ N X () -
1 1
Z tych réwnosei 1 przez zamiang znaczku u na I quzie:

(64) X/, ( ]U)—}-( '+ lz) 3‘ e (6,4 11,) |

a wige przypominajac zwigzek pomigdzy 1 i 4, otrzymujemy;
vz + @+ o] =3 a[xmw + 0.4+ m) 2],
1
co istotnie sprawdza, ze warunki (62) s wynikiem warunkéw (59) i na-

Wzajem.

Prace mat -fizyez., t. XIIT 10
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Warunki (59) okreslajg 1 1 moina je zastapié przez uklad réwnai:

3 i at- = (x=L2, .;n—7)
(65) Y,szXJ——(ﬂ,‘-{—H,_)/I~§Z =,
i taksamo warunki (62) mozna zastgpi¢ przez uktad:
' II) i af— = =12, —1)
(66) Yif=X"1f — (0" {»II’;)A’—ﬁ = 0. (
Zwazywszy za$, %e na mocy zwiazku (64):
— N =
Tra = X T — UF () + ) = — 1 2 0 6 + TL);

ma my:

Yt =Z" ay Inf .
1

Stad wynika, Ze jezeli jeden z ukladéw (65)i (66) jost (n—r) -(-:zgéf;io?vir‘m
ukladem zupelnym, to i drugi jest takim nkladem. b{a.mocy tej }1\\ agi ta-
two udowodnié, ze uklad (65) jest istotnie (n—r)-czgsciowym ukladem fzuﬁ—
peluym. Istotnie, wiadomo, Ze spélezynniki e, mozna zawsze tak wybrac,
" ze uktad zupelny :

(67) Xf =0,
bedzie nktadem Ja cobiego, t.j. ze wszystkie spotezynniki Il'we 83 2 ra-
mi. Wowczas uklad (66) mie¢ bedzie ksztalt prostszy:
8

1 ' f
IY’lfz A,f—ﬁ,l’ ‘37:0!

(=1,2,..n~7)

(68) (U=1,2,001—1)
ilatwo bedzie wykazad, Ze ten uklad jest ukiadem Jac Q,b ileg 0. Prze
dewszystkier, poniewaz uklad (67) jest ukladem Jacobieg 0, wige nli-
my tnzsamoscl nastepujgce:

(=1 2y 1)

(69) X'y (Ev) — X' fud) = 0.
Dalej, obliczajge symbole Poissona ukladu (68), otrzymujemy:

d ! ! ’ a/‘
(X, X)) = [ X'00) — Xu (05) 12 57 -

Zwréémy teraz uwage na to, ze

aX’v(EP—‘?) i V! "‘gf,us Y‘i aE’w‘ a&’us
oz, ‘“‘X’( By )+4:.; om,  ox;

(41)
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skad przez sumowanie wzgledem s wynlka:

n n £
! Er 4
X0, =S X' (8. —Y‘Zf e, 38,
! Z 2z, ] e ’
1 1

Qg

1
a przestawiajac tu znaczki u i », otrzymujemy :

n

”n "
. ax’ (§r 3 35' -y
X 6',, — . plS ) ; R wi S v
u(0%) 2' du; S‘QZ 05 dx;
* 1

Ale na mocy zwigzkéw (69) pierwsze wyrazy prawych stron w tych wzo-
rach s3 soble rowne; drugie zag £3 subie réwne dla tego, ze drugi wyraz
drugiego wzoru ofrzymuje sig z drngiego wyrazu plerwszego wzorn przez
przestawienie znaczkow 4 i s. Mamy zatem :

X’y(e’u) —_ X’,u (67’) =0 ,

t. j. uklad (68) jest ukladem Jacob i'e go. Zatem uklad (65) jest (n—r)-
czgsciowym ukladem zupelnym, ma przetor+1rozwigzan niezalesnyeh,z ki6-
rych jedno napewno zawiera wielkosé . To Jjest dowodem, ze w przypadkn
uwazanym zawsze mamy calki niezmienne postaci:

// L. ngA(lpl dpy . . . dp,.

Najogélniejsza eatka niezmienna ma postaé:

oo

1

A /7@(11,12,...,],).Sr]pd))?...dp“

gdzie 7 oznacza jakiekolwiek rozwigzauie ukladu (69), @ oznacza funkeye
dowolug, a 1, I, . . . , I » niezaleznych od siebie ecatek uktadu réwnan
Pfafta.

Rezultat, ktory uzyskali$my w tym ustepie, mozna strescié w twier-
dzeniu nastepujacem: .

Azebycaltka postaci:

N n 3,1 s—1
N e,y a Iz, da,, . . . da,
PR AT ~1., ., oA, S, 8, U, N S 3
1 1 1

mogla byé catks niezmienng przy wszystkieh prze-
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mieszezeniach wzdluz elementéw liniowych ukladu
rownat Pfaffa musiona mieéksztalt:

(70) H .. {A dp, dpy . . . dpr,

a uktad réownan Pfaffa musi byé nieograniczenie
calkowalny. W przypadkn uktadu nieograniczenie
catkowalnego istnieje zawsze nieskoficzenie wiele
catekniezmiennych ksztattu (70)

Widoczna, ze kazdg catke ksztaltu (70) mozna sprowadzié do postaci:

U...fr.\(lpldpg...tlp,,

obierajge wyznacznik U rowny czynnikowi 4.

W artykule ,0 zacliowaniu ruchu wirowego“ istnienie catek niezmien-
nyeh przy przemieszezeniach wzdiuz liniowyceh elementdw ukiada dwdch
rownan P faffa w przestrzeni o trzech wymiarach nie bylo zawarowane
zadnemi warunkami, bo taki ukiad jest zawsze ukladem nieograniczenie cal-
kowalnym.

Wreszcle zanwaiymy, ze tatwo tu odpowiedzieé na jeszeze jedno zapy-
tanie. Do kazdego ukladu nieograniczenie catkowalnego nglezg calki nie-
zmienne przy przemieszezeniach wzdluz elementéw liniowych ukladu i ma-

jace ksztalt:
U . J 2N dp,dpy - . . dpr.

Qalki takiej samej postaci pozostajg bez zmiany przy nieskoiczenie malem
przeksztaleeniu Df, ktdre nie zmienia nieograniczenie catkowalnego ukladu
Pfaffa. COnzy istniejg calki tej postaci, ktére pozostajg bez zmiany za-
réwno przy Df jak i przy wszystkich przemieszezeniach wzdinz elementow
liniowych nieograuniezenie catkowalnego nkiadn Pfaffa?

Nalezy tu odroznié -dwa przypadki. Moze sig zdarzyé, ze Df wyraia
sig liniowo i jednorodnie przez przeksztateenia X, f 1 wowezas widoczna, Ze
wszystkie calki niezmienne przy rzeczonych przemieszezeniach sy takze cal-
kami niezmiennemi przy przeksztalceniu Df. Gdy za§ Df nie wyraza sig
liniowo 1 jednorodnie przez X.f, to oprécz warunkéw:

(7h X, () 4+ 6, + ILY 2 = 0, (1,200 17)
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manmy jeszcze na moey réwnah (49) warunek:
(72) D)+ (+a)2 = 0.

Wszystkie te warnnki mozna zastapié przez réwnania:

- . — 2
(73) Yof = Xf— 0.+ I 4 —5{—‘ =0, (=12, 7}

(74) Bf — Df—(6+0)1 4 =o.

Poprzednio z faktu, ze réwnania X.f=0 tworzg (n-r)-czgsciowy ukiad zu-
pely, wyprowadziliémy wniosek, Ze rownania (65) tworzg takze (n-r)-czg-
$ciowy uklad zupelny. Poniewaz za$ niezalezne vd siebie rownania:

(75) Pf=0, X, =0, [

na mocy zalozenja o nieograniczonej catkowalnosel i na moey zalozenia, ze
Df nie zmienia uktadu Pfaffa, i nie wyraza sig liniowo przez wyrazZenie
X.f, tworzg (n—r--1)-czesciowy uklad zupelny, przeto to samo stosuje sig
do uktadu rownah (78) i (74). Stad za§ wyprowadzamy wniosek, ze wszyst-
kie calki niezmienne, o ktére chodzi w tym drugim przypadkun, zawarte sg
we wzorze:

jf . .jf@(I],L_,,...,I,.l)Adpldpz...dp,,

gdzie 7 oznacza jakiekolwiek rozwigzanie wspélne réwnan (73) i (14), @
oznacza funkeye dowolng, a I,, I, . . ., I r—1 niezaleznych od siebie roz-
wigzah ukladu (75).

6. Rachunkom, przeprowadzonym w poprzednich ustgpach, latwo na-
daé znaczenie geometryczuoe.

Jezeli r—1 ze spétrzednych krzywoliniowych p,, ps, . - ., P rozmaito-
el »-wymiarowej :

(76) @y = @i Py, Pas + « -, Dr) (E=12,0)
nadamy wartosci stale, a tylko jedug np. p, pozostawimy zmienny, to otrzy-

mamy na nagzej rozmaitoSci linig krzyws. Odtézmy na styeznej do tej
krzywej w punkeie py, ps, - . - , b dlugosé:


GUEST


| icm°®

150 K. ZORAWSKI. ‘ '(44)
VET

i’ vyyobraz‘my sobie, ze konstrukeya ta jest wykonana dla wszystkich warto-
Soi x==1,2,...,7. I"odobniez odlozmy na stycznych do toréw nieskofczenie
makych przeksztalecen X/ (1=1,2,...,n—r) w punkeie D1y Py o v oy pr dlu-

gosel: }
]/2’?1—]—552 4.0 &8 o,

to I}]a. tych x]vszystkich diugoseiach bedzie mozna zbudowaé nieskofczenie
maly réwnolegloSeian w ogéle o  wymiarach. Objetosé tego 16
fclanu wyraza sig wzorem : e e rowiolegl-

di a7, Oy
N dp, , del, S S dp,
oz oz 2
B = Ldp,, -2 dp,, . o
- o P oy, W g W | =3ty dpydp, ... dp, .
Eqdt . &L, ..., Eudt
511-1; 1 ét, f’a—r, Zat, ey 511—7‘, (2 6t »

Poniewaz calki, o ktérych b i
vai ¢ yia mowa w poprzednich ustepach, moz 767
odpowiedni wybér przeksztalcen X:f pisaé w formie : RPCT s praca

j[ . .jAd]),dpQ._‘dp,., .

widzimy za‘t?m, % to, co ndowodnilismy o tych calkach, wyraza pewne pro-

ste W}asuoscl.uaszegu nieskoficzenie malego réwnoleglogeiann

. Zwracajqc_ sig tedy naprzéd do przeksztalcen skoficzonyeh i oznacza-

‘zigc przez dQ objetosé mes.koﬁczenie malege réwnolegloscianu, taksamo zbu-

S‘gw.;lll;%ol W oprzestrzeni yi, g, ..., ys, jak réwnolegloseian o objeto-
1 d 2 zbudowany w przestrzeni z,, Ly, oo oy Ty izaklddaj@c nadto, -z

wybralismy tak wielkosei &1 7., iz mamy: P

]/ . .‘/Adp, dp, . . . dp, =// . .]‘V(Zpldj)g...d_p,,

otrzymujemy, ie
adR = (lQ,

b j. 28 objetodei tych rownolegloscianw sg sobie réwne,
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Zwracajae sie teraz do przeksztaleei nieskoiczenie malych, mieliSmy
wzor :
D) = 6+ a)A,

skad wynika :

D@R)=(0-}+a)dR,
t. j. spotezynnik 8+ & odgrywa volg dylatacyl przy tem nieskonczenie
malem przeksztalcenin wzgledem naszego réwnolegloscianu. Przytem wzor
ten streszcza w sobie zachowanie sig wszystkich catek postaci :

f[ . ,[yﬁdp,(tpg...dp,

przy Df, bo przez odpowiedni wybér wielkoSei & zawsze mozna znalesé
AR roinigce sie od pA tylko czynnikiem (8£)*~ dp, dp, . . . dp;-

Wreszele w przypadku nieograniczenie catkowalnego uktadu Pfaffa
istniejg niezmienne catki uwazanej postaci przy wszelkich przemieszczeniach
wzdluz elementéw liniowych uktadn Pfaffa Niezmiennosé kazdej takiej
calki moze byé widocznie wyrazona niezmienno§eiy objetosel odpowiedniego
nieskoficzenie matego réwnolegloseianu.

Zwréémy jeszeze uwage na geometryczne znaczenie réwnania A=0.
Poniewaz w tym wypadku dB=0, wigc wnosimy, ze wowezas elementy li-
niowe ukladu Pfaffa ielementy linjowe »~-wymiarowej rozmaitosci, prze-
chodzace przez jeden i tensam punkt przestrzeni, lezg wszystkie na jednej
i tejsamej nieskoficzenie matej rozmaitosci plaskiej o n—1 wymiarach. Mo-
sna to sprawdzié bezposrednio przez wyznaczeuie tej rozmaitosel. Jezeli
taks rozmaitoscig jest rozmaitosc:

o do, +aydry 4+ ... Fandr, =0,

to dla wyznaczenia spétezynnikéw a otrzymujemy warunki:

2, Az, . Xy
m gy -+ a e + .t e N 0,

2, Oy 3%,

e — ... =0
“p, toe s + + ap, ’

a; & + ay & —]-...—}~aufm=‘0a

G)En~r,1 +f12£u-r,2"‘|" o+ a’lfn—fyﬂzoi
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z ktérych wynika, ze rozmaitosé taka istniejo w tedy i tylko wtedy, gdy
A=0.

Ale znaczenie tego rownania A==0 mozna wypowiedzie¢ jeszcze ina-
czej. Zapytajmy mianowicie o warunek, ktérym musza czynié zadogé roz-
maitosé r-wymiarowa (76) 1 nasz uklad réwnan Pfaffa, azeby z posréd
co*—~* linjowych elementéw, ktére w kazdym punkeie wyznacza. uklad
Pfatfa, wpunktach, nalezgeych do tej rozmaitosci, przynajmniej jeden
element liniowy by! polozony na tej rozmaitosci. Réwnania, ktére spelfniajg
liniowe elementy lezgce na rozmaitosci, mozna napisaé tak :

ox. :
py

3.7:;
apy

0%,
opy

() da, dp, +

+. ..+ dap,,

(=12,

réwnanja za$, ktére spelniaja elementy liniowe ukladu Pfaffa moina na-
pisaé w formie:

de; = &y (qu ""‘ &ai dQQ 'I‘ ces ‘I" fﬁz—r,l‘dq:z-m

gdzie dg, oznaczaja dowolne nieskofezenie male parametry . Ta ostatnia
forma ukladu réwnan Pfaffa wynika bezposrednio stad, ze uktad réwnad
Pfaffa mozna okreslié jako uklad, ktéry otrzymuje sig przez przyréwna-
‘nie do zera wszystkich wyznacznikow stopnia #— -1 macierzy:

(78)

(3=1,2,....n)

dey -, dzy , . . ., d=,
S s fs L,
U &ur 1y Enor,a,y s Eurn

Azeby przynajmniej jeden element ukladu rownan Pfaffa w punktach
rozmaitosci by polozony na tej rozmaitosei potrzeba i wystarcza, aby mozna
bylo tak okreslié wielkosci nieskoficzenie mate dp; i dg., ktoreby nie wszyst-
kie byly zerami, zeby wartosci, otrzymujgce sie na dz; 2 rownaf (T7)i (78)
byly sobie réwne. Zatem warunkiem tego faktu jest takze:

A =0,
skad w szezegolnosei wynika, e istnienie uwazanej poprzednio n—1 wymia-
rowej rozmaitosci plaskiej 1 istnienie elementéw liniowych wspélnych dwoch
uwazanych utworéw geometrycznych sg faktami ze 50bg réwnowaznemi,

——

icm°®

(47) O WEASNOSCIACH PEWNET CAEE]l OKRESLONED,

W pracy tej zakladaliémy, ze

°of

ox; ?

"
Df =Zi U (g, Ty .« . ., L)
1

.t j. interpretujac to nieskonczenie male przeksztaleenie jako ruch cieczy

w przestrzeni o n wymiarach, zakladali$my, ze ruch ten jest ruchem trwa-
iym. Widoczna jednak, ze wszystkie nasze wywody z bardzo drobnemi
zmianami stosujg sie i do przypadku:

o |~ ?
Df:—an + 3 w35, 2 ) -&f—
1

gdzie ¢ oznacza czas, t.j. do nietrwalego ruchu cieczy, i.ze spélezynniki
ukladu rownan Pfaffa takze mogg zalezeé od £. W artykule ,0 zacho-
wanin ruchu wirowego“ nie wprowadziliémy zalozenia, ze ruch cieczy jest
tewaly, ktére w tyeh wywodach nie jest istotne. W artykule tym przepro-
wadziliémy takze te wywody dla skoficzonyeh przeksztalcen grup jednocze-
gciowych. Ogdlna postaé tych rachunkéw dla uklada rownan P Faffa bylaby
tylko bardzo drobna modyfikacys ustepdw 8 i 4 pracy viniejszej.
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