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Brief abstract of the paper.

Let s,, 55 be any two substitutions which i

. . X0 S ch involve the same 5 letter
fm&éh]eb Gy, G, be the groups which ave composed of all the substitutit()ii:
x‘n e‘se‘n letters j;hs,t are 'commutative with s, s, respectively. The ne-
:(;iia; {sa&i tsufﬁcxent condition that Gy, G represent the same substitutions
g 8, 8y are similar.  All the substitutions of degr

commutative with s, form a grou e g o

9. When m=n -4 b and this group i
volve all the letters of s, it i i o and e
1, it is the direct product of the gi 7
symmetric group of degres b, When we issimilar it
: X use two di y ituti

for s,, the resulting groups will be distinet. semilar substitations
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Czeé6 pierwsza.

1. Tworzenie wypadkowej n form ogdlnyeh o n zmiennych i dowdd
ich najwazniejszych wlasnosei mozna, jak to wykazatem?), uzasadnié bez
vparcia sig na twierdzenin zasadniczem Algebry. Twierdzenie to okazuje

sig koniecznem dopiero w zastosowaniach.

Powracam dzis do tego przedmiotu, poniewaz mozna przedstawié go
prociej, i dodaje przytem najwazniejsze zastosowania. .

9. Przez forme og0lng zmiennych &, %y ..., L rozumieé
bedziemy funkeye calkowita jednorodng tych zmiennych ze spoétczynnikami

nieoznaczonemi.
Funkeye catkowits nieoznaczonyeh o', u", ..., majacy postaé:

A N ik A h)

gdzie @y, @y .y Pos Yo Yoo - o2 Wr 58 funkeyami catkowitemi tychze nie-
oznaczonyeh, oznaczaé bedziemy krétko przez
(W1 Was - oo n Wl

jezeli nie chodzi nam o blizsze podanie postaci wyrazei @, @s, .-+, Ps-

1) Ze Sprawozdai Akademii Wiedeiiskiej, 12 paddziernika i 30 listopada 1899
%) Sprawozdania Akademii Wiedenskiej, IT, 1886.
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Niechaj f3, /3. ... beda formy ogélne zmiennych Zy, Ty, ..

. 2 ., Ty. St
pied funkeyi f;ewzgledem Ty, Ly, ;

i -y 0w OZDaczamy przez ny, spélezynnik
£l

przy z; w funkeyi 7; przez a; , a wyrazenie, na ktére przechodzi fi—au w:.’i
gdy uczynimy =y = 1, preez [, )
o Jezeli w pewnej funkeyi calkowitej # spélezynnikow fankeyj £, £, ...
1zmiemuyeh zy,a,,..., x, uezynimy z==1, a nieoznaczone [ '
zastg‘gimy odpowiednio przez — AW, —FA® L., to otrzymamy Wyraz’e;xie.
F, nie zawierajgce weale spélezynnikow @y, aa, . . . ; nazwiemy je resztsg
funkcyi‘F wzglegdem form f,, f;, ... i zmiennej z;.

3. .Nlechaj fis for - -, [ Deda formy ogblne n zmiennych oy, x,, ..., @, ;
o funkeyi calkowitej § spélezynnikéw tych form, nie za\\'ierajq’cej zm’ier’;—,
nycl.l Zps Xy o - Tny MOWIG odziemy, Ze posiada wlasnos 6 zasa-
dni czg yvzg]qd em form £, f -+ oy [y jezeli floczyn jej przez po-
tege jednej ze zmiennych Zyy Tyy oo, Xy daje sig przedstawié w postaci
Uir Far s Fol

Jezelidla Pewnej wartosci i jest tozsamosciowo
6:1'.’=[f;,f2,...1f~],

witedyreszta 6, funkeyi 6 wzglgdem form fisfarey fa i do-

Wolnej zmiennej oy zni Z Sci

e z0ika tozsamoSciowo- albowie
» ’ m :
T =1 jest: e

O =[aw+ i, sy + fitk, ... s g - Fut],
albo

Oz =lay - 7™, aw + £, ... s ok - a4,
2&;&:’?:;“?;) l;;gt;, ezy k=i, albo tes nie. Po wstawienin —f,®8), —f,®_
W obu praypadkach boagzh(.).” otrzymujemy B == 0, albo 8,z =0, a wige
polsing the peoctell vessta funkeyi 0 wagledem f, £, ... fu 1 2 znika,

aut+ AP =1, ay - f0 =, . s+ W =1,
1 zastypmy w funkeyi 8 nieoznaczone .

g, - - ., Gz odpowiednio przey
Wi =ty Gy — 1y, . cdnej st a

<« s Bux — by wtedy rezultat z jednej strony réwna sie
zctru \_vedlug zalozenia, z drogief zas, bedge rozwiniety wzgledem b, 1y, ... t.:‘
przybiera postaé § - [t oy oo s 1. Bedzie tedy: : '

O [tyty vy t] =0

* ©
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i otrzymamy toZsamosé:

o t]=law+ {0, ay -+ 2%, .

Jezeli przez wprowadzenie ponowne zmiennej x; nezynimy to wyraze-
nie jednorodnem w zmiennych @y, «,,. .., z,, bedzie:

ewi'T:[/.hﬁ‘.""v/"']'

A zatem funkeya 6 posiada wlasnosé zasaduniczg wzgledem form 7, £y ..., 7.

Jezeli funkeye 6, 65, ... posiadajg wlasnosé zasadnicza wzgledem form
fis fas+ -+ [n, to isuma ich 6, - 6, posiada tez wlasnosé zasadniczs.

Jezeli funkeya 6 posiada wlasnos¢ zasadniczg wzgledem form fi.fae..fos
2 za$ jest funkeys calkowitg spolezynnikéw tych form, unie zawierajgea
zmiennyeh @, @, . .., ., to iloczyn A0 posiada wlasno§é zasadniczy,

Jozeli iloczyn Mo posiada wiasnosé zasadnicza wzgledem form £;, foseer frr
Af za$ jej nie posiada, wtedy posiadac ja musi funkeya 6.

4. Zajmijmy sig rozwigzaniem zagadnienia o wyznaczeniu
postaci ogdlnej wszystkich funkeyj catkowityeh, po-
siadajacyeh wlasnosé zasadnieza wzgledem n form
ogbélnych fi,fy, ..., fa zmiennych o, 2, ..., 7a.

Niechaj stopnie funkeyi /3, fs, ..., f» Wzgledem zmiennyeh 2, 2,, .. ,2x
beda odpowiednio g, 1, . .., m,; iloczyn tych liczb oznaczmy przez p,
ilorazy za§ —,% , fT ey %ﬂ PIZ6Z Pyy Poy + - « 3 Pue

Iloczyn poteg:

O0=1[t, &, .. ey G .

P2 P2 i
P=a, 0y -0,

2 an 2
w ktorym a; oznacza spilezynnik przy a7 w formie f;, nazywaé bedziemy
iloczynem potegowym gléownym form 7, foy .o v, -

Rozwigzanie naszego zadania zawiera sie¢ w dwoch twierdzeniach na-
stepujaeych: .

I. Kazda funkeya catkowita spoleczynnikow form
fufoeooyfa, posiadajgca wiasnos$é zasadnicza i nie za-
wierajaca zadnego wyrazu podzielnego przez ilo-
czyn potegowy glowny P, znika tozsamosciowo.

II. Istnieja zawsze funkeye calkowite wymienr-
no-liczbowe R spétezynnikéw form £,/ -.., f», posia-
dajgce wlasno§é zasadniczg wzgledem tych form,
jednorodne i stopnia p; wzgledem spélezynnikéw
formy f; i zawierajgce iloczyn potegowy gltowny ze
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spéieczynnikiem1, Jub —co na jedno wychodzi —przy-

bierajgce wartos§é 1 dla fi=a™, fi=w ..., fa=2a,m.
Jezeli twierdzenia te majy miejsce dla n form, wtedy kazde wyrazenie
calkowite § spolezynnikow form £, f3, ..., f», posiadajgce wiasno§é zasa-

dnicza wzgledem tych form, jest podzielne algebraicznie przez kazda iwn-
keye R.

Jezeli 6 nie zawiera zadnego wyrazu podzielnego przez iloczyn pote-
gowy glowny P form f, /5, ..., fu. wtedy jest tozsamosciowo 6 =10, a wiec
6 jest podzielne przez R.

Jezeli zas 0 zawiera wyrazy podzielne przez P, wtedy wyszukajmy
pomiedzy wszystkiemi temi wyrazami takich, ktére maja najwyzszy wymiar
howzgledem a;y, @, . . ., Gwe; Diechaj TP przedstawia ogol tych wyrazéw.
Jezeli potozymy:

6=FT4+ N, R=P+ N, 6=TR--6,
bedzie:
fy =0 — TR = N, — TN
i wyrazenie §; posiada znowu wlasnosé iasadniczg wzgledem fi, fu, -. ., 1

Jezeli 6, posiada jeszcze wyrazy przez P podzielne, wtedy sa one wzglgdem
g, gy, - .+ -, e Wymiaru nizszego od k. Albowiem tak w N, jak i w TN,

mogg byé tylko takie wyrazy, zawierajace P jako czynnik, ktére wzgledem .

3, Qogy .-, Oxa Die dosiggajs wymiarn , gdyz wyrazy w T s wymiaru
h—{p;+py+ .~pa), wyrazy zas§ w N nie dosiegajg wymiaru p, +p,+ ...
Jeteli 6, zawiera wyrazy przez P podzielne, to mozna polozyé 6,=T,R}6,.
gdzie 6, posiada wlasnosé zasadniezs i albo weale juz nie zawiera wyraziw
podzielnych przez P, albo tylko wyrazy takie wymiaru nizszego wzgle-
dem ayy, Gy, - . ., Quy, iz B,.

W ten sposib mozna postepowaé dalej, poki nie dojdziemy do wyraze-
nia 6, nie zawierajycego juz weale wyrazow przez P podzielnych. Musi
to nastgpi¢, gdyz czedei sktadowe wyrazen 6;, 8y, ... podzielne przez P maja
wymiary malejace wagledem a,;, dys, .+, Gy - Bedzie tedy tozsamosciowo
8 = 0, a wige: :

0=(T+ T, +...+ T,_) R.

Z tej whasnosci fuukeyj R wynikaja wazne wnioski.

Moze istnieé tylko jedna funkecya, posiadajaca
wlasnosdci, przepisane dla funkeyj R. Jezeli bowiem It jest
fu‘nkcyq okreslona, B’ inng funkeys tegoz gatunkn, wiedy, na podstawie do-
wiedzionego twierdzenia musi byé funkeya R’ algebraicznie podzielna przez
funkeyg A, t. j. byé postaci GR, gizie @ jest funkeya calkowita spotezyn-
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nikéw form fi, foy ---» fn- Lecz z powodu zgodnosei gtopni funkeyj R, l?’
wzgledem spolezymikéw tych form, funkeya G nie rfmie weale :ﬁpélczynn'l-
kow tych zawieraé, a wige musibyé tylko ezynpikiem Illczlfowym. Ten czym:lk
liczbowy musi posiadaé wartesé 1, gdyz tak R’ jaki R dla f; =™,
fa == &4™, « .+, [n = &y™ przybiera warto§é réwna 1.

Funkeye Rnazywamy wypadkowa form _fl, fo e fn
wzgledem zmiennych 2, oy ..., 2 i oznaczadé jabedzie~
my symbolem:

]?=[f1‘f"”'"’f"‘lv

Lyy Pay oy nd

Tloczyn potegowy P nazywaé bedziemy wyrazem gléwnym
wypadkowej L. ) ) .

Postaé ogélna wszystkich funkeyj 6, pos1adf1]q.-
eych wlasnosé zasadnicza wzgledem [, fs ..., [x jest
§—=G.R, gdzie R jest wypadkowsg, tych 'form, G za$
jest funkecya calkowita ich spolczynnikodw.

Funkcya calkowita Fspétezynnikow form flﬂ,, "
jest podzielna przez potgge m-ta wypadkowej tych
form, jezeli funkecye:

2F &F gm1F
2 'éz;: aayﬂﬂg e S(Lm——l

'

posiadaja wiasnosé zasadniczs. ) )
W samej rzeczy, mamy najprzéd F = @R, gdzie Q jest funkeys caltko-
wita spéteaynnikow form 7y, foy -« -5 fue Wynika stad :

3R 9P 9Q
t Q Bllyn T Ol — R Ban

‘Wyrazenie QE%’R— posiada wlasnosé zasadnicza wzglgdem form
.24

eF
Qnn

. . 4R
Poniewaz wszakze wyraZenie %
"

Fis fan -+ Fon €0y pOSiada jg
tej wiasnodei nie posiada, bo nie zawiera zadnego wyrazu podzielnego

. 2P .
przez F i nie znika tozsamosciowo, jak to pokazuje wyraz Et przeto musi

Q posiadaé wiasnosé zasadniczg. A wiedy jest:

Q=Q1Rl F o= Q}Rg'
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skad wynika znéw:

S (3R  aw
2 () @ = g + 1A,

a przeto, gdy m > 2:

& =QR, F=(, R*

it d.

5. Dwa twierdzenia, udowodnione dla funkey] posiadajacych wlasnosé
zasadniczg, stosujg sig do formy f, — @y @™ zmiennej x;. Albowiem ka-
da funkeya catkowita 6 spolezynnika 4y, posiadajgca whasnosé zasadnicza
wzgledem 73, i nie osiggajaca stopnia 1 wzgledem a,,, albo nie zawie-
rajgca wyrazn podzielnego przez iloczyn potegowy gléwny gy , musi znikaé
tozsamosciowo na podstawie tozsamosei 82,7 = [fi] =a,]. Dalej posiada
Gy, Wiasnosei, przepisane dla funkeyj B, gdyz a; o™ = =[]

Okazemy, ze twierdzenia te stosuja si¢ do jakiejkolwiek liczby n form,
brzyjawszy, ze stosujg sie juz do n—1 form. Dowdd twierdzen bedzie wtedy
ogoluym, gdyz na tej drodze udowodniaja sie twierdzenia najprzod dla n=2,
nastepnie dla n =3 i t. d. g

Przyjmijuy tedy, ze kazda funkeya catkowita spolezynnikow n — 1
form ogélnyeh, posiadajacych wlasnosé zasadniczy wzgledem tych form i nie
zawierajgca zadnego wyrazu podzielnego przcz iloezyn gléwny potegowy,
znikaé musi tozsamosciowo i ze dla tych n—1 form mozemy utworzyé wy-
padkowsy.

I Nalezy okazaé, ze kazde wyrazenie, posiadajgce
wlasnos¢ zasadniczy wzgledem n form ogélnych £, fo..., e
iniezawijerajgce zadnego wyrazu podzielnego przez
iloczyn gléwny potegowy P, znika tozsamoSciowo.

Niechaj 6 bedzie takiem Wyrazeniem, a';; A niechaj oznacza zbidr
Jjego wyrazéw, zawierajacych najwyzszg potege spotezynnika ax; 6 i 4, jako
funkeye spélezynnikiw ay, @2y« ooy Ay 0ZDACZMY DrZEZ 8 (Gr, Gy, Qi 5oy Ui,
Alaw, au, api, . .. ) Oe), gdzie &, i 53 dwie Jjakiekolwiek liezby rézme sze-
regu 1, 2, ...n; a8 ..., 83 liczbami 1, 2,..., 0 po opuszczeniu
liezby %.

Wedlug zalozenia, znika tozsamosciowo reszta funkeyi 6 wzgledem
folfaeei fud zmiennej x;; jest tedy:

i 0] (1) 6]
(— Tty — fa, —f:'-t,.-.,— =0,

2 stad:

e ©
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® [t ) @
O (ari, —fay —f2, - s —fo)= Q (aw + fa).
’ () (i) ) L
Czescig skladows wyrazenia 6 (4, —fu, —F2, ..., — f. ), zawierajacs
najwyzsza potege spétezynnika ay, jest:
(5} @

) &)
e A (Wi, —fay —fo,...,— f2)
i jest jasnem, ze Q albo nie przekracza stopnia L — 1 wagledem ay, gdy
h > 0, albo znika tozsamosciowo, gdy h= 0. W obnu przypadkach poréw-

* ] . .
nanie spélezynnikéw przy i po obu stronach powyzszej tozsamosei wyka-
zuje, Ze wyrazenie:

® ) ®

Ao‘_“:A(aﬂi—fG!— ﬂ"~'7“ﬁ)1

ke 3

jest podzielne przez x; . L

Niechaj fa, /3, - - ., [ staja sie dla = = 0 odpowxedmp Gas Pz 3 worr Ga
wyrazenia zas: -

"y mpg

Ja—0Cas Xy , Ga—0pi T,

niechaj dla ; = 1 przechodzg odpowiednio na nastepujgce:

®®
Jas Goseves

wiedy: o @

o o
fa=gu+[2:], foa=gs + &, . ...

a z wyrazenia na 4° dla z, == 0 ofrzymujemy réwnanie:

@ 0]

@
4 (aiﬂ'{"‘ga: — g8 —gs)=0.

Widzimy tedy, Ze reszta wyrazenia 4 wzglgdem form g,, 9oy o5 e
i zmiennej z; znika, a stad wyrazenie A posiada wlasnosé zasad'mczq wzgle-
dem tych form, a poniewaz te formy sg ogoblnemi, przeto 4 musi byé alge-
braieznie podzielne przez ich wypadkows:
sy Ye ] ]
Ry 3, 4 v vy e
Niechaj bedzie 4= R; 4,.

R, — [.{/]ﬂ s JBy -
Brace mat.-fizyczne, t. XII. 10
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Reszta RY% wypadkowej Ry wzgledem form 7, Jay -+ oy Jo 1 zmien-
nej &; jest podzielna przez 2, poniewaz dla z, =0 przechodzi na znika.
Jgcg tozsamosciowo reszte wypadkowej Rty wzgledem g., gu, ov., g, 1 2.
Lecz R% nie moze by¢ podzielne przez z, Gdy bowiem b jest spélezyn-
nikiem przy xy x”-1 w formie f;, to b w wypadkowej R nie zacho;izi
a w reszcie R znajdnje sig tylko w wyrazenin £, Jezeli tedy reszte wv:

. . 2R - .
razenia QE:L wzgledem /., fy, ..., fd oy oznaczymy przez R’y . bedzie:

4R . A (— T
B == R 3 = — . R

sas OR; L
Wyrazenie s hie znika tozsamosciowo, jak to pokazuje wyraz:
@ Sl )

B Py 143
my )
E GRS 1,

£33

a wi.e;c.nie moZe tez posiadadé wiasnosei zasadniczej wrgledem -gq, ga, ..., g,
gdyz nie posiada zadnego wyrazn podzielnego przez iluezyn gléwny potego-
wy form g., ys, ..., g.. Nie moze tedy R’y znikaé dla o, =0, a 'wiee

iby¢ podzielne przez =,. A wtedy ani il;%ﬁ’ ani R,° nie jest podzielne

przez x;2.

Jezeli my>1, 4,° za$ oznacza reszte wyraZenia 4, wzgledem
fay /.‘f1, ciey feday to 40 = A° B 1 4,° musi by¢ podzielne przez ., gdyz
A® jest godzielne przez z:%, R:® za$ jest podzielne tylko przez z;. Rebszta
Wwyrazenia 4, wzgledem g,, ¢, ..., 9. i 2 znika, przeto i 4, jest podzielne
przez Hi. Jezeli napiszemy 4, = Ay Ry, bedzie 4 = A, 1,2

) Jezeli my > 2, to moina znéw z wyrazenia 4, wydzielié czynnik K,

1, prowadzge w dalszym ciggn powy7sze rozumowania, dojsé do zwigzku:
=T R,

Jezeli r.ed:y 6 zawiera wyrazy, w ktorych zachodzg potegi wyzsze od pp—1

spélezynnika i, to wazystkie te Wyrazy muszg sig znosi¢. Albowiem jest

wted}: 'h 2 Pr, a podzielnosé algebraiczna Wyrazenia A przez R:kmOZe za-
chodzié tylko w ten sposob, ze A i T znikajg tozsamosciowo. Gdyz wypad-
kowa R, zawiera wyraz:

©

icm

9 % TEORYI ELIMINAGYL 147
Pr P i
m ml:‘ e
ane agho...are,

’”}I .
a wige R, zawiera wyraz:

2y 23 Py
By Gz . .« Qe |

gdyby wiee T' nie znikalo tozsamosciowo, musialaby czes$é skladowa ahp 4
wyrazenia 0 zawierad nieznoszgce sie wzajemnie wyrazy podzielne przez
iloczyn gtéwny potegowy P, co sprzeciwia sie zalozenin.

Poniewaz k mozna wybraé dowolnie, jest przeto jasnem, ze w wyrazenin 6
albo weale nie zachodza wyrazy podzielne przez jedne z poteg c:;,, {f;,_), .. ,ai:,
albo znosi¢ sig muszg. Jezeli weZmiemy tedy k=mn, to okaze sie, je wyraz
A znikaé musi tozsamosciowo. Wyrazenie to bowiem nie osigga stopnia p,
wzgledem spélezynnika @, z drugiej zas$ strony jest podzielne algebraicznie
przez wyrazenie H’:” stopnia p; wzgledem «,,. A wige w wyrazenin 6 zno-
sié sie musza wszystkie wyrazy, zawierajace najwyzsza potege spotczynnika
G, 8 zatem wogdle wszystkie wyrazy. -

II. Utworzyé wypadkowsg n form ogélnych.

Dla dwdich form mozna wypadkows utworzyé odrazu znanym sposobem
przy pomocy teoryi funkeyj symetryczoych. '

Wprowadzmy dla prostoty oznaczenia:

m =, My =m,
fr=a, @ o o Ty oy R L a1
fo=byax™ + b 2™V, by L b

fo (@) =fo el = by 2% =By 27 o b
przyjmijmy. Zze n jest rozne od zera, Ze m moze przyjmowad i wartosé zero ;
niechaj dalej 2y, 2y, . . ., 2. beds wielkosci nieoznaczone; o, =z,42z,-}...}-2,;
O, =71, %y ...} ...00 =12 % ...2%—Iich funkeye symetryczne elemen-
tarne. Przedstawmy iloczyn:
E=[i(2) fa(e) ... (),

jako funkeyg calkowity F(oy, 0., ..., 0,) Wyrazei oy,o,, ..., 0,. Funkeya
ta jest stopnia m wzgigdem oy, ., ..., 0a, & Wige jest a,” F funkeyg calko-
wity jednoredna:


GUEST


148 FR. MERTEXNS. (10)

G (g, Uy Oy, by Gay - - . 5 By On)
stopnia m wzgledem ay, 4y 0y, @y 0y, - .. Jezeli napiszemy:
B= G (4, —a,a,...,+a),

to R bedzie szukana wypadkowa. Albowiem R jest funkeyg catkowits spél-
czynuikow form £, if,. jednorodng i stopnia m=p,; co do spolezynnikéw
pierwszej z nich, jednoredns i stopnis n=p, co do spélczynnikéw drugiej.
Patega b,* ma w funkeyi E lub F spatezynnik 1, a zatem w funkeyi & spol-
czynnik a,”, tak ze iloczyn potegowy glowny a,” b,* form f1, 2 W Wyrazenin
F ma spétezynnik 1.

Forma £ posiada wlasnosé zasadniezs, Jezeli bowiem w formie F za-
miast b, napiszemy &, — f,(2), to rezultat zniknie tozsamosciowo, gdyz
F=F, a z drugiej strony, rozwiniety wedtug £, (2) przyjmie postaé:

F— T (z) [; (=),

gdzie Fy jest fankeyy calkowita wielkosci 01, Oz ... Oy, &, Stopnia m wzgle-
08 Gy, Oy ..., on. Jezell przeto wyrazenie F—F, (x) f, (z), przez podzie-
lenie go przez x"—o; 21 4 gy x*—2 ., oy, sprowadzimy do postaci:

Jlgt—g gt 4 A6) + T,
gdzie J* nie osigga stopnia n wzgledem zmiennej x, wtedy J’ znika dla
Z == 2y, 2y -+« #s, & Wige znika tozsamosciowo. Bedzie tedy tozsamosciowo
wzgledem z, o, 65, ..., 6,:

F=F(2)fy(2) + 7T (@02 +...4q,).

Jezeli m>>0, to J nie moze praekroczyé stopnia m —1 wzgledem o, 6, . ,0.;
a," Fy, ay™~1J sg fankeyami catkowitemi jednorodnemi:

¥ (“m @y 035 Uy Ogye s -)5 ¥ (am Gy Oy, aO”E! i -)a

wielkodei a,, a0, gy 0,,... odpowiednio stopnia m im—I. Po pomnezeniu
poprzedzajgeej tozsamosei przez a,”, bedzie:

=0 (ay, 8y 0y, - ) {0y o, 2 -, L @ty 64} 1w (11, 4y oy, ..) fa (),
a po zastgpienin wyrazel a,q,, d 0y, ... przez — Gy, g,. ... znajdziemy:

B=glay —a,..)fi G, 1) 4 v {dp—ay, .. fs (z, 1),

nimy jednorodng przez wprowadzenie x;, bedzie:

icm®
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Gdy m==0 nalezy polozyé ¢=0, p==b,""". ) ]
W samej rzeczy tedy, jezell z zastapimy przez xy, a tozsamos¢ uczy-

Ray = lfl ) fﬂ]
Wypadkowa- R ma spétezynniki calkowito - liczbowe. Tloczyn potegowy

y a4y, ma w wypadkowej R spotezymnik (—1)2; gdys Fi G dla fy==hz"
redukuje sig do b,* ax™, bo™ (a4 0a)™, & Wige E do:

b ((—1)* @) = (—1)P a.” by* .
~ Réznica:
G (g, —8y, Qs, - ) — G (g, Go 0y, By 0y, - - ),
daje sig przedstawié jako funkeya catkowita wyrazen:
@ G0y, Gg— g0y, .-- O T Gy On,y

zawierajjca je w wymiarze co najmniej pierwszym. Jezeli funkcye taks
oznaczymy ogéluie przez:

T(ay 4 a5 00 Gy — Gy 03 .. 2)
bedzie tozsamosciowo:
R= " f2(2) fo (22) - - Fa(22) + T (@00 01 B5— 0n, - - 2)
Wypadkows form:
@y {g—2) 22) (1 —25 Xa) oo - (;7:1-2,, 7)) i fa

jest:

ag” fo (2) f2iza) - 1o (24)-
Niechaj bedzie teraz n > 2. - ‘ .
Mozna wypadkows n form ogdlnyeh fi, fo, s fr u_twmz:vxf,‘najplzod
w przypadku, gdy ostatnia forma f, jest liniowg. Niechaj bedzie:
fo== 1y @ g @y b o U Tn = e

i dla skrécenia:
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My My oo My = Ppoy == »;

niechaj ¢ bedzie wielkoscia nieoznaczong; polézmy:

oo Yty = U5 gy - gty = .. ey Zre = 1

Fil Uz, T 7.
i (Uzy, Uy, ..., Uy_y, — Uty By — Uty g yy) = gi.

Poniewaz, wedtug przy ia, j
) Az, puszezenia, znang jest wypadkowa n—1 for
ggolnych, mozba przeto utworzyé wypadkowa L form Gis Gar v oy Gl .sz;;}
e &Ly, Ty, ..., Zu-y. Wypadkowa L jest wzgledem spéiczynuikéw formy

.ed P s k4 .
f: jednorodna i stopnia e gdy i <, wzgledem zas spétezynnikéw formy

% 1ub wzgledem nieoznaczonye j
/ . yeh wy, o, ..., 1w ¥ i
1 czynigey zados$é tozsamosei: et e Jodorodug, stopnia » e

Lmlr= [91! Y23+ -+ !]n—l] .
Jezeli x,_; zastapimy przez x,_—ix,, to 4: przejdzie na:
fi (U, Ux,, ..., Ur,_s, Uy s~ tfy, Uny—f,) = Unify, - 113]
i bedzie:

L‘Ilr = [Um’fl -+ [f"]' /T'"s/2+[f~], .. ] =/ fogeun, f"J

L ;Zo;fada, tedy wiasnos¢ zasadniczs wzgledem form £, f,, ..., f.. Ponie-
waz [ wzgledem ¢ nie jest stopnia wyzszego nad v(n—-l’), to z%a,' pomocy
gjliema a]gebra:icznego iloczynu uv:_(T] L przez U ®-9 mosna wyznaczyé
nkeyg catkowity B nieoznaczonej ¢ i spétezynnikéw form f,, f, y
taka, Ze wyrazenie: b/

¥ {x—1)

A= Wy—y IL— U”“‘"”B,

:Egl::é t:;gi%;i:{n' 4 stopm:a nizsze?,go niz v (n—2). Wyrazenie to musi
e s Z;::(io—wiv)o,_ g(.lyz re.szt,a Jego wzgledem £, 7y, ..., f i x; jest po-
tozsamenes U1 0511;1]8 tdosfq,gu wzg!qdem ¢ stopnia » (n—2); znika wiee
Toel B o 4 p sia a tedy sylasnosé zasadniezy waglgdem /,, foreresfme

acza zbior wszystkich wyrazéw w A, ktore zawierajg  jako
czynnik iloczyn petegowy a;"l af: ..

Pyl
wyrazow, jezeli polozymy: oty Wiedy A redukuje sig do tych
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Hyy
fimmayy o™, fy= g 2™, .oy fa-17 Onyn—1 a1 -

Przeto L staje sie wypadkowsg form:

Gy U™ g™, oo, Qg g UMn—2 272, @y g (== 110 Uy Ty ) ™1,

a wiec ipodzielng przez Ur¢—% . Jest przeto i 4, podzielne przez Ur =9
a wiec tozsamosciowo zerem, poniewaz nie dosigga stopnia » (n—2) wazgle-
dem t. A zatem A nie zawiera wyrazdéw podzielnych przez iloczyn potggo- -
wy gléwny form £, f4, -+ +s fa- :
Z tozsamosci:
» (u—1)
A=—wu L—Ur»-2 B=20, .

u—1

{n—1)

wynika, ze B jest podzielne przez u:_1 . Jezeli polozymy tedy:

¥ {n=~1)
B=u 6 (uy, Ug, - -, Un)
n—1
bedzie:
L = [rea8,

0 bedzie szukang{wypadkowsy form fi, fo, . ... /n wzgledem xy, 2g, .. ., Tae
Albowiem B jest funkeya catkowita spolezynnikéw form fi, fay -+ ey fn 1DO-
siada wasnodé zasadnicza, gdyz reszta wyrazenia L wzglgdem fis fas s In
i x,, a wige i reszta wyrazeuia 6 znika tozsamoseiowo; forma 8 jest wzgle-
dem spélezynnikéw formy f; dla kazdego 4 jednorodns i stopnia p;. Dla
fa =z, stajesig L, a wige 1 8 wypadkows R, form:

fl (xly‘”ﬁv voey Tty 0)) f? (xnmﬂ:--n Tn—15 0); ey fn—] (m;,mg, veoy L1y 0),

6 zawiera tedy potegg u,” ze spilezynnikiem H,, a wige iloczyn gléwny
Ps r.

5 P oy e . Py 7 ~1 .
potegowy aq; g - - - Wy ze spolczyunikiem 1, gdyzZ dyy gy - - Guor -1 jest

wyrazem glownym wypadkowej Ba. )
Niechaj f bedzie formg uvgdlng zmiennyeh @, Xy, - . ., T Stopnia do-

wolnego m; polézmy dla skrécenia:

26

—%—:0.-; R R R T
i

Wy By - Wy Ty + o o Wa By = Wy
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/

gdzm Via Ogy o oo, Wy, We, o, S}} WXB]kOéCl mi nieoznaczonen
2 1y gy 2l
' 1.

8 LT = [fh f'b AERE WL B u-’t]a
nadamy postad:

6z, = Qu, + 1f1, far ooy fuoil,

gdzie Q jest funkeys calkowits spétezynnikow form f,, /,

nyeh x, @, . e 1 mmien-

-3 Ty, to przez rézniczkowanie wzgledem wu, znajdziemy:
b 2" = Q- [f, fo AR

a wprowadzenie wyrazen 6, »,7, 6, &,
wy. 1T Gy 8, L 8,27 prowadzi do tozsamosei:

f(en 62,---)6~>'1'nm’=q"f+me f2"~')f”.l=[/.’f1-f2’ :fn]

Jezoli vrge . .
— eiz«;’h praeto yigf oznaczajy formy dwdjkowe zmiennych X, ¥ sto-
i (r—1), powstajgee z form 8 i F(6, 8, ...,8,) po 7asi,:qpieniu

wielkosei #,, u. TZ Xv, + Yw,, Xv, - ¥ -+
wielko by Hyy o ovy Uy przez Xv .
I Jeieh: 1 ¥ 1) Al Woy v v vy X, Yuw,:

#=[g %]
X, v’
Jjest wypadkows tych form wzglgdem X, ¥, to zachodzg tozsamosci:
' =11 far ooy fomry Xop 4 Yo,
@G =1 for ooy Focry Xoe 4 Ty,
HYe=g, g').

Z tozsamosei tych wyniha:

HYe pmr — [ gy Tyl = l/: fx [ f»*h Xv, + Y"f'-]

T Jy

a zastgpnjge X, Y przez — Us Ve Obrzymujemy:

Hve e =[f, 1, foy ...\ fusl.

Na podstawie tej tozsamosei znika reszta wy

1 o,; H przeto posiada wlasnosé zasadnicz razetia H wagledem f,f,,...,fo

4 wzgledem form f, f,, fay vy Fumt

Jezeli toz-

icm°®
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Jezeli za f przyjmiemy forme linjows ogdlng:
$:7= 8 & T STt . S T,

to H musi by¢ algebraicznie podzielne przez wypadkowa 8 (s;,s,, ...) form
fi- fay -+~ s fu-1, 8z niechaj bedzie:

H=M0(s,, 8 ...0

Poniewaz H zawiera nieoznaczone s, . S, ... jednorednie i w stopniu
», to nieoznaczone te w wyrazeniu J jui nle zachodzg. Wyrazenie A nie
znika tozsamosciowo, albowiem juz dla pewnych form szezegéluych i dla
== ty=... == U = 0, vy ==1, w, = 0 przybiera wartosé M, rozng od
zera; mozna np. obraé¢ formy:

fi = Gonbém) (o) -

fo = (gF9La) (Egt25n) - - -

faer = (Enoatdira) @e 1 HDd .

w ktérych £, &, ... 53 nivoznaczonemi w liczbie #; 9,, 4y, ... innemi nie-
oznaczonemi w liczbie m, it.d. Dla form tych z fozsamosci:

b £y = {fl: f‘_" R f"‘l’ u’]‘
skoro polozymy:

&y = = Eq s w2="773’“-1mn—1=_6“ Tn=1,

wyplywa, ze 8 jest algebraicznie podzielne przez w.—¥&: ty—ns—-.. — D1
Jezeli przeto U, Ui, ..., Ui sg wartosci w liczbie », ktdre przybiera wyra-
zenie £, w,~tnzte ... + O, gdy a przeliega wartodei 1,2, ..., my,
A—wartosei 1. 2,..., 1y, .. ., s—wartosei 1, 2,...,m,_1, to 6 bedzie po-
dzielne przez kazdg z réinic w,— Uy, ta—T0 ..o 20— U, a wige i przez ich
iloczyn. Ale 6 jest stopnia » wigledem u,, u,” za$, jako iloczyn pote-
gowy glowny form fi, fy, .., fu1, %z, Ma W Wyrazeniu 6 spétezymik 1,
a zatem:

6 = (Un—T7) (Wa—Ty) - - . (tta—T5)
Jeieli polozymy tedy:

§y==8y == 110 =8u—-—l=0: 5n=1:
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bedzie:
6(s,8,..0=1, H=11,,

M, bedzie wypadkows form:
9= E—W,¥) (X—W,Y) .. (X—W,7) o — 9
24 ( Nmy g = ELY N

dzie IT, i T i i
fieozn s bowstaje z U przez zamiang nieoznaczonych u,, ug, ..., u,
8CZOBE 10y, 1y, ..., ws . Bedzie przeto: A

My =g (W g (W, 1)...q (W, 1).

Stosownie do tego czy »>1, albo v=I, znajdziemy:

Lo—n

My=(=1)"  T(W—W) albo M— ,

gdzie znak iloczynu rozci i i i
e 38 sl¢ na wszystkie kombinacye 1, u klasy drugiej

’I;it.ac}%aj ter.az' f» bedzie stopnia dowolnego- m,, .
K fof;e ; pl}zyjmlem‘y f=[-‘,‘ s to H bedzie fankeysg catkowity spotezynni-
1 2.+« v, fu, Majgey wlagnods zasadniczy; H przeto musi zawie-

raé, jako ezynnik szukang wypad i
Kb pbyre a wypadkows, i trzeba tylko uwolnié H od czynni-

Niechaj

Vi Yiss oo s Yins Yayg, Yomy -+« . sHoml o s U2y e Yy
S1yBayeees Suy Bty oo Ly,
beda nieoznaczone; polézmy dla skrécenia:
8 Y +Sgye+-.~+6‘nym=&,
byathye+ .. 4ty yy= 7,
o Wats Yo -+ -y o) = iy
818y 8,=8=g4q =50 =...=458,0,.
Tloczyn

K=8"mf fus... fur s

icm°®
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daje sie przedstawié jake funkeya calkowita jednorodna stopnia p-tego
N (¥, 2, ...) spétezynnikéw ¥, W,... przy rozmaityeh iloczynach poteg
nieoznaezonyeh s, &, ..., s, w wyrazeniu S i przy pomocy tege przedsta-
wienia potrafimy wydzielié szukang wypadkows z wyrazenia H.
Tloczyn K jako iloczyn » wyrazen:
Q" far, Q™ faay oves 72 fus s
moina najprzéd za pomocg wzoréw Ne wtona przedstawié przez » pierw-
gzych sum potegowych:
M= Q' fu =+ @ fur o @ s
My = Q" fin? 4 Q¥ [ + ... QP fa,

M, = ;" fur? 4 @Qx fu® + .o+ Qi
a mianowicie jako agregat wyrazéw:
¥ = s MS . AME,

gdzie ¢ jest czynnikiem liczbowym; a,b,...,u s3 liczbami calkowitemi nie-
ujemnemi, ezynigcemi zados$é réwnaniu:

a~-20 . om =
Aby wyrazié A, AL, ..., M, przez 3, U, ... polézmy:
QT+ QF T 4 QL =L
i niechaj rozwinigcie funkeyi f.* wedlug =, 2. .- . T bedzie postacﬁ:
‘ fuf == X Cago s % T .. Ta®

gdzie C,3.. . jest funkeys calkowity calkowito-liczbows jednorodna stopnia
I spélezyonikéw formy f., suma za$ rozcigga sig na wszystkie ‘liczby cal-
kowite nienjemne a, f, . .., & czynigee zadosé réwnaniu:

(l_;_ﬁ_%__.'.—l._a:]-"lu.

Poniewaz

L3 (b % 3y - )t

a3 £ ———
P N {Femy)! dt,® atﬁﬁ‘..,at»‘
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przeto:

f A= *""—1 ZU, 3t (fl ! _YI_ (‘z Sy JT‘ <. '}“m"
" (km,.)! e IR N TR !

a stad:

|
Q.7 f, = o)t ZCap..-

Shiry ({)ﬁy}g» _Zy‘""u
ol ot . e

Sumowanie wedbug ¢ od =1 do i=» daje:

1 0 Ly,

— - Coto g h
B e HRAETEF T

Lin, jako suma poteg wyrazei @, T, @ T ..., 0.7, daje sie przedstawic
przez funkeye symetryczne V,, V,, .. .. V., a mianowicie jako agregat wy-
razéw ¢ Ve Ve ... V,*, w ktoryeh ¢ Jest spolezynnikiem liczbowym, a wy-

Kladniki czyniy zadose réwnaniu f4-20--...fve==lom,. Jezeli przoto (‘ _Si_)

oznacza dzialanie:

° ] 2
t’b}]»’t’asg ’+i»§g,
bedzie:

I',=i. S0-1) (,5 _:a;)'bé« .
2! o5 :

V. jest funkeya calkowity jednorodng stopnia i wzgledem spilezynnikiw
AW, .., praeto Lia, jest fankeys catkowity jednorodna stopnia km, tychie
spolezynnikow, zawierajges nieoznaczone Yy tyy ... jednorodnie w stopniu
knt., nieoznaczone zag s, s,, . .. Jjednorodnie w stopniu k& (p—my,\.

. Po wykonanin rézniczkowan wagledem &, 4, ..., i, bedzie a7, wyra-
zéniem calkowitem jednvrodnem stopnia &m,, spélezynnikéw 9, 9, .. , sto-
pnia k (p—m,,) wagledem s,s,,..., s, istopnia & wzgledem spélezynnikow
formy f,. )

Po podstawienin do wyrazéw G formy K zamiast A, My, ..., otrzy-
manyeh wyrazen, znajdziemy zgdane przedstawienie:

E=N@¥,...),

gdzie N jest funkcys calkowits jednorodng stopnia p spotezynnikow &4, ..

icm®
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{19}

i i dnie
jerajgtg W swych spoiezynnikach nieoznaczone 81y Sav-- SEd;f:
Z?J:topniu p (v—1), spotezynniki zas formy f,.vjeduorodnu.z 1‘?7!5 op ) .We-
A Dajmy, Ze po rozwinigein wyrazenia 0 (r; X-4-wy, g X@a, .-

dtug poteg zmiennej X jest:

o A7 X1 G
B (g Xy, va Xt o ) = (4 X BN <Ll S ¢
spolezymniki w wyrazeniu 6 (s, s, = B przy tyc'h
jakie majs ilosei ¥, A, .. W (wy‘-
ply—"
k]

oznaczmy przez A, T—%’,‘. -
amyeh potegach ilofel sy, 8, ... i ) »
i:;]e{;u ,Si' Jezeli poprzedzajgca tozsamosé dla K pomnozymy przez (g
bedzie: -

. Y 1) y—13(1 ).
(L8 =n Cp=mn foy for - o frr = N (O, G-

Polozmy teraz:
Yar = Op (v 2 0y, Ua ity - N

- trv-
gdzie 2y, 2, . . -, 2, 8§ Dieoznaczone. Jezeli oy, 03, - - 8 sg funkcy)e‘sei?z gléyl_
czne elle,menta,rne tych nieoznac?nnycll, C{’ (G (—}{-C’,, g‘, C,—C, gﬂl 0 g e

.nie fankeya catkowitg wyrazen O;+Coop, Co—Cyopy .., GELu0r, <
l‘l‘l;f:l;) s?;%rzynajmniej stopnia pierwszego wzgledem tych wyrazeii, bedzie

CoP ™ fas frz e vv v = H4 I'(CH-Cooy, - - 3,
Cyr=18 = MO (1, 8.0 + I'(C,4Cyoys -+ )
a wiee takze:
Cyp-1 = MA4-T (G Cooy -+ 2)s
Cr-19 = MA' + I'(C+Cy6yy - -

a rezultat przybiera postac:
M e G (3, 8,y .. ) H=N (M4, M4, ...) L+ I'(CHCyoy, -2 ),

lub » '
Ve (61 (510 85, - ) H—30 N, A ) =T (Ot Coary Cr—Cuos )

Poniew W si Z iowe wzg M Gy, Oy -

i 7 6 i -¢ tozsamosciowe zclqde 15 Oy a8

ewaz to réwnanie musi b§ C10% ‘ ¢ : "

v\zglqdem 0 0062 N Wch po za.st@plemll t)’Ch Obtatﬂlﬁh wyrazen przez
v 001 LR

— Cc_,, ..., Otrzymamy:

.., a takze
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-t

e = (Gr—my, (S15 833+ 2) H-"J’[’”"N(A, A ) =0

lob
07— (51,55, ...} H=M"x N (4, A, .. ).

Na podstawie tej tozsamosci, wyrazenia:

N, Mrw %‘\_v_ Y e, Mo Quaty—1 N7

5 dg

83 Wlszystkm podzielne przez 9 (s, s,,...) i posiadajg wlasno$é zasadnic

Wzg & em form £, fa ..., fi-1,5.. Poniewaz wszakze wyrazenie 3/ lcz‘g
lm?ze posiadaé wilasnosci zasadniczej, gdyz nie zawiera s l'e o » }ne
tozsamosciowo, przeto wyrazenia: b dnle znika

N, &N ey iy
posiadaé muszg te wlasnosé i N

S est ¢ raiczni i
b sy Etatge J algebraicznie podzielne przez

N, Ay =twmma(sy,s, L) R,

otrzymujemy:

-

H = M R y

gdzie B jest sznkang wypadkowsg form f i j
ix:;{:gy? catkowity spélezynuikéw form f,,l;‘i: {ﬁg.’.‘,.)-‘,:,f;‘osiﬁgﬁ?ezlvlH Jeés :
za ntmz;; wzgledem tych form, gdyz whasnogc te posiada X, 4;_} osia X
Jeg:i.:s M=, Wragledem spélczynnikéw form Tofa--os 1o ,N “j{ Ii:’s e
* (81,84, . .) $3 wyrazeniami jeduoroduemi i o’d;;v;;iLaAn;o sto(pn,i- e

¥y

VP Yy oo 5 ¥Pu, 7 (p——mu) 2
My_q®

?
™y

»
(p—m,) ;;I; s es (p—m,) 0,

a wige R jest takze ze wzgleda na spé iki

_ e potezynniki form £, ..

jednorodng, o stopniach wzgledem tych spotezynnikow 1':3,\:':?1’37011' (,nl);:o\f:ig];g;is?
PisPay-ny Pu1, Pn. Spélezynnik € , > .
wzgledu na t‘.oz.;a.moéé: ¥ i e o e

H=Crme I @ (ot .. ) + T Ct- Gy )

icm®
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jest postaci:

Cpr=m JT By (1 25 4= 0y, ¥y 2 109, .. ) = L (O + Coy, L)
p :

poniewaz wszakze:
Cp=t 118, (0,3 + wy, vzttt )= M0(0,0,..1) ~+ I'( U4 Cyoy0n 000
= MR, + I' ((4+Coy, - - -4y

to wynika stad:
¢ = Mo B - T (0 Coogs e -2

a po zastgpienin wyrazen (o, C,0p, ... przez — Gy, Uy, ...t

C = M™ Ry,

R przeto ma spblezynnik ]?:" przy a:: i wartosé 1, gdy polozymy /; = m™,

fg = LMy ey f,, =Ty .
Tym sposobem ndowodniliSmy dwa twierdzenia gtéwne dla jakiejkol-

wiek liczby form, posiadajgcych wiasnosé zasadniczy.

Wypadkowa R n form ogolnych ma spéiezymniki catkowito-liczbowe.
Tezeli bowiem zachodzi to dla wypadkowej n—1 form, to 6 jest forma cal-
kowito-liczbows i nadto pierwotna, jak to pokazuje spélezynnik 1 wyrazu
glownego; w takim za$ razie H i ¥ muszg by catkowito-liczbowemi. Forma
M jest takze pierwotna, jak to wskaznje rozebrany wyzej przypadek szcze-

gélny, musi byé przeto Ef—I« = R byé formg calkowito-liczbows. A Ze wy-
padkowa dwoch form jest catkowito-liczbowg, wige twierdzenie jest praw-
dziwem dla jakiejkolwiek liczby form.
Wypadkowa n form liniowyeh:
fi=ttyy &5 + G 2y oo O1a Dy
fo= gy & + g Ly - - F Qo T,

fo== g 9y = Gng &3 + < o T o

jest ich wyznacznik:

D=2 0 O .. .0%u .
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Jest bowiem

D D . oD
E;,;fl+ a-tt»-z,, r:++ fna

Du, = -
) Wy

wyznacznik D zas jest wzgledem spélezynnikéw kazdej pojedynczej formy
liniowo-jednorodnym i zawiera iloc

Zyn potegowy gtéwny a, ay; . . . a,, ze
spolczynnikiem 1.

Jezeli formy £, 1,

yeees Iu-1 88 liniowe i przyjmiemy. ze od i=1 {
i=n jest:

0

]‘)=a,-1:1’1+a,29c?+...—]-(t,-u:c,.

|
P s Ms e, Gy
i

vy 3y

oty tauy . L, w,,

q Qnt1y Gn—gz, ., .. y Ou_1s
jul, Uy, o M|
bedzie:
fh /.2, e fn—i- fﬂ] = fn (Clhaés ey ﬂn)'
‘Tlx :Z'Ea L] a‘fl—ls Ty
6. W okreSlenin wypadkowej n form zaktada, sig z gory oznaczony
porzgdek tych form i zmiennych; powstaje tedy pytanie, w jaki spos6b zmienia
sig wypadkowa, jezeli zmienimy porzadek form lub zmiennych, albo jedno
i drugie?

Niechaj a,8,...0; o, 8.
liczb 1,2,...,m, i niechaj

Rr=[fu, far o.., f,,]

Loty Tgy oo, Ty

-,0" bedg dwie jakiekolwiek przemiany

Wyrazenie B' posiada wlasnoss
1te same stopnie wzgledem spétezynni
tylko ezynnikiem liczbowym od R, i b

zasadniczg wzgledem form fisfay ey
kéw, co forma B, moze tedy roznié sig
edzie :

R=cR.

Czyunik ¢ jest spétezynnikiem iloczynu potegowego gléwnego form fisfanen®
W wyrazeniu R/,

Jezeli w szezegolnosei:

9 61
3) Z TEORYI ELIMINACYL. 1
(.43 } §

’

,
d=a, f=8..-.0=q,

wtedy wyrazy gléwne wyrazu R’ i R s3 jednakowe, G=11\1 ]1]i=R. -

: : ie zbioru wszystkich wyrazéw wy-

Rownanie to pozwala na wyznaczenie zbiorn wszy e y L

padkowe] R, zawierajgceych dany iloczyn po.tgg‘OW}_r az, a#u.i. ;1,,,, j «

‘ ik zeli mi feie @, B,...,¢ sg liczbami szereg}l 22w,

G?ynmk'.ode{ijh mla: fw}" fﬂ"’ ﬂ f.0 — formami, powstajgcemi z form
roéznemi s My o035 Jas 185 )

s " 6 i zeru, By .o — WY-
fails fe przez nezynienie i, Ly, ..., To TOWLEML ZOIU, L p,..o
ayfds
padkows: \
B __[faa,fﬁoﬁ "’fz]‘
2y fir e n @ Ty Ty - oy T

to szukanyw zbiorem jest:

vr Yu

g My g
Qi Opp -

'
“ oo }i’}, “..q

. ] ige i jest—i =2—rown,
Albowiem spélezynnik przy a:,,, w R, a wiee i w R, jest—i dla n=2—réwny

Po
L i " e 7aj sie ze spélezynnikiem przy g,
R, , spolezynnik pray @, Gos zlewajgcz e D m
o g - (td
w R::a lub z m,-tg potegs spéiezynnika uee W B,, jest 1.2@,- - 1I ; £
Jezeli B’ powstaje z R przez pmemiang-ﬁ na fi i jezeli a,f, ...,
sa liczby szeregu 1,2,...,m, rozne odiik, oile n>2, jest:

Yo P [/".0’ f"_(] ]”’a g - g
Oogu - - - 1s
" “\aw.
zawierajgeych iloezyn

zbiorem wszystkich wyrazéw wyrazenia R,

2i P
- ups a wiee ¢ w tym przypadku jest spolezynnikiem przy asx o
Bag » =« loe 5 Y

W wyrazeniu :

P
lﬁ_") f‘(‘] mymy
E]

Pi, Lk

jezeli przez f°, f° rozumiemy
a stosnje sie to takze i do przypadku n=2, jezeli przez i fi® rozw y
same formy f fr. Jest przeto:

2
—

Y = {—1¥ R
¢ =(—1) E { )

= (1),

11
Prace mat-figyes , t. XIT
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Stad, jezeli Caj;.. o 0znacza jeduos¢ dodatnig albo ujemna, stosownie do tego,
czy przemiana a f ..o jest parzy ta albo nieparzysta, jest:
) - y v »
\fu’ iﬁ ey fﬂ] — /113”0 Cf,’f..o']{ .

Sy Ly o u s Lot

Jezeli przynajmniej jedna z liczb my, my, .. ., s jest parzysta, to R
pozostaje niezmiennem przy wszystkich przestawieniach form aibo zmien-
nych. Jezeli przeciwnie, wszystkie te liczby sa parzyste, to R zmienia
znak przy przestawieniach dwéeh form albo zmiennyel.

7. Jezeli w szeregu form fy, /o, - .-, fa jedng z form, naprzykliad 7,
zastapimy raz przez ¢, drugi raz przez y, & nastgpnie przez ey, gdzie ¢, p
sg ogélnemi formami zniennyeh =y, x4, ..., Zn, i jezeli wypadkowe otrzy-
manych trzech szeregbw form oznaczymy przez R, R", R, bedzie:

R=IT"

Albowiem A czyni zadosé tozsamosci:

R, = [¢7/’~ faw [By-- fs‘v

gdzie liczby @, B, . ... £ oznaczajy liczby szeregu t,2,...,m po opuszcze-
nin liczby 4, przete R posiada wiasnosé zasadniczg tak wzgledem na formy
@, fay fa, - - - » fe jak 1 wagledem form y, fa. fi, - - -, f.. Wyplywa stad naj-
przéd podzielnosé wypadkowej R przez wypadkows R'. Jezeli przyjmiemy
wige R=QR' izwatymy, Ze reszta wypadkowej R wzgledem v, fa, [3, .oy e
i z, znika, reszta za§ wypadkowej It wzgledem tychze form i tejze zmiennej
nie znika, gdyz A’ nie zawiera spétezynnikow formy 4 i nie znika tozsamo-
ciowo, to wyniknie stad, ze reszta formy Q wrgledewm y, fo, /o, o0 e
i @, musi znikaé tozsamosciowo. Furma @ posiada tedy wiasnosé zasad-
nicza wzgledem v, fo, fs, . --, fo, 1 wusi byé podzielna przez K'. Jeieli
przyjmiemy = NA", bedzie:

K= NI,

gilzie NV jest czynnikiem liczbowym, co stwierdza pordwnanie stopni. Dla
it o o

fa=2a f3=z'p'9, e fo=w,  p=wm wp=u7, gdiie piv s stopnie

funkeyj @, w, jest # =R =R"=1, a zatem ¥=1.

Ogolnie], jezeli niektdre z form £y, fo, - -, fa b wszystkie zastapimy
iloczynami form, to wypadkowa tak otrzymanego szeregu form bedzie ilo-
czynem wszystkich wypadkowy ch, odpowiadajacych mozliwym zestawieniom
n form, 7 ktérych pierwsza jest czynnikiem iloczynn postawionego zamiast
f., drnga czyunikiem iluczynu postawionego zamiast f, 1t. d.
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Naprzyklad:

[w, 20, @
\1’“ mi) 'Tﬁ

— [9’, % w] [% 9, w] [w, Z w] P, ¥, w}.
Xy, Ty T3d Ly, Zoy & ) LTy, Ty, T3d Ly, Ty Ty

[f{*, firses f] - [f“ fay - i] _

Ly, Lyy ooy Ty Ty, Ty . s

8. Wypadkowa R = form fi,fs, ..., [+ pozostaje niezmieniong, jezeli
jedng z tyeh form np. f; zastapimy przez f. + ofs, gdzie przyjmujemy, ze
dla stopni my,, my dwéch form fo, fir jest mi>my i gdzie @ jest formg ogdlng
zmiennych @, @y, ..., T» Stopnia m—my

Albowiem wypadkowa £’ nowego ukladu form ma wlasno§é zasadni-
czg wagledem form fy, £y, . .., fui Y02nica B'—R posiada tgz samg wiasnosé
imusi znikaé tozsamosciowo, gdyz wagledem spdlezynmika a, przy ™

w formie f; nie osigga stopnia %, gdzie p oznacza iloczyn stopni form
i

fuf?: '--rfm

Jezeli w szeregn form fi, fy, .. ., [ forme f; zastgpimy przez
fitUalay--., b gdzie o, B, ..., 2 88 liczbami szeregu 1,2, ...,% réznemi
od 7 oraz nadto m; 3> M., Mg, .. ., M, to Wypadkowa B pozostaje niezmie-
niong.

Jeieli fi==cg®, gdzie ¢ jest staly, g ogdlng funkeys zmiennych
#y, @y, . .., T, 1 jezeli stopied p fankeyi g nie jest wiekszy niz stopief m;
funkeyi f;, @ za$ jest formg ogdlng imiennyeh z, &, . - ., %o stopnia m,—u,
to wypadkowa H form f, fa, - -5 [ pozostaje niezmieniona, jezeli f: zasty-
pimy przez f; + g

Niechaj R' bedzie wypadkows nowego szeregi form; R,, B, niechaj
bedg wypadkowe "szeregéw form, powstajgcyeh z form firfay-- -, fn DTZEZ
zastapienie raz formy /; przez forne g, drugi raz formy fi przez g, formy
f: przez f:-+@y. Bedzie wiedy:

4

2 :
B=c""Rr; B=c" R,

Bl = Rﬁ ?
a stad:
R=R.
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I?f'zylffafi. Nlecht:lj ‘ B (2, 2y - ey 2t bedzie wypadkows -u—1 form 27)
ugélnych }j],]'g, «oos fu 1 formy liniowej n, = oy e, F oF °F 2F
Polézmy dla skricenia: P X0 (1;1 37— '—;—?-_ .. ) = 6'(1&1’ %T_ wy X DO
2h
Sl e O st e s, 0, = 6 oF BF
2, THTT e e + sl =0y, s, . ), zﬂ'((le—{—w,Y)@—vw,F,...‘}: (-II;) 8w, Xy Y, .. [ F,
W= }fh R A N R R .
Ly Tay vy y Pu—tn 'y S ] ) Sk@d Wynlka:
o o AL F ~ RFp -
Wtedy, o ile formy £3,/;,. .., fie nie sg wszystkie liniowemi, jest: F, X (v 2F_ I F, I 8o, Xy X, .00
,JeSt. 1 13y 10’.\7 — AN 1 1 %
?
N [6 (& +w X, ), 0 X+ iy Y, ) X, Y -X, ¥
X S
: 1 lab
= MO (s, 8,...,8,), " AF Pt
i i y—1 13V ) - Y. ..
gdzie M ma znaczenie, wskazane w ust. 5. Jezeli napiszemy: [?’ XY RM-? = ¥ af. [I;’ ’ WX-*;LII" ')] .
.+ ] ?
benX+w ¥ X 4wy )=1r Wedlug ust. 5 go jest:
bedzie:
F, X
’ , . P =1y 6 (.0, .. ),
CLICES 7 AR E R NS SR R SEINNY [\ Y] e
; N
. ‘ 7,2
Wil (X e T ) (e X w X, 04 = iF L 18 (1w, . )
2y X, Y_ - ST IR
a forma 6/(v,w, — w0y, .. .), po zastapieni sa
o @0 )y Za8Lapieniu W niej zmiemnych ., w,, .. 2, . .
odpowiednio przez 8, (o, X + 1w, Y,. ), 6, (v, X 1 XL Drz’ech‘o’dzi’na, Py Ot 1 e (51,805 - -)-
nastepujges: ' X, Y o
g (l. oF w 2F Po usunieciu ezynnika 116" -1 (1w, 1, . . ), OtrZymUjemy tedy:
'1ﬁ—— 1517, )
M= IO (S, 855+ Sa)e
Jezeli przeto przez » oznaczymy i i
e g ymy iloezyn stopni funkeyj 7, . . . i
lub stopiet formy 00, u,. . ..) wagledem Uy, Uy P dez[;?Wf;élﬁir” t f;_! 9. Zagadnienie. Formy ogélne fi, foy.--s fn zmiennych
yUay .-, ug ust. 5: &y, @y ..., Tx praeksztalcajg sie przy pomocy podsta-
. Ry g \ wien:
i FooB e 2 e E
M le_:[ ) ( 13} 'y v } ) %= o Xy +c,-ng+..-+Can (=152, sm)
X, ¥
Lecz jest: Zespdlczynnikami1ﬂeoznaczonemim“qm.“,uunafOP
my £t ..., f zmiennyech X, X5 ..., Xu; wyznaczy¢ wy-

padkowgy:
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H'_:[fll: f?’: '-'1fu'] .
X, X5, ..., X,

Niechaj bedzie:
H: f‘l}/'??"'?f’lJ’
..%,Ig,..-,w,,
1 wyznacznik:
C=Z+011,0m,...0m.

Mamy tozsamosé:

&' X"" = [fl’: fi'(: Tt f“’]:
jezeli w tej tozsamosei zamias- &y, ..., &, papiszemy wyrazenia:
a0 aC e aC aC 3
&Ly Ly 7 .. Ly P oy — Lo —— ", g
1 acu + 2 36‘21 + + " 90“1 ? ) Ey 3(71,‘ + Ly 36% +‘;'+"£u867 .

to formy £',fy,.. , f.’ przejda na nastepujace:

U iy Gy, O,

i ofrzymamy:

3 ar ,
H’(wxa“cl:’*'”’ -+ "'=[fn/§,--~,fn].

? 062y

Z tego powodu znika reszta funkeyi calkowite #' wzgledem /i, foy ..., fu

i #,, | fonkeya ta musi byé podzielna przez R. Jezeli wige napisze’mv

R = QR, to funkeya ¢ nie bedzie zawierata form £, fayero, fn ida sie wy:

znaczyé przy pomocy form szezegllnyeh fi=m ", =g m
Dla tych form jest:

—
3eey w=—Ly "1 ,

E=1,

=X + X+ i X,

(=1, 2, .,

a wige:
B == Op = Q

glzie p =m, m, ... m,.

icm®
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Bedzie zatem:
KR = C*R,
i R przeto jest niezmiennikiem form 7, fy,. . , [a- ) '
Wnioski. Jezeli zastapimy w; przez iz, to 2R begdzie wypadkows

form nowych. o
Jezeli uskutecznimy podstawienie:

zy=X,+2 X, t3=X,+2Xn, . . ., Lams=Xu1 201X,

Tym=—3, X—8 Xg— -« . —nc Xnr -2 X

i polozymy:
sz, F 82+ . =5

to Hs? bedzie wypadkows nowych form, a spétezyuniki tych ostatnich przy
X, X, ..., X bedg odpowiednio:

fl (Zl) 321 .,.,Za)_ f2 (zl! ZE) sty z“)v RN} f’t (Zh Zyyaney Zﬁ)'

7 tozsamosci:
kur = lﬂ:’?; .3 fﬂly

wynika, ze gdy
By == ... =1 =0, =1,

to

B = [(l];, oy v ooy ﬂ,m],
gdzie ay, jest spolezynnikiem Przy &,™ w formie fi. Stosujge te tozsamosé
do wypadkowej Hs?, otrzymamy Lozsamosé:

HS” - [fl (zlr 23: ey Z")v fz (‘517 Z?a R 4 Z”)) - ']'
. . L o
Jezeli wprowadziwszy nowa nieoznaczong sy, WCZYMmMY to wyrazenie Jednmm
dnem wzgledem s, sy,.. -, S» 12aSt3pimy 2y, £5, ..., Zn PIZOZ Xy, Loy -+« 5 Ly
bedzie: )
B (8,2 + 8w F - - $uu)? = [fu far - -+ » Tal-

10. Niechaj f,, fs, - - - » [+ bedg formy ogdlne zmiennych &y, &y, - . v, Tx
stopni my, my, .. ., W, gdzie 1<chk<<ni niechaj:


GUEST


168 ____ FR. MERTENS. (303

R

Niech przez podstawienie:

m=EX L L X+ X,

{F=1.2,...,k),
formy fy, fa..., fx przechodzy na formy @y, @,, ..., ¢, zmiennych X, X, .. X
3y 3]

wypadkowa Z tych form bedzie funkeya stopnia p-te; ikow rz
du % uktadu elementow: ’ ¢ PO pricko mymmomikow vy

bny &y .o, S,

Ehu f:n, ey &kn,

zawierajgca zatem nieoznaczone &y Sy
znacznikow. o

Jezeli formy o, ¢, ... , Px Drzez podstawienie:

-y Son tylko wewngtrz tych wy-

A_, = U )I 1 Yer )‘-’ e T Yu Iﬁ - =12, ks
seens K
PIZEChOdZ@ na fOlm‘) W1y Wy . PR .}ezeh 13010/45 my

L Fyae . Y= o,

bedzie:
[P RENNS NN
v], )'-_x,... . Y,r_ ] = w'hi.
Otrzymamy takze formy w; iezeli g i
st y Y wi jezeli do form f; zastosujemy bezposrednio pod-
Ly =11 .Y] -+ o Y:g -{— i + Nii Y. (=1,% o b,
gdzie

Jppea— £ -
T =Yu b+ yubau+ ...+ gt

a wypadkowg form w1, Po, . .
chodzi B, jezeli &;, [STH
Jest przeto:

-» ¥ bedzie wyrazenie R, na ktére przecho-

- £ zastapimy odpowiednio DUZEZ 11, Bas,y ooy e

H1=(1)"H.

icm®
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Niechaj bedzie:

. ]
[ oim Suay <o Epa !

_; &15-5‘_‘37"'2&‘3‘* i;

A“‘i_..s =

i......i
E. &

P P

oznaczmy utworzone na sposéb wyznaczuika dziatania:

3 3 D 3 @ 3_
\ e’ e T Otia ‘ g1 0 S T PYu
? 2 G/ R L
ETR) P By T A T M s
F) ] e 1 @ = & I
! 7‘3774_1: ! —Ti—': TIUUY 2o ETREETT T oyme |

., w ktérem znak sumy roz-

'ze7 £ i v, dzialanie zas§ X\,: .. Qaz..
e e ey 11, PYZEZ Q.

cigga sig na wszystkie kombinacye a ¢ klasy k-tej '}iczb 1,2,
Jezeli wezmiiemy przedmiot dzialania, ktory zawiera nieoznaczone Yi, Yzl

tylko wewnatrz polgezeil fu. 72, - -« s ans bedzie:

v=2

a zatem:
PP B= Ryt ot = & k.
Jezeli rozwiniemy w? wedlug iloczyndw potegowych ¥, Pyy .- nie-
oznaczonyeh yu, Yie, - - -, Dapiszemy:
wr =P+ P+
dzialania rozniczkowe, powstajace z wyrazen

k) .
. R ZRZ ——— , DR~
9, 9,, ... przez zastapienie w nich nieoznaczonych ¥es przez E J

i oznaczymy przez €, Q...

dziemy:
: v.“::GQ—“"lQl‘}_"'

a stad: ;
vor=c@d UM+ =h
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gdzie % jest liczba catkowity dodatnis Mamy ted
. y:

1
E=TQPBI

i jest jasnem, ze — Qr HI zZawiera nieoznaczone t‘ 512 ty ko We“’n@t]‘z
)
W}Allacznlhow Aap .

- E

Poniewaz £ cayni zadosé tozsamogei:
By =p:, go, ..

e ‘s 991;],
wiee jezeli uczynimy:

XJ,:X;:...:.X;;_lz()’ Xp=1,

- fn=ux
1. Eppe= X
Sp=aa, ..., fp==1,,

brzez co uiechaj A przejdzie ua Ry, bedzie:

M HO=-P!fI+P:f:+"'+PL-fI:.
ozZna przyjaé, z- . .
S yiac, z- funkeye calkowite B, P

oy Ep- s % <+ Pr zawierajg ni
Sy is tylko wewnatrs wyznacznikow ukladi"fl Heomaczone

El], §‘.’1»

caey gk_u’
&, Eay ooy [
Eimy Eanyenn s Eb—in .

Niechaj bowiem bedzie:

G = U b1 + Yo i + .. et i, &
Ha=12; Q- sppe

AR 3
Y 'y, e g

T L e by i |
31 Y23 T 3Ymy | , A’aa., = &g, &25, Ry S
. ... ,
] Fl ] : : .
— 3 } 3
eV E7TAC Rl £ “—; | s, &y .., s

e
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L

2 3 3 ‘
az,:lu ! 3Cza e EEk—lal
T B T Tt St
|
|
!

\ 2 2 ]

[

3 ' e O

k—18
\ Y11, Y1z +ees Y1
21 93, ++ ey Y2H1
y 2] y 2] 2 — 0)1 ,

Y11, Yh—1200 -y Yr—1k-1 !

gdzie suma W wyrazenin £y rozcigga sie na wszystkie kombinacye kiasy
k—1 skaznikow af ..., bedgeych liczbami szeregu 1,2,...,n Tozasty-
pieniu nieoznaczonych £, &re oy Sy Er_1.n przez L 1812y eers Lr—11,Ci—1,m

poprzednia tozsamosé przechodzi na nastepujaca:
mlpHo”-:Pl'fl"\‘Pz’ fodoo B fis

gdzie Py, I%, ... S% fankeyami calkowitemi spélezynnikéw form fi, fzy - - -
oraz nieoznaczonych iy ..y Yitseees zawierajgcemi nieoznaczone ¥, Yz
tylko w polgezeniach Ly Gizy oo e I ezeli po obu stronach wykonamy p razy
dzialanie v:, ktére zlewa sig tu z dzistaniem @, znajdziemy:

Rovll’(ull’sflglypl'.\,fﬂglp B+ ...

Ponjewaz wszakie na yi* ©* otrzymujemy, jak poprzednio, liczbg catkowita
dodatnig, na 2,* Py, Q2P ... zaé funkeye samych wyzna,cznikéw Ayg..t
przeto powyZsze twierdzenie jest udowodnione.

Niechaj:

2=y Z1F o 1T e it 2 PN ==t -t Wa s

bedg n—k fankcyami ogolnemi liniowemi zmiennych iy %o vy {13t .- We)
niechaj oznacza wyznacznik:
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FO Z&Stapl(ﬂ]lu ka&dego wyznacznika Azq £ Przez wyznacznik (u; v "
( GV 0\,

gdzie ap...c dp...o jos .

.0 jest przemiang § A

T i . parzysts lic 9

przechodzi na funkeyg calkowity Wyznici?ﬂkdf: rié&;n ) ;, k\;-ypadkuwa B
—# ukltadu:

Wiy Way oo, w,
: b

kté créeent
rg ;la ?h ocenia oznaczmy przez R’ ((u; o )
ezeli do n—Z% for : ietson )
Orm ay, vy, .., 2w, dolgezymy Jjeszeze & form Iinio

wyeh gz, 1, 5., fz ipotozymy:
Gy Fos o ay (u i
LTI TN Ty i
F

! , LETR 3 Wy ’

to po zastgpienin ni
pien
a0 ap 3plenlu nieoznaczonych 3, &, .
N 3D . Stesne ... fee1i odpowiednio przez
G G znajdziemy:

dg;

o= p

Naa.a= D=2 |
i 9 T

e £y ... Bsg

3+

T
.:f[an?r‘3 C e '35'6 du,

— o+

Stad, jedeli li
ad, jezell liezby 4, p, . . coa
PAIzystej ap..eip.. g, w§ni’ka; » @ nzupeluiajy liczby a,p,...c do praemiany
Ela, fsn, S ey El'—-lq, 2,
; ray Sug Lo s Sk -1z, ay

by by oy Bey,

icm®
173

7 TEORY]1 ELIMINACY!L.

@8y
N ahD k
J— k-2 e e e e e — -
=D ("’ 895 Org .. - OS5 ole g : LR

= DE2 (e (12 B e e e W) — U (B0 - wo) F oo W Uz ¥y - Ny

a tozsamosé:
R, =P At Psfs+t ... + Py iy

wskutek tego podstawienia przybierze postaé:
pr=2p Bty (0302 . Wa—t) — Uz (102 e W) .- we {Githe I S

— D=2 [fb fi, ceey fil

Otrzymujemy tym sposobem tozsamosé:
B (t: (Vg 80—} =i (b1 Uz e tWny) + . T Wz (b 2ws.) .. ) =1, [ 3
Wyrazenie B’ (1103 e W) ) jest wypadkowa form 1, fay ol 1y Uaslay s s
albowiem posiada ono wlasnosé zasadniczg wzgledem tych form, gdyz po-
przedzajaca tozsamosé daje:

12 B ({2 - W0ak) ) = [Fi; fog -ens Ty iy =ee Wl

t wzgledem spolezynnikéw formr fi, fa, - -y [y ey Caryeonstl's
. . . P y P o foe
odpowiednio stopmal—, r B T Y Dia fi==ty™, fo==irs™, ey
. g T Ny Wy

a wiew:

Dalej, wyrazenie to jes

fr=wyms jest H=Aiz.i,

R = (ka+1 Vg42 - - ° H-’n)p

i jezeli uczynimy jeszeze:
v, = Ly41y Vo = Hpgay ooy Wz ™ Tuy

bedzie:
B=1

sg formami ogdlnemi rownego stopnia zmien-

11, Jezeli @1, P2-er P
ntworzywy formy:

@, glzic m2>m jezeli
gi = tap 4 C2qe Ao i Py
padkowa:

=7, 2, e Bl

=12,

nyeh oy, Ts, - -«

‘. gdzie €, iz, o e Orn S8 nieoznaczouemi, to Wy
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= [gl, G2y ey gn]

Ty day ooy Tn

bedzie funke; 3 W)‘ZD&GZUiké u
U y W I - j i
il ZQd n teg 0, da,]q,cych s1¢ lltWOl‘Zyé z ukladn

Niechaj i
Niechaj 1, #12, ..., Yun bedg nieoznaczone; polézmy:

Y1i Or = Ui G oo Y Ok ==
gl =1np e, v
! 292 ok g = 100+ Yeitl o g
Ynilfu
Ve Yun = Y,

. ,Jezeh R, po zastgpienin nieoznaczonych ), ¢, i
"1, 01y, + o -, przechodzi na K, bedzie: e Preeneomaczone

- r I
]{'——-{yx}gg""v.(/’n
Sy Ty oy :c,,] B qu:

gdzie g=p* 1 g jest stopni i
) ) § poiem funkeyi ¢;.
Niechaj bgdzie w dalszym ciggu: I

2 2 3

= ¢
Ty T Ty 2 2
) : Syn T Sy ’ 3!/1» | o R 2 :
J 3 3 3 ; R e
— |
v= a'/“l 2 ay:‘,...,a—— i El 2 2 i
[ 22 Ysn .4 — 1 g 7 ey
| a [ PR |
© o F | i
a2 a ;
| : 2
| o

] Ciay Cig, veay G }

A"‘S--.t = Coay Capy «nv, Cop

Crzy Caiy o ooy Ce ’

icm®

8M)__ % TEORYI ELIMINACYI. 176

gdzie suma rozcigga sie wszystkie kombinacye klasy n-ej af .. liczb
1,2 ., m J azeli po obu stronach poprzedzajace] tozsamssel wykonamy ¢
razy dzialanie y i zwazymy, se zastosowane do strony lewej zlewa sig ono

z dziataniem Q, znajdziemy:
QR =Ryt 10

As Yo jak podano W ust. 10, jest liczba catkowits dodatnig 7, 1A’ zad jest
funkeya catkowity jednorodna stopnia ¢ wyznacznikow Aax .., nie zawie-
rajacs w swych spotezynnikach nieoznaczonych cu, e, ... Jestprzeto, jak
twierdzono wyzej:

B
o h

Jezeli @, @sy -y P 5% formami stopnia p-tego nieoznaczonych &1, @, . &3

€11, Ci2y nv ey Cim

Cr1y Ch2y -+ + Ol

nieoznaczonemi i k << n < to wypadkowa k form:

gi = ¢ @y 4 e gpa- - + Ol Py (=12, 00

i n—k form 1iniowo-jedn0rodnych jest funkeyg samych wyznacznikow k-rze-
dn nkladu nieoznaczonych Cii, . -« Oimy -« -5 Cim:

12. Zagadnienie. Niechal gt oo-sltn bedg dane liczby
catkowicie dodatnie, mnie przekraczajace sdpowie-
dnio stopni o, My ..vy M form fifa.-sfn- Spélezynni-
kom iloczynu poteggowego 2y e .. T W formie f; na-
dajmy wage M@y Q2 ... T Gal albo zero, zaleznie od
tego, ¢2Y liczba g—o—a—" "Gl jest dodatnia albomie;
iloczynowi gpotezynnikéw form [is foy +ovs [n nadajmy
jako wagg sSumg wag jego czynnikow Wyznaczyé
najmniejszg 7 pomigdzy wag pojedyﬁczych wyrazdw

wypadkowej:
R=[flafi:"-7 fﬂ] .
&1, acg,...,m,,
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Niechaj X bedzie zbiorem wszystkich wyrazéw wypadkowej £, majg-

cyeh wage najmniejszg », H- zbiorem puzostalych wyrazéw, g.—zbiorem

T, . - . .

wyrazéw formy i, zawierajacych potege iy zmiennej ,, i niechaj

=t . -

Fe=as, Sith Jeieli gi—a., xr, N Al ay=1 przechodzg odpowiednio
na g IS to tozsamosé:

B={aw + i, - 3", . )
przybiera postad:

N+ H=[a, +n™ 4 Ill°, Moy ~F g+ M L
Jezeli zastapimy w niej kazdy spbtezynnik form f3, fs, . . ., fu iloczynem jego
przez i, iy, ..., Ta-y zZastapimy iloczynami by, 1y .ty gdzie
Jest nieoznaczong, y—waga odpowiedniego spitezynnika, otrzymamy:

N + lt"+1] = Uu, (”1» '%‘91"” 7— ?Ji’;) .. .L

gdzie Iy, s, ... sg funkeyami calkowitemi spolezynnikéw form £, f, . . .
zmiennych ,, T3y ..o,y @uey 1 nieoznaczonej £, Jezeli wiee wyraienie N,
Jako funkeyg spolezyunikow ., Gon, ..., Gun 0ZNACZYMY Praez N(Gix, day, ..., Gnn)
1 zastgpimy w niej a, Qony - -, Gun Odpowiednio przez — g — thy’,
g — !, L~ g, — 4, bedzie:

PN (=g g — g~ ) - [rF1] =.0.

W tej tozsamosei musza wzajemnie znosié sig wyrazy, zawierajace po-
tege ¢, ibedzie:

O=N{(=g™, — g ..., - gu

N ma wiec whasnosé zasadnicza wzgledem form gy, . .., g, 2 wskutek tego
musi by¢ podzielne przez wypadkowa: ‘

" 2[.(]1:.(/27 ag”} A
Ly, Lay . oy Ty

Niechaj bedzie N= i i niechaj @, B przechodzy odpowiednio na
&', B, gdy kazdy ze spitczynnikéw ¢ form s oy - o+, [ mastapimy przez
Ct, gdzie y oznacza wage spélezynnika €. Poniewas zastgpienie to jest
réwnowazne zastapieniem zmiennej x, w formach g, Y2y - oo, fn Dr7ez iz,
1 poznstawieniem bez zmiany pozostatych spolezymnikéw form f, fey - -
bedzie zatem R'—i=R, a stad:

b

icm®
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N = @R,

gdzie = pa... pn. Musi byé przeto » > = Ale » nie moze byé >z,
jak to pokazujg formy szezegdlne:

»,

Hy P g Hy My—pty ms My Py sy £

- i
fi=ay @ L fe=m b X @ fimm e m Ee L el - a2
Formy te, gdy w nich kazdy ze spilezynnikiw o wadze y zastapimy iloczy-
nem jego przez ¥, przechodza odpowiednio na:
Hy e Be Wiy " My g My q My q—wy, 4
fi'=a; 2y , =+ 23 2, yeeos Fuet=p 2 Bt

Mgy Hy My

fa=an1+t 2, ;

trzeba tedy obliczyé wypadkows:
B = [fl,r fﬁ’s e :fnl] .

Lyy Lgy o -y T

W tym celn zauwazmy, ze wypadkowa postaci:

o ” Yy
B Ty + Loty 1’9—‘—- T3lly, - ooy Ty +mn“’»—h -Tn]
= £
[ Zy @z 4 Lnz s Ln

gdzie w,,w,, ... oznaczaja formy stopmia »—I1,v,—1,... ma \ivartosé 1
‘W same] rzeczy, nie zmieniajgc B, mozemy w formie (n—1)-ej pomingé czesé
skladowa @, w,—:, nastepnie w (n—2)-ej formie pomingé czesé s}dadowq
Tu_y wu—p 1 t. d, wreszcie w pierwszej formie pomingé z, w,. Bedzie tedy:

¥y ¥z

*n—-1
B= [CBI, Loy eieyTn—1 » .'.U,,] -1
Ly Loy v oo 3Tl y; T

Wypadkowa B’ rozpada sie przedewszystkiem—nawet dla n,—p=0—
na dwa czynniki:

[ B o] o BBy [ o,
R —_—
. y L

s ooy Bpa1, &
Lyy gy oeny Ln Lyy Loy oo - Ty Loy s n—1,%m

z ktoryeh drugi, az do znaku, jest potega wyrazenia postaci B; bedzie tedy:

Prace mat.-firyez., t. X1L 12
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s I
R = + [miu"f‘_’,u-;fn
Lyy Byy ouey Xn

Jezeli n>2, to bedzie dalej:

B — [1:1"-, Zyte e £ fn’]

z, , 2y s L33 00ey Xn

= - xfu'! :ZQF’ fsly A ] [mlp-,, Ln, f:i’: .. .]m,-m,

Ly o Ly, Ly, BTy 5 Ly 9 Ty, ...

14 t ’ ]
= x,!‘x.z?“x,fa,...] m,“ﬂ,}‘g,...,f,.,w,.]”" =3
L. 3
iy Ty, gy A bmy, 2, L, o,

czynnik drugi jest tu znéw potegs wypadkowej postaci B, i bedzie:

R = + [xlu.’ T fys oy fn,}

Ty, Loy Tyyaouy Ty
W podobny sposéb rozumujge w dalszym ciggn, znajdziemy rezultat:
Fn—1

Ao ,
B =% %o @,y n]
o ,

Ly Lgy «vvy Tuoiy Tn

ktéry ntrzymuje si¢ i dla n=2. A zatem:

By fa Hypp My B Fy

o
Rr=i[‘”hm2:"'7wﬂ—1:t Zn ] ___i_tx[zhwz:'--:mu]=itn.

%]
Ty Loy o vy Tney , L 1 Xoy veey Tn

Jest tedy &' podzielne przez 17, a stad y=n.
Jezeli n=2, to mozna, jak wiadomo, wyznaczyé prostym sposobem.
Niechaj x,#p,, 2@, beds wyrazami form f;, f,, podzielnemi odpowie-

dnio przez &/, zm, b — spilezynnikiem przy o,k o,™— w formie fi, to

sy b2Q bedzie ty czesciy skltadows wypadkowej:

F’i“")’n By py + Gy -’1’9’”’]
Ty Ly ’
ktérej wyrazy majg wage u, s, Wypadkowa ta réwna sig:

) a:;' P1s B2 @yt gy a’ﬂ"’] .
13 &y

icm
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a poniewaz ayyf Ma Wage g, py, brzeto b4@) jest ty czescly skladowy wy-
padkowej

1

[%, e “’2’”']

7
2y, Ly

ktérej wyvazy maja wage zero. Aby otrzymaé te wszystkie wyrazy, dosé
tedy przyjaé ;=0 i bedzie:

b"!Q = P x‘ﬂ'lpi] ]
Ly, Ty

a wiec:

Q= (=1 lmse) [% "’2]; N~ [ 90 4 2] [% %] :

Ly, Ly Ly, Lo 3 L2y, &y

Whnioski. Jezeli w szczegdlnogel przyjmiemy py = py=...=pn =1
i czedé liniowa formy f; wzgledem zmiennych &y, %, ..., Tn— 0ZDACZYMY
przez

(bﬂml +b‘2m2+_,,+b5,;$,)mn"‘—1,
bedzie B postaci:
B=QX +b;by...0m—TH,

gizie H jest wymiarn wyzszego niz pierwszy wzgledem biu==a1., Don=(lzn,
.o bnn == G « A : . .

’ Jezeli spétezynniki form £y, fy, - - - » f» 85 funkcyami calkowitemi nie-
oznaczonej ¢ ijezeli formy:

fi (txla tx?a LR} tmn‘-l; 'w”)’ (F==1,2 o0y ),

sg podzielne odpowiednio przez &, %, ..., s, G0 wypadkowa £ for}n
fis fay - - -2 [ jest podzielna przez te:#s---#n, albowiem kazdy spétczynnik
wagi y jest w tym przypadku podzielny przez #.

13. Niechaj gy, go, - - -, gn Deda formy ogélne zmiennyeh x;, gy oo s Lo
fi» fays-+» f» funkeye catkowite jednorodne form Grs s -+ -2 Gn stopn%
Ly, Hay - -+ » Uy, KEOrych spotezynniki sg wedlug stosnnkow. stt?pm formam{
ogélnemi zmiennych x;, @, - .., Tn, tak 26 fi, fy, - .. Okazujg sig funkeyami
jednorodnemi wzgledem z;, @y, . . ., . Wypadkowa B form fi, fo.-- . fa
wagledem %, @,, ..., . jest podzielna przez potgge =-ta wypadkowej S
form gy, go, - - <, g, gdzie =g pty ... tin.
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Niechaj z;, 25, ...
form g,, go, . ..

ceeo ey ©obeda nieoznaczone, », ..., v, stopnie
, g« 1 niech bedzie:

o5 Sn—1, 1) =g,~0.

Niechaj, po zastapieniu spolezynnika by, przy o, w formie n PUZCZ Dy, 1.
formy fy, fo, ..., fa, B 1rzechodzg na 7/, f, .. -y Ia's B (b + 2); mamy

wtedy:
9—98 22t =Yy, ¥« -, Y]
Yo 1020 — g " = [y, Yuy oy Ynea, B,
gdzie:
Y1=Fy, =2y Xy Yoy==Ly—2y%n, . . . y Yn ==Ly —2, oy e
Wynika stgd: :

=@ Yoy - Gty ) =+ [9:% 0%, -

gdzie @, jest formg zmiennych oy, ..., ay, majaca wymiary p: wegle-
dem Y., Y5, .5+ 5 Yn—y, L. ) .

Poniewaz formy o, ¢, ..., . sa odpowiednio podzielne przez
i b o, B, gdy x), O, . . ., @, ZaStapimy przez ty 2,y 109+ 2520, ...,
{2yt 2n 3 %, to (patrz 9 i12) wypadkowa ich jest podzielna pr—zez [
Z drugie] strony wypadkowa ta rézni sig od wypadkowej form fi's ol o
tylko o wyrazenie [g,, g.% ..., 9. i ukazuje sie w postaci:

n (1),,,.—}— t) ‘l‘ [9:% L% ..

< 1],

-5 9"l
Mamy zatem:
B (burt-t) = [0, 0%, .-

Jeieli‘r?zwiniemy tedy R (bnt1) wedlug poteg nieoznaczonej f, to spol-
czynniki przy £, ¢, ..., " beds wszystkie postaci [¢,°, g.°, .. ., 9-°]; a wiee

) g'a", i"].

wyrazenia:
SR ooR
P8 7T W1

posiadaja wlasno§é zasadnicza wzgledem G Gay - -+ 5 Gu, Stad B jest po-
dzielne przez S=.
Wniosek 1. Niechaj fi, fa;e. -, Fas 01y Goy - - .

zmiennych z, =, .

, g» bedg formy ogédlne
-+, To, B—wypadkowa form £, f,, ..., fr, A—wypad-

e ©

icm
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kowe form gy, ga, ... g»; hiechaj stopnie form £, fs,..., fu beda my, my, ..., m,;
formy za$ ¢, o, . - - , g Diechaj bedg jednego stopnia m. Wypadkowg Q
form:

fi (s Gas - o5 Gady Fo (Gus Gas oo @)y ooy [ (0, 9o ooy Ga)s

wzgledem x;, &y, .. ., oa jest wiedy:

B Ar

gdzie p==m; My ... M, . ]
Najprzéd widoezng jest podzielno$é wypadkowej @ przez A2, Niechaj
dalej bedzie:

fil2y 2oy o ooy Zaets 1) =0y gi—2: g = i,
anp—spolezynnikiem przy xz,%» w formie fu, Q (@x—-t) wyrazeniem, na ktére
przechodzi Q; gdy @.. zastgpimy przez a..--. Wypadkowa form:
Fi (913 9s -y =™ 11 Fo(G1, Gare s gud—0'+ a5 -
frm1(G1sar -+ 8a) = 0750 fouay [ulG1r 8oy ee s 00) —F g =g 1,

wzgledem &y, i, ..., & 2z ktbrych pierwsze n-——1 sg wszystkie postaci
[), Wy, ..., Ox], ostatnia zas postaci [wy, w,, ..., W, tg"], jest
z jednej strony na zasadzie tej postaci podzielna przez wypadkows form
Wy, Wyy - -, O, W™, & WiC Przes =" i z drugiej strony rézni sig od wy
padkowe] Q {(@xn-Ft) form:

con Tl oen Fat (G40 Gay ooy G0,
Ly Ga) g™,

f1 (91 Gar < o5 G0y [2 (91, G
fu g2, goy -

tylko o wyrazenie [f;", 1" ..., [x"]
Stayd:

Q (@nntt) = [F0, £ ooy F2, 277

i jest jasnem, ze spolezynniki m»—! pierwszych poteg nieoznaczonej ¢ w roz-
winigein wypadkowej Q (a..—+1) s3 wszystkie postaci [£,%, 3% ...]; a wiea
wyrazenie Q ijego pochodne od 1-ej do (m*-1—1)-ej wilgcznie wedlug .
majg wiasno§é zasadniczg wagledem 7y, f, ..., fu. Wtedy zas byé musi @
podzielne przez B=" .

A wiee Q jest podzielne przez iloczyn A? B»" ™, Tloraz dzielenia moze
by¢ tylke czynnikiem liczbowym i mianowicie 1, gdyz Q, A, £ dla:

=™, =™, oo [ =207, 99=T" . L, Y=y
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staje si¢ réwny jednosci. Mamy zatem:
Q= Ar B»*t

Jezell w szezegolnodei formy £, fi, ..., /u 54 liniowemi, B zag jestich wy-
znacznikiem, wtedy:

Q=R"A.

Wniosek 2. Niechaj ¢y, ¢, ..., bedg formami ogdlnemi zmiennych
L1y Lgs oo v s Ty SEOPDI Mg, My, oy Wiy Prpa, Pigs, - - ., Py formami ogo6lnemi
tychze zmiennych stopni iy, mggs, .. . My, przechodzg ---i na
Portty Pkpr -+ o, 9u® PYZY #y=m, = . .. =2 =0; niechaj:
B = [ %1 @as v 0 @)

k]
Ly, 2y - vy Za d

bedzie wypadkows.
Wzigwszy:

1=y, Ja==Lg, . - o, =Tk, FJet-1=Fhd1y+++y In=Fn,

widzimy, ze R jest podzielne przez wyrazenie:

Lyy Lgy o voy Ty Pty <oy qu,,_r"‘zn e %41, o, - e, wno‘rm.“.mk
L2y, Ly, «.o, Py, Lty ooy Ta d Lapyn, 2de, oo 20 .

Tloraz jest niezalezny od spotezynnikéw form Prtls -+ Puy & Wige:
Mr+1

., i
[‘Phq’n---v'l'hwk—)—l yee e, Tn ]
Ly Lgy v ooy Lhy o o v oL ) Tn

— PP Tl Tagry - e e, a:,,'rk-g.x M TP, @y, q‘rk_i"“k-;-‘l e Wiy

I 2y, Ly, . L, Tk

Jest przeto:

R= I Prs Pas - -+ 971‘—[”'““ o ,—(Pok-i-l .. ¢‘n"1”“ g iy
Py, Zyy oo, & & E2ppy .. 2

f’r:zyk%ad. Niechaj ¢, ,y beda formy ogolne zmiennych ,, @y, 25
stopni 4, u, ». Oznaczmy wyrazenia, na ktére przechodzy v i y po zasts-

icm®
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pienin zmiennych z,, %,, 7y wyrazeniami Z,Y;—Tas, T3 ¥ ~%iYs 2Ly Ys—Ta Y1
przez v (@, Y), x (@, y) 1 poiézmy:

rmvEy 2 y)’| 6— ‘“w, % 5’/1$1+Ua‘1‘2‘i‘ys%—‘_
T la, m, z I 12y, &y 5 oy 2

Bedzie wiedy:
R =6 @ (y, Yo, Y3
Jezeli zastosujemy podstawienie:
0 =Xty 4 o=Y+pZ o=y

bedzie:
wiz,y) =v 6T —5hX X%
1@y =1 Wl — v X Xl
p=0 W, ys¥) 2 +IX Y1
Wypadkowa tych trzech form wzgledem X, ¥, Z z jednej strony réwna sie

e e A iKi-
yo*# R, z drugiej zas rozpada sie na dwa czynni

i—q’ (yi,yz?ft) Zz—‘rv =@ (YnYa¥s)*

Y 1

[ @ Y— X, X5 F), v Y — ¥ X, X0 YT )
i | 5 !
Drugi czynnik réwna sig:
0 (Y ¥s, Y2 s, P = [l
a zatem:
Y B =@ (Y1, Y2, %> & 447,
B =6 o (yy, ¥, %) -
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Czeg8¢ druga.

M Jezeii formy 9 b2 --.ygu Ziennyeh wy, ey @

S3 wszystkie postaci o for ooy foal, gdzie FiFor ooy fas sa

formami ogélnemi zmiennych By, Xgyeeey Iy, t0 znika W y-
Padkowa:

H:_glvg'}v"-sg’l_l.

LECTEC NN

Albowiem:
Rty = [g;:_(;s,,..,,g,.]:P1 hi +Pofy - v Pyl fos,

gdzie P, F, ... s3 fankeyami calkowitemi zmiennych x, x,, . oy Zue Jezeli
wige utworzymy wypadkows form:

fulueeosfoy B~ P — Pofy—. o f

to wypadkowa ta bedzie zerem, z drugiej za$ strony ukaze sig w postaci
A8, gdzie 6 jest wypadkows form Bisfor ooy foy, tz; » za$ oznacza ilo-
ezyn stopni form £y, f,, ..., fus. Musi byé tedy 2=0, gdyz 0 nie znikx
tozsamodciowo.

Wypadkowa B % form znika, gdy dwie formy majg czynnik wspolny
stopnia wyzszego niz 0.

W szeregn form Tutos oo, fr dwie formy #, fx niechaj beds iloezy-
vami fp, for formy ogdlnej / przez formy ogélue P Pi pozostale za§
niechaj beds formami ogélnemi zmiennych 2, Ty ooy T Wizystkie formy
Finfoy oot wystepujs wtedy stosownie do tego ezy n=2, albo n>2 w po-
staci {7}, albo [f, 7., /5, L gdaie a g, ... ozuaczajy liczby 1,2, ... , B, po
usunigein liezb 41 %; Jjest zatem B=q.

Twierdzenie to wyplywa i stad, 7e wtym przypadku B zawiera jako
rzynnik wypadkows szeregu form, w ktérej forma i-ta i J-ta 83 réwne f;
taka za$§ wypadkowa nie zmienia sig, ody forme %-tg f zastapimy roéznicy
f—f formy k-tej § i-tej, a wiee znika tozsamoseiowo.

5. Jezeli dla form szezegllnych £y, fi, . .., fase zaleznych od # zmien-
nych wypadkowa; :

6_—_—f" f;,...,f,.,,,u,‘

L%y, g, ... 3 Ln1y T

-
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(47) % TEORYI ELIMINACYI. ‘ 185
zuika tozsamosciowo wzgledem wu,u,, . .. ; W, to znika i wypadkowa:

R =—f11 f27 D] fﬂ—l: fﬂ

L&y Loy v oy Ty Tk

dla formy ogdlnej /5. o ' -
Niechaj @1, ¢y, ..., gay beda formy liniowe ogdlne zmiennych
Ly, Loy oo .y Tns polézmy:

K 4y <oy 1, Uz | _
fi‘}“tﬁl’im":gi; lgh Gy b ? _61
Ly Xy owey Tpgy 2 A

915 Gy« - oy Gu—r,y f"l_——_ By mymy ... my=yp
V& 8y o a sy Ty, T L

My Ty oo W] == My oy == Wy fly == ... = My fin_y,

gdzie my, my, ..., m, sg stopniami form £, fo, .. < f,‘;. t za$ jest nieomg:f-.
czong. Wyrazenie 8, jest podzielne przez ¢, poniewaz dla ?:O przechodzi
na znikajgce wyrazenie 6 i nie znika tozsamosciowo, pdyz przy potedze
p-tej .
tetsatetu ma spélezynnik réwny %‘1 potgf'lze wypadkowej form
Fyy @ Pn—1; Uz. A Wige 8, jest postaci #L, gdzie L nie jest juz po-
3 72y e my Pu—ly . o

dzielne przez ¢, . za$§ > 0.

Wedlug ust. 5, mamy:

0= By = N (4, 4, ...),

gdzie N jest funkeyg catkowity jednorodng stopnia‘p spfiiczynuikéw A,A:, -
wyrazeuia 6,. Jezeli wige B, B', ... s3 spéiczynmkam} przy t;:ch Sam).(vh
iloczynach potggowych nieoznaczonyeh u,, w., ..., Uny Juk A, 47, ... wwy-
razeniu 6,, bedzie:
A=1#B A=¢HB,...
a stad:
fho—hmy Fp-my H] = fhe N (B’ 317 .. .\’,
Iub
Le—mn B, = toma N (B, B',...).

Jest zatem B, podzielne przez i, z drugiej zas strony R, = /4 {¢},
awiec B = 0,
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16. Jezeli dwie formy @ (&, o, - - + 5 Tn)y W (%g, Fa, . . ., Tu) zmiennych
@y, Ly, « - - , &n, Die znikajgee obie tozsamogciowo, maja czynnik wspolny sto-
puia wyzszego niz zero wzgledem zmiennych @y, %, . .., Zx ktéry musi byé
oczywiscie jednorodnym, to znika wypadkowa B form:

¢ W X+2. Y, Xtz -0 v (1 X+2Y, 2 X+2,Y, ...,

wegledem X, Y, gdzie yy,4s, ... ; &1, %2, -« - » 2« 53 Dieoznaczonemi.

Jezeli mianowicie y (%, %o, . ..) jost takim wspélnym eczyunikiem, to
P (y, X+2,%,...) 1 vy Xtz Y, ...) majg caynnik wspdlny x (4, X+-2, X,..).

Odwrotnie, jezell wypadkowa R jest tozsamosciowo zerem, to formy
@, w maja czynnik wspolny stopnia wyzszego niz zero.

Szukajge mianowicie najwiekszego wspolnego dzielnika 7' funkeyj:

K4 (Xy1+517 Xy2+227 .. ')) Y (‘Yy1+zl7 Xy2+32) A ')

wzgledem X, mozemy przyjaé, ze jest on calkowity wzgledem y,Ys,.21,%3y-
i mamy tozsamosé:

MT = [‘p (ny+51, .. '); P (Xy1+21, i )]:

gdzie M jest funkeya calkowits nieoznaczonych ¥y, ¥s, ..., %y 2s, - - -, Lie
znikajgey tozsamodciowo. Jezeli funkeye 7 przez wprowadzenie zmiennej
¥ uczynimy jednorodng wzgledem X, Y i oznaczymy rezultat przez T, gdzie
T, nie jest podzielne przez Y, bedzie:

0w Xyt Tz, )]

i jest jasnem, ze wypadkowa form ¢ (Xy,+¥zy,...) (lab v (Xy,+-Yzy,...))
i MTYe jest algebraicznie podzielna przez R, ze wiec wypadkowa form
o (Xy+¥z,...) 1 T, Wb form v (Xy,+ Yz, ...) i T} znika. Nie moze
byé tedy T stopnia 0.

Jeieli w formie 7' zastapimy nieoznaczone 2, 7,, ... przez Nieoznaczone
@ — Xy, %y — Yys, ..., otrzymamy funkcye calkowity y zmiennych
Ty, @y, ey Uiz Yoy - - - , X, Ktora dzieli funkeye ¢ i, a wige nie moze zawie-
raé nieognaczonych X, ¥, ¥, - - .. czyli jest funkcyg tylke zmiennych
@y, Ls, . <oy Lne  'Ta funkeya musi byé jednorodns i nie moze byé stopnia 0,
gdyz y (Xy;+2,,...) = T zawiera zmienng X przynajmniej w stopniu 1.

17. Niechaj fi, fay - -+, fu;

MT, Yo =[p(Xy,+ Yz, ..

U=y Xy g Ty - oo - U B 3 V=010V

Wam=t0, X Wy Tgt. . . Wnn
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beds formami ogdlnemi » zmiennych wy, &, ..., Zy ¢ i —wypadkowemi,

mianowicie:
P (“1 Ugoun ’llm):'— fl’ f;, o f”“h lb.z] ?
Xyy Lgy v -+ g Tu—ly Ln
- — U,
W(ub ‘N«g,...):[fl’ fw sfu 2y fm m] i
Ty Ty, ... Tu1,Ln

Jezeli w wypadkowych ¢, v zastapimy nieoznaczone uy, %, - ..
Xv,+ Yw,, Xv,-}Yw,,. .. iutworzymy wypadkows:

przez

0= rp (X, +Yw,, ..

-— ki

) v (Xo+Yuy, .. )1
v s

to bedzie ona podzielng algebraicznie przez wypadkows:

B[l for - - sfu-|7

L%y, %oy oo Tud

form fi, far vy [a-
Albowiem z tozsamosei:

QYe = [@ (Xo, +Yuy, ...), v (X, Yy, .. )],
T @ =[fis far- - s Fats sy Tt =1[f1s for -+ fos o ta
wynika najprzéd:
Z @ (Xoy+Tawy, ..y =[f1s fas - - - Fa1y XOs-Yws],
a2ty (Xvy+ Yoy, . ? =fis far~ -« » [ty [ X0 p-Y0],
a stgd przy odpowiednim wyborze liczby o:
QY2 €% = [fyy fay -+ - s [r oy X0z T

Jezeli wige nieoznaczone X, Y, u, ts, . .. zastapimy odpowiednio przez
WYIaZenia — wa, Va, Wo Uy —0g Wy, W Vg—0g Wy, - - -, bedzie:

Q0,8 2,° == [fnf?y"w fﬁ]'

A zatem Q posiada wilasnosé zasadniczy Wzglqdein form £y, fay - -2 fn-
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18. Jezeli 0 jest wypadkowa n —1 form ogélnych £, fy, ..., fiut
zmiennyeh &, &3, ..., 2 i formy liniowej wo=w, o, + ...+ u, Ty 1 jezeli

polozymy dla skrécenia 585? = 8;, to wyrazenia:
1

fx (‘Bh 6‘!- sy G)J, f_‘ (ep 621 ERE) 6,,), try f’hl (615 627 AR ] 67’);

beda wszystkie podzielne przez 6. Jest bowiem:

b, = [fl: fﬁ; ceey f"—-ll + Qu'i‘:
gdzie Q jest funkeys calkowity spélezynnikéw form f;, fy,..., %, i zmien-
nych zy, &, . .., an Jezeli wezmiemy pochodng wzgledem u;, bedzie:
z.” 6,- - [fla 7‘21 LR} ﬁt—h u-T] _i_ Q‘Tia
a stad:

L™k [ (O, 05y o 02) = [fisfas -+ » 1] -+ Qm e
=[fh fzt (AR fn—-—], ?lrx].

Wyrazenie fe (8,8, ..., 0,) posiada wige wlasnoéé zasadniczs wzgledem
form f3, f3, « -+, us idlatego musi byé podzielne algebraicznie przez 0.

19. Niechaj s, 85,.0,80; Bye fyyevny but g, g, ». .0 2%, bedg nieoznaezone,
fis far o fa—s dane formy zmiennyeh @, =, . .., , takie, ze wypadkowa:

ez—fu ’2; M
L2y, o ool T, @

] f 2]y Uz |
)

nie znika tozsamosciowo wzgledem v, sy ..., 1%, Niechaj 8§ wzgledem
Uy, Wy, - - .5 Us TOZpada sie na dwa czynniki calkowite P=i Q, gdzie pu> 1,
P za$ jest stopnia wyzszego niz zero wzgledem u,, g, ... inadto jest nie-
spéldzielne tak z @ jako tez z wyrazeniem:

b 3P oP

S o— 8 = F .. L o8y e
PE, T + + s ETR

Polézmy dla skrécenia:

ar . , s ,
le_:ifi Wht P4t Pa=ry,

oznaczmy dla skrocenia stopien funkeyi P wzgledem Uy, Ug, ooy U DYZCZ A,

icm®
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iloczyn stopni my, My, . .., My funkeyj fi, foy- .., fa— Drzez », wyrazenie
zas postaci [fy, fa - -+ » fa—a] ogllnie przez [J..
I. Kazde z wyrazeb:

FoAPy Py ey P, FatPry Po oo oy Pad ey Fue1 (P Py oo Py

jest algebraieznie podzielne przez P.
Wedlug ust. 10, mamy tozsamosé:

0 (b, —sly,. )= Pe{izu—uzty,...) Q2 —uzly,...) =[],
gdzie:
B (tyu—uz ty,...), Pllzuy—usty,...), Q{r;—usty,...),
s3 wyrazeniami, powstajscemi z 6, P, Q przez zamiang nieoznaczonych
ty, Uy, « .. Odpowiednio na Iy u—trty, lotho—Usls, ... Wzi@\zvszy pochodne
u—te obu stron wzgledem ug, ug,. .., % ikladge dla skrécenia:
te Pi— Pioe =y,
znajdziemy: ’
al LNy, ys e Gl sy, ) - [Pt} = e
Dla kazdego tedy iloczynu potegowego:
P=va9p...%
stopnia u-tego wyrazed ¥y, ¥s, - .., ¥» Ma miejsce réwnanie:
i # QY = [tz P] + [a-
Poniewaz jest tozsamosciowo:
47 fi (Pyy Poy o ..) = fi{ts Py e Py .. 0)
= f; (Provytyn, Pracs + 4o .- ) =B fi + [y, ¥, - -5 Yal
= [fo ¥, Y2y -+ -1 Yuls
przeto podnoszac do potegi s-tej, znajdziemy:

tpems i (P, Py, o ) =11 D, .. ],
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gdzie L, 9¥,... sg rozne iloczyny potegowe stopnia u-tego wyrazen YisYse ey Yo
A wiec z powyzszego rownania wyplywa:

Qf# (P, Py, .. ) tr—rtemi= [y, P+ ..
Na podstawie tej tozsamosei wypadkowa form:

T fo -

wzgledem xy, z,, ..

s fomts QFF(Pyy Py . ) tppmetr—s
., s Wystepuje tak W postaci:
Q1A (P, By ) 0 (2, by, . ymitrme
jako tez w postaci:
(6, P} =[P],
a wiec wyrazenie:
Q@ Fe (P Py, ) B (b, 1y, ot

Jest algebraicznie podziclne przez P. Tozsamo zachodzi i dla i (P, P,, L),

gdyz QiP sy niespldzielne, a zatem i dla f; (P, P,,..., B,).
IL Jezeli polozymy dla skrécenia:
AP (s, 8,... dP(8y, Sg, - -+
‘"’1 (85812) ) + u’? ( 155:’ ) + EERSS 'P" (517 ‘321 .- ')1

to wypadkowa:

R = '_P(Xv,—]—-le, ), P (Xoy+ Yoy, . )
D¢ Y ’

L , 1
bedzie podzielna algebraicznie przez P.

Niechaj o, %,..., 8B, %, ., €, ¢, ... begda spéiezynnikami, wystepujgcemi
odpowiednio w rozwinigeiach wyrazei:

Pr(trsy—8aty, . ..), Q(ts8y—8aty,...), P* (£a81—S8aly, «..) Q (oSy—Saty, .. .)
wedlug nieoznaczonych s,s,,...,14,%,... ; 1 niechaj Z, bedzie jednym

z iloczynéw potegowyeh stopnia m-tego spotezynnikéw B, ', ... Istnieje ¥
wykladnik e taki, ze wszystkie iloczyny UL, AL, .. dajg sie przedstawié

) Mertens: Wien Sitzungsber., 1892.
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jako sumy wielokrotnosei (funkeye catkowite calkowito-liczbowe: liniowe.i je-
dnorodne) iloczynéw €L,—i, ¢'L,—,... Poniewaz zgodnie z tozsamoscig:

P (£,5,—Sudy,.0) @ (tesy—saty. ) = e

wszystkie spélezynniki G, &, ... s3 postaci [ 1., przeto takiejze postaci sg
iloczyny ©L,—1, @' Lo, . .. i bedzie:

HLo="]e, WL={l, --.
a wiec takze:
Q" (tzu'l"'usth---) pe (iﬂ?sl_s"tl"") :[1’”

7 rozwinigel tyy bay - ooy Upy Yoy oo oy 2o
gdyz @° (f2u—Uzty, - . .); PO YOZWIDIGCIR weding ty, &, ...,
I:;viera. sam; sumy wielokrotue iloczynéw potegowych L., za$ P“(t;.s‘-——s,t,,‘..)
. i o9 s
po rozwinigciu wedlug #, ;... 51, 53, - - - W2 spotezynniki ¥, A, ...
Bedzie tedy:

t,’ Qe -F# {SIJ Sgy <~ ‘) = DT + {sfs u‘]»
gdzie:
a =P'l + € (V'—F;')a
u-krotne za§ wykonanie dziatana:

3 3 L
g T Tt

daje:
J p! % @ Pt (51,5 - ) PGS - 3 = e + [8s, 4]
Jezeli polozymy:
s=v; X+ ¥, s,=0X+w,¥,
bedazie:
0 Q¢ Pr (0, X4 X, .- ) = Ule + [t 0, X-tws 1]
£ Q0 Pyt (0, X4, ¥, .. + [P (0 Xfw, ¥, )]
= o -} [tta, 22X +ws Y]

Otrzymujemy stad na wypadkows R réwnanie:
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54)

(

EB D ek Qo Ri—tu e — [, - [u,].
Zastgpujge tu @y, 5, ..., @, przez P, Py, ..., P, otrzymujemy wedlug I:
P‘n(.‘?.l-ny Qe(ﬂ—])y Reer — [_P]
Poniewas zas§ P: i @ sg niespoldzielne z P, przeto N, a wige i N-jest
algebraicznie podzielne przez P.
Jezeli napiszemy:

N =MP,

to I bedzie nieznikajgos tozsamoseiowo i nie zawierajgea nieoznaczonych
y, Uy, . . . Tunkeya catkowity wyznacznikéw:

Uy Wy — Oy Wy, Uy Wy — Vs 20y, ...
II1. Poléimy dla skrécenia:

ofi

5;,:”—“7"-7:,

P hay Fas oon, fin
f‘zlv f??; '-'-‘/'273

|

A(ml,xg,...)=!. e e e

) | Frctits Fas s foin

. J by by o, |
N=A(P,P,..., P

Jezeli p>>1, to NV jest podzielne algebraicznie przez P.
Pomyslmy formy £, £, ... » [a—1 1ajprzéd jako ogélne i polézmy:

173 m}-—t, fi:")i: f (Ep &y v , &) = fioy tx”fﬂo—témiﬂz.qf’
gdzie &. &, ..., £, oznaczajg zmienne. Poniewaz:
Qo= fi(ta &, 1. &, .. ) — fi (G, team,, .. D]

=leltebite by ) — fi (gt by, bty &, .. )

=[15 3. .o . ; )5
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to mozna napisaé:

9i=Pun + gats + ...+ Puya,

gdzie pn, @a, .., i 53 funkeyami calkowitemi zmiennych Ny Nar v e ey iy
tz, &1y &y - .. 1 spllezynnikéw form 7. Rozniczkujac wzgledem 2., znaj-
dujemy :

o o, o 2
o, Ps2 +... "{" Pin 2,

My % L b [0 — i = g T 3
Ty

29 Pz 3@
+’71e—xr‘+172 @:4‘---4—’7" Fral

Pomnézmy przez 7, i sumujmy od r=1 do r=n; wtedy uwzgledniajgc
réwnania:

bbbt tlag=0

01 Oy g D
Wl”gm—l‘l""iﬂa—m?‘l"u- + 7 dw,

Opix i Opu _ N 2pu [ Ona - o
M 8;7:1 +772 3.’22 "11"-' +77” axn “‘2 aﬂa it 3.’,6, + 2 3562 +

8 S
+ 2 Gyt t )=t Zna .
3%, e

i opuszezajac f; zhajdziemy:
(=t~ fa—ca) 9y + (—tg"" 1 fo— wa) s + ... =gy

gdzie:

0@
Wik — Z Na 97]«: N

a

Mamy wige n» — 1 tozsamoSei:

t 1 fn -l— 5011) /A + (t 1 f12+w12) 772'{" .= —!,71,

3 £
(t&m,—x for +o2) -+ (tgm‘_l faot@sa) 71240 o .= —0s,
(tg”n—-l—l fa—1 On—11) ?h+(t€m""1_l fat2b@n—az) N3+ - 2= — .

Prace mat.-fiz,, t. XIL 13
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Jezell dolgezymy jeszeze rownania:

bttt b =0,

=AU gy e Wn Y T U rugfﬁ:().

bedziemy mieli n-1 réwnai liniowych dla wyrazen :

Bis oy -+ o9 Yny tg Ug — Uy tz .

Rozwigzanie tych rownan wzgledem 7, u, — %, t. daje:

4 (z'E Uy == Uy ta) =[5y Gos e -+ s Gu—l,
gdzie A oznacza wyznacznik:

ftg""l fu + ou T+ own,
| :

| tﬁ”"""‘l fam11+ Ons, 755""'“‘ fu—i2+ Ou—ag, . . .}

2 [ 75N e

Jezeli rozwiniemy wyznaczmik 4 wedlug wyrazed w,,, w;s, - ..} @
i wszystkie wyrazy, zawierajace przynajmniej jedne z tych wyrazen "jako
czynnik, zbierzemy w jedno wyrazenie — o, bedzie w postaci {7, 3, .., 9]
i otrzymamy:

A= l‘€° A — o,
gdzie:
o==mytmy ... My —n 4 1L

Jezeli wige przez g rozumiemy forme ogélng zmiennyeh &, &, ..., &,

stopnia go—-»—p--1—m,, przez s nieoznaczong i potozymy: ’

stymwtt (tgf‘“ Ab—qp) 4 g f,° = F,

2

[t;“z F—yg tem, fis Gas - ons Gty uE] —0,

e17 ﬁﬁf""feﬂ
gugzw-wg’n——lzu] v
£l =60 — =
B, ..., & @
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bedzie wy;-aZenie (F—g ,°) u, podzielne przez Até %, a wiec—podiug po-
wyzszego—postaci:

(90 Goe -y Gt %],

tozsamo stosuje sig do wyrazenia:

(tn B — gt f) w,

a przeto wypadkowa w,2 Q form:

(tmF—g () ey Goy s Gamry A

wzgledem C, &, ..., &, musi by¢ bodzielna przez 6° Niechaj bedzie:
Quze = HOO.

089 jest podzielne przez u., ale nie jest podzielne przez w,?, gdyz jest:
60 = (=17 6 - [, 3

gdyby wiee 0" bylo podzielne przez u,? musiataby pochodna 5??- mieé wia-
n

snoéé zasadnicza wzgledem fi, fs, .. ., fam, Uz, €O Die ma miejsea. A zatem
H musi byé podzielne przez u,e—*.  Jezeli polozymy:

H=upK;, &= | BRIV AT 3 s
: 16,6, ... &1

v m—2)yipotvy—pt=1—1,
bedzie:
' Quy=K8 = Et0-00 4[],
z drugiej za$ strony:

Q—_-t:cr_l Q"}‘Dz,
a zatem:

T u, D= [BJ + D“I

a po wykonaniu dzialania:
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) Rl 2 [’}
(tﬁj—_: e LT

_ -
b B lﬂe‘ (t 797) 6, qu + ..

Jezell tozsamosé te zastosujemy do form danych £y, fo, ..., fue1 1 polozymy
nadto:

s=0, xll—ﬁPlv Zy=Py, . .., Zu=Py,

2
rrzez co P, F, o, g niachaj przejds na 2°, F°, w,, 5.° beds 6, (t G_u) 6

wraz fi (B, Py...), fo (B, Py, ...) ... podzielne przez P, a stad Pr &9,
a wige i ©° musi byé podzielne przez P. Z drugiej strony jest:

F= Q N= tgpla‘(-'v~u+l _ thv—tc+1 @y -+ g,

poniewaz wszakze kazdy iloczyn potegowy stopnmia u-tego 7.0 74°... 5"
wyrazefi #,% 5% ..., 5° ezyni wedlug I, zadodé réwnaniu.

Q;;ﬂn'l 77!0 "?ﬂ“ et 7780 = (Pa ug) fln9 sy f"—lo.]s
przeto Qt&""*+1 w,® jest postaci:
'Pf10+ [f?or f‘ﬂ’ fe s foﬂ-—li u&’ -P]
i bedzie:
= QN tg'ua+v~!‘+1 +@—) 1+ %y famy ”&J P

Jezeli dobierzemy funkeye ¢ tak, aby bylo g=v, co z powodu rownych
stopni funkeyj g i v jest dozwolone, bedzie:

g0 = [ QNG LA ]
- &1 k] gz 3 cety &H

= -+ e Nue Lrotr—pti + [P,

gdzie:

szfg, fs» --~,fn~l7tz,uzl
L2, may o o oL By
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Bedzie tez zatem:

Qe Leotr—ptl Neo — [ _PJ.

Wyrazenie L wedlug 15 nie moze znikaé tozsamosciowo i musi by¢ niespét-

dzielne z P, poniewaz zawiera nieoznaczone By day o e oy Uy, 2y, ... tylko we-

wngtrz wyznacznikoéw #u,—f, %, . .. Gdyby bowiem L i P zawieraly czyn-
nik wspdlny T stopnia wyzszego niz 0 wazgledem Uy, U3y ..., t0 by-
toby L = [T}, a wiec po zastgpieniu nieoznaczouych Uy, Us, .. . DPrZEZ
16, +8ty, U3+ 5%y, . .. byloby:

L = [T (uy+sty, 1g-Fsty, .. ],
co jest niemozliwe, poniewasz L nie zawiera nieoznaczonej s.
Poniewaz tedy Q¢ Léetr-#+1 i P sq niespéldzielne, wynika stad:

Nee =[P],
a wiec takze:

N =[P].

0. Jezeli fy, fy, ..., fus 53 ogélnemi formami zmiennych z,,2,.... >
inie wszystkie liniowemi, i jezeli potozymy:

fll'l flz: ""1f1"
f21) f2?7 "':fiu

I
F

fu~—11, fn—:z, DR E T

Uy, Ugy ..., U

Up = Uy Ty + Ug®y o - o - Un T,

B — —f“f‘g,...,f;,_j, ’Uq,—l P — —fl, fgy ey fn—-l, Au—g,

V2, By en oy Tpe1y Lo

Loy, gy o o0, Ty, T

to ¥hedzie podzielne przez 6.
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Albuwiem mamy:

fins fias - oo fonety % o+ @l + 000 i Fn
fats Fogr - o fan—1, @ for + T2 fan . @ fa

- .. . . o

A Au =

Uy, Uy ooy Uy, Up i

fins fiar -+ e fln—l; my fy

gy Ugy ouvy Un—iy Uz

Z tozsamosci zas:

Y’ﬂ%’ = [fn f2: ceesfa-ly Au]a

wynika:
N [fl‘ fﬂ, ey [ty Ty -&u],
bedzie zatem:

mﬂr+l V= [flv ﬁ.” v fﬂ-—h u’-@'J-

A wige ¥ posiada wlasno$é zasadnicza wagledem 7, fi, ..., Frety e
Jezeli napiszemy:

P=0D§6,

to D bedzie funkeys calkowity spotezynnikéw form fisfa ooy fae1, Dieza-
lezng od w;, %, ..., u,; funkeya ta nazywa sig wedlug Kroneckera

wyréznikiem tychze form
Jezeli:

24 .
mzeﬂ 6{(”1,1‘2,.-A)=t161+t262+._'~i—td 6,,s

to wedlug poprzednio dowiedzionego twierdzenia:

I—e (0, XXy, . .., 6 (v, X4+wY,...)] — M6
| X, Y, = Mb{Z, .. ),

glaie 3 jest funkeys catkowity spolezynnikéw form Jio For ooy fama

iwy-
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Z0ACZDIKOW ¢qwg—votty, 010y — vyiny. ... Wyrazenie M jest algebraicznie po-
dzielne przez D.
Aby to okazaé, polézmy:

of,

Uy = fu, Fole foi= s,
fi G Xyt X X0, Xny ooy =1 X, —6X, — . .. F aaXa) =g
VIS My .. M .
Forma f; ma przy iloezynach potegowych:
Xy Xmimy, X Xy, L., X,

spotezynniki:
in fil—iifm. tu fz_ - fgff‘m ey fa *
a wypadkowa formn ¢y, g - - ., g WZgledem X, X, ..., X, jest z jednej
strony rowna i,”*2 ¢,” 6, z drugiej zad§ wedlug ust. 12 jest postaci:
“y bu fll— t fl’“ Uy f‘li"_tfzfl’h e fI 1
eyt. .. . ... .. . ..+ H,
[ f’ll'_ti fnm tn fﬂ"—tg fnn, DY f» 1

gdzie Q, H oznaczajg funkeye catkowite spolezymnikéw form £, 75, ..., 7%
oraz zmiennych a, @, ..., H za§ jest wzgledem £, /5, ..., fs wymiarn
wyzszego niz pierwszy. Mamy zatem:

tuy(n_g) ts” 6= [Mz At] + [fly fh e ”“‘1] + H

Po wykonaniu dzialania:

2 2 . 2
f S ity b
Loy, TR T At 1ty

i zastgpieniu nieoznaczonych uy, ... PIAGZE ¥y Wo— Wy Uy Uy We— Wy Uz, -
otrzymujemy:

550 17 0, (11— 10105, - ) = [t M [fos Fan ooy Fomi]

Jezeli przeto weimiemy wypadkows form:
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fl: fﬁ’ v

wzgledem zy, «,, . .

<y faty EOD 87 6y (00—10,0,, .. ),
. ,a€s, to bedzie ona tak postaci:

L= G (8 ) MO (fy by, .. ),
jako tez i postaci:

16 (fyy ty ) DO (b, by .. )]

Bedzie zatem:

LB G (b, 8, L) M =[DB (8, by, .. )],
a po zniesienin ezynnika &0 2% 0+ (¢, £, . . )
== [D].

Wyréznik D znika, gdy 8 posiada czynnik wielokrotny wzgledem w,,u,,
Jest tez wtedy bowiem takze:

0= FrQ y
gdzie p>2 i P jest niespéldzielnez @, oraz z wyrazeniem:

P P
Pt=t1m-+t2 E—[—.

Z tozsamosei:

Db (th tm . ) tzr = [fh fﬂa ey In—1 Af]a
skoro potozymy:
9.__3£ . _ 8P . r
Ty BT = S,

wynika na zasadzie vst. 19:

DOt ty,...) Pr =[P

a wyrazenie DO (4,4, ..

Ze za$ 0 (i, & 4, -+ .) e znika toasamoscmwo przeto:

D=0

gyeeaslly

-) musi znikaé, poniewaz nie zawiera uy, i, ...

Ale wyréznik D znika tez, gdy @ zaika tozsamosciowo wzgledem #,, u,, . .
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Niechaj @y, Ps,. .., Pa_y beda formy ogélne tych samych stopni, co
fis for « -+ s [nm1; ¢ niechaj bgdzie nieoznaczong. Polézmy:
fitite:=g: b= [g"gﬂ’ ceey Py “x]

Ty, Loy we vy Ty

Jezeli przez N rozu-
. Wy-

i oznaczmy wyréznik form ¢y, gy, .. -, fam PYZEZ D,
mieé bedziemy funkeye catkowity jednorodng spolezynnikéw 4, 4% ..
razenia 0, stopnia:

Q= My My ... May (Mgt o Ay — n-1),

bedzie wedlug ust. 5:

By (£, .. Yot Dy = N (4, 4, L),

8, nie znika tozsamosciowo i jest podzielne przez ¢ J ezeli t* jest najwyz-
szg potegs nieoznatzonej #, dzielaca wszystkie spélezyoniki wyrazenia &
i jezeli polozymy:

§, = Ftr, A= Bi* A'=HB 1,

to poprzedzajgce réwnanie da nam:

Frmee b Dy = o octnek ) N (B, ).

Gdy wiee my - my + ... + Mg — 0 >0, b0 D, jest podzielne przez f,
a wige D=0.

W przypadku m,—-my—f...-bn,_—n=10 jedna z form foo far o vvy frm
jest kwadratows, dajmy na to fi. pozostale linjowemi i twierdzenie nasze
wynika z rownania:

3%

=4 X0 53 -
D= & aa 5 Quy

w ktorem:

fi = 2 g Ty Ty

91. Dana forma F uieoznaczonyeh wy, g, . .., Us daje sig zawsze

przedstawié w postaci = Corye . .., gizie formy @, v, ... 53 odpowie-
dnio niespéldzielne z formami:
dy
dy ‘,y' o
4 a s * Jtty oy T +t"6u ! t‘a +t° + Juy
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i — gdy ich liczba jess wigksza od I—takZe niespoldziclne pomiglzy soba; ¢!
jest stala, 7,4, ...,%, sg nieoznaczone.

S, @ . :
Niechaj (i TJ) oznacza dziatanie:
E I
fx;g;l‘f“fz Sy T ~»-+i»§5;,
i niechaj bedzie:

2
F’=(t,\i) I3 F"=(ti)5’= (ti) P, ..
u Ju du

Jezeli F, F’ sg niespildzielne ze sobg wzgledem nicoznaczonych
Uy, Ugy ooy Uy, t0 doSE polozyé g=F, aby otrzymaé przedstawienie F==q.
Jezeli F'i F' posiadajg dzielnik wspolny stopnia wyzszego od 0 wzgledem
Wy Ug, ooy s, 1O MOZE W tym razie jeszeze takze FF'.F" albo F,F B F"
it. d. posiada¢ taki czynnik wspélny. Niechaj 2 bedzie najwigksza licaby
takg, ze jeszeze F, F',..., F%~) majg dzieloik wspélny stopnia wyiszego
niz zero wzgledem uy, u,, .. ; i niechaj ¢ bedzie najwiekszym wspél-
nym dzielnikiem tych funkeyj. Jest wtedy ¢ niespotdzielne z forma

] .
¢ = (t 3@) @, gdyz w razie przeciwnym mialyby takze F, F',... F®
czynnik wspélny.
Forwma F jest podzielna przez ¢*. W samej rzecay, niechaj bedzie:

Fi— A, 7,
gdy i<<l. Z tozsamosci:

-2 — A, @,
. : . E)
po wykonaniu d_z1alanm (t '5:2) , Wyplywa:
. ’ 5
1) — 4] ;14_3 -l—- [+ (75 "aa‘) Al‘%

i bedzie:

, 3\
P Ara=pdi —p (t -a—u’ Ass.
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A wiee ¢ Ae2, a stad takze Ag—. wmusi byé podzielne przez . Jezel
polozymy A« = B, bedzie tedy:

P2 = Bg?.

Gdy wiee i=2, jest F==DBgp? i twierdzenie jest udvwodnione.
Gdy 1>2, to z tozsamosci:

Féd = Ao,
P 2 .
po wykonanin dziatania (t 517), wyplywa znow:
2
P = dicat o (1) 4o

i bedzie:

2
¢ Aig=Bp* — 4 (t 5;7) Ain

~

Aq_, musi byé podzielne przez . JeZeli polozymy Az = B, @, bedaie:

E
o B = Bp — (i 5‘{&) B‘ @
lub:

a )
9 B, = By — ¢ (tm-} B,

B, musi wige byé takze podzielne przez ¢. Kladge B,= Cg, otrzymujemy:
FU-8 = Cp3.
Postepujac w ten sam sposeb dale], dojdziemy do réwnania:
F=g¢* @
i jest jasnem, ze ¢ 1 & s niespoldzialne. Jezeli forma  nie jest jesacze

stopnia 0 wzglgdem u, Uy, ..., U to nalezy z nig postapié tak samo, jak

z formg F. o .
Postepowanie to prowadzié nalezy tak daleko, poki nie dojdziemy do

formy stopnia 0.
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22. Zadanie. Dane sa formy 7, fa..-, fom % zmiennych
Ty & -.. ¥y Wyznaczyeé wszystkie rozwigzania réwnan:

f1=0’ f2=09 ey fn—j =0,

t.j. wszystkie uklady » wielkosci, ktére wstawione
zamiast @, 2,..., 2, czynig tym rownaniom zadodd,
Dwa rozwigzania:

O, Gay oon Gus By, By, ol By

uwazamy wiedy tylko za istotnie rézne, gdy wielkosei jednego z nich nie sy
odpowiednio propercyonalne do wielkosei drugiego, t. j. gdy nie wszystkie

wyznaczniki 6,8,—aby, 06,—ab,, ... znikajs Zaklada sie przytem, ze wy-
padkowa:

f§o— lfn foe ooy faas ul] ,

Py By s Ty

nie znika tozsamosciowo wagledem u,, w,. . .., u, 1 e n>2.

Niechaj ay, a3, ..., 0, bedzie jakiskolwiek rozwigzanie réownan da-
nych i a,==0; z tozsamosei:

bay = [fn fure-n s fa-a, el
gdy polozymy z,=u), z,==0y, ..., Tu=u,, Wyplywa:
B = [u,],

a zatem 6 jest podzielne przez u,.

Aby znalesé tedy wszystkie rozwiszania réwnan danych, trzeba szukaé
wszystkich form linjowyeh jednorodnych nieoznaczonych u;, uy, ..., w,.
dzielgeych forme 6. Dwie takie formy uwazamy za rézne nieistotnie, skoro
posiadajg spélezynniki proporeyonalne.

Wyrazenie 9 w samej rzeczy daje sig roziozyé na » czynnikéw linio-
wych jednorodnych, gdzie » oznacza iloczyn stopni my, My, .. form £, 1,
Iub stopien formy 6.

Zaleznie od tego, ezy wyrdznik D form fir fay -+ -, f—1 ma warto§é razng
od zera albo r6wng zern, odrézniamy dwa przypadki.

I. Niechaj bedzie D=0

Polézmy:

26
Eo O, 200400y 4L 4,8, = 6, (s, 2. 0,),

e ©
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funkeye 6, 6, w tym przypadku beds niespoldzielne ze sobg Wzglg‘dem
Uqy Uyy oo vy Un, 8dyZ W razie przeciwnym forma 6 mialaby dzielnik wielo-
kiotny i wyréznik D musialby znikaé. A zatem wypadkowa M0 (v,2,,...)
form:

0 (v, X2y X,..0), B (v, Xdey V)00,

wzgledem X, Y nie znika tozsamosciowo wzgledem oy, vy, ooy My Wy, e
i mozna zamiast v, v, ..., Wy, t,,... podstawié wartosei szcze_gnlne
@y, s, - .- Oy, By, ... takie, aby M mialo wartosé M, rézng od zers, i ahy
6 (a,, a,, ...) bylo réznem od zera.

Niechaj bedzie:

8 (@, X+0y, ag X4y, ...) = F(X), 6 {a; X+by, a3 XD, ..) = F: (X).
Pierwiastki 7, #,, ..., 7, rownania F(X)=0 sg wszystkie rbine, gdyz jest:
F' Xy = 8, (a; X4-by, 0y XD .. ),

a zatem wyréznik formy F(X) réwnasie M 6 (a,, 7y .. )
Dla wypadkowej M6 form: :

6{a; X-+b, Y,...), Ou(a, X4b X,..))
mamy réwnanie:
M0 =8 (ay, s,...)"* 1H Ou (7¢ 8301y - . 1),

bedzie zatem:

6 = ﬂi?‘ﬂﬂ-)—"- I, P, (r) - 13 Fy (7) - o 100 Fu (2 -
0 i
W ten sposéb wypadkowa 0O zostala rozlozona na v czynnikéw liniowo-je-

dnorodnych. ) .
Réwnania dane moga posiadaé przeto tylko » rozwigzan:

@ =F (1), Tg=F3 (1), - -+, Tu=Fx (1))

i=1,2,8, 0%

Ze i odwrotnie kazdy z tych ukladéw wartosci tworzy rozwigzanie, wyplywa
7 tozsamosci w ust. 18:

fi (8, 6 .., Bs) = [6],
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skore polozymy w niej:
=ty 7itby, U=ty vty ..
Te » rozwigzan sy wszystkie rézne od siebie.
II.  Niechaj bedzie D =0.
W tym przypadku znika podzielne przez D wyrazenie 17, formy zas

6, 0; majg czynnik wspolny stopnia wyzszego niz zern wzgledem Ugy Uyy o ..
Mozna wiee napisac: )

6= Pe@e...

gdme_Px. @ sg wzajem niespoldzielne oraz niespotdzielne odpowiednio z wy-
razeniami:

P ap ¢
R O L L
T B, t+ ity T U=t ETE Juy +o
a jeden przynajmniej z wykladnikéw p,0,... jest wiekszy od 1.

Wypadkowa form:
P Xtw ¥,...), Py, X+tw T, ..)

yvzglgdern"x X, I j'est postaci M P, gdzie M jest funkeya catkowity nieznika-
jaca \?'yznaczmkmv ryeey—ytty, ... Toz samo powiedzieé mozna o wypad-
kowej form: )

QX X, .. ), Q{0 X4 T,.. .)
it.d. ,MOZna, zatem podstawid za uy, o, ..., 1wy, w,, ... takie wartodcl
szczegol}xe Gy, Oy ey by, by, ..., aby wszystkie te wypadkowe przybraly
wartosel rozne od zera, i aby zarazem 6 (ay, a,, ... ) bylo od zera rézne.
Rozwazmy jeden z czynnikéw wypadkowej 6, np. P, i potizmy:
PaX4b,..) = F(X), Pi(,X+b,..)=F X),

gdzie:

9P

* =

Réwn_anie F(X) =0 ma 1 pierwiastkéw réznych r,, Yoy -n, 12, gdy P jest
stopnia 1 wzgledem wy, uy, .. .; dla wypadkowej M, P form:

P X+b,Y,...), P (,X447,...),

©
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otrzymujemy przeto réwnanie:

My P = P (g, gy .. )~ I Py (@y 73Dy, . - 0).
i

‘Wynika stad rozklad:

— P (4, s, - -

F M,

D T, By g A P ).

Poniewaz taki rozklad ma miejsce dla kazdego z czynnikow P, @,. ..
wypadkowej 0, przeto i 8 rozklada sig na » czynnikéw liniowo-jednorodnych.
Kazdy z 1 ukladéw wartosei:

Fy (7, Fy(rd), oo, Fau (7). =12, .4
jest rozwigzaniem réwnan danyeh, gdyz zgodnie z tozsamoseig:

. fk (PhPm‘--;Pn)::[P}

jest:
fi (Fy (r)y B (i), ) =[F(r)] = 0.

Mamy wige znown » rozwigzah, jezeli kazde z poprzedanich rozwigzan. po-
chodzacych z czynnika P wypadkowej 6, bierzemy tyle razy, ile jednosei
zawiera wykladnik, z jakim wystgpuje czynnik P w rozkladzie wypadko-
wej .

‘We wazystkich tedy przypadkach, w ktérych & nie znika tozsamoscin-
wo, istnieje rozktad postaci:

O=uqgts ... Un

i dla kazdych dwdch spétezynnikéw 4 1%, A1, .. przy tychsamych il?-
czynach potegowych stopnia »-tego nieoznaczonych #, s, ... W wyrazeniu
0 1 wg g, .. Un, jest

A4=9, A= ...

Jezeli f, jest formg ogélng zmiennych &y, Zg, .. -; T R-—wypadkows form
Fus Fa -+« » fa—1, [» 1 jezeli polozymy:

f,. (uh g, . . .) == fn (ﬂ), fn (E‘n B2> A ') = f’i (ﬁ)a Tery

to weding ust. 5 bedzie:
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br=mn B = N (4, 4',..)
(gus .. 2™ fu(a) fu (B) ... fu(m) = N, ,..0).
Stad wynika:
R={Fu{a) fu(®) ... fx(0).

23. Jezeli réwnania jednorodne:
fl:o’ fﬂzor’”rf’izo

wliczbien z nniewiadomemi posiadajg rozwigzanie
wspélne:

Ty =0y, Mg = gy ev., Tn == (g
wtedy znika wypadkowa:

- Rz——/‘hfﬂ!"')fﬂ—.

L&y, @oy ooy X,

Z tozsamosci bowiem:

Bay ={fy, fos ... ),
gdy 0,==0 wyplywa:
Rour=0,
astagd R = 0.
’ 24. Réwnania jednorodne:

f1=0’ fB:O)"‘x M=U;

w liczbie m z n niewiadomemi a;,%,, ..., 2, W przypadku, gdy m << n-—1
iwypadkowa 6 (uv...w) form'fy,fy, ..., fa i n—m form lniowych ogol-
nych ug, vs, .. ., w, nie znika tozsamosciowo, posiadaja niesketiczenie wiele
Tozwigzal, tworzgeych roumaitosé (n—m—1)-krotng.

Mozna bowiem dolgezyé n—m—1 réwnan liniowych:

Go=0,0,=0,...,dy=0

takich, aby 6 (ab...du) nie znikalo tozsamosciowo wzgledem u, u,, .,
i rozwiaznjge réwnania:

icm®
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JSi=0,fo=0,...,fa=0, ay=0,...,d; =0

otrzymaé jedno lub wiecej rozwigzain,
Zadanie’). Niechaj bedziem réwnan jednorodnyeh:

=0, fi=0,..., fa=0

zn niewiadomemi x,x,,..., 2, Wyzﬁaczyé wszystkie
ich rozwigzania albo stwierdzié, Ze nie ma zadnego.
Niechaj py, i, ..., un beds stopnie form fi, fa. ..., fu: fay oy ooy I
niechaj bedg te z pumigdzy form danych, ktére sa stopnia najwyiszego 2
Utwérzmy szereg form fi', 1y, .., f/, sktadajgey sig z form fo, fs, ..., fx
oraz w przypadku, gdy pomiedzy formami £, f;, ..., fu sa formy Josfor-ne
stopnia nizszego iz u, jeszeze z iloczynéw:
Ll PR A T PIR R i ]
a’lu_Pﬁ fa, xgu—/wf”, ) J;n,u‘pvfﬂ’
tak ze wszystkie formy £i’, £, ..., [/’ s3 tego samego stopnia p. Z form

fi',fas... f¥ przy pomocy spétezynnikow nieoznaczonych &y, s, oty UbWoOIZ-
my n form:

gi=ta ' +tafd + .. (=12, .0

z tych za$§ wypadkowe:

H°=[912921 L] g"]’
L1y Lgs o vay Ty

R1 = [glr G2y oo v g Gu-ty yl] s
Ty, Lge oo,y Ty

i Jor -+ 5 -2, Y15 Y
Ry = ,
Zyy Lyy ooy Ln—~1y Tn

s e e s s

gdzie ¥y, ¥s, ... s formy liniowe ogélne zmiennych z, #,, ..., .. Nazy-
waé bedziemy wypadkows R, wypadkows szczebla 0, wypadkows zad

1) Patrz Kroneckera ,Festschrift®, § 10.

Prace mat-fizyex, t. XIL 14



GUEST


210 FR. MERTENS. (72)

n—F form szeregu gy, s, ... 1 k& form ogdlnych liniowych wypadkows
szezebla &

Jezeli réwnania dane posiadajg rozwigzania wspélne i jezeli LA N
jest jednem =z tekich rozwigzah, to czyni ono zado§é réwnaniom
4,=0, 9:=0, ..., 9.=0, a wypadkowa T, znika¢ musi tozsamogciowo wzgle-
dem wezystkich nieoznaczonych 4, ¢, ...

Nalezy tu odréznié rozmaite przypadki:

I. Wypadkowa R, nie znika tozsamosciowo. W praypadkn tym réw-
nania d«ne nie majg rozwigzania wspélnego.

1L R, znika tozsamosciowo wzgledem nieoznaczonych 7,

" [P T A
ale wypadkowa szezebla pierwszego :

Rl — [gl’ G2y <oy G, ”z]
s
mhxﬁa-"s Znl

nie znika tozsamosciowo wzgledem:

fyis byge ooy Butiy Ug, Uy oo vy Uy
Jezeli réwnania dane majg rozwiazania wspélne i jezeli a;, 05, ..., 0,
jest jednem z takich rozwigzan, wtedy czyni ono zadosé réwnaniom:

g1=0} 9220) ceey gn—1=0,

a wypadkowa R, jak to wskazuje tozsamode:

By =g, g5 ..., gn-1 U,

po podstawienin w niej za zmienne Tyy Ly ooy T WartoSel ay, a,. .., a,
zawiera czynnik wu,, njezalezny od nieoznaczonyeh &, #, .. ., faose. A za-
tem ~pélczynniki rozmaitych iloczynéw potegowych tych nieoznaczonych
zawieraé muszg wszystkie czynnik wspblny zawierajacy ,, Ugy ooy thy, Ot0Z
to w istocie zachodzi.

Utwérzmy wypadkows:

— {91 Gor -y Gu—2, gn, U,
Rll_[l’ k) 2y z],

. Lyy Lyy unns . X

i niechaj wyrazenia, powstajgce z R, R, przez zamiang nieoznaczonych
W gy ooy Un PUZEZ Py X+, Y, 0, X400, Y, Lo, puX0. T, Dedg:

B (0 X4, 7, .. ), B @ X+9,7,...).
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Wypadkowa:
0= [—Rl 2. X+.7,...), B (mX+q,Y,.. 3]
X, Y ’

wedlug ust. 47 jest podzielns algebraicznie przez R, a wiec jest tozsamo-
Sciowo zerem wzgledem 24, 2y, ..., ¢4, G, .-+, Qny By, Eyos - - -, & stad wyra-
zenia B, B,’ musza posiadaé czynnik wspolny stopnia wyzszego niz 0 wazgle-
dem wuy, g, o .., Up. :

Niechaj T bedzie najwigkszym wspéluym dzielnikiem wyrazen R, iR’
wzgledem wszystkich nieoznaczonych g, us, - . ., %a, by, fags « -+ 5 £ure  Dziel-
nik ten nie zawiera nieoznaczonyeh fu, fus, ..., tur, poniewaz dzieli formg
R;; nie zawiera nieoznaczonyeh Zy_y1, ty—1s, . . . , ta—1r, poniewaz dzieli forme
R,. Nie moze wigc wogéle zawieraé zadnej z nieoznaczonych 4, Zy5, . . - , fury
jponiewaz nieoznaczone te, wedlug ust. 14, wystepuja w R tylko wewnatrz
‘wyznacznik6w rzedu n—1 uktadu elementéw:

t117 t.l?: '-'ttlf

s b oo tar

in—ll S tn—~121 R tn—lr-

Jezeli potozymy R,=TQ, B,/=TQ', to Q nie bedzie sawieralo zad-
mego czynnika W, %y, ..., %, Wolnego od nieoznaczomych #y, ¢5. ...,
gdyztaki czynnik musialby dzieli¢ i furme Q’, co byé nie moze, albowiem Q,&'
sy niespéldzielne. A wige takze T'i @ sg z sobg niespéldzielnemi wzgle-
-dem #y, 14y, ..., 4. Wedlug twierdzen poprzedzajgeych (ust.22) T roz-
kiada sie na ¢zynniki liniowe tq, s, ..., %.. Uklady wartosei:

Qpy Ogy o v es Ong By Bgy oiey By ooy 8y 89000 e s Bas

‘83 wtedy niezalezne od nieoznaczonych f, fy5, ... 1 stanowig jedynie mo-
‘Zliwe rozwigzania wspblne réwnan danych.  Ze te uklady wartosci sg w rze-
¢zy samej rozwigzaniami, wyptywa stad, ze dla wszystkich mozliwych war-
todei ¢y, £y5, ... jest:

Gy (0, 0, o) =0, g (00, 00) =0, ooy g (e -ty es) =0,

i takze z powodu, Ze g, 0y, ..., an, Dy By, .00, B, e,y .., €. 83 Dieza-
deine od Zyq, fg, .. o2 :
=0, fy (a ) =10,...
f.ll (alv aﬂ"",“k) s 2 15 O35 - ’ )
Fulo, g vy @) =0. [3(0,0,. ..., 0)=0,...
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Podobniez wynika stad:

Hothy by 8 =0, 13 (by, By oo, B) =0,

TII. Wypadkowa szczebla pierwszego:

H, — [glugﬂa sy Gn—t, u-’;l ..

Tyy Loy vvey Tpoqy Lo

zniks. tozsamosciowo, nie znika zas:

R, = [.’/h Gig = v os Yu—zy Ugy 77:]
Ty, O

Polézmy:

Ry = [gh G2y~ v o5 Pudy Jrmty My Ux]
s

CETRC N ’ Ty n

o= [”e XA T, .., R (0, X0, Y. .)
X, Y !

gdzie -Rg.(pl)ﬁ—ql?,...), Ry (p,X4q,7,...) powstajs 7z R,, R,’ wskutek
zastgpienia nieoznaczonych w, v, ... y U DPrzez pX 4 g, -Y, 0,X}4 7,
- p.X—jjq,,Y. Forma O jest podzielna algebraicznie przez R;, znika t;’igc
tozsan‘loﬁmowo w iwazanym przypadku; formy 2, i B, musza tedy posiadaé
czynuik wspélny stopnia wyzszego niz zero wzgledem vy, '03,‘. vy Une

. Niechaj 7 bedzie najwigkszym wspélnym dzielnikiem wyrazet R, i R,";
Jest, pq@obmfe jak poprzednio, jasnem, ze 7 nie zawiera nieoznaczonycﬁ
11y bygyees Pogiewa.i dalej R,, R, zawierajg nieoznaczone Uy, Thg, wony U, Ty, Tgsernsl:
tylko wewngtrz wyznacznikéw rzedu 2-go: ’ ’ T

(2 ¥) = %y 9 — wy v, (g V) == w vy—rgwy, ...

toi toz samo StOSl]j!? sig do 7° Albowiem 7 musipozostaé bez zmiany, skoro
Ty, Ug, .. Ty ZASLAPIMY DYZEZ %~}20,, 205-E0y, .., 10, 4 L0, ub skoro V1, Vg eaey U

zastgpimy przez o -tug, vy -btuy, .. ., vy tiv,, gdzie £ i
AMash wics e s Uy %, gdzle 7 jest nieoznaczong.
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o | T | aT
12 —au—lj—liﬂ‘r...—l—’unaun =0,

or oT T
uléﬁ; -+ 145 T 4. ..+u,.m::0,

i te rownania wystarczaja do przedstawienia najwiekszego wspdlnego dziel-
nika T przez powyisze wyznaczniki.

Jezeli potozymy R,=TQ, R,/’=TQ', toi @, Q beda takie funkeyami
samyeh wyznacznikow (1s,2,), (,2;), ... i wedlug ust. 10 bedzie tozsamoSciowo:

Ry (o (,0y) — 2tz (405) F- 00 (B th) ) =[G4y Fos e o+ 5 Fash

A wige dla kazdego rozwigzania oy, g, ..., a, réwnah danych bgdzie tozsa-
mosciowo wzgledem wszystkich zachodzacych tu nieoznaczonych:

Ry (b (w,93) — tta (h0a) + va (fttg) . ..) =0,

rozwigzania za§ a, w,, ..., 0, muszg czynié zado$¢ jednemu z dwn réwnafi:
T (te (Uy05) — %o (3%2) 4 ¥s (B1g) .. ) =0,
Q (tz (wy2) — 1z (B0a) 4 vu (Li2ts) .- ) = 0.

Wedlng tego moga istnies dwojakie rozwigzania rownaf danych; roz-
wigzania czynigce zadogé pierwszemn z napisanych dwa réwnai, nazywaé be-
dziemy krétko rozwiazaniami giéwnemi; rozwigzania za§, ezy-
nigee zado§é drugiemn réwnanin—rozwigzaniami podrzednemi
Nie jest wszakze wykluczonem i to, Ze pewne rozwigzanie jest zarazem glow-
nem i podrzednem.

Rozwigzania podrzedne moga istnieé oczywiscie tylko wtedy, jezeli Q
jest przynajmniej stopnia pierwszego wzgledem wyznarznikow (u;vy), (t4475),-.-

Wyobrazmy sobie wyrazenia:

T (f (wgv9)— tn (315) + 00 (ti202).. ), Q (b= (uy 09} — tig (B0, 2 (£1200)..

rozwinigte wedlug iloezynéw potegowych wszystkich nieoznaczonych, précz
&y, Ty ..., T, i niechaj spoiczynnikami tych rozwinigd bedg odpowiednio:

Pa, @sy @y oo s Yo W Wy
Wiedy rozwigzania gléwne zlewajg sig z rozwigzaniami réwnan:

@, =0, %'—_—0, q?z"———O,...,i
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rozwigzania za$ podrzedne z rozwigzaniami réwnan:
Yy = 01 'sz, = 0, "}U-t” = 0; e

W samej rzeczy kazde rozwigzanie a;, ay, ..., a, jednego z tych ukta-
ddw rowna, np. pierwszego, jest rozwigzaniem réwnafi danych, Albowiem,
gdy wyznaczymy wielkosei a;, a,, . .. , it tak aby bylo:

=0+ O30 ... Gy, =0
iaby B, ((oym,), ...) nie znikalo tozsamosciowo wzgledem u;, u,, ..., wte~
dy bedazie:
T {us (1) — g (@y2) + vq (), .. ) = 0,

gdyz strona lewa jest polgczeniem liniowo-j eduorodne}n wielkosci @a,0.,@,",...
Jest takze: . R

T(—1s (o) + v (aguy) ) =0,
a stad:

v T ({agy) . . .) = [u,],

gdzie » jest stopniem wyrazenia T wagledem wyznacznikéw (u, 2,) . . .
A zatem T ((a; u,)...) zawiera czynnik %e; toz samo . stosuje sig do
By ((aas) . . ) | bedzie:

Yo, Mg, vn, 1) =0, ‘
fr(, 0y, 00 =0, fy(ay0,...,00)=0,...

Liczba ewentualnych rozwigzan podrzgdnych moze byé tylke skonczona.
Aby otrzymaé te rozwigzania, z85tosujmy do réwnan w,=0, v, =0, ...
toz samo postepowanie, jakie stosowalismy do réwnad danych. ‘W tym celw
nalezy przy pomecy spétezynnikéw nieoznaczonych 7,4 ..., by, ty; .., By, Ty
utworzyé # form: .

h=tiyet+tiw' ... s

i zbadaé wypadkowe réznych szezebli tych form.
Wypadkowa szczebla pierwszego nie znika tozsamodciowo. Skoro

bow%em @, @ s3 niespoldzielnemi wiglgdem v, v, ..., v, gdy Uy, Uy vory U

83 nievznaczonemi, to wypadkowa:

S = [QmX-quY, o O X, YL
X, _ ¥ L
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nie znika tezsamosciowo wzgledem g, 4y, ..., U, i MoZna ~Wyzna5:zy.{i war-
tosei szczegdlne a,, as, . . ., a, takie, aby ta wypadkowa pe zastgpienin nie-
0ZNACZONYCh Uy, Uy, o . ., Un PIZEZ Gy, Gy, ..., Gy byla r6Zng od zera. Rownania:

We=0, 9 =0,...,8 =0,

nie majg wtedy zadnego rozwiazania, gdyz dla takiego rozwigzania Gy Gaye On
wedlug tego, co wyzej powiedziano, musiataby fox:ma. Q (I(av1 Ug)y «.-) ZAWie-
raé czynnik »,. Tozsamo miatoby miejsce takze i dla Q' ((a,,),-..), & Wy~
padkowa S znikalaby tozsamodciowo dla w,=a,, Uy==a,, o U, =0y, CO
sprzeciwia sig zatozeniu o wielkosciach ay, ay, . -y O 1&‘{nze .tedy za.ch?-
dzié tu tylko przypadek Ilub IT i moina albo st;merd.zu‘,, %e nie ma wcale
rozwigzan podrzednych, albo jezeli sg, podaé wszystkie. ) B

Te ewentualne rozwigzania, ktére sa réwnoczescie gtéwnemi i podrzed-
nemi znajdziemy, badajac zjednoczony uktad réwnan:

=0, ¢ =0,...,p=0, v=0,...

Liczba rozwiazan glownych jest zawsze nieskodiczona. ..J' eie}i Wybi‘erzemy
bowiem ay, ay, ..., @, tak, ze réwnanie a,—0 nie spelnialo sig dla.. zad_ueglo
wladciwego rozwigzania podrzednego, a wyrazenie T ((ult.J,), o) nie izmkz;zo
tozsamodciowo wzgledem vy, vy, ..., Un, thedy’t,o ostatnie -wyrazenie roz
ktada sig na czynniki liniowe ., v, ... i bedaie:

5 (alr ﬂ2,...,ﬂ”)=0, yl(ﬁh 527"”&“) :Gz"'
a wiec:

fl(alya:':"'ya”,):O: f?(aha?:--wan):{): .

£ (6, By eeny D) =0, fo (byy Bay o vny B =0, ...

Poniewaz nadto:

przeto:

g, Oay -+« y B3 Dyy Doy ooy By e

nie,mog3 by¢ wiasciwemi rozwigzaniami podrzednemi i muszg byé rozwiaza~
niami gléwnemi. o

IV. Niechaj ogélnie znika wypadkowa K szczebla k—1, a nie zni-
ka wypadkowa Ry szczebla %, gdzie 2-7k<n.
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Polézmy:
-Hk _____[gl: /7T y Gneicy 7z, sy Uy, Wy,
SSPIEL TR

s Tty Tpegiay o Ly_1, Xn

Z, T3y

Ry =909 s ks oot Uy ooy Vs, u'x]
3

y Ly

- 1192 -« oy Gnmpiy, Uzy o ovy vz}
?

Ty Loy o oL, , X,

X, ¥

7

Q= {HL' I+, Y, .., R (p, Xtq, Y, .. -)]

gdzie R, powstaje z R
X447, 1X4 T, ...
) ?Vypadkowa 2 jest podzielna algebraicznie
mosciowo zerem, a wypadkowe R
87ego niz 0 wzgledem 4, Wy, ...

¥ Drzez zamiang nieoznaczonych Uy, Wy, ... Da

; brzez R;—;, jest wiec tozsa-
;,Jl B’i’ majg czynnik wspolny stopnia wyz-
gle ezeli tym czynnikiem wspélnym i

wtedy, podobnie jak poprzednio, jest Jjasvem, ze ;v nie zawielg nﬁiﬁizf’
nyeh ¢, £, s+« bax, 7, Nieoznaczone za§ n, g .
moze zawieraé tyl Taed
nkiadu elementow

ey Uy, Vg ooy, W04, W
ko wewngtrz w FA tego (n we
3 yznacanikéw rzedn k-tego (16, v, . . W), .

Hyy Uy e, n

Tiy Vs e, Ty,

wlr Wy, ey Wy

Jezeli napiszemy R, — TQ, B/=T7Q, to i @ @ bedy funkeyami samych

tylko wyznacznikiw (u, v j i
V(U vy wy), L. jezel "
tych wyznacznikéw Oznaczymy krét’sko prziz: ' ‘Hh 1@ jeko fnkepe

N (A J, T (w2, . .20y), ) Q ((uyvy . wy) )
Q" ((uy Tre. )LL), ‘

bedzie wedlng ust. 10 tozsamosciowo:
B (o (e 0y 1) — o, Goeton) + .oy (G, )

=91 95, ... s Gu—ile

icm®
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Dla kazdego rozwigzania a,a,,..., ;In réwnah danych jest przeto albo:
T (o (tg s Vb Wr) — 2 (oot ) + Lm0y (f 1. 78),...) = D,
albo tez:
Q@ (tz (Vi1 08) — g (FyeaVpss wx) - oo o 20 (U v) .. ) =0

i mozna rozwigzania, czynigce zadosé rownanin pierwszemu, nazwaé kréotko
rozwigzaniami podrzednemi.

Rozwigzania podrzedne mogg istnieé tylko wtedy, gdy @ zawiera wy-
znaczniki (14 ... Vp_1w;) przynajmniej w stopuin pierwszym.

Jezeli rozwiniemy wyrazenia:

T (tz (1 oo Or—1) — U (B e Vi1 W) +-..0),
Q (s (Ug oo V1 208) — U (B e V52 wr) +...)

wedlug iloczynéw potegowych wszystkich nieoznaczonych, procz ,, Z, «.., T,
1 oznaczymy spélezynniki rozwinigé przez:
Pz Pas ‘}’Jm"; s Yo Wi "Pz"y ceey

to rozwigzania gléwne zlejg sie 2z vozwigzaniami réwnan @,=0, p,/=0,...)
rozwigzania za$ podrzedne z rozwiazaniami réwnan y,=0, ,’=0, ... Albo-
wiem kazde rozwigzanie ay, q, ..., 1, jednego z tych ukladéw réwnai np
pierwszego, skoro wyznaczymy k—1 rozwiazan: :

Oy, Boyeeey Oni By By ooy by oo Gy, gy o ou s d
réwnania:

08+ s ... as=0

tak, aby R; (@, by...ds—10x)...) nie znikalo tozsamosciowo, ezyni zado§é
réwnaniu:
Q (ta (ay by ... Gpa) — ag (& by oo wy) - oo e (4 a5 di) ..)

- Q (ta (04 bg ---dk—fwk) dwe (60 ... d) - ‘) =0

ta? Q ((@y by e10i) ) = [ f;

i bedzie;

gdzie » oznacza stopiefi wyrazenia Q wzgledem wyznacznikow (v ... vs— wi):
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A zatem wyrazenie .Q ({a, b,...ds—s w;), ...) posiada czynnik w, nieza-
lezny od nieoznaczonych £, ... Toz samo stosuje sig 1 do. wyrazenia
By (@, by iy wy), ...), 1 bedzie:

91 (als gy ey l'l,,) = O’

fl (ﬂ!, ﬂ:’)"wﬂ"):O; f? (uu u:?: Tty a")=07"'
Ewentualne rozwigzania podrzgdne znajdziemy, stosujae do réwnan Yo=0,
Ya=0, ... toz samo postepowanie jak do rownan danych. Réwnania te 54
0 tyle prostsze od danych, za dla nich nie znika wypadkowa szczebla %—1.

Jezell mianowicie wybierzemy k—1 nkladéw WartoSCl @y, dg, ., @n; Dy,0,..., by
oty dy, ..., dy tak, aby wypadkowa:

S — [Q BEX+0.Y,..0), Q' (0 4, T, .. -)}
b¢ Y

nie znikala, gdy polozymy w niej u,==a, Ug=tyy o . .} Dp==tly, vy=d,, ...
0 zawsze jest mozliwe, gdyz S nie znika tozsamosciowo wzgledem Uy, Uz, ooyl
U Uy Uy oo Py e, gy, - .. — to TOWNaDIA:

nie bédg posiadaly vozwigzania wspélnego. Dla takiego bowiem rozwigza~
nia @, @, ..., q, byloby na zasadzie PoWyiszego:

QUay by oo dpy wy) .. ) = [wa],

a wiee takze:

Q@ (aydy. .. dy wr) .. ) == [wy],
a stad:
8§ =90,

dla U=y, Uy==@y, ..., U=Gn; . . . y=d, vy=d,, .. vy Un=dy,

co pozostaje w Sprzeczuosci z wyborem wielkosei Ay Bay w ooy by, by, 00
Romlazgﬁ gléwnych jest nieskoﬂczenie. wiele, Wybierzmy:

Oy A9y v iey by by iy dyy dy, . :

dowolnie, lgcz tak, aby S i R nie znikaty tozsamoseiowo dla:

i
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Uy ==y, Ug==gy < « o, Up==C, ..., v=d,, vi=d2} coae tu=tl.

Wtedy T'(a; by...ws) ... rozklada si¢ na czynniki liniowe tw,, e, - -
Jezell w, jest jednym z tych czynnikéw, wtedy B ((a, b, ... wz), ...) jest
przez ten czynnik podzielne, a wige:

fi (ahaﬁ:"‘:un)zoi fE(anuﬁa'-':u")zow"'

Lecz @y, 0y . .. nie Mogg byé rozwigzaniami podrzednemi, bo dla takiego roz-
wigzania:
QUay by odicawy), .. ), Q' ((ay by ... des wi), .. ),
mialyby ezynnik wspélny w,, co sprzeciwia sie zalozenin o wielkosciach
Uyy gy onny Oy, Aoy ooy B ) .
v 2’Wniosei(,. 5!J eie]’i wypadkowa R % réwnan jednorodnych:
f1i=0,fi=0,..../k=0

znika, to formy te majg przynajmniej jedno wspélne roz'wiqza.nie. Albowi?m
w tym przypadkn wypadkowa szczebla zero B, jest podzielna przez B, a wiee
réwna zeru, i zachodzi wtedy jeden z przypadkéw II,III,...
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