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ZASADY RACHUNKU ITERACYJNEGO.

NAPISAL

L. E. BOTTCHER.

Czesé trzecia.l
Zastosowanie teoryi zbieznosei iteracyj do rozwiazywania
elementarnych réwnan funkeyjnych.

1. Uwagi wstgpne.
§ 1. Zajmijmy sie dyskusys rownania funkcyjnego typu:
1) & {z, F(2), Ff (2)} = 0.

Chodzi tn o zbadanie takiej funkcyi F(z), ktoraby uczynita zadosé
warunkowi (1), przyezem zakladamy, ze funkcya f(z) jest znang nam juz
funkeys algebraiczng, wymierny; funkeya za§ & jest rowniez funkeys alge-
braiczng wymierng, catkowits.

Na razie ograniczymy sie tylko do czterech typéw najprostszych:

1°. Ff(z) =F(2) 4 o

1} Patrg ,,Prace matematyczno-fizyczne®, t. X, str. 64—101.
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Rdwuanie to funkeyjne znanem jest w literaturze iteracyi pod nazwy
rownania funkeyjnego Abelal).

29, Ff(z)=aF (3)

RY¥wnanie to funkeyjne znanem jest w literaturze iteracyi pod nazwyg row-
nania funkeyjnego Schridera %), chociaz rozwiazal je i zbadal w niektd-
rych specyalnyeh warunkach Ko enigs?); dyskusye tg rozszerzyl znacznie
Grevy).

3% Ff(2) = (F ()",
4. Ff(2) =1"(2). F(2).

Réwnanie to fankeyjne po raz plerwszy badal staranniej Ramus 5)
i zostalo ono rozwigzane w tych samych warnnkach, w ktérych badat Koe-

) Abel:  Détérmination d'ine fometion au moyen d’mue équation qui ne contient
qu'une seule variable. Oeuvres Complétes. Tom, II, sir. 36—37.

?) Schrider: Ueber iterirte Functionen. Mathematische Annalen. Tom III, 1881 ,
str. 206—322.

) Koenigs: Recherches sur les substitations uniformes. Bulletin des sciences
mathématiques et astronomiques. Serya II. Tom VII, 1833. Cze$é pierwsza str, 340—357.

Sur les intégrales de certaines équations fonctionnelles, Comptes Rendus. Tom XOIX.
Juillet-Décembre, 1884, str. 1016—1017. Tom CI, 1885, str, 1137—1139.

Becherches sur les intégrales de certaines équations fonctivnnelles. Annales seien-
‘tifiques de I'Ecole normale supérienre. Serya III. Tom I, 188%. Suplement. Serya III.
Tom I7, 1883, str. 387—388.

Y Grévy: Etudé sur les équations fonctionnelles. Annales scientifiques de U'Ecols
normale supérieure, Serya I, t. X1, 1894, str. 249—323; serya 111, t. X 111, 1896, str. 295—338.

’) Ramus: Remarque sur Uéquation ¢/ (z) = o () ii;-gl Crelle’s Journal. Tom

IX, 1832, str. 359—361.

Uwaga. Zagadnienie, pod powyiszym tytulem podane, pojawito sig na szpaltach
Crelle’s Journal, t. VIL, w art. ', Aufgaben und Lehrsiitze* w zbiorze zadad i twierdzeti, ze-
stawionym przez p. Hilla na str. 102—10%, jako zagadnienie podane przez d-ra Sterna
z Getyngi, a mianowicie na str, 104, streszezone stowami: Data functions J invenire fun-
ctionen 7 () ex aequatione

af (@)

@ fix) =qz(a;)—7w—~.
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nigs réwnanie funkcyjne 2°, przez Lémeray’a®; dyskusya jego zostata
znacziie rozszerzona przez Leau”?).

§ 2. Badania Koenigsa, Lémeraya, Leaui Gr évyego wy-
kazaly, Ze rownania wszystkich esterech wyze] wymienionych typéw mo-
zemy rozwigzywad, opierajac sig na teoryl zbieznosei iteracyj.

Rezultaty tych badan mozemy stredei¢ w uastepujacy sposéb:

Blizsze badania nad utworem lim £, () wyswietlajg nam fakt, ze cala

plaszezyzna zmiennej zespolonej rozpada sie na pewns liczbg obszaréw. Roz-
r6zniamy trzy typy takich obszaréw.
1% Obszary zbieznosci regunlarnej:

a) lim /, (2) = &, przyezem f(x) = z;
b) lim f,, (¢) = co, prazyezem f(oo) = co.

2°.  Obszary zbieznosci rytmicznej o rytmie #2:

M fongr (2) =1, 1=0,1,2, 0, 1.
—

f @) =, flz) = Zyy v ooy [ (@mez) = B, [ (Bma) = .

a) Wszystkie punkty grupy granicznej: z,, By, oy veey Tm—y ZNAjAUj5
sie w skoiczonosci. )

b) W obrgbie grupy graniczuej: z, @, o, ..., Tuoy znajduje sig
punkt co, jako jeden z elementéw, np. #; = co. Mozliwe to o tyle tylko,
oile fi (co) = co.

f Lémeray: Surles certaines équations fonctionunelles Hnéaires. Comptes Ren-
dus, CXXLI, 1897, str. 949—950.

Sur la dérivée des fonetions itératives an point limite.
tique de France. Tom XXV, 1797, str. 51—53. . .

Dérivées des fonctions itératives par rapport alindice d’itération. Bulletin de la So-
ciété Mathématique de France. Tom XXV, 1897, str. 92—97. .

Un théoréme sur log fonetions itératives. Bnlletin de la Société Mathématique de
France. Tom XXIII, 1893, str. 255—262. )

Sur la convergence des substitutions nuiformes. Comptes Rendus. Tom OXXI1II,
1896, 7983—704. Tom CXXIV, 1897, 1220—1227.

7y Leau: Brude sar les équations fonctionnelles & une ou 4 plusieurs variables. An-
nales de la Faculté des sciences de Toulouse. Tom XI, 1897, E.

Bulletin de Soeiété Mathéma~

Prace mat -fizycz., t. XII X 7
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3°. Obszary zbieznosci chaotyeznej:

lim £, (¢) jest wartoScig zupelnie nieoznaczons.
NZ=00

§8. Pojecie ,zbiesnodel rytmicznej“ o rytmie m sprowadza sie bez-
posrednio do pojecia ,zbieznosei regularnej®, gdy zamiast funkeyi podstawo-
wej f(2) bedziemy rozwazali funkeye 7 (2).

Zbieznosé chaotyczna, ktérg w wielu przypadkach spotykamy, nie po-
siada swej literatury.

Dla okazania, ze istnieje zbieznosé chaotyczna, rozpatrzmy przyklad:

|3

4z (1—2) (1—k?%2)

fz) = (1—Jz7y

== sn* 2

13
of V(=) (1— ) |

(droga calkowania jaka-
kolwiek).

fa (2) = sn?2» [—‘W———V(l_uﬁ)—(l—kzlﬂ)

Na calej plaszezyZnie zmiennej zespolonej panuje zbieznosé chaoty-
czna, albowiem

lim f, (2) = sn? (o0) = liczbie nieoznaczonej.
n=co

§ 4. Wystarczy wiee, gdy ograniezymy sig do dyskusyi obszarow zbiez-
nosei regnlarnej.

Rozrézniamy nastepujace przypadki:

4). lim fu (D=2, f@) =2  0<|[fD@)]|<I.

1% Algorytm zasadniczy:

h@—z
B(g) = hm f(l) @y
wprowadzony przez Koenigsa 8).
2%, Réwnanie funkcyjne:
@ Ffe)=aF()

catkujemy w nastgpujacy sposéb:

8 Patrz notg 3) na str. 96—(2).

e __®
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Niechaj fankeya Z(z) czyni zado$¢ warunkowi Zf (2) = & (2); roz-
wigzanie réwnania finkeyjuego 2° ma postad:

E(2) {B ()} = E(e) ‘,,li_?i, % s
log a
log O (x)°

3" Réwnanie funkeyjne:

Ffle)=F(a)+r . . . . . . . . (D
<calkujemy w nastepujacy sposéb:

Niechaj funkcya Z (¢) czyni zadosé warunkowi Zf (z) = E(2), zreszta
niech begdzie dowolnie obrana; wéwezas ogélne rozwiazanie réwnania fun-
keyjnego (1) ma postaé:

rlog B (z) - r10g(zx—2)
FEim 0 = 2+ in (G ).
4% Réwnanie funkeyjne
Ff@y=(F@E)* . . . « « . . . . 3

calkujemy w nastepujgey sposdob:

Niechaj funkeya = (z) bedzie dana, jak wyzej; wéwezas ogélne roz-
wigzanie réwnania funkeyjnego (3) ma postaé:

»

Q:—: @.{B@)

=lim @
M0
Przyczem mamy:

log m .
p= ]og?—“% ;  Qjest staly dowolna.

5°. Réwnanie funkeyjne

Ffe)=fY@)F@) . . . . . . . . (4

calkujemy w nastepujacy sposéb:
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Niechaj funkeya & (2) bedzie dana, jak wyzej; wiwczas ogdlne roz-
wigzanie rownania funkeyjnego (4) ma postad:

E(o) K()=2(2) B(2) _ gy tim L2

BY (z) —co  [4 (2).
Algorytm
. w{Z)— &

wprowadzony zostal przez p. Lémeray'a.

§5 B. Imfi=z [@ =5 [I@=0
n=co (r=12,..., m~1}.

‘W najblizszem otoczenin punktn 2 mamy rozwinigcie:

(z— )t

0 @) 4 S )

(2’ '6)

fey=o+ £20

1% Zasadniczy algarytm:

m

R(z)._hm Vf,, (2) —z-
2%, Réwnanie fankeyjne
Ffe)=aFz). . . . . . . . . (9
eatkujemy w nastepujacy sposéb:

Niechaj funkeya 5 (2) bedzie dang, jak wyzej; wowezas calka ogédina
réwnania funkeyjnego (2) ma postaé: )

Z(2) (log R (2))p = & (2) lim 2198 (2 () —7)

N==COo ’nﬂ
_loga
~ logm’
3% Réwnanie funkeyjne:
FfR=F@» . . . . . ... .®

catkujemy w nastepujgey sposéb:

(7 ZASADY RACHUNKU ITERACYJINEGO. 101

Niechaj funkeya = (2) bedzie dang, juk wyzej; wowezas calka ogélna
réwnania funkeyjnegn (3) ma postac:

E(5) plog(zn—z)
Eiz) (log B (2 ST
Q- ) (ogR=)" = lim @ ’
¢ jest stalg dowolng.
49, Réwnanie funkeyjne
Fr@y=F@E)+r . . . - . . . . {1

caltkujemy w nastepujgey sposob:

Niechaj funkeya = (z) bedzie dang, jak wyzej; wowezas catka ogdlna
réwnania funkcyjnego (1) ma postac:

— rloglogB(z) log (.n x)
@)+ =5 )+100' mhmlOg{ }.'

log m n=co

5°. Rdéwnanie funkeyjne
Ffo)=fY(zF . . . . . . . . #

calkujemy w nastepujacy sposéb:
Niechaj funkeya = (Z) bedzie dang, jak wyzej, wowezas calka ogélna
réwnania funkcyjnego (4) ma postaé:

ooy B2 log B(z) . (Za—x)log(z,—x)
SR N Rl e XU

§ 6. Niniejszy artyku! po§wigcamy wymienionym powyzej zagadnie-
niom w przypadku C):
hmfn()—uL flx) =, fME)=+1 O @)=0,
- =23, i)
a wige zakladamy, ze w najblizszem ofoczeniu punktu z zachodzi roz-
winigcie:
(e—ax)pP (z—z)ptt

f(z)—m"i—(z”m)_i-\(p_l_l)t f+ (‘x)—l_ (p+9)| f(P+2)($)+_.

a czynimy to dlatego, Ze wlasnosci algorytmow, podanyeh przez pp. L é-
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meraya’)i Leau?, s ze stanowiska teoretyczno funkcyjnego bardzo
ciekawe i stosunkowo mato zbadane.

§ 7. Naprzod zajmijmy sig zbadaniem obszaru, w obrebie ktorego.
iteracye

&, f(”‘)a f2(z)1 f:%(z)a

zbiegajg sig do wskazanego przed chwily punktu a.

Nie mogge rozpoznad calofei tego obszaru, ograniczamy sig przynaj-
mniej na tej czesed, ktéra praypada w najblizszem otoczenin punktu z. Juz
Lémeray i Leau wykazali, ze nie cale (nieskonczenie mate) otoezenie
punktn z nalezy do omawianego obszarn. Pomimo badai wspomnianych
autoréw, nie wiemy dokladnie, w jaki sposéb odgranicza sig ta

czg$é najblizszego otoczenia punktn », w obregbie kidrej
zachodzi wzér:

limf, (z2) ==

od tej czedci tegoz najblizszego otoczenia punktu &z, Wobre~
bie ktorej wzor powyzszy nie zachodzi. Qo najwyzej, mozemy
wyodrebni€ tylko pewng czesé tej ezesei najblizszego otoczenia punkiu x,.
W obrebie ktérej zachodzi wspomniany juz wzér, i w obrgbie tej polowy
niejako badanej czgsci otoczenia punktu 2 bedziemy prowadzili nasze ba~
dania.

§ 8. Przyjmujemy wige, Ze w najblizszem otoczeniu punktu = zaclho-
dzi rozwiniecie:
o+ (z)

@+D)!

Zatoczmy naokolo punktu z kolo o promieniu dostatecznie malym g
Polézmy dla kritkodei:

eyt £ 2@ gy gy

(o) = (s —) - = s

V=T f(P+1) () 2 V1
Ry
0,V -1

B

(2—az) = re

(en—2) = rae

Jezeli tylko promiedi ¢ bgdzie dosé malym, to nieréwnosé |z—z| - o
wystarcza na to, by stosunek:

1) % Patrznotg 6), ) na str. 97—(3).

e ©
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by} mniejszy lub wigkszy od jednosci, stosownie do tego, czy

‘ 1 f(P-rl) (x) @ x)»

sy

bgdzie liczbg mniejsza lub wieksza od jednosei.
Na mocy réwnania (2) wnioskujemy, ze wzir:

o @) | <1
]-+@+1( 2)

|1
znaczy tyle, co:

i <1
l 1 + ar? cos (a-+p6) + V—1 ar? sin (e-|-p8) -1

Wzér ten, wobec bardzo malego o, a wiee jeszoze mniejszego #, spro-
wadza sie do prostej postaci:

cos {a—p0) i 0

§9. Rownanie: cos (a-}-p8)=0 wyznacza W plaszczyznie zmiennej zespo-
lonej pek 2p promieni, wychodzgeych z punktn z i dzielaeych uwazane koto
op Da 2p roéwnych wycinkéw. W obrgbie tych wycinkéw bedzie naprze-

(G 7)507

mian cos (a-}-p8) liczbg dodatni i ujemng. Notujemy i zaznaczamy te Wy-
¢inki, w obrgbie ktérych mamy: cos (a--pb) << 0.
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Rozpatrujge taki wycinek, widzimy w nim nastepujgce linie wybitne:
ramig ,prawe¥ OA,:
cos (a+p0,) =0,

’ sin (a4-p6,") = 4 1;
ramig ,lewe“ OB,:
cos (a+8,") = 0,

sin (a+pb,") = — 1;

»08" wyeinka 0C,, czyli dwusie-
czng kata 4,z B,:
cos (afpl,) = — 1,
x sin (a-p8,) =0 .

Twierdzenie. Jezeli punkt z znajduje sig w obrebie kota
Cer W obrebie jednego z wycinkd w, dla ktorych €08 (a-+-pb)<20,
to Wszy.stkie punkty: z 2,2z, 2, ... znajdujgsie stale
w .obrgble tego wycinka, zblizajac sig asymptotycznie do
0si ’fegoz wycinka, tudziez do punktu 2 Fakt ten zachowuje
sig i wiedy, gdy punkt = znajduje sig na prawem lub lewem
ramieniu wycinka. .

Dowodzenie. Dopcki 6," < 6 < 6,", bedze :

XL osi rzecnywistey

| 2y—2

| z—z | < L
polézmy 6 =16,' a wige:
¢os (a-+pby = 0, 8in (a—p8) = + 1,
(a—2) = (z—2) {I4am 121},
Bedzie wprawdzie:

P&~ |
[z—a|

>1,

ale stosunek ten mato sig rézni od 1, i sprawe dalsze i ¥
08 Corat: prawe zego przebiegu rostrzyga

s ’ — 7y B8V T,
= . " L~V =1,
—= 14+ amV_1 = - e
?
- . $i (@) — Q)em—sol
’ ) 6 =8 Vl—f—a.gr'zp <o
b, >0 >0, Coet

icm®
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Réznica 6,—8," jest nieskonczenie mala, a wigc mniejsza, niz

T

2p "

6, — 6, =6, — 0. —

Mamy wiee:

6, < b, <<6,’.
To, co wyzej powiedziano o 2, zastosujmy teraz do z.
Polézmy 6 = 6,", a wige:

o8 (a+pb) =0, sin (e 8) == — 1.

Rozumujac, jak wyzej, otrzymamy:
)

8N (O Q) = — e

6, << << b,

Ale roznica 8, ~6,” jest nieskofiezenie mala, a wice bezwzglednie bio-

o . ez s " 7T
rge jest mniejsza, niz réznica 6,"—6, = %

Mamy wige:
B, << 6, << 6,7 .
Wazor j'%; =14 ar® cos (a+p6) + V—1 ar? sin (a--p6)

__ar? sin (a+p6)

daje nam: tg (6,—8) = 1+~ ar? cos (a—fpb) °

Rozréiniamy przypadki:
8 <<b<,,
1) cos (a+pB) << 0, sin (atpb) > 0,
tg (6,—8) >0, 6 —6>0.

Punkt 2, jest bardziej wysunigty ku osi, niz z; podobniez z, bedzie
Jeszeze blize] tej osi, 2, jeszcze blizej ete. Moze sig zdarzyé, ze 2,, bedzie
jeszeze blizko osi, ale po prawej stronie, a z,.; przeskakuje po za o§—na
lews jej strone, przeciez jednak blizej jeszeze jest do niej, niz punkt 2.

6, <0<,
(2) { cos (a-}-pb) <0, sin (atpb) << 0,
tg(6,—6) < 0, 6, —6<0.
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Punkt 2,41 jest po lewe] stronie osi, ale punkt 2,;» moze byé po lewej
stronie, ale jeszcze blizej, itd.

Twierdzenie wigc zostalo udowodnione.

Prawo zasadnicze.

§10. W obrebie catego obszaru zhieinosei iteracyjnej,
dotgezonego do punktu «, zachodzi wzér:

!

s oy = R

Frawo to odkryl Lemeray?), jakkolwiek dowodzenie jego nie jest
dogé Scislem. Poprawniejszy dowéd podal Leau?). Ze wzgledu na donio-
sto§é tego prawa, podajemy tu jego dswad, przez nas w tym celu obmyslony.

Przedewszystkiem nie zmniejszamy ogélnosei, zakladajae, ze punkt 2
juz zostal obranym w obrgbie jeduego z wycinkéw: cos (a-+pb) << 0 (patrz
§ 7) kola C,, majacego srodek w punkeie x, a promief réowny o.

Z rozwinigeia:

1D (z)
(p+1)!

(e—z)rtt iz;ig()“') (2 m)pte . (1)

(5r—2) = (z—=) 4

wynika rozwinigeie:

1 ? J_ P— pfe+y () _ D f(?+‘~’) (;1;) p/‘(?—!—l"’ (m)
(z,—m) o (Z*—x) (r+1)! (p2)! (s—a) — (r-F3)! (z—a)
_BI@) o PP (2)  p (o) (O ()
R G A ey i el (e GRS
ktére mozemy krétko napisac:
1 1 (+1)
o = o~ o2+ 4 )+ 4y o .

Tatwo okazad, ze istnieje taka skofczona wartosé M, 7e stale bedzie:
Tr [ <M; o<1, tj. |Ax|<Mp*..... (3)
§ 11. Poniewaz na mocy § 9 mamy:

o=t |>|g—a|>|z—2|> ...

) %) Patrz note 6)i7) na str. 97—(3):
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wiec zarazem:

" J=co
1y - 1 P p fetD () A (o) ... (B
=) N mal — oy +3§ T

r=1,2,3 ..

Stad wynika wzor:

F=n—1 i=n—1

( 1 )p_____( 1 ).v "pﬂH1)(m)+A1V(z,—w)—}-./lgz(zr—x)’
=0 :

e—al —  (p+D!

2 =0
i=n—1 i=n—] f=n—1
4, 2 (z—) + ...+ 4y E (z—x)? + AP'HZ (—axytt - ...
=0 =0 =0

i zarazem:.

k- - e

—Z]

{(z—w)‘+ (z,—2) + (Z—aV 4 .. . + (zn—1—ﬂ0)’}
n

pal

Sy A

1

T

< —zptr — @t o (— . (Bpa— 2t
+2A_p+r{(z ZYt 4 (2, —a)P ']‘(Zn xptr ...+ (2 }(5)

§12. Z nieréwnosei: | z—z } > | 5—= | > | z,— | > ... wynika, Ze: ’

(g—2)* + (5= ... - {zar—a)*

%

<l|z—zl,

a stad:

1

n

1
20—

e 1L, Bl @] L 1l
<7£z——wl+ (p+1)! +§M"l lz—=]". )

Poniewaz za§ |4, | << Mg—°, [2—x] << ¢, przeto wyrazenie:

l;l
n lze—al ?

b4
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nie wzrasta nieograniczenie, gdy # rognie. Stad juz wynika, ze
hm % (2x—x)? nie moze byt zerem, ale nalezy jeszczé dowiesé, ze:

1

n

1

2yl ’

P

nie moze maleé do zera, gdy # rosnie nieograniczenie.

§ 13. Napiszmy:

—%(znl— )p:";lf( 1”)17__ p{;,(:))(f) +@ .. L@

2 — 0

gdz1e @a jest liczbg skoniczons, nawet dla n=oco.
W granicy bedzie:

ae L1 p e (x)
}.I-_I-noo » (z”—m) RSy T Q.

. wVIT (-+1) VT
Poléimy Q. — Se' ; %:_—1;‘?—) = pae’ (patrz § 7); otrzymamy:

. vVI
. 1 1 -m,Y=I{ _  pae pVIT
lim {_h_'?'nl’e }._——W—}—Se N ()]

V=T
Mnozymy obie strony przez & S i znajdujemy:

(at+p8,) V=T
@ e

. 1 (pt28,) VT
g(nrnp)’:‘_wf———l—se ...... (8)
Poréwnanie czesei rzeczywistych daje:
1 P& o8 (a--ph,)
g(nr,ﬁ)=-— h(?—ﬁ—tﬁ“ + 8 cos (p4-p0,) SRR 9

§14. Zajmijmy sie wyrazeniem S. Przedewszystkiem z wzoru (5
widaé, ze:

. 8< 21-4 le—z <1z—w|S‘|A lz—al™.
o=1 o—-‘l

icm®
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8 << N|z—=]| przyeczem N jest liczbg skonczous. Jezeli teraz [s—z| do-
bierzemy tak, by N[z—ux| bylo dos¢ male, to z pewnoscia bedzie:

pa cos (a+pb,) pa
;f SV R RSV -0

Poniewaz na mocy twierdzenia podanego w § 8 jest:

lim cos (a4-p0,) = —1,
przeto o
lim (—'—) = Bt Seos ety - . . . (1D)
n=co \ P | (pH1y g
Ze wzgledu na to, ze S << e mozemy napisaé:
(r+1)!
Cm (S>>,
przyczem h jest pewna liczbg skoﬁoz(»ng, np. k= Tlﬁ“{)—r — 8.
§ 14. Przekonywamy sig tedy, ze:
= 12
he < 1‘21;10 poal e (12)
gdzie liezby H i h sa skoriczonemi.
Stad wynika: )
mod.(g,,_x)<li. _ R e )
A —
. Vn
. ; {1y 1
12,2/ \(7) (19
n’
Napiszmy rozwiniecie: N
1 Ly _ 11\ pfeidz)
n (z,,—m) - _n_(z-—— ) T
4 (e

=p ; ;
+ Z 4, (z—x) + (&,—) 7-;[— ..

F=oo )
(g—) + (g—a) ...+ (Zar—a)/
+ Z 4 - : n '

J=p+l
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Poniewaz:
1\& 1\

(7= 2 + (5 + . .. (Ena—2V] < (%.)'{(T); 4 (.2_)? R A

I L B I R
PR 7 A 7 0 M4 PR
i<

przyezem ug, gy, - - . 8§ liczbami skonczonemi dodatniemi, przeto:

Ll ey + oy o+ (¥ | < (%)‘ = %) WA

w granicy staje sig zerem. Zostaje tedy rozwiniecie:

L= - 2

Zu—2  m

F=03
(z—z) + (5;—2z) = ... F (Gag—)
+ Z 44 : n * :
S=p+1

§ 15. Tatwo okazaé, Ze:

F=ca
Z A; (g—x)?
Fpl

gdzie K jest pewng skoiczong liczbg. Stad wynika:

< |[g—ap* K,

F=o0
S 4 =) + (5,—a) + . ..+ (Baa—a)

7

F=p+1

< KEZ_‘Z]P+1 +{Zl—x}p+1+- .. F |Z”_1—m)1“+l
- n '

Szereg
jg—zppt L |t

Jest zbieznym (gdy n==-co), gdyz:

+
[P— 22l <(%)p 1?1

Vet

icm®
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Stad wreszcie wynika, ze:

J=oo R .
lim > DA Gl e e ol 2 i )

n
F=p+1

Bedzie tedy:

o171 rp ) (g)
i (zn—-x)—" 7!

i wreszcie:
(1)

o B = e

¢o bylo do okazania.
(Dok. nast.).
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