10 K. ZORAWSKIL. (10)

W przypadku A = 0 mamy raetzywisty powierzehnig tylko wtedy, gdy a=¢
ib=10, t. j. mamy albo kule, albo plaszezyzng i krzywe (9) istniejs tylko
wiwezas gdy P nie réwna sig a, a Wowcezas maja postad:

da? 4 dy? =),

t.j. sa krzywemi minimalnemi. W dalszym ciaggn mowi¢ bedziemy tylko
0 przypadkach, w ktérych istriejg linie krzywiznowe. )

Warunek, ktéremu ma, czynié zadosa funkeya P, azeby jedna rodzina,
P nie bedgea rodzing linij krzywiznowych, pozostawata bes zmiany przy prze-
ksztaleeniu UF, okresly si¢ jednem z rownad (22), (23) i tym przypadkiem
blizej zajmowad sie nie bedziemy.

Jezeli za$ obie rodziny P majg pozostawaé lez zmiany, ale nie maja
pozostawaé bez zmiany zadne pary rodzin do innych fankeyj P nalezgce, to
muszg mied misjsce warunki (14) i {16), a nalezy zanwazyé, ze jezeli warunek
(14) daje ktérakolwiek z krzywizn normalnych gléwnych t.j. jedng z rodzin
linii krzywiznewyeh, to warunek (16) przez to samo jest spelniony.

Jezeli wreszcie wigeej niz jedna para rodzin P maja byé rodzinami nie-
zmiennemi, to nieskonczenie mate brzeksztalcenie Of musi spelnia¢ warunki
(17).  Gdy jednakowoz warunki te 83 spelnione, to pozostaje bez zmiany nie-
skonczenie wiele par rodzin P, okreslonych rownaniem czystkowem (19) lub
(20, a pomigdzy temi rodzinami zawsze znajdujg sig rodziny linij krzywiz-
nowych. )
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Przedmowa.

P. Poincaré?) napisal, z2 w nankach m atem a‘ry(tzrﬁf:rlli
dobre znakowanie jest tak samo waznem fl‘loz:()dni—
nie, jak dobra klasyfikacya w n'a..ukac‘h przy an
67 y’ c¢h. OQczywiscle, a nawet z wiekszg stusznoscig, mgznalto. san;)o zlijwos’c
12 2h; owi énie od wyboru metod zalezy
dzieé¢ o metodach; albowiem wlagnie o ] ‘ mozt i
zmuszenia (ze uizyjemy tu znown slow znakoml'tego geomeh): f;rlllc:j
skiego) mnéstwa faktdw, nie pozostf-xjac.ych v:nLu nel
widocznej tacznodei, do ngrupowania sig wWe g

okrewienstw naturalnyech. ) . ]
’ Mozna tez powiedzied, ze twierdzenie, udowo’dmc{ne na dr oﬁ'aczh nkig?n
tych, przy pomoéy sposobow sztucznych i rozwazat, nie m;]z&;zc i
’ .
ii j, jest ezes kryta tylko w polowie;
lgeznosei istotne], jest czesto prawda od_ ) olfowle
7%-@7& sie praWiJe zawszeé, %e to samo twierdzenie przedsta,\wg. sig W sposép

i d onej w t. 54 dziennika
1) Przeklad, upowazniony przez Autor6w, pracy Ieh, ogloszonej

8. D.
3 “©
»Mathf:;mg:::gnﬁg:k; .dzie} Laguerrea (Oeuvres de Laguerre), wydawanych przez

Akademig Nauk w Paryzu.
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(2)

bardziej zupelny i ogélny, gdy dochodzimy do niego drogs prostsza i $rod-
kami lepiej przystosowanemi.

Jako przyktad, wymieniamy podany przez Jacobiego i rOZSZerzony
przez Beltramiego dowdd niezmiennosei wyrazenia A,U. Jest to do-
wod bezwatpienia wytworny i Swiadezgey o przenikliwosei umysln autora;
ale jest nderzajgcem, ze dla udowodnienia twierdzenia, nalezqcego z natury
swej do algebraicznej teoryi eliminacyi, trzeba rozwazaé waryacye calki.
Temu to wlasnie spostrzezenin oraz przeczuwanej a priori mozliwosei
sprowadzenia teoryi parametrow rézniczkowyeh rzedu drugiego do teoryi
niezmiennikéw form algebraicznych zawdzigezaé nalezy badania, ktore do-
browadzily do odkrycia metod, nazwanych przez nas Rachunkiem
rézniczkowym bezwzglednym ).  Pierwszym rezultatem tego
Rachunkn byto odkryecie catego lancucha niezmiennikow rézniczkowych, za-
wierajgeyel jedne albo wigcej funkeyj dowolnyeh, lafcucha, ktérego 4,0
jest pierwszem i najwazniejszem ogniwem.

Algorytm Rachunku rozniczkowego bezwzglednego, t.j. narzedzie mate-
ryalne metod, ktére przedstawimy czytelnikom, znajduje sig catkowicie w pe-
wnem spostrzezeniu Christoffela?); ale metody same i korzys$eci z nich
plynace maja swojy racyg bytu i Zrodlo w Scistych zwigzkach, fyczacych je
Zpojgciem rozmaitosei n-wymiarowej, ktore zawdzigezamy geniuszowi Gaus-
sa il Riemanna

Wedlug tego pojecia, rozmaitosé Vu jest okreslona  wewnetrznie* (in-
trinséquement) co do swyeh wlasnosel metrycznych przez n zmiennych nie-
zalezuych i przez calg klasg form kwadratowych rézniczek tych zmiennych,
# ktorych to form dwie ktorekolwiek dajg sie przeksztaleié jedna na druga
przy pomocy przeksztatcenia punktowego. Rozmaitogd V.. zostaje tedy nie-
zmienng wabec waszelkiego przeksztalcenia jel spélrzednych. Rachunek
rézniczkowy bezwzgledny, operujacy na formach spotzmiennych albo prze-
ciwzmiennyeh % wyrazeniem ds?, nalezgecem do V,, w celn otrzymywania
innyph form tejze natury, jest rowniez w swych wzorachiw swych wynikach
niezalezny od wyboru zmiennych niezaleznych.  Bedac tym sposobem nie-
jako przywigzany do rozmaitogei Va, jest narzedziem naturalnem wszystkich
poszukiwan, majgeych za przedmiot taky rozmaitoss, oraz poszukiwan, w kt6-
rych jako element charakterystyczny napotykamy forme kwadratowg dodat-
1_1ia rézniczek n-zmiennych Inb ieh pochodnyech.

Niniejszy wyklad treciwy tych metod i ich zastosowan ma na celu
przekonanie czytelnika o ichi pozytku, ktory wydaje nam sig wielkim i oczy-
-

). Poréw, Ricei: ,Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differen-
ziali®.  Annali di matematica pura ed applicata. Ser. II, t. X1V, 1856. '

®) nUeber die Transformation der Lomogencn Differentialausdriicke zweiten Gra-
des®, Crelle’s Jonrnal, Bd, XXX, 1849, '

2 ©
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©

wistym, oraz zmniejszenie, oile mozna, pra'gnqcym stosowad te‘ metodg:—trudv-
no$ei, nastreczajacych sie przy stosowaniu nowagl? narzedzia. Mn;e;n‘am)“,
ze po zwalazeniu trudnodei poczgtkowyeh, cz3’te1}11}§ prz‘ekona sie h al 'Vjoélz
ogdlnosé, jakiej dostarczaja te metody przez usuniecie z l\a.z.dego ¥ a.Lmak‘ .—
mentéw z niem réznorodnych, wprowadzonych skutkiem '/.WH%ZB.II]& sig 0 126
¢lonym ukladem spélrzednych, powieksza nietylko wytwornodé lecz i datwos
i jasno$é dowodéw i wnioskow.

ROZDZIAEL I

i vy o 1
Algorytm rachunku rézniczkowego bezwzglednego. )

§ 1
Przeksztatcenie punktowe i uktady funkeyj.

Oznaczmy przez T przeksztalcenie ogdlne:

Xy == 0 (qu Yar ooy Yn )$

a

dwujednoznaczne i regularne wrozwazanej dziedzinie; yrzez Q uktad pewyej
liezby funkeyj: (£iy /4, - - - » /») zmiennych z, fankeyj, ktore ufxzy.\vaé })Qdflf‘
my elementami ukiadu ©. Ozpaczmy przez S podstawienie, ktére sto-
sujemy do ukladn Q, podstawiajac zamiast elementéw £, 7 ..., f» odpo-
wiednio funkeye ¢y, 9o - - -, §p Zwiennych y. . ) 3 . , -
Uwazajmy S jako funkeye przeksztatcenia T, t. . z.a’wzm‘y, ze dla kaz
dego przeksztatcenia (1), stosowanego do zmiennyclf 11.1eza1e:?nych, mamy
podstawienie zupetnie okreslone §; oraz ze. podstawienie S, jako funkeya
i j a : j varunkom:

rzeksztalcenia 7, jest poddane nastepujgcym warun oF ,
’ 1) Jezeli za :JI' wezZmiemy podstawienie tozsamogciowe, wtedy S zlewa
sig z tem podstawieniem. s . .

? 9) Jezeli przez T, 7, 7, oznacaymy trzy przeksztalcenia (1), przez
8, 8y, Sy odpowiadajace im podstawienia S, ijezeli 7= T,. 7\, wtedy jest
takze S= 8, & o ) . )

Istniejanrozmaite sposoby wyznaczania podstawienia :S', jako umk(%yl
przeksztaleenia 7. Mozna naprzyklad (i tak postepuje sie powszechnie)

1 Ricei: Delle derivazioni covarianti e contravarianti. Studi editi dall'Universitd
di Padova, ete. Padwa, 1880.—Lezioni sulla teoria delle superficie, Padwa, Drucker, 1898.
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przyjac jako elementy nkladu przeksztatconego te, ktore otrzymujemy z ele-
mentéw ukladu pierwotnego, podstawiajge w nim zamiast zmiennych a wy-
razenia ich przez zmienne y. Miéwimy wtedy, ze rozwazany uklad prze-
ksztalca sig niezmienniczo (par invariance), lub ze jest nie-
zmienniczym.

Czgsto wszakze natura davego ukladu nasuwa nam wybdr dogodniej-
szego prawa przekszfalcenia. Jezeli naprzyklad f, fi, ..., f» 83 pochod-
-nemi pewnej funkeyi 7 odpowiednio wzgledem Zyy Xgy oo vy Ty Whedy natu-
ralng jest rzecza prayjac jako elementy ukladu przeksztalconego pochodne
() (12)y -+ 5 (f») Tumkeyj (P, ktéra powstaje z funkeyi f przez stosowanie
przeksztalcenia 7, zamiast wyrazen, ktore otrzymaé mozna, stosujac prze-
ksztaleanie T do funkeyi f,, far--sfo- W tym przypadku S bedzie okre-
Slone przez wzory:

n

. 2 .
(2)! ) = Z; /s TRk tr=1,2,..., m},
1

w ktérych funkeye 7, f,, .. ., f» winny byé wyrazone w zmiennych y.

Jezeli uktad dany skiada sig z funkeyi f 1 wszystkich jej pochodnych
az do danego rzgdu, to mozna Zydad, aby 1 po przeksztalcenin (1) byt ztozony
» takiz sposdb. W tym przypadku wzory analityczne, przedstawiajgee pra-
wo przeksztatcenia ukiadu, s3 dosé skomplikowane. Funkeya f przeksztatea
sie niezmienniczo, jej pochodne pierwsze wedlug wzoréw (2), pochodne rzedu
drngiego wedlug wzoréw:

n

32f - » 82f axl, 34'}, af a;)xy .
® 3y, Bys 2” oxy 0z, dy, 9y, ZP;TCP ey, 2y, it.d
T 1

Otrzymujemy takze przyklady godne uwagi, rezwazajge spoétezynniki
Wyrazenia liniowego i jednorodnego wzgledem pochodnych rz¢du pierwszego
funkeyi, mianowicie:

n

af

; 40 L .

) ity 4 or,
1

ovaz spotezynniki wyrazenia kwadratowego i jednorodnego wzgledem rézni-
czek zmiennych niezaleznych, misnowicie:

n

) Zm Qr,s A, dus.
: 1

©
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Wykonawszy przeksztalcenie (1) na zmiennych niezaleznych, przecho-

dzimy réwnoczegnie od wyrazen (4) i (5) do wyrazen przeksztaleonych:

n ap
.of
{r)
Z’ B .’
1

n

Zr by, dyy dys

1

a spotezynniki nowe dane beda odpowiednio przez wzory:

ks
. a.’/r

(41) . B 223 A ___axs ,
1

n 2, oz,

=\ Ly i

(5" bys == Dpa TR

1

Jest tedy rzecza naturalng, ze na ukladach spétezynnikéw wyrazen (41),
(5) wykonywamy podstawienia (4'), (8'), ile razy wykonywamy przeksztal-

. cenie (1) na zmiennych niezaleznych. Wrnosimy stad, Ze. czesto jest rzeczy

wlagciwy zastgpowanie prawa niezmienniczodei innemi prawami Ql-zekszta)c-
cenia, majacemi swoje nzasadnienie w naturze rozwazanych ukladéw.

§ 2.
Uktady spofzmiennicze i przeciwzmiennicze. Rozmaite przylclaa')j.

Pomigdzy pomysleé sie d‘ajqcemi prawami p1'ze.kszta1_cen'ta, dwa plza;va
odgrywajg role przewazng w analizie ma.te'matycz.nej; §g niemi pra,?a:a, f. re
nazywaé Dbedziemy prawami spdétzmienmniczo éc'l i przeciw-.
zmienniezo§ci, praws stosujgce sig do ukladow wiel 0 kro t'n yeb,
ktéremi sig teraz zajmiemy. Mowimy, ze unklad funkcyj n zmxennylch
By, Lay v .., Ly jest m-krotuym lub inaczej 1'ze;d1% m, gdy f)trzy'mujemy e e:,-
ment oznaczony ukladu dla kazdego rozmieszczenis z powtorzeme.m m skaz-
nikéw z pomiedzy n skaznikéw 1,2,...,n. Jedna funkcyg b‘e;dme dla ?as,
jako przypadek graniczny, ukladem rzedn 0. Dla m=1.2, 3,..., ofrzy-
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— — NPT

mujemy w szczegilnosei -uklady p o j edyicze lub rzedu pierw-
szegu, podwéjne lub rzedu drugiego it d. Pochodne rzedu
pierwszego fankeyi oraz spélezynniki wyrazenia liniowego i jednorodnego
wzgledem jej pochodnych sy przykiadami uktadéw rzgdu plerwszego. Uklady
podwéjne mieé begdziemy,
albo spélezynniki formy kwadratowej rézniczek zmienuyeh niezaleznych;
W ogblnosei uktad rzedn m-tego stanowid bedg najrzyklad pochodne tegoz
rzgdu funkeyi dowoluej.

Méwié bedziemy, ze ukiad rzedu m-tego jest spotzmiennics ym
i w tym przypadku elementy jego oznaczaé bedziemy przez X, . s (gdzie
skazniki vy, 5, ..., 7 mogs przyjmowad kazdy wszystkie wartosei 1,2, ...n),
jezeli elementy ¥, ,, r, Ukladn przeksztatconego wyrazajg sig wzorami:

Oure
3y,

(8) ”

o,
T Sy Ay,

m

Przeciwnie, za pomocy symboli takich, jak Xetr=-rw)  oznaczad bedziemy
elementy ukladu przeciwzmiennicze go, t.j. uktadn, ktérego prze-
ksztalcenie przedstawiajs WZOory:

u

- dur, By, oy,

) Yirure.- rp) — ; N (s seg,) 0 O L hed

( J LN S . | ” 3‘1}‘ S.Z}X axﬁn 3
1 i

gdzie elementy X, ¥ odnoszg sie odpowiednio do zmiennyeh iy, Samo
przez sig rozumie sig, ze We wzorach (6), (T) wszgstko jest wyrazone w fan-
keyi zmiennyel 3.

Niechaj X oznacza jakakolwick funkeye zmiennyeh @; ¥ jakakolwiek
funkeye zmiennych y; wzér ¥ —X mozna uwazaé jako przypadek szcze-
golny tak wzoréw (6), jako tez i wzoréw (7). Z tego to powodn uktad rzedu 0,
jakkolwiek niezmienniczy, moze by¢ takze uwazany za przypadek graniezny
uktadéw spélzmienniczgeh i nktadow przeciwzmienniczych.

‘Wszedzie ponizej, gdzie wprowadzad bedziemy symbol taki, jak Xrirary
(albo X:7a--<rmly rozumied bedziemy, ze odnosi sig on zawsze do Jjakiego-
kolwiek elementu ukladu spélzmienniczego (albo przeciwzmienniczego) rae-
du m, ktéry nazywaé bedziemy uktadem Xy 1y (alb0 XCu 7o iy

Pochodne rzedu pierwszego funkeyi oraz spétezynniki formy kwadrato-
wej g rozniczek, wedlug wzoréw (2)1(5) dajg nam przykiady ukladéw
spélzmienniczych odpowiednio rzedu pierwszego i drogiego. Przyklady zas
ukiadéw przeciwzmienniczych otrzymujemy, rozwazajgc spétezynniki wyra-

rozwazajge pochedne rzgdu drugiego funkeyi,

e ©
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Zenia liniowego wzglgdem pochodnyeh rzedun plerwszego funkeyi i spétezyn-
niki formy odwrotnej wzglgdem formy ¢. Podobniez WZory:

Y-

Y
Ly

"
Ay, = 2, dxz,

moéwia, ze rozniezki zmiennyeh niezaleznych sg elementami nktadu pojedyi-
€zego przeciwzmienniczego.

Uktady, ntworzone z pochodnych rzedu m > 1 funkeyi zmienunych nie-
zaleznyeh (jak np. powstate z wzoréw (3) dla m = 2) nie s3 ani sp6lzmien-
nicze ani przeciwzmiennicze. Prawa przeksztalcenia tych ukladéw sy dos$é
ztozone i W tem wlasnie tkwi rédto trudnosei, ktére napotyka Rachunek
réiniczkowy zwyczajny w przeksztaleaniu wyrazen, zawierajacych pochodne
czgstkowe rzedn wyzszego nad pierwszy. Zobaczymy, ze mozna unikngé
tych trudnosei, zastepujac tworzenie pochodnyeh zwyklych dziataniem, o kté-
rem pizej mowimy.

Grodzi sig zanwazy¢, ze uklady spétzmiennicze i przeciwzmiennicze te-
oryi form algebraicznych sg przypadkami szozeglnemi ukladéw, wyzej okre-
Slonych. W samej rzeczy przeksztateenia (1), rozwazane w teoryi form alge-
braicznych, s liniowemi i jednorodnemi, i skoro przeksatalcenie tej natury
dziala na zmienne niezalezne, spélezynniki form punktowyeh przeksztalcaja
sie wedlug wzordw (6), a spolezynniki form odwrotnych wedlig wzoriw ).

§ 3.

Dodawanie, mnoZanie | skfadanie ukfadéw. Kwadryka (czyli forma kwadf;ntawa 1) za-
sadnicza. Uktady wzajemne fub odwrotne.

Oodawanie. Jezeli X..,, ..., &.,..,, 53 dwa uklady spélzmienni-
cze tego samego rzedn m, to:

-
z
Truraoon = Xrs ryrm & Ero 2o

jest takze ukladem spétzmienniczym rzedu m; nazwiemy go sumg dwu
danych nkladéw. W podobny sposéb okreslamy sume dwéeh ukladéw prze-
ciwzmienniczych rzedu m, ktéra bedzie tez ukiadem przeciwzmienniczym
tegoz rzedu. ) .

Mnozenie. Niechaj X. ..., &54..5, beda dwa uklady spélzmien-
nicze, pierwszy rzedu m, drugi rzedu p; uklad:

Prace mat -fizyez., t. XII . 2

%
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=
J— )
Yr, oo Ty Si8aeen §y T er P Ty Sy Sy 8y

m
jest niezmienniczym rzedn m+p; nazywamy go iloczynem dwu danych
uktadéw. Dosdé zastapié tu wyraz ,spélzmienniezy® wyrazem ,prze-
ciwzmienniczy“, aby mieé okreslenie iloczynu dwéch ukladéw prze-
ciwzmienniezych jakiegokolwiek rzedu.

Podane wyzej okreslenia rozciagaja sie oezywiscie na sumg i na iloczyn
jakichkolwiek ukladéw jednej natury, spélzmienniczych albo przeciwzmien-
niczych.

Skiadanie. Jezeli X, .. 50 s,
zmienniczym rzedu m+p, s ukladem przeciwzmienniczym rzedu p,
wtedy uklad:

1%
— E oy G N |
er Py Ty T S;-‘:-«-‘p £l v 4Yr, Fawe Ty 810 8y

jest spélzmienniczym i rzedu m. Podobnie, jezeli dane sy dwa uklady
Xrurserm S0 8p) By s, 5y, to otrzymujemy z nich uklad przeciwzmienniczy
rzedu m, kladac

%
Yriraee 7'y) = P (i Py Ty S5 8000 8p) 5
= > iy X p) 2 .
P £y Saave .sp

Mowié bedziemy, ze uktad ¥, ..., (albo ¥ur7y) jest zlozony
z dwéch ukladéw rozwazanyeh.

W szezegélnosel, gdy m = 0, mamy uklad 1zedu 0, t. j. niezmiennik,
Jjako wynik skiadania dwéch uktadéw natury przeciwnej i tego samego rzedu.

Czytelnik moze Iatwo wyobrazi¢ sobie te czestego uiytkn w Ra-
chunku nagzym twierdzenia, jako wynikajace z jednej zasady, mianowicie
zasady nasycenia skaznikow.

Kwadryka lub forma zasadnicza. Metody Rachunku rézniczkowego
bezwzglednego polegaja zasadniczo na rozwazanin formy kwadra towej do-
datniej rozniczek n zmiennych niezalezanych uxy, z,, . . . s Zny L wyra.Zenia
typu n

n
@ = Zr,s s e, da,.
1

Spéfczynniki tego wyrazenia, kiére pazywaé bedziemy kwadryka lub
for m3 zasa dnicz g, wystepuja wszedzie we wzorach ‘naszych i wpro-
wadzajg tam znakomity prostote i symetrye.

jest jakimkolwiek ukladem spél- .

* ©
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Uktady wzajemne. Oznaczywszy przez at® spolczynniki formy wra-
jemnej lnb odwrotnej wzgledem formy @, mamy tozsamosei:

"
a¥) = Y pq a¥ gt q,, .

1

W ogblnosei, jezeli dany jest uklad”Xrr, ... r, Spolamienniczy rzedu m,
wtedy przy pomocy formy zasadniczej mozna z niego otrzymac uklad prze-
ciwzmienniczy tego samego rzedu, kladge:

"

(8) Xrars e Tig) == le ety A g8 almm) Xy, -

1

Podobniez, wychodzac z ukladu przeciwzmienniczego £ s-m), otrzy-
mujemy ukiad spélzmienniczy, ktadge:

"

. - ey O N |

) By = St o Gy o Gry s T
1

Kolejne stosowanie dzialan (8) i () prowadzi do tozsamosei, i dlatego to na-
zywamy odwrotnemilub wzajemne mi, ze wzgledu na forme zasad-
nicza, dwa takie uklady, jak Xrammd 1 Xoiraerm, albo Erryeryy 1 BaTa 70
7 waoréw (8) i (9) wyprowadzamy latwo tozsamosé:

n

»
o
10 Sy Xonrm B = Yrnern Xnnn, Eeurser,) |
= n

1 1

ktéra orzeka, ze:

JKuazdy niezmienuik, zloZony z uktadu spélzmienniczego i z ukiadu
przeciwzmienniczego tego samego rzedu jest identyczny z nieznicnnikiem,
zlozonym z uktadéw odwrotnyeh wzglgdem danych®.

Jezeli ustalimy formg zasadniczy, to dodé dac jeden uk¥ad spdizmien-
niczy albo przeciwzmienniczy, aby uklady odwrotne. byly okreslone. Ten fakt
znajduje swoje wyrazenie materyalne w stosowane]j juz w powyzszych przy-
kadach umowie, ze ta sama litera, opatrzona m skaznikami, przedstawia
jakikolwiek element ukladu spéizmieuniczego rzedn m albo ukladu odwrotne-
go, stosownie do tego, czy skazniki s3 umieszczone u dotu albo u gory litery.

Oznaczaé bedziemy odtad przez a wyrbinik formy zasadniczej. Z kaz-
dej takiej formy mozma otrzymaé dwa uklady rzedu n ze wzgledn nd nig
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W'zaj emne; ukiady te, ktére czgsto z pozytkiem wprowadzaé moina do rachun-
kéw, maja wiasnoSci godne uwagi. Ustaliwszy znak wyrazenia Va dla okre-
$lonego ukladu zmiennych niezaleznych, przyjmijmy rownoczesnie, ze znak
ten', przy s.tosowaniu podstawienia (1) do zmiennych niezaleznych, nie ma nlegaé
zmianie, :]eZeli jakobian zmiennych = wzgledem zmiennych y jest dodatni; ze
zmienia sie, gdy ten jakobian jest ujemny. Uklad rzedu n, ktérego elementy
Zrirr, S8 zerami, gdy skagniki 7, 7y, . . ., 7, Die sa wszystkie rézne, sa zag
m‘}wne Va albo. — Va, stosownie do tego, czy przy wszystkich skaz’nil‘mch
réznych klasa przemiany (ry,7s....,r,) jest parzysta albo nieparzysts
wizglegdem przemiany zasadniczej (1, 2, .. ., n), uklad ten jest- spélzmienni-
czym. Elementy ef:7--r») ukladu odwrotnego sg odpo{viednio réwne 0
+1:Va. - ’

Jezell przez A (2,, 2,,...,2,) oznaczymy jakobian » funkeyj z,, zq,...,2,
wizgledem n zmiennych x,, @y, ..., 2., podzielony przez Va, bs;dzieﬁ)y
mieli tozsamosé: ’

1

/ 9 N y o2
A (Zla T35 vy Z”) = ,\ P12 780 vouy Ty g e gy L -—%. 92‘,,
o 0z, 3, .

1

ktéra, wskazqu,c naocznie wilasnosé niezmienniczg wyrazenia A, pozwala
poddaé ten niezmiennik metodom Rachunku rézniczkowego bezwzglednego
U‘klad Gty iy (_a?bo &fora oo rm) nazywaé bedziemy ukladem sp6lzmien-
niczym (albo przeciwzmienniczym) E.

§ L

Zastosowania do analizy waktoryalnejt).

Pod Y Zaraz wazny przy. 1 za.st e.
am, zyklad za osowania Rachunku roznicz kOW(‘gO
bezwzg anego, W Vk}ada.m,c rawidla rachunku wektor valnego w S[’Oh 7@(1‘
i b p
n 0 7 (-3
OZl]aCZﬂl? przez y, Y. S[iOh‘ZQdﬂ. e kar l‘ezya.nskle pY ()Stﬂl‘d}f ne ja-
1 Y2y ¥ g
klekOlWlel\ W pr zestrzeni hasze], przez (R) — wektor w tejze plZES“.ZeHI

) Wyniki, zawarte w tym paragrafie Z i
systentysany v ym paragrafie, wylozone tu s po raz pierwszy w spos6b

icm®
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Wprowadzmy ds? tej przestrzeni, jako forme zasadnicza e, 1 potézmy w spoi-
rzednyeh y: . .

@ = (1:[/17 + djl/gﬂ ""' d?/fxq ?

w spélrzgdnych za$ ogolnych:

3
®
@ = z,’_. Qps (Z.’.B,« dx, .

1

Niechaj I (v=1,2,8) bgdy kiernuki dodatnie linii spolrzednyech,
n, (r=1, 2, 3) — kierunki dodatnie normalnych do powierzehni spolrzed-
nych o parametrze ,; kierunki te ustalamy w ten sposéb, ze przyjmujemy,’
iz dla przemieszezenia nieskonczenie matego wzdluz [, albo n, otrzymujemy
przyrost dodatni zmiennej . :

Poniewaz wlasnosé charakterystyczna podstawien ortogonalnych daje
sie wyrazié, moéwige, Ze sy one réwnoczesnie spoizmienniczemi przeciw-
zmienniczemi, przeto skiadowe wektora (R) wzgledem trzeeh osi ortogonal-
nych mozua uwazaé rownoczesnie jako elementy uktadn spolzmienniczego
i przeciwzmienniczego wobec kazdej zmiany . tyeh osi. Postarajmy sig wy-
znaczy¢ dla spolrzednych ogolnyel wyrazenia rzutéw prostokatnych B 1 Ra,
iskladowych &, i K, wedlug stycznych do linij i wedlug normalnych do po-
wierzchui spotrzednych. W tym celn rozwazmy dwa uklady odwrotne X
i X9, ktérych elementy w przypadku spélrzednych kartezyanskich y zle-
wajy sig z rzutami wektora (&) na osi sp6lrzednyeh, rzutami, ktore oznaczyc
mozna symbolami ¥, lab ¥*. Poniewaz rzut wielokata zamknigtego na
jakgkolwiek prosty jest zerem, przeto rozwazajac wielokaty, ktorych bokami
sa R i ich skladowe wedlug osi yj, s, %5, albo weding kierunkow I, 1 kie-
runkow #,, mieé bgdziemy:

2

ay  E=YYcos(,y);  (12) Bu= Do PO cos (4, 50)5
1

1

3 2 .
(13)  TO=, Hcos ()i (1) TV = B, cos (n, 42),
1

1

albo tez, po podstawienin zamiast dostaw kierunkowych znanych ich wy-
razei :
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4 3
) Ve B=N T aw) Vo B =Y v i
1 1
3 | 3 3
(13) Yo = ;‘ =l 5%:— L (1Y) Y, = 21, == R, _%:

°

Stusownie do natury spotzmienniczej i odpowiednio przeciwzmienniczej
ukiadéw X, i X@, mamy wzory:

3
X =2, v 9%
i y: ’

i takZze wzory réwnowaine:

3
bl =2 xtn He 3?" y,=2, x, Sor

Ays
1
a porpwaanie ich z wzorami (11'), (12"), (13'), (14" daje:
(18) B =X :Va,, (18) R, =2X0: Vam,
an B, =Va, . X", (18)  R. =Va™ .X,.

Wynika stgd, ze:

Majyc dane dwa uktady pojedyincze odwrotne X, i X¢,
mozemy,przy jakichkolwiek spotrzednych \ %, %y, Ty PrIe-
strzeni, uwazaé wyrazenia X, :Va, i X0V al", jako wy-
razenia rzutéw prostokatnyeh tego samego wektora
na styczne do linij spélrzednych » ina normalne do
powierzchni spélrzednyeh; wyrazenia zas Va, X
iVa X, za skladowe tegoz wektora wz gledem tych-
ze linij i tychie normalnyech.

icm

jest takze spolzmienniczym.
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Tworzenie spofzmiennicze i przeciwzmiennicze uktadow pochadnych wzgledem formy
zasadniczej. Zachowanie prawidet Rachunku rdiniczkowsgo zwyczajnego,

Tworzenie spotzmiennicze uktadow pochodnych (Derywacya spélnmen’
na). Christoffel?) zauwazyl pierwszy, ze gdy uktad X . -, rzedu
m jest spétzmienniczy, wtedy i uklad rzedu m -1

D S

” L]
Y1 ¥mt1
er el Zl EZ { % Krrserioy gy rwt
11 :

(19) Xrrvrmrmgs =

Nazwiemy t worzeniem spélzmien-
niczem pochodnych wzgledem formy zasadnicze] ¢ dziatanie, przez
ktére, przy pomocy tej formy, przechodzimy od ukladu danego X rat
do ukladn Xy, . s, 1y 3t oStALDE uktad nazywaé bedziemy pierwszym
nkladem pochodnym ukladu X.,,.., Wwzgledem formy
zagadniczej.

Dla m=0, jako w przypadku granicznym, otrzymujemy, Ze pierwszy
uklad pochodny uktadu X rzedu zero sklada sig z pochodnych tej funkeyi,
bez wzgledn na to, jaka jest forma zasadnicza; ktadziemy przeto:

, - éX
(19) X, = ke
. Podobuiez olrzymujemy pierwszy uklad pochodny uktadu pojedynczego
X., kladge:
ta —_—
(19" X = 8:1:, 2 ? §X"

pierwszy uktad pochodny ukladn podwijnego X, kladge:

1IN

aXr.t
%,

(19") Ko =

1y - Ueber die Trausformation der homogenen Differentialawsdriicke zweiten Grades
Crelle’s Journal Bd. LXX, 1848, )
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Sl.a, X = s , Mamy tozsamodei @, = 0, ktére méwig, ze:
dnipzleejl wszg}u];lad pochodny wzgledem formy zasa
g @ uktadu jej s iko i ’ i
Golomwe 2orom. Jej spélezynnikéw jest tozsamo-
‘Stosujgc wzory (19) do ukis Stzmiennics §
stwierdzamy. o y (19) ou 1adu spolzmienniczego E, okreslonego w § 8,
czegPo“;:\tz?{ (lilkla'd kpochodny uktadu spélzmienni-
edem jakiej riek . . R
06] j65t gorort J ejkolwiek kwadryki za,sadm-
mowaiegzgji?::; 0 w; s.kaz‘nikach przedstawia uklad spélzmienniczy, to preyj-
z ogolnie, Ze taz sama litera z jednym skazniki ’ s
przedstawia ieco i I Jednym skaznikiem wigeej
nicae] Jego pierwszy uktad pochodny wzgledem uwazanej formy zasad-
dom ql?(:rl‘gilg; j(i;;,d ze przezkf) iL\mrzeﬁ (derywacyj) niezmienniczych wzgle-
anego uktadu rzedu m przejsé do inne
. ¢ ! ¢ go ukladu rzed
Z:'mﬂ gﬂ; zlebt Jakgkolwiek liczby calkowits dodatnig), ktéry to uklad bquiz
¥ 1\}1; %d?}l{n pochodnym pierwszego wzgledem formy zasaduicze;.
Kolejao \fi? ta dal Wych'?d.zac z ukladu yzgdu 0, t. j. z fankeyi X i stosujge
pochoday 11.{ (19 ) ‘('19 ) it. d., mozna otrzymae pierwszy, drugi i t.d uklad
pierwsze - R0zeiggajyc na 126dy Wyzsze nazwy, bedgee w uzyciu dla rzedu
i gc.>, Jlaz,):\var,uy niekiedy elementy X,,, X, it. d. pochodnemi
7 (IlltlﬂlJ: n 11’1 ¢#%eml rzedu drugiego, trzeciego i t. d. funkeyi X.
(15" %6 znanych wlasnodei symboli Christoffelsn i SN
) wyprowadzamy, ze: a iz wzordw
Jezeli ; .
sig 1 pzuilhl ‘;klad pojedyhezy spotzmienniczy sktada
zaleznycho 113"ch fux}k(:yi wzgledem zmiennych nie-
dem forny tf’ ‘J.egO_ Pierwszy ukiad pochodny wzgle-
Wed{ug)w:d:‘b?‘dnlczej jest symetryczny; i odwrotni;.
miemnicrege o 013 ow (19), .poghpdue elementéw jakiegokolwiek vkladu spél-
pierwszegoguk?d unkeyami liniowemi tyeh elementow i elementow jego
Mozna tedy Wal‘:cll)lzﬂlfdulfgi wzgledem jakiejkolwiek foimy zasadniezej
achunkach elimi zedzi g
nego uktady Spélzmienniczego,mmowaé wszedzie pochodne elementéw da-

wktada pooh : }\‘Qruwadzaj@c elementy jego pierwszego
minowalé pgg]ll:dgo. .‘T'e‘szcze ogdlniej: moina wszedzie w rachunkach ji—
rzeda jakiegokolv?‘ekmzn'ych rzed6éw elementdw ukladu spblzmienniczego

18X m (1 w szezegolnosei dla m=0 pochodne jakiejkolwiek

fankeyi 'owadzai i

Post;} u)}a‘zpsvozid:a;]?<fbe1e11{enty Jego ukladéw pochodnych tychze rzediw.

ety ukmdam:p(?».o , 0slagamy t¢ korzys¢ (§ 2), ze mamy do czynienia

s20g0 ol prars xh}flze’zkszta}camcemi sig wedlug jednego prawa i prost-

et spé}zm’iem‘?‘ zgcyeh przeksztateeniami pochednych rézoych rzedéw

. 1czego (a w szczegblnosei funkeyi), praw, ktore za pomoca
pochodnych zwyktyeh moznaby wynrowadzic.z wzoréw (6) )

icm®

» m
T(ry Ty e Tyn) 5
0) XTiraetm tatl = V;amm_}_l)Jal - v, Vq {iq }X(r‘ e
D >
1
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Zobaczymy poZniej, ze wlasnie prawn przeksztalcenia ukiadéw spol-
zmienniczych zawdzigezad nalezy naturg niezmiennicza wzoréw i réwnan.
kiére ustanawiamy przy pomocy proceséw Rachunku rézniczkowego lez-
wzglednego.

Tworzenie przeciwzmiennicze uktadow pochodnyeh. (Derywacya prze-
ciwzmiennicza). Od danego ukladu przeciwzmienniczego X2 7a-e- Tm) MOZNRA
przy pomocy kwadryki zasadniczej przejsc najprzod do ukladu odwrotnego
26 wzgledu na te kwadryke, t. j. do nkladu Xror o ray 2 od tego ukiada do
jego pierwszego pochodnego wzgledem o, t.j. do ukladu X, o riy
i wreszeie od tego ostatniego do odwrotnego z nim X7 7w rmiit. Nazy-
wamy tworzeniem przeciwzmienniczem ukladéw po-
chodnych (derywacya przeciwzunienniczy) wzgledem ¢ dzialanie, przez
ktére, przy pomocy formy @ przechodzimy od ukladn pierwotnego L rs 7w
do ukladn Xvirs-7m tmia), ktory jest jego pierwszym pochodnym wzgledem g.

Elementy pierwszego uktadu pochodnego wyrazaja sie w funkeyi ele-
mentéw ukladu pierwotnego i spotezynnikoé w formsr zasadniezej przy pomocy
wzoréw: L .

£l1 97141

Oy s r:
1

4
O tworzenin przeciwzmienniczem ukladéw pochodnyeh i o samych tych ukla-
dach pochodnych ukladéw przeciwzmienniczych mozna poczynié uwagi zu-
pelnie analogiczne do tych, ktére wypowiedziano wyzej o tworzenin spol-
zmienniczem ukladéw pochodnyehio uktadach pochodnych vkladéw spolzmien-
niczych. Tak naprzyktad, jest widocznem, Ze poniewaz uklady @, Erroory rugy
s3 tozsamogciowo zerami, przeto toZsamo powiedzieé mozua 0 ukladach ats)
(pierwszym ukladzie pochodnym pkiadn @®) i &rmaevn ragd (pierwszym
ukladzie pochodnym nkiadu przeciwzmienniczego E). N
Mozna powiedzieé ogolnie, ze istnieje prawo wzajemnosei lub dwoistosei,
pozwalajace z kazdego twierdzenia i wzorn Rachunku rézniczkowego bez-
wzglednego otrzymaé twierdzenie i wzor wzajemny pizez przemiang wyrazéw
spélzmienniczy i przeciwzmienniczy i przez przeniesienie
skaznikéw z poluzenia spélzmienniczego do przeciwzmienniczego, i odwrotnie.
Prawidta rachunku. Dobrze znane prawidfa o tworzenin pochodnych
sum i iloezynéw funkeyi rozciggajg siy sposobem naturalnym na tworzenie
sp6lzmiennicze i pzzeciwzmiennicze ukadéw pochodnych. W-samej rzeczy,
stosujac wzory (19) tego dzialania spélzmienniczego do ukladéw:

Yomr = Xer ey Ererar
Ty Tases Tip T N Iy Fyens Tyy 3

Y, =X, T85
F R Ty Ta e Ty S8 83 e Sp 3
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a6}

dochodzimy do tozsamosei:

Yetrirn rmpy = Xy 15
n + Ty Fgeua ¥ ¥ rr .
ml 1 LS o S e Ty Topge1 0
Yttty = X, , - 5
L P Tmi1 TaTx e Py Vi) [T A sy

-
T Xy B 4 i}

I7€CZ ma sig podobnie dla ukladéw przeciwzmienuiciych, oraz dla tworzenia
ukladéw pochodnych sumy albo iloczynu ilnkolwiek wyrazéw.
Rozpatrzmy uklad zlozony:

Vrraeorg = 3 Elsds - 1)
'y Ty - 1y o 8y B Xr‘r,...rm:,:a. cedy .
1

Stosujge wzory (19) i (20), znajduj i
: ¢ s jdujemy nastepujgce wyrazeni i
Jego pierwszego uktadu pochodnego: B yratenin elomentow

n
Y, p— AN
TaTrie Tyy Tt S By oo 3y Hsr "P)er .8
E iTae T8 Gty Ty
» 1 ‘

(21)

»
s i O AR ) )
+ Z""' gt S 2 iy Xr,.. T Sifa ey
1

Otrzymujemy podobnie wzér wzaj i

. : ZOY Wzajemny na tworzenie pochodnych ukla-

déw ztozonych przeciwzmienniczych. pochoduyeh vk
Dla niezmiennika takiego, jakim jest:

m -

"
= N Ty .,
¥ Erx,,”...,r,,, Ennon) X
1

mamy:
4 »

.
FECND & ) GO W)
2 4y Ty ey Ty Xroren s
1

]

+ E TuTy e tyged SN T2 T 0 g X
Ty Tg wus Ty &

1
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(17) RACHUNEK ROZNICZKOWY BEZW4GLEDNY.
g e =

crm® i X, ..., lch odwrotnemi, znajdziemy:

a zastepujac uklady Zv:7s--

o= Sy (BO 0 Koy KO

s =

) A . s)
iy g - TSI

(22)

1

W szezegolnadel dla ntworzenia pochodnej niezmiennika:

n

Y= 2, 50 X,,

1

mamy wzory:
(22') Y=Y 8 Xut Dy X0 En
1 1

Weizmy niezmiennik
2

A fr =210

1

gdzie f jest jakgkolwiek funkeyg zmiennych @, %, . .., ¥u; bedzie takze

3A " :
N
<

§ 6.

Ukfad Riemanna, Zwiazki pomigdzy elementami drugiego ukfadu pochodnego
Jjakiegokolwiek uktadu spétzmienniczego.

- Niechaj bgdzie forma zasadnicza

#

@ = Zr.s Ctre At dg s

1
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poldzmy:
a4,

e, s == o + i‘i’i — _3[1,,,,

o, oz, duy

3 3 u
s, o Or, s
a. = Iki 7T

rs, i T o -+ Em 02D (Uryp Qst, g — Gy Cisi,q) -
1

Symbole @, 1 sg elementami uktadu poczwirnego spoélzmienniczego,
b‘al_'dzf:» waznego w teoryi form kwadratowych rézniczek. Znajdujemycgo'
(jezeli ?ominiemy pewien czynnik licsbowy) w pracy Riemanna 1): ,Com-
menfzamo m.athematica.“ i dlatego nazywaé go bedziemy uktadem s”p (B
zmie nni ezym Riemanna. Wyrazenia Grs,2a Dadal, jeszeze przed
ukazm‘uem sie tej rozprawy wielkiego geometry, Christoffel?), ktiry
poda’c. 1c'h v&.flasn‘os'ci zasaduicze. Wystarezy tu przypomnieé,. ze licz‘;Ja tych
Wyrazen, niezwigzanych pomigdzy sobg zadnym zwigzkiem liniowym, wy-

n? (n?—1) ’

12

W szezegolnosei, gdy n = 1, do$¢ uwazaé wyrazenie a4, albo sto-
squek 49,19 1 @, Ktéry oznaczaé bedziemy przez G, a ktéry jest niezmienni-
kiem Gauss a, dobrze znanym w teoryi powierzelni.

Dla "= 3 mamy N=6. W tym przypadkn wzory zyskujg na sy-
metl'y_l, Jﬁ?zell uméwimy sig, ze dwa skazniki mogs zastepowad sie wzzijemhie
gdy réznica ich jest podziglna przez 3. Wprowadzamy od tej chwiliumowe té
raz na zawsze. Elementy ukladu spélzmienniczego Riemann a, liniowo‘od
sxebx.e niezalezne, dajg sig whedy sprowadzi¢ do LYDU Gria ryo, sp1ato, 1 jezeli
potozymy ats = Qrisrpe, sp1s4e 1 @, uklad of® bgdzi'e sﬂéizmi&miezym
Ult'lad ten, ktéry nazywaé bedziemy uktadem przeciwaz mienniezym.
Riemanna (albo tez uklad odwrotny a,s ) moze w praypadkn 2 = 8 za-
's’r,gp({wa-é uklad spélzmienniczy a.,,. To majge, przyjmijmy, ze X, . ...
Jjest jakimkelwiek uktadem spoizinienniczym i rozwazmy j eg(,) drug;’ 71;Ma13
pochodny X, . TmTmi1 Tmpys MAMY Whedy tozsamosei:

nosi N =

X, -
Ty Tyee Ty r,;,,tH Fagr T X, Tois Ty Tmin Ty
(23) 5 on
= V e N r .
21‘-‘?.& a/rm+1 Tmfe TP X A TI] Gy T
101 :

) Gesammelte Werke, str, 270
K s X .
Lips c)hi\:zl;mc%wne_) cg'towaue‘], Crelle, LXX. Patrz takize w Lymze tomie rozprawg
: nUntersuchungen in B f i
pipeoll » gen in Betreff der ganzen homogenen Functionen vou 1. Diffe.

icm®
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ktére orzekaja, ze element X .ryriirmie nie jest wogdlno§ei identy-
czny 7 elementem Xr v ..rprpis’mi1 W szezegolnosei, gdy n =2, wzory
(23) mozna zastgpié wzorami:

9 E

"
(28) Do d Xrsos s = G E;Zr.,a'w P AT
1 1

1

N,

a gdy n =3 — wzorami:

2 b H

g ‘v g ¢
(23") E,, 3 glrsn .}Lr‘ P Zq,:.t ale) gt s‘l Erp st Ar;. ST LD e T
1

1 1

Jetzeli wyrazenie kwadryki zasadniczej daje sig-sprowadzié¢ do postaci
E; dz2, wtedy uklad spélzmienniczy Riemanna jest tozsamosciowo ze-
1 . ot
rem, i w tym przypadku wzory (23) orzekajg: .
-Aby uktad X rpry, 031 pierwszym nkiadem
pochodnym uktadu rzgdu m, jest koniecznem i dosta-
tecznem, by elementy Xrr. . rprarirmgs | Snre o fmfmpamp

byly identyczmne®

§ 7.
Charakter niezmienniczy réwnad Rachunku réZniczkowego bezwglednege.

Roéwnania (6), okre§lajace prawo przeksztateenia ukladéw spolzmien-
niczyeh, wyrazaja, ze jakikolwiek ' uklad spolzmienniczy jest albo nie jest
tozsamosciowo zerem, niezaleznie od wyborn zmiennych x;, @,, ..., Z». Te
to wlasno$é mozemy wystowié, méwiac, ze uklad réwnan takich jak:

(24) Xr,r,... Tm=0y
ma charakter niezmienniczy luob bezwzgledny. Mozna to samo powiedziéé

o réwnaniach typu Xvs7s-+7m) = 0, ale niema potrzeby osobnego rozwazania
tych ostatnich, albowiem mozna je sprowadzié do typu (24), przechodzge od
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ukladn X¢w7s -7 do odwrotnego. W samej rzeczy (patrz wzory (8)1(9))
dwa uklady odwrotne sg albo nie sgréwnoczesnie tozsamodciowo zerami,

Stawiajac sobie e X novo pewne zagadnienie, dosé przyjac, ze jego
elementy okreslajace sy wyrazone w zmiennych zupelnie ogdlnych i zamiast
tworzenia pochodnych zwyklych tworzyé uklady pochodne spélzmiennicze
(wzglgdem wskazanej prawie zawsze przez naturg samego zagadnienia formy
zasadniczej), aby réwnania zagadnienia daly sig bez wysitku przedstawic
W postaci niezmienniczej. Jest to—jak to zobaczymy w licznych zastoso-
waniach—wielka droga, po kiérej postepowad tu nalezy, gdy idzie o teorye
og*lne lub gdy mamy na celu wyklad systematyczny tych teoryj.

Ale bardzo czesto, majge juz réwnania (¢) zagadnienia, wyrazone w pe-
wnych zmiennyeh y, chcemy przeksztaleié je na réwnania w zmiennych ogél-
nych, bez powtarzania dla tyeh zmiennych dzialan, ktére doprowadzily do
réwnail (). Dofé w tym celn wyznaczyé w zmiennych ogélnyck uklad X
spiizmienniczy albo przeciwzmienniczy, ktdrego elementy.  wyrazone
w zmiennych y, zlewajg sig—jezeli pominiemy pewne czynniki — z pierw-
szemi wyrazami réwnan (s). W samej rzeczy jest widocznem, ze skoro
przyjmiemy, ze drugie strony rownan (¢) sg zerami, to otrzymamy wyraze-
nia przeksztalcone w spihrzednyeh ogéluych, przyréwnawszy do zera ele-
menty ukladn X, .

Metoda ta wprawdzie nie udaje sie we wszystkich przypadkach, ale zato
czgsto prowadzi do celu sposobem szybkim i tatwym. Zdarza sig to zwlasz-
©za, jak to zobaczymy, dla réwnah Fizyki matematycznej, tak ze w tym
wzgledzie dziwié sie nalesy, iz do osiggniecia tegoz celu postepowano nieraz
po drogach trudoych i'powiklanych.

ROZDZIAZ 1L

Geometrya wewnetrzna jako narzedzie Rachunku.)

§1.

fizeczy ogdlne o ukiadach ortogonalnych kongruencyj w jakiejkolwiek przestrzeni.

W rozdziale tym nzywaé bedziemy jezyka geometrycznego, rozwazajac
formg zasadniczg o jako ds? rozmaitosei ¥, o # wymiarach.

. b .PurG}w. Ricei: ,Sulls teoria degli iperspazi®, Rendiconti dells R. Accademia
dei qucex, 24 listop. 1895, takse: ,Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varietad qua-
Iunque®. Memorie della R. Acc. dei Lincei, 1896

(21) RACHUNEK ROZNICZEOWY BEZWZGLEDNY. 31

Niechaj bedzie uktad rownai

do,  dmg _ A=,
o am T = T e
*
gdzie 17, A2, ..., A sg funkeye zmiennych &, &, . .- . %, dane dowoluie,

ale regularne i nie znikajgce wszystkie réwnoczesnie w pewnym obszarze C.

Rownania te okreslaja w rozmaitosei ¥, kongruencyg linij, regularng
w obszarze C; do tego obszaru ograniczymy nasze rozwazania. ‘

Jezeli uklad funk'cyj 17 uwazaé bedziemy jako pl'zeciv.vzmienmc.zy
i jezeli przypomnimy sobie, ze takimze jest ukiad réliniczejk zr‘men.nych nie~
zaleznych, to wniesiemy stad, ze uklad réwnan (1) jest njezmienniczy. Po-
niewaz réwnania te nie zmieniajg sie, gdy funkeye 2 pomnozymy przez Jedgn
i ten sam czynnik, zalézmy przeto, ze czynuik ten Wyznaczono uprzednio
w ten sposob, iz

) E Gre A 19 = 2 M3 = 1.1
1 1

Méwimy, ze w tym razle uklad A9 jest ukla dem s p.é irzednym
przeciwzmienniczym kongruencyi, przedstawionej przgz 1'6Vivna-
nia (1), i ze uklad odwrotny A jest ukladem spoirz ednym sp 6tzmien-
niczym. o o
Oznacziny przez ds element tuku jakiejg(ilwiek linii, naleza‘,f:ej do kon_-
gruencyi, t. j. wartosé dodatniy wielkosei V ¢ ; 2 wzordw .(1) i(2) wyni-
knie, e ds jest wartoscig bezwzgledna stosunkow (1); bedzie tedy wogél- -
nosej :
e,

(1/) ) i_d_s. = )\_(1‘)’ {r=1,2,.‘.,n?

i jezeli przyjmiemy, jak to iczynié bedziemy w nastg'pstwie,. z1_1ak dodat'm,
wyznaczymy przez to dla kazdego punktu rozmaitosei Y, kieranek, ktory
nazwiemy kierunkiem dodatnim linii, nalezgce] do kongruencyi,
a przez ten punkt przechodzgcej.

Latwo widzie¢, ze gdy rozmaito$é V, jest euklidesows, .zmienne zas
&y, Ty, - . ., Ty 53 Spoirzednemi kartezyahskiemi ortogonalnemi, wtedy fun-

1) V& obszarze rzeczywistym mozna zawsze zado§éuczynié temu warunkowi, pénie-
waz zaktadamy, ze forma zasadnicza jest dodatnia. .
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keye A9 (zlewajace sie w tym przypadku z funkeyami 1.) sa dostawami
kierunkowemi linij spolrzednych.

Wedlng definicyi, podanej przez Beltrami'ego dla kata a, utwo-
rzonego przez kierunki dz, i éx,, wychodzace z jednego punktn £ vozma-
itodci V., mamy: .

»

~
Zz-.: s Az, O,

cos @ = — ! e
yam noC

]/ Z"’ 0,5 d, dx, | I/ Zr,: ars 82, O,

v . I

Jezeli mamy dwie kongruencye, okreslone przez ich nklady sp6lrzedne
przeciwzmiennicze A0 3 u®), i jezeli oznaczymy przez a kat, utworzony przez
linie kongruencyine, wychodzace z punktu P, bedzie wedlug tego wzorn
i wzorow (1'): )

(3) cos a = 2,. 2w,
1
(po stronie drugiej byé tez moze alho 2, # 2, albo E"‘ Qs A7 u® | albo

”

wreszeie Zr,s a4, us).

1 1

1
Warunek ortogonalnosci dwéch kongruencyj przedstawia tedy rownanie:
() _ Z O p,=0.

) Oznaczmy przes Au (h = 1,2, ..., m) 1) uktady spétrzedne spélzmien-
nicze n kongrnencyj i przyjmijmy, ze kaide dwie iech linie w kazdym pun-
keie rozmaitoéei ¥, spotykajg sig pod katem prostym. Jezeli przez . ro-
zumied bedziemy jednosé, przez ;. (b= ) zero, wtedy na zasadzie réwnan

‘? {ireska, oddzielajaca dwa skazniki w tym symbolu, ma wskazywad, Ze mamy tu
’do czynienia z n ukladami pojedyficzemi a nis z nktadem podwéinym; pierwszy ze skasnikow
indywidualizuje réznemi swemi wartosciami rozne uktady, drugi— elementy tego samego
uktadu.

icm®
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(23)

(2) 1 (8') wyrazenia iy czynié beda zado$¢ rdwnaniom:

n

(4 N A =
1

(hy k=12, 0y 1)

ktore sg nogdluieniami rownai, zachodzaeych pomigdzy dostawami kierun-
kowemi kazdych dwoch z pomied«y = linij ortogonalnych n-wymiarowej roz~
maitodci euklidesowe;j.

Nazywaé bedziemy n-kongrueuneys w skrocenin n-kg orto-
gonalng w rozmaitosci V, kazdy zbiér n kongruencyj, takich, jak
dopiero co rozwazany; i oznaczaé bedziemy przez [1, (2], ..., [n] kongru-
encye n-ki, przez 1,2, ..., n linie tych kongruencyj, przechodzace przez
punkt jakikolwiek rozmaitosei V.; praez s;, s, ..., S» luki tych linij.

Wyraienie uktadu spétzmienniczego albo przeciwzmienniczego jakie-
gokolwiek w funkeyi spotrzednych n-kongruencyi ortogonalnej. Jezeli mamy
jakikolwiek uklad spélzmienniczy X ., .-, 1 n-ke ortogonalng zupelnie do-
wolng [1],[2]...,[n], to mozna wyznaczyé n» funkeyj ca,s,..s, takich,
Ze zachodzié beda tozsamoscei:

0

‘4 »

5) Xirioirm = ,; By By ey g Clty B iy 11:,!,1 1h3/,= ..
i

1

by -
Funkeye te beda tez okreslone i majg wyrazenia:

<& 0 .
(9 ) Chyhy vl = furn et Ay A ‘m )

1(:-,) lm) ... A’E:m) Xyirair
n

S N/ES

ktore orzekajg, ze sg one niezmienniczemi. Przechodzgce od wzoréw (5) albo
(5") do odwrotnych, rozciggamy je z latwoscia na uktady przeciwzmiennicze.

W szezegolnodei, jezeli idzie o ukiad a. albo a9, wtedy z przyczyny
réwnan (4) mamy dla kazdej n-ki orvtogonalnej [1], [2], . .., [#] tozsamoSci:

»

\ 0 @
@) e == D Iair D " 0 =N 1y

1 1

Prace mat.-fiz, t.XIL 3
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e . (l’

‘ .LWy:u)zilczmlkl kﬂ Ayl 14,0, ktore wedlug rownan (4) 83 Wy
roznikami dwoch kwadryk odwrotnych, sy tedy réwne o iedui
vazeniom Yo i 1:Va 1) * y Apowiedaio wy-

) Z réwna.r‘x (5) 1 (5") wyprowadzamy, ze kazdy uklad réwnai X, ,, =0
mozna zastzgpn% ukia’dem Chuty oty =0, t.J. (Rozdzial T § 7), t. j. ze kaLZd).r 171"k.{ad
hgzwzglqiny rownan moze byé przeksztalcony w ten sposob, iz jego wyrazy
pierwsze beds niezmiennikami. (zesto s j zyseia to
plerw eda ami. Czgsto stosujemy z korzyscis to przeksztat-

Zauwazmy jeszeze, iowas o2 — 2" j
Zmy jeszcze, Ze poniewas 3, = 1, oznaczajge przeto przez

f'ja];@kolwiek funkeye zmiennych x;, #,, . .. | Z,, mieé bedziemy:

) E A= 2f

35 . (h=1,2, ..., %),
Sn

s Elementy metryczng rzedu pierwszego. Wiasnosci metryczne linij
22 7, bedace v zwigzku z tem, co nazywamy zwykle krzywizna kizy-
wych skoénych, sa, jak latwo rozomieé¢ a priori, funkeyami pochodnych

ukladéw Zu,. Pochodne te nie sg wszystkie niezalezne; przeciwnie, winny

R . (1) .
one czynié zadogé - — Zi-— rownaniom, ktére otrzymujemy, biorac poehod-
ne réwnan (4).

Polézmy:
(7) Yakr = S‘."‘ '1;]) Z‘(:))‘/”rs s

1

{1 1=1,9,...,m)

i wezmy pochodne tych rownas, stosui rawi i

0 ; 'maln, stosujgc prawidlo tworzenia pochodn,
ukh}dow zlozonych (Rozdzial I, wzory (224).. Znajdujemy na'} rz6d ych
nania, o ktére idzie, w postaci: " o

%

n
(8) ©) I
) E’l’f '2"‘/78 + 2(") Ay A =0, Ok 1=1,2,.,n)
1

1
i widzimy Jatwo, ze mozna Je zastgpi¢ nastepujgcemi:

8’
&) Yaxr - yem = 0,
-

(B, b 1=1,2,., 1),

) Réwnania (4) orzekajs, z

)8, Z¢ natura metryczna rozmaitodel ¥V, i §

£ t

znamy ukiady spétrzedne n-ki ort ogonalnej jakiejkolwiek w rozmaitchJiesVOkreSan@’ store
.

icm®
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ktére ohejmuja w sobie jako przypadek szezegdlny rownania:

(8y) yim=10.

Ticzba niezmiennikéw yum wzajemnie niezaleznych réwna sie tedy
2 {n— . . . PP . a? (nt1)
UHTI—), a poniewaz ta liczba réwna sig réznicy liczb »® i ——(-‘)—t—
a -
z ktérych pierwsza jest liczba pochodnych wyrazef 1., druga zas liczba
zwigzkéw pomiedzy temi pochodnemi zachodzgcych, mozna przeta bedzie
przedstawié wyrazenia lu, w funkeyi wyrazeii Ay, i niezmiennikéw y. Roz-
wigzujge réwnanie (7), etrzymujemy istotnie wyrazenia te w postaci:

7

n
. ., 3
7 Apprs = \i,j Yhii Ay Ajis -
-
1

Aby zbadaé tedy wlasnosci metryczne linij-l, 2,...,n, dos¢ bedzie
zwrici¢ uwage na niezmienniki yuy; W samej rzeczy, wiazg sie one z temi
wlasno§ciami przy pomocy zwigzkéw bardzo Scislych i bardzo prostych. Nie
zatrzymujae sig nad szezegolowem badaniem znaczenia geometryczuego albo
kinematycznego kazdego z niezmiennikéw y, powiemy tylko tyle, ile po-
trzeba dla zastosowan, o ktérych niZzej mowa. Dodajemy jeszcze, Ze niezmien-
niki y ze wzgledn na ich znaczenie kinematyczne, nazwiemy spétezyun-
nikami obrotu n-ki [1],[2], ..., [n}

P-g
o

Pochadne wewngtrzne i zwigzki pomigdzy niemi.

TUstanowimy przedewszystkiem zwigzki, zachodzgce pomigdzy pochod~

2 3f
nemi takiemi, jak 2 o °f

—= . albowiem nie mozna odwracaé
oy aSh sy o8y

oy . 9 . 38 . .
dziatah, przedstawionych przez symhole ol a W samej rzeczy, wzigw-
I3 k

szy pochodne obu stron tozsamosci (8), mamy najprzéd: N
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a af ” n
BN/ M N\ S O A
e = O b fro = X0 1O A
1 1
i dalej:

»

n "
8 w 3 of ANIPLC @
— e T - . 8 4o k. £ @ ",
Bs;: s 2 B w Ltk f“+z” 1O A Ao
1

1 1

l

Iab jeszeze, uwzgledniajac tozsamosci

n # k3 n
@, oL of
E A 3%—21‘1‘ ik Air Er,s O by, = Zi Tnin el
i 1 1

wynikajgee z réwnan (4), (6) i (7'):

»

o o @ .0 - of
Ts;.- _—351, == Zr,s )-,, 1,{ s +Z; Vhik S_S; .
1

1

Nakoniee z tych ostatnich réwnan, wyprowadzamy szukane zwigzki
W postaci:

® o of 2 of

of
B 35 3, s Z: (yan == yar) o

§ 3.

Kongruencye normalne i geodozyjne. Rodziny izotermiczne powierzchni.
Uktad & iezny dla kong: 2yi dansj.

Kongruencye normalne. Powiadamy, ze kongruencya linij, nakreslo-
nych w rozmaitosei V., jest normalnag, jezeli tworzy sie z trajektoryj
ortogonalnych do rodziny powierzehni 7 (z;, @, - .., ) = const. W rozma-
itosci V,. Obierzmy w n-kongruencyi ortogonalnej kongruencye [n] ipo-

icm®
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starajmy sig wyznacayc warunki konieczne i dostateczue na to, aby ta kon-
ruencya byla normalna. ) ) )

£ Potrzeba i wystarcza do tego, nczywiscie, aby kazdy kierunek éz, nor-

malny do jakiejkolwiek linii = palezal do powierzehni £ = 0, t. j. aby bylo:

n

of —
Z,. o Sz, =0 .

1

-

Tnnemi stowy, warunki, o ktére nam idzie, sa zarazem warunkami ko-
niecznemi i dostatecznemi na to, aby réwnaniom

”
Q]
Xilf) = Z, =0, (=12 yn—])

1

czynita zado§é funkeya f, t. j. aby uklad tych rownai bytzupeinym. Mozemy
przeto wyrazié, ze (dla b, k=1, 2, ..., m) wyrazenia:

(Xn Xx) f.—_ X X}: (/) — X X ()

sg funkeyami liniowemi wyrazen Xj (7).
Mamy:

" {r) " {8}
X Xo () = Dy D (b for 1€ D)
1 1

E

n
o g @
albo tez, poniewaz na mocy rownan (8)i(7’) jest Zlh l/f,5,=—~2-‘ Yt daje »
. 1 R o

n n—1
o ® Z
X X () = 2,, 4, z; for — 2 yien Xi (f) — yuin PP
1 1
bedzie tedy:
n—1

: 2
X X (f) — Xe Xa (D) =2‘ (par — vane) X () (panke = yumn) —%—7: .

of

Poniewaz Wyraﬁenie—;—jest niezalezneod wyrazei X, (), (h=1,2,...,n—1),

2
przeto znaleziona tozsamosé orzeka, Ze:



GUEST


38 G. RICOL i T. LEVI-CIVITA. (28)

Warunki konieczne i dostateczne na to, aby kon-
grueneya|n]byla normalna, wyrazajas réownania:

1
(10) Pohk == Ynkh, (b F=1,2, 0, n—1),

ktérych liczba wynusi(—n—_—uz—(’—zﬂ.

Mamy tedy takze:

) »Jezeli wszystkie kongrunencye n-ki ortogonal
nej 'sgl normalne, wszystkie wyrazenia Yz 0 trze 1~
skaznl.ka(;‘h z:'éZny ch sg zerami, i o‘dwrovtnie.“ .
[ Puniewaz nie powiedziano nic okreslonego o wyborze kongruencys
1], [21, S [;%—1], tworzgeyeh wraz z kongruencys [n] n-ke ortob onal "
przeto réwnania (9), gdy zwazymy ich znaczenie geometryczﬁe mag' lna'
rakter niezmienniczy nietylko wobec wszystkich mozliwych ﬁl'zek.g@t ;m_-
spéh:zgdnych lecz takze wobec wszystkich mozliwyeh zmian n—1 kzo;crcen
eneyj [1], [2], ..., [»—1], tworzacych z [n] n~kongruencye ortogona.lnq,cru-

Skoro Wa.r,unki SIO) 83 spelnione, wyrazenia i,, ss proporcyonaln;z d
f?olghodnych fr _Jed_ne_] 'funkcyi, t.J. mozna bedzie wyznaczyé spélezynnik .
ok, aby wyrazenia fr = phuy czynily zadosé rownaniom f, — for. P i
waz ha mocy rownan (7') jest: " e Tome

E

(11) Fre = pas dnjy + 1 2:‘;’ Vais A s
1

przeto, jezeli polozymy:

(12) v =log u;

funkeya nieoznaczona v powinna czynié zado$é réwnaniom:
E3 n
Ya dnjr - 21‘ 7 Yot e Aggs =, dujs -+ 2",/' ¥uif s Ajjr
1
1

Mnozse je przez i
023G je p w0 Wstawiajae s=1,2, ..., n, dodajac do siebie

i uwzgledniajge rownania (4) i 7 ami i 5
et L] (4) 1 (9), mozna, zamiast nich, wziaé uktad réwno-

n—1

(1::_;) Yr = Vj-m‘r -+ Zi Puin ].,'/,,
1

gdzie ¥ jest nieoznaczone.

icm®
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Rodzinv izotermiczne powierzehni. Powiadamy, e rodzina powierzchni
f 2y, &, -+ ., o) = cONst. jest izotermiczng w rozmaitosei ¥, i ze [ jest
jej parametrem termometrycznym, jezeli ta funkeya czyni zado$é réwnaniun:

7

(19 St @ /=07

1

Mozna uwazaé rodzine powierzceini za zindywidnalizowang, skoro zna-
my kongruencye jej trajektoryj ortogonalnyeh; innemi stowy, znaczy to, %e
kazda rodzina powierzchni moze byé przedstawiona przez uklad A, ¢zy-
nigey zadoséréwnoezesnie rownaniu algebraicznemu (2) i réwnaniom (10) o po-
chodnych czastkowych rzedun pierwszego. Postarajmy sie wyznaczyé wa-
runki konieczne i dostateczne na to, aby ta rodzina byla izotermiezag, a na-
stepnie, skoro te warunki spelniajg sig, postarajmy sig znales¢ parametry ter-
mometryczne.

Podstawiajac we wzorze (14) wyrazenia f,s, dane przez wzory (11),
mozemy zamiast wzoru (14) napisaé wzor rownowazny:

"

Ay

—és—u‘ = - Z:‘ Vaii s
1

co prowadzi do nastgpujgcego wyrazenia na nieoznaczone » z wzorn (13):

u—1

(15) Y= — 2; Pnic
1

Aby rodzina powierzehni, majaeych linie 1 za trajektorye ortogounalne,
byla izotermiczna, putizeba tedy i wystarcza, aby, po wstawienin za » wyra-
zenia (15), drugie strony rownai (13) skladaly si¢ z pochodnych funkeyi 4
wzigtych wzgledem z,; poczem i wyrazenia fr = Ce¥ ly- beda tez pocho-
énemi funkeyi f wzgledem tychze zmiennych, a wyrazenie:

»
f= C‘[e‘l’z,‘» Iugr Q2 ¢,
1

1y Zobaczymy dalej, e réwnanie to jest identyczne z réwnaniem dla fankeyj harmo-
nicznyeh, : .
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gdzie Ci ¢ sg stale dowolne, bedzie najogélniejszem wyrazeniem parame.
tréw termometrycznyech rozwazanej rodziny. :
Fatwo nastepnie Poznajemy,

; 2e warnnki catkowalnosei réwnan (13)
przedstawione sg przez réwnania:

=]
Sy v
‘ =, -+ '%:n -+ Y Phun - 2;‘ Vo (Vitn — ponn ) = 0,
1
(15) )

n—1 n—1

2, Tin @ &
Tys,:i -—]— Ei Yiun Ping == # + E: Yenn Yikn
1 1
Ik=1,2 ..., 2]

Jezeli kongruencye [1], 2], .. ..[n] s3 wszystkie normalne, t. j. jezeli
8§ przecigeiami powierzehni # rodzin ortogonalnych w rozmaitosei V., wtedy
réwnania te sprowadzajy sie do postaci prostszej:

1 Ay a}’ )nm
(15% 75, + 4

< 2
Vhim Y knn
C5n

» =0 .
+ Yima ; aé’]; 35‘1,

Kongruencye geodezyjne ). Mdwiae, ze linia jest geodezyjng w roz-
maitosei V,, dla ktorej ds® danem jest przez formg zasadniczg @, oznacza-
Iy przez to, Ze waryacya pierwsza calki

n

. / ds=. / }/ er o iz, daz |
1

rozciagnietej wzdtuz tej linfi, jest zerem.
linie » byly geodezyjnemi (méwic bedziem
ge‘odezyjnq) Wyrazajg sie réwnaniami:

(16)

Waranki na to, aby wszystkie
y wtedy, ze kongruencya [n] jest

Vo = (), =12 ., n1),

ktére majg te same charaktery niezmiennicze, jakie zaznaczylisSmy . dla row-

pah (10), W szczegllnosel, jezeli przestrzed jest euklidesowa, réwnania

(16) dajy nam charakterystyki Wewngtrzne kongruencyj prostoliniowych,
Krzywizna geodezyjna kongrueneyi. Jezeli kongruencya [n] nie jest

geodezyjna i jezeli nwazag bedzieny rozmaitoga Vo jako zawarty w prze-

i ) Patrz Rieci: »Dei sistemi di congruenze ortogonali ete.” § 5 i takze: »Lezioni sulla
. teoria della superficiet. Cz¢s¢ I, Rozdziat TV,

F
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strzeni enklidesowej SZ;er, mozna bé@d.zi; I:Zi:izzgég ;Od:;zsjgs 111‘::%@}5:3
w jakimkolwiek p'unkclf‘: pP 1'0‘7;111{1: lghx;l pI'Z"eStl?Zfelli Suym wektor styczny do
jacy. PoprowadZmy przez pu i .
yozmaitosei T, ktérego dlugos¢ dana jest przez walr p° = Zf e B
: ini3 B i pr punkt F i na-
T avemenent, Kiove ukiaden Spihiaginym spimiennicrsm s
n—1

S‘ Pinn A Wektor ten ma wiasnosci nastepujace: 1) znika tozsa-
Hr = ‘—li iun T - 1
1

jes ing; 2) rzut jego na plaszezyzne
Sci dy kongruencya % jest geode_zygng, Tzt i e
m({SAcll;);V g:) I%ni)i i i %z rowna sig krzywizaie rzutu linii " na tez plaszci:zizgﬁl,
;t)y?ezet‘normah‘ly do linij n. % przyezyny tych wl‘.asml)ls;ixe E:?;ﬁg; i ﬁm,-
daje e k1 izny geodezyjnej,ali neyl,
ajemy nazwe krzywizny geodez . kong e
?aiijJZ.yjako ul?iad spélrzedny spélzmienniczy, nazwiemy linia mi krzy
wizny geodezyjnej kongruencyi . _ o .
wiz llljz}a(g;y kanoniczne wzgledem kongrueflcyl d'anej. Ma]a.c daznahlil;i )
cye [#], mozna nieskoiezenie wieloma réznemi sposobami pr i. e
i '332—4’ kongruencyj, tak, aby wraz z [n] utworzyly n-ke or f)t% L
:;?’ozmaitoéci V.. Pomiedzy temi ukladami n—1 lgonglrubenc'y]c e;‘nu k}g&déw
] ‘ agieji congruencyi [n], istnieje jeden lub wig )
y dua do drugieji do kongruencyi [n], is , b wi g
EzgleJ(?kres'lamy pizej i nazywamy ukladami kanonicznemi wzgledem ko
grueng’?}é[zn]m.y 92X, = Ajrs — Ause 1 rozwszmy ukiad rownan algebraicznych:
75— Jom] /8

”

u
> o ) AT =0 =1,2,..,%),
a7 E' Ruie A =0; Iy ,//--FE, (Xr -+ w0t ) A bow=ne
1

1

dzie p, o, A0, 2, ..., 1™ sg nieoznaczone. ~Jest to uk:’t?d n—i—-ll(ﬂ)ro‘xlva’:u}
;giniow;c,h i,jedr’wrodnych wzgledem niewiadomycp A l(.‘),i&), s 1,‘;7 I)c;
znacznik jego, przyrownany do zera, daje nam réwnanie stopnia n-—— 43
7
dem e:
(18 A(w)=0,
iste. szmy te pierwiastki
'stkie pierwiastki sg wiste. ~Oznaczmy te pierwias
ctorego wszystkie pierwiastki sg rzeczy - 8 ¢ pier i
]::g:;gwh (% )— 1,9, ..., n—1) iprayjmijmy najprzdd, ze sg wszy stkéz ptongo
- oli 1, 7 i . 810 .
ziyﬁcze, Jezeli w ukladzie (17) polozym_y = c:))h 1‘ 131 zy{f;‘:zb“fnznaczyé g0
ukladu réwnanie (2), niewiadome A0, 2@ ..., A" dadzg sig wyz

i C7y T 17 (r=1,2, ..., ), sa ele-
do znaku. ~ Wartosei ich, ktéve oznuczymy przex 1, (r==1,2,...,n), 8§

.
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mentami uktadu spétrzednego spélzmienniczego kongruencyi [%], a kongru-
encye [1], [2], .. ., [n—1], ktére sa ortogonalne Jjedna do drugiej i do kon-
gruencyi [2], sa elementami ukladu ortogonalnego kanonicznego wzgledem
tej ostatniej. W tym przypadku tedy uklad jest zupetnie wyznaczony.

Jezeli pierwiastki rownania (18) sa wszystkie rowne, wtedy kaidy
uklad n—1 kongruencyj, tworzgeych wraz z [n] n-ke ortogonalng, czyni zg-
dosé réwnaniom (17) i moze byé uwazany za uklad kanoniczny wzgledem [n].

W ogéluosei, niechaj eo,, @3, .-, W, beda pierwiastki rézue réwnania
(18), pr-py - .., Pm rzEdy ich wielokrotnosci; polozmy w réwnaniach 1n
o=w, h=1,2,...,m). Mozna wyznaczyé ps kougruencyj ortogonal-
nych jedna do drugiej i takich, ze eleneunty ich ukladow spotrzednyel prze-
ciwzmienniczych sg rozwigzaniami rownai (17). W grupie 45 tych kongru-
encyi istnieje nawet wszelka dowulno$é, nalezgea do podstawienia ortogo-
nalnego rzedu p;, t. j. dowolnose, przedstawiona przez g, . (pr—1) : 2 fun-
keyj dowolnnych. * Poniewaz kongruencye, wehodzgee do grup 4, i Ay, 33
takze do siebie ortogonalnemi, otrzymujemy tedy py—tpo-... L pa=n—1
kongruencyj, tworzgeyeh wraz z [n] n-ke ortogonalng. 1w tym przypadku
kongruencye [1],[2], .. -, [n-1] sa elementami nkladu ortogonalnego kano-
nicznegy wzgledem kongruencyi [n], lecz uklad nie Jest ani zupelnie wyzna-
czony, ani zupelnie dowolny. Zawiera on fankeye dowolne, ktorych liezba
réwna sig Z” Py (pr—1):2.

1

Spétezynniki obrotn 5-ki ortogonalnej, gdy [17, [2],.. ., [n—1] s3 ele-
mentami uktadu kanonieznego wzgledem [n], sa zwigzane ze subg zwiazkiem
charakterystycznym: .

(9) k Purk ~ Purn = 0.

Z zestawienia tych réwnan z réwnaniami (10) wyprowadzamy, ze, gdy
kongruencya [n] jest normalng, spotezyoniki y, (dla <= k) sa wszystkie
zerami w uklad=ie ortogonalnym kanenicznym wzgledem [n]. W tym Przy-
padku kongruencye, nalezace do ukladu, majg bardzo proste znaczenie geo-
metryczne: sktadajg sie z linij krzywiznowych Powierzehni ortogonalnyeh do
linij % 1),

Mozna daé dos¢ prosty interoretacyeg geometryezng ukladu ortogo-
nalnego kanovicznego wzgledem jakiejkolwiek danej kongruencyi, skeroe
-

') Niektérzy geometrowie badali krzywizng powierzebni w nadprzestrzeniach; dosé
W przypomnied rozprawe zasadniczy Lipschitza »Eutwickelungen einiger Eigenschaf-
ten der quadratischen Formen you Differentialen®. Crelles J vurnal, LXXT, 1870,

j rzen- eukli trze
rozmaitofcia zasadniczy jest przestrzen euklidesowa o
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(33)
] ¢h wymiarach ).
te interpretacyg i na rozmaitosé ¥, jakiejkol-

Momaly neL y tu zatrzymywac sig nad temi szezegdlami i prze-

wiek natury, ale nie moZen.l ;
chodzimy do innych rozwazan.

'asnosc! sp Z w zwiqzek z teoryq jseia m wedfu,
Wt sei spofe ]ll"lkﬂ obrotow 7 zwiqz k z teor) trojScianu rucho ego 0 g

p. Darboux.
zdej { mam 2 o=h) sp6lezynni-
Widzielismy w § 2, ze dla kazdej n-ki mamy 5 ‘ :
: . . - s 0
kéw obrotu, algebraicznie od siebie mezalezn_ych. Spélczq nm}{l t‘eV E:gy @One
o bie niem’leZnemi z punktn widzenia funkeyjnego; pr'z?clw:l;, ooy o
ilz?ynié zacios’é réwnaniom rézniczkowym T‘Z(Qg)ll -1 -glc?, ;Izt‘?;;; np ;‘chdne Y
iorgc raz jeszcze pochodne réwnan. i i e’lfnl - e wyre:
?wf:) ’7 bm;f;;]pogocy tyeh samych rownan trownai (23) Rozdzialu pierwszeg
Zen Anjr A ;

Kladae:

”n

i Sy ikl — V7l jhi Yiik — '1}’";},
(.’0) Yhi, kit == agl:; - d_a}_gl_l + 2,' {yhij (’}’jkl lek) +}';hl Yiik Yikn Y5l

doehodzimy tym sposobem do réwnai:
"
[CINGINOING)
a,
@1 P = Dt by b By By O
| . 1

ktére wraz z rownaniami (8') dajg warunki konieczne i do-slffltebcznte ??ktio(,n:.a.tlg
j Z zaé za spotezynniki obrotu -
3 keyj danych yu mozna bylo uwaza 03¢z : P
”on?lge;yiv roz{naitos’ci V., dla ktérej ds® wyraia sig fc‘n mg za,sa,fimc:;d@Z ¢ do
¢ Dla n = 2 mamy jeden tylko wzor (21), ktéry daje sig sprow

postaci:

di ¢ 4, Rendinconti della R.
) Poréwn, Levi-Civita. ,Sulle congruenze di curve

Accademia dei Lincei, 5 marca, 1891


GUEST


G. RICCL | T. LEVI-O1V N
)
. 2
(21,) Par (il ; .
v 05, s P 7 + G

J est to wzdr, dobrze znany w teoryi powierzehni
. . . yroas ’
wiznami geodezyjnemi linij 1i 2.

Dla n =3, kladye:

gadyz pyg 1 Yoz 88 krzy-

(22)

Vil == Yi+1hie, 12,

mozna rownanie (21) zastapi¢ réwnaniami: -

) @)

n
21
(21,) Var :Zr,x 2y Ay e,
1

kuére dajg w Szezegllnosel pu = y,,.
Réwnania (21) wogdle, bedye zw

] v igzane z ukladem spélzmienni
Riemanna, satez geisle %ZWigz i ™

» ‘ aneé z naturg metryczng rozmaitosei T, .
Réwn.ama, te sg tylko uogolnieniem réwnan
skladow.eml s 9,7 0brotéw w teoryi tréjéeian;l
zzzcz%‘. jezeli przyjmiemy, ze rozmaitose Va zlewa
& k(;v;g ;)n tr ze;h. wypuarach, w_tedy“styczne do liniij 1, 2, 3 Wwyznaczajs
3. pu'n c'le te] przestrzeni tréjscian trojprostokatny. Niezmien i@
zgzo‘:zzacjem.mz mezalez.ue dajg nam wtedy obroty 1},—,‘11.-, 7 (2 =1 2m‘;§)1
Wzoryg.ki és;g d;)a;zrzemle:szczeﬁ nieskonezenie malych wzdhuz linij 1-, 2 37
Ogémie}sze e eg«ilpx zyp?dku Wy'prowadzamy z wzorbw (21), s3 nav;fet
S5 niels 5 nyc. ogoltue, albowiem opierajs sig jedynie na zalozenin
ngruencye [1], [2], (3], . . . sa normalne ), ’
Mozua widzieé na tym przyk i jaki
rézniczkowego bezwzglégll::‘;;?gk oy maere o
Zuane postgpowania i ich pozytki.

ktére zachodzg pomiedzy
ruchomego 1), W samej
slg z przestrzenia eukli-

tadzie ! poséb metody Rachunku
dlnoscig swoja obejmujy w sobie rozmaite

) Darboux: ,
»Liegons de Cinématique“
dans les milieax continy

Legons sur la théorie des surfaces®, t. 1,
» Chap, X, oraz nota pp. Ei F. Gosse
i 3¢, pomieszczona w tychie ,Lekeyach®
) 7 Levi-Civita: Tipidi iali ;
: ‘ ; 3 potentialj
coordinate®. Memorie delia R, Accademia dellé

Chop Vi takze Kionigs:
rata: ,8urla ciuématique

ckle si possono far dipenders da due sole
scienze di Torino, XLIX, 1859, § 4.

@ ©
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5.
Wyrazenia kanoniczne uktaddw przytaezonych do formy zasadniczej.

W badaniu zagadnien Greometryi, Fizyki, Mechaniki analityeznej i t. d.
dochodzimy prawie zawsze do ukladéw réwnar, maj geyeh charakter niezmien-
niczy (patrz § 7 Rozdziatn pierwszeco), w ktorych, obok spéiczyunikow
formy zasadniczej, napotykamy elementy jednego Jub kilku ukladéw pojedyn-
czych ipodwéjnyceh oraz ich pochudnych. Dla ustalenia mysli ograniezymy
sie tu do jednego tylko nkladu przylgczonego.

Przyjmijmy najprzéd, ze tym ukladem jest ukiad pojedyhczy X, nie-
chaj odpowiada mu kongruencya [n], okreslona przez réwnania:

dee,  dz, _ dme
X T xe T Xe

uklad spélrzedny spélzmienniczy dla niej skladaé sig tu bedzie z elementéw
dwr =X, 1 0, gdzie o?= S‘, XnX,. Powiadamy, ze wzory:
A

1

(23) X = Qhnjr
dajs nam wyrazenia kanoniczne ukladéw X, .

Wychodzge 7 tych uktadéw kanonicznych, postgpujemy w ten sposéb.

Do kongruencyi [12] przytaczamy n—1 kongruencyj, stanowigcych z nig
n-ke ortogonalna (w tym przypadku jest pozytecznem korzystanie
z ukladu albo z jednego z ukladéw kanonicznych wzgledem kongru-
encyi [n]). Przeksztalcamy nastepnie réwnania zagadnienia, podstawia-
jac odpowiednio zamiast a, 1 X, ich wyrazenia, dane przez wzory (49 1(22),
a zamiast pochodnych— elementy ukladéw, otrzymanych przez tworzenie nie-
zmiennicze poehodnych wedtug formy zasadnicze].

Otrzymujemy tym sposobem uklad réwnan, bedgey w seistym zwigzku
z elementami istotnemi zadania, uklad, ktérego interpretacya geometryczna,
prawie zawsze Yatwa i naturalna, charakteryzuje go w sposéb jasny i do-
godny. Tklad ten daje nam tez czesto wskazdéwki bardzo korzystne przy
catkowaniu, albowiem unaocznia prawie uklad zmiennych niezaleznych,
jaki obra¢ nalezy, aby otrzymaé, gdy to jest mozliwe, réwnania catkowe.
W tym przypadkn wracamy ostatecznie do znakowan zwyklych i otrzymu-
jemy rozwigzania kanouniczne zagadnienia.
' Metody te—wyznajemy to sami—nie moga roscié sobie pretensyido
usuwania zasadniczyeh trodnodei w pytaniach, do ktérych je stosujemy.
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Przeciwnie, prowadzg one tylko do przeksataleen, pozostawiajac wszystkis
te trudnosei. Uczg one nas jedynie unikania przeszkod przypadkowych, a to
jedno sprawia czgsto, Ze wyszedlszy z ukladu réwnan dosé skomplikowanego,
dochodzimy do uktadu kanonicznego, bardzo prostego i doskonale nadajacego
sig do traktowania. Otrzymujemy woéwezas wyniki interesujgce i niespo-
dziewane tam wlasnie, gdzie metody zwyczajne prawie napewno chybiaj 8.

Jezeli idzie o uk}ad podwijny symetryczny oy, wtedy zwracamy sig
do réwnan:

n

(23) Z: (0rs — 00:) A = 0, G=1,2,0,0) 1),
! ]
Eliminujac A%, 2@, .., 2, dochodzimy do réwnania stopnia 2 wzgledem o

0 dobrze znanych wiasnosciach. Wszystkie jego plerwiastki g, gs, - . ., gu
53 rzeczywiste, a podstawienie ich zamiast ¢ W réwnaniach (28) prowadzi
w kazdym przypadku do wyznaczenia jednej lub kilku n-kongruencyj crto-
gonaloyeh [1], [2], ..., [n], takich, ze elementy ukladu danego otrzymujg wy-
razenia kanoniczne:

n
Qrg == Zb on lh/r Z},/, .
1

Wyszedlszy z tych wyrazen, przeksztalcamy réwnania zagadnienia
i dochodzimy ezgsto do jego rozwigzan kanonicznych sposobem zupelnie ana-
logicznym do sposobu, wskazanego w przypadku ukiadéw pojedynczych.

Zobaczmy teraz, jakie sg prawidia ogdlne, dajace sig z rozwazanych
przykladéw wyprowadzié dla ukladn rzgdn jakiegokolwiek.

Widzielismy (§ 1), ze elementy jakiegokolwiek uktadn spélzmienniczego
rzedu m wyrazié sig daja jako funkcye jednorodne stopnia m elementéw
ukladéw spétrzednyeh n-ki dowolnej, ktérg odtad nazywaé bedziemy n-kg
odniesienia. Aby otrzymaé wyrazenia kanoniczne elementow ukladu
pojedyiezego X,, wybralismy w przykladzie pierwszym te n-ke w ten spo-
86b, aby we wzorach ogélnyeh:

n
X, = Zh Cn Ay,
1
—_—
) Riecei: Salla teoria delle linee geodetiche o dei sistemi isotermi di Liouville,

§ 2 Attidel R. Ist. Ven. di Se., Let. ed Arti. 189%; tukize Levi-Civita: Snlla transfurma-
z1ore delle equazioni dinamiche, § 7, Annali di Matematics, 1896.

icm®
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bylo

o= =0.

W przykiadzie zas drugim zredukowaliSmy elementy a, do ich wyrazei ka-
nonieznych, obierajac n-ke odniesienia w ten sposob, aby we wzorach:

n
Qpg = Eb,k Cpre 1/1/‘1- ;L}:/s

1

by;o (7L =¥= ]17).

ewe =0,

W ogélnodei, jezeli mamy do cazynienia z ukiadem spélzmienngczym
rzedn i, jest rzeczg wazng, abysmy przedewszystkiem greduk oiwalx‘ 4e1e—
me;nty do dobrze obranych wyrazen kanonicznxch przez paJodeWledI}n;Jszy
wybér n-ki odniesienia, poczem, dla us'nanow'iema réwnan wewnetrznych za-
gadnienia, stosnjemy sposoby proste i jednolite.

ROZDZIAL IIL

Zastosowania analityezne.

§ i
Hlasyfikacya form kwadratowych rdzniczek *).

Niechaj ¢ bedzie formg kwadratows rézniczek 2 zm‘ennych 1y Fgy e s Ty
zasadniczo dodatnig. Wybrawszy w odpowiedni sposib n + 'S fur}kcy.l
Yis Yas « + -, Ynty BUIENDYCh 2, MoZDA ZAWSZE (dla u dostatecznie wielkiego)
uezynié zados§é réwnaniu: N

p=dyt+dy?+ ...+ dy? . APt

Najmniejsza wartos$¢ m liczby u, dla ktérej ta réwnosé jest mozliwa,

woze zmieniaé sig od 0 do n_(vzz;—_Q . Mamy tym sposcbem kryteryum za-

') Por. Rieci: ,Principi diuna teoria dells forme differeuziali quadratiche®. Ann,
di Matematica (2), t. XII, albo ,Lezioui ete.*, Rozdz. V.
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S —f(e8)

sadunicze klasyfikacyi form @ Liezba m nazywa sie klasg formy

odpowiedniej; nie moze ona przekraczaé liczby ﬂ(%—]) . Tak np. formy

dwéjkowe (1 = 2) s3 albo klasy zero, albo Kklasy pierwszej.

Formy klasy 0 (o jakiejkolwiek liczbie zmiennych) charakteryzuje faks,
zeuklad Riemanna (patrz § 6) jest dla nich toisamosdeiowo zerem. Dig
form klasy pierwszej mamy twierdzenie:

Aby forma ¢ byla klasy pierwszej, jest koniecz-
nem i dOStﬂ,tE‘CZIIc‘.IIl, by mozna byto Wyznaczyé nklad
podwéjny Symetvrycany by taki, ze:

L) Urt, sn= g by, — br by ’

2) uklad b (pochodny spélzmienniczy wzgledem @) jest sy-
metryczny?l).

Skoro warunki te 83 spetnione, funkeye Yoo Yoo o Uy Yups daja sig
wyznaczy¢ jako catki pewnego uktadn zupelnego,

Dia form klas wyzszyeh mozna dowiesé twierdzenia analogicznego.
Lecz nie zatraymujemy sig nad tym przedmiotem, a zwracamy sig do innego
Wwaznego zastosowania Rachunku rézniczkowego bezwzglegdnego.

§2
Niszmienniki bezwzglgdne. Uwagi geometryczne, Parametry rézniczkowa.

Badania klasyezne Jacob Pego, Lam'ego i Beltram P'ego, kté-
rym zawdzigezamy wprowadzenie do analizy niezmiennikéw, znanych pod na-
zwz.;, Parame t.r 0w rézniczkow ¥ e¢h, majg podstawe swojg w roz-
wazanin waryacyi pierwszej pewnych calek. Srodek ten—mimo swej wy-
twornosei 1 doweipn—prowadzi nas do metod posrednich i bardzo dalekich
od tyeh, ktére zdaje sig nasuwaé sama natura zagadnienia,

W istocie zagadnienie to zawiera sig w nastepujgecym problemacie 0gdl-
nym, bedgeym ostateeznie tylko zagadniepiem o eliminacyi algebraiczn ej:

') Powiadamy, ze nktad wielokrotny jest gymetryeany,
wiadajgce tej samej kombinacyi skaznikow, 83 identyczne,
) %) Patrz Ricei ,Sui barametri e gli invarianti delle forme quadratiche differen-
ziali“. Ann. di Mat. (2), XIV, 1886; ,Lezioni ete.”, Rozdz. V. Pordwn. L evi- Civita:
»Sugli invarianti assoluti*, Att. del Ist. Ven., 1694.

skoro jego elementy, odpo-
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Majgc dang forme kwadratows okreslong ¢ i ja-
kakolwiek liczbe ukladow przytagczonych § (spéi-
zmienniczych albo przeciwzmienniczych, wyznaczyé
wszystkie niezmienniki bezwzgledne, ktére mozna
utworzyé ze spéiczynnikéw formy ¢, oraz elementy
nkiadéw Sipochodne jednyech i drugich az do rzedu
u, z gory ustalonego,

Gdyby nie potrzeba bylo rozwazaé pochodnych, bytoby to zagadnienie
dobrze znane, dla ktérego wystarcza zwrécenie sig do teoryi form.  Wpro-
wadzenie pochodnyeh na pierwszy rzut oka pozornie komplikuje bardzo po-
szukiwania. Na szezescie tak nie jest. Rachunek rézniczkowy bezwzgledny
sprowadza nas zawsze do tegoz zagadnienia, skoro pochodne zwykle zasty-
pimy elementami ukladdw, powstatych z ukladéw danych przez tworzenie
spélzmiennicze pochodnych wagledem formy . Mowiac dokladniej, mamy
twierdzenie:

Aby otrzymaé wszystkie niezmienniki réznicsz-
kowe bezwzgledne rzedu g4 dodé Wyznaczyé niezmien-
niki algebraiczne nktadu form nastgpujagcych:

) formy zasadniczej p;

2) form przylgezonyech § i ich pochodnych az do
rzgdu u;

3) (dla w>1) formy czworoliniowej, ktorej spot-
czynniki sg elementami nktadu Riemanna i jej form
pochodnych az do rzedu u—2.

Jezell nazwiemy niezmiennikami wladciwemi formy ¢
niezmienniki, zalezne jedynie od spélezynnikéw formy ¢ ijej pochodnych,
to z poprzedzajacego twierdzenia bedzie mozna wyprowadzié dwa wiioski,
a mianowicie:

Formy klasy 0 nie posiadaja wcale niezmiennika
rozniczkowego wlasciwego,

Formy klasy wy#Zszej nie posiadajs niezmienni-
kéw rozniczkowych rzedu pierwszego;ich niezmien-
niki rézniczkowe rzedun w>1 s3 niezmiennikami
form 1), 3).

Wyniki te przybierajg oczywiscie postaé prostszg dla form dwdjko-

“wyeh i tréjkowyeh. Dla n = 2 (patrz Rozdz. I, § 6) zamiast uktadn Rie-

manna mozna podstawié niezmiennik G G aussa, ktéry jest jedynym
niezmiennikiem rzedu 2-go wiaseiwym form dwojkowych.

Nalezy tu zauwazyé, ze gdy uwazamy forme ¢ jako ds? dla pewnej
powierzehni, to wartosé G jest iloczynem odwrotnosei promieni gléwnych
krzywizny 1 dlatego @ nazywa sig takze krzywizng calkowits

Brace mat.-fizyczne, t. XI1. 4


GUEST


Bl 6. RICCL i T. LEVI-CIVITA.

o)

formy ¢. Na zasadzie poprzedzajgcego mozemy twierdzié, ze @ — 0
daje warunek konieczny i dostateczny na to, aby forma dwéjkowa ¢ byla
klasy zero. "W jezyku geometryeznym wyraza to dobrze znane twierdzenie,
ze powierzchnie rozwijalne sg jedynemd, dajacemi sie rozwinaé na plasz-
czyzng. Dla @ = 0 nasza forma dwéjkowa nie ma widocznie niezmienni-
kow wiaseiwyeh; wogoélnosei:

Niezmienniki wlasciwe formy dwéjko wej az do
rzedu jakiegokolwiek u>2 otrzymujemy, wyznacza-
jgc niezmienniki bezwzgledne algebraiczne WwSspolne
formiegi formom, ktérych spiteczynnikami s g pocho-
dne spéizmiennicze niezmiennika @ az do rzgdu p—2.

Wynik ten zawiera sie implicite w jednej z rozpraw Casora ti’egol),

Dla # =238 mozna zamiast ukladu spélzmienniczego Riemanng
rozwazaé uklad przeciwzmienniczy podwéiny av* albo odwrotny ar; jest
tu odrazu jasnem, ze warnnki a,, = 0 sg rownoczesnie konieczne i dostate-
czne na to, aby forma tréjkowa byta klasy 0  Gdy uklad @, nie jest tozsa-
moseiowo zerem, wtedy rozwazanie dwéch form kwadratowych o spoblczyn-
nikach @ 1 a, da nam niezmienniki rézniczkowe wilasciwe rzedu drugiego.
Jako niezmienniki algebraiczne tych dwéch form przyjaé mozna pierwiastki
réwnania:

” Ars — O Urs ” :0;

nazwiemy je niezmiennikami zasadniczemi formy @. Pro-
wadzi do tego wyboru redukeya uktadu podwéjnego o, do jego formy kano-
nicznej (Rozdz. IT, § 5). Wyplywa z niej zupelnie naturalnie trojka kon-
gruencyj ortogonalnych, bardze waznych w badanin geometrycznem wia-
snosel, uogélniajgeych pojecie krzywizny calkowitej rozmaitosei dwowymia-
rowej.

Powrdcimy do tego przedmiotu w zastosow aniach geometryeznych (Rozdz.
IV, § 8); tu nadmienimy tylko, ze kongruencye tréjki nazywamy kon gru-
encyami gléwnemi, a kiernnkami glownemi kierunki ich
stycznych.

Zbytecznem prawie jest dodac, ze dla otrzymania niezmiennik6w wia-
Sciwyeh rozmaitodei tréjkowej az do rzedu #=>2 do$é, obok dwéch form do-
piero co rozwazonych, wzigé pod uwage formy, ktére wyprowadzamy przez
tworzenie spélzmiennicze pochodnych spétezynnikéw o, az do rzedu u—?2,

To powiedziawszy o niezmiennikach wlagciwyeh, zbadajmy niektore
frosbe przyklady przypadkn oglluego, w ktérych mamy takze uklady przy-

aczone.
-

'} ,Ricerca fondamentale per lo studio di una certe classe di proprietd delle super-
fiele curve®, Annali di Mat, (1), 11T i TV, 1860—1861.
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Przyjmijmy najprzod, ze mamy dwie funkeye Ui ¥, przyl;g:e:zgnekdo
formy kwadratowe] jakiejkolwiek ¢ o » zmiennych. Parametry I:OZDIGZ 0=
we rzedu pierwszego AU i AV oraz parametr, kiory Beltrami nazywa

1 1

parametrem mieszanym funkeyj U, V:

n

. N N U V.,
A (D, T’)——‘_‘m a

1
j ¢ 0w rozni h rzedu pierwszego.
wyczerpnja uklad parametrow 1oznmzkov&jyc °
! G‘rld; mamy do eczynienia z pojedyncza funkeys przylaczong .U,' to
dla rzedu pierwszego mamy oczywiscie tylko AU; dla rzedu drugiego
trzeba rozwazaé niezmienniki bezwzgledne dwoéch form algebraicznych

n

= == e dz, dzs. W szezegolnosei niezmienniki
‘F—Zr Urdxr’ W Ers U, da,

L P Sy e
pary Lp: v w ich postaci wymiernej (t.]. spélczynniki przy ¢"~% o3, ..
v réwpanin — || Uss — ot || = 0 beda odpowiednio stopnia 1,2,..., 7

a

wzgledem pochodnych_drugich fankeyi ”U

Niezmiennik stopnia pierwszego 2,5 a™ U, jest parametrem dobrze
1
znanym AU Beltrami'ego.
9
25 y j for ktad pojedynczy X,; wytwarza
Przylaczmy teraz do naszej formy tp‘ukla D .
on niezmienniki rzedu pierwszego, nalezace do ukladu algebraicznego trzech
3

form, t. j. , formy liniowej Zr X, dx, 1 formy dwuliniowej, ktorej
1

spotezynniki sg elementami pierwszego ukiadu pochodnfago qkla(‘iu X, wzgle-

dem @. Pomiedzy temi niezmiennikami wymieniamy niezmiennik :

"
6 = E s A0 Xy,
1

wystepujacy czesto w zastosowaniach. Z tego punktu widzenia 11.1028 byé
tez intere?sujgcg uwaga, Ze tatwe przeksztalcenia prowadzg do drugiego wy-
razenia na O, mianowicie:

1 S 2 e )
@=—f2,o (Va X9),
1

o,
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})m:d?iej dogodnego w rachunkach, gdy wyrazenie poprzedzajace nadaje sig

eple] do WyWQdéW teo.retycznych. Jedynie w przypadku szczegblnym dwa

gmxennych mozna za‘mlast wskazanej formy dwuliniowe] wzigé forme kwa-

011; atowg o spolt;zynmkach X +X. o ile przylgezamy do niej niezmiennik
rzymany ze zlozenia ukladu X, z ukladem przeciwzmiennicz .
: : o i 4 B E

I, § 3); jego wyrazeniem jest: v (Rost.

2

3 ¢ 1 ¢ g
Er,s gl Ny = ﬁ (}Lw"lyl) ’

1

albo, jezeli cheemy:

Va |3z, —

1ojax, ax f

Pf)dobnie dla » = 3' dos¢ do nkladn podwbjnego symetrycznego X, + X,
przylgezyé uklad pojedyfiezy przeciwzmienniczy, ktéry okreslamy kladge: i
3
2 ZZ“” &0 X,
1

Po Tozwinigeiu tego wyrazenia i uwzglednienin umowy co do skazni-
kow, znajdujemy na u) wyrazenia:

2un = ~1_- L 8|
Vo | @%r1q ax,+2; ’

bardzofatwe do obliczania w zastosowaniach szcezegdlnych

ROZDZIAZL IV.
Zastosowania geometryczne.

§1.
Badanie rozmaitoser dwawymiarowych

Krepmins (Geometrya na powierzohni). Rzeczy ogdlne.

Hongruencye. Pgki kongruencyj.  Niezmienniki peku. Twierdzenie
Beltramiego.

Teo . ciys s .
Gad Sesrya.povm.el zehgl ilinij, nakreslonych na powierzchui, utworzona przez
a, rozwingla sig do tego stopnia, iz sama w sobie stanowi rozlegly

icm®
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i plodng dziedzing nankows. Lecz nawet w najlepszych wykladach tej te-
oryi nie znajdujemy jednolite] metody: teorya nie wystgpuje W nich jako
rozwiniecie naturalne zasad prostych i dobrze okre§lonych, Przeciwnie,
Rachunek rézniczkowy bezwzgledny prowadzi do tego celu bez #adnego wy-
sitku, nadajae teoryi postaé mozliwie najprostszg Prowadzi tez do racyo-
nalnego rozdzialu pomigdzy teorys rozmaitosci dwuwymiarowyel, uwazanych
w sobie, & teorys powierzchni, nwazanych za obdarzone postacia staly (sztyw-
na) w przastrzeni naszej. Pierwsza teorya wyplywa z rozwaZania formy
rézniczkowe]j, wyrazajacej ds® dla danej rozmaitodci (pierwszej formy
rézniczkowej) w drugiej teoryi dosé przylaezyé drugy forme kwadra-
towa (irugg forme zasadniczg wediug Bian chi'ego). :

Rozpocznijmy od pierwszej. Niechaj bedzie rozmaito§é V,, okreslona
przez wyrazenie kwadratu jej elementu liniowego:

2

ds? = EM e diz, A2y = @.

1

Ze6dzmy sie nwazaé ty forme jako zasadnicza. J ezell znika jej nie-
zmiennik G aussa, wiemy juz, ze forma jest liniowg. J ezeli ten niezmien-
nik G nie jest zerem, wtedy przylaczenie niezmiennika @ do formy ¢ pro-
wadzi do wszystkich niezmiennikow wiadciwyeh formy, t.j.do wszystkich
wyrazen, zwigzanych z wiadciwosciami wewnetrznemi rozmaitosei V.

Niechaj Ayr. A Dedg uklady spélrzedne spélzmiennicze dwéeh jakich-
kolwiek ortogonalnych kongruencyj lini) krzywyeh, nakreslonych w naszej
rozmaitosei (kongruencyj [1], [2]). Rozpatrzmy w przypadku n==2 twierduze-
nia ogélne (6) Rozdzialu II. Kladge w nich:

2

) s =Es Va17 Ails 5
. 1
otrzymujemy:
(2) ;.1,’,'.\‘ = ;“'er Pz 5 /':-2315 == A‘-IIT Ps

Spélezynniki obrotu pary [1], [2] redukujg si¢ w tym przypadku do dwn
spotezynnikow algebraicznie niezaleznych; niechaj bedg niemi yig, yns:
przedstawiaja one krzywizny geodezyjue linij 1, 2.
Jezeli polozymy: .
,;" = ER Ers (pls),

i
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to wzdr (20) Ruzdzialu II mozna bedzie zastypié wzorem:
3 S G
( Em @ G =
1
W dwdéch ostatnich réwnaniach (2) uwazajiny wyrazenia iy, jako nie

wiadome i wyobrazmy sobie rownoezesiie, ze wyraz

e I enia Ay zastapilismy ich

413

Dje = N g g A1)

B

-1

wyrazenia za$ ¢, przez wartosed,
(3) stanowi wtedy
oraz réwnanie:

otrzymane ze zwigzkow (I)- Réwnanie

warunek konieczny i dostateczny na to, aby te réwnania

2
E by A =1,
1

stanowily uklad zupelnie calk

owalny. Jezeli oznacz »
sanowly € ‘ ymy przez 1y, element,
wigzania szczgagolnego tego ukladu algebraiczno-rézniczkowego. roz P'H‘ o
zanie ogblnie, znajdziemy, kladge: 8 o

A== sin a by -+ cos a gy,
gdzie a jest stala.
Dla wartosei szezegolnes j
] golnej stalej o, wyrazenia 1,
spohzgdnego spélzmienniczego kongruenc;i o
punkeie rozmaitosei ¥, kgt a z linig 2. ’
; W"ynika, stad, ze uktad ¢,
AP ktére spotykajg kongruency
wiek wartodei a.
i q’.f:l? ukiad kongruencyj nazywamy pekiem
Dazywa sig ukladem spoly
o 3 polrzed 0 i i
czyuﬁ‘(albo.przeclwzmienniczym) p?;kllllym spéizmienni-
2 i (;w;ax;:}e 3) przf:dstawia tedy warunek na to, aby uklad d
¥, byl uktadem spélrzednym spotzmienniczym peku. oo S
-

lia 2, sy elementami ukladu
ktoérej linie tworza w kazdym

gra jednakg role dla wszystkich kongruen-
¢ dang pod katem stalym a, dla jakiejkol-

, @, zas (albo odpowie-

" s :
) Otrzymujemy je, roz wigzijge dwa réwnania:
A :

N, 2in g o
T’ AT Ay =1, %‘r A dapy = 0.

icm°®
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A —

Jezeli ¢ i 1, s3 ukiadami spélzmienniczemi dwoéch pekdw, wtedy 16z~
nice ¢, — w, majg godne uwagi znaczenie geometryczne: 83 one pochod-
nemi kata, ktéry tworzg linie jakichkolwiek dwoch okreslonych, ale dowol-
nych, kongruencyj dwéch pekow.

Przyjmijmy, ze, zgodnie z prawidlami poprzedzajacego §-u, utworzyli-
¢my wszystkie niezmienniki rozniczkowe bezwzgledne, ktore otrzymad mo-
ina, przez przylyczenie do formy ¢ uktadu spélzmienniczegokongrueneyi [21.
W ten sposob otrzymujemy rownocze$nie wszystkie wyrazenia, nadajace sig
do przedstawienia wlasnosel wewnetrznych tej kongruencyi, a nawet jakiej-
kolwiek linii, nakreslonej w rozmaitosei Vs.

Postepujac sposobem wskazanym, znajdujemy jeden tylko niezmiennik
algebraiczny (lub rzedu 0), ktory zgodnie z (4) jest réwny jednosei.

Ze wzgledu na zwigzki (2), piezmienniki rézniczkowe rzedu pierwszego
sg niezmiennikami algebraicznemi bezwzglednemi, wspélnemi formie zasad-
niczej I dwdm formem liniowym, majaeym za spotezynniki 2o 1 . Jest
ich dwa, np.:

2 2
J1 =Zr W gy = a2 g zzr @ =y 5 4 P -
1 1

Aby mieé niezmiennikirzedu 2-go, trzeba przytaczyé forme dwuliniows
do spélezynnikdw @, lub-—co na jedno wychodzi—niezmiennik & do formy

ol < s 1 .
kwadratowej, majacej za spotezynniki s = <~ (@rs -+ @s). Pomigdzy wy-
plywajgcemi stad niezmiennikami podajemy nastgpujacy:

2 2
b . 758

1

)y = Er,s avs @
1

Wreszeie, aby otrzymaé wszystkie niezmienniki jakiegokolwiek rzgdu
> 2, trzeba rozwaiad jeszeze uklady pochodne form & iy az do rzg-
do p—2.

Powiedziano juz, ze niezmienniki wiasciwe formy zasadnicze] przed-
stawiaja wiasnoSel wewngtrzne rozmaitosci V,; te za$§ niezmienniki, ktore
zalesg od form ¢, 1w 1ich pochodnych a nie zawieraja wyrazei s, od-
noszg sig do wiasnosel wewnetrznych peku, ktérych @ jest ukladem spot-
zmienniczym. I tak, niezmiennik J, przedstawia sumg kwadratow krzywizn
geodezyjoych dwdich linij, nalezaeych do dwoeh kongruencyj ortogonalnych,
zreszta dowolnych, peku. Jest to wiasno§cig peku, ze ta suma ma jednakows
warto§é dla jakiejkolwiek pary kongruencyj ortogonalnycl.
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Podobniez niezmiennik @ boucza nas, ze riznica:
\ :
P
P2 e
s, L

nie :zmienia. sig dla réznych par;
ku. Jest izotermiezng. Stad w
Pll’ego: Jezeli kongr
lzotermiczng wsy
do jednego peku.

: gdy ona z{u’ka. (1 tylico wtedy), kongruencya, pe-
yplywa ealkiem naturalne twierdzenie Belty a~
uencya jest izotermiczna, to jest

elka kongruencya, nalezgea 4 nig

Fowierzchnie przestrzen; zwyktej.

Rownania riznj,
; 0Zniczkowe teoryi i S,
Formy $zczegolne, godne uwagj, Y o gaatnodol

oga/men/ wzor Gau ai Codaz z
(] g
U ow $s rego.

Z§1 poprzedzajgce i
4 : Zajgcego Rozdzial
}i.l(:.h Pbowierzchni, zezwal P
liniowego, dosé wyznacz
ukladowi algebraiczno-r

Yplywa, ze dla Wyznaczenia wsz

0 y 3 'SZYst-
:J@cycvh na dane wyrazenie kwadraty elemeylfltu
YO wszystkie uklady podwéjne b, czynigee zadoga

0zniczkowemn :
¢)
brst = Z)ﬂs 3
g) i = @
a T

gdzie b = b, b,, — U3y,
Spétrzedne y,, Yo

Y3 punktéd ierzehni w
ukladuspélrzednych ort o Karttopeny

zgledem jakiegokolwi
ogonalnych kartezyaniskich A toly ek

bed tedy catkami nk}adn:
3

G = )
e b Yrir Uns
1

)

j) - (h=1,2 3 rE=1,2
Yijrs = 24 byg , oo

dzie wyrazenia
g Wyrazenia z, s okreglone brzez réwnania:

(47) RACHUNEK ROZNICZKOWY BEZWZGLEDNY. 57

N 2
E" 2 Ypr =0, v=19 2:/;-‘ = 1.
1

1

Rozumie sig, Z¢ ¥y, Ynps 0zDaczajs pochodne spélzmiennicze fankeyj
niewiadomych g,. Uklad i), j) jest odtad zupelnie catkowalny (gdyz row-
nania catkowalnosci sprowadzaja sig dokladnie do réwnan ¢) i g); jego calka
0g6lna zalezy od szesein statych dowolnyeh, ustalajgcych polozenie esi spol-
rzednych wzgledem powierzchni, lub—jezeli cheemy—polozenie powierzchni
wzgledem osi, jezeli nwazamy osi jako dane I mawy znale§é postaé po-
wierzehni.

Widzimy tedy, ze kazdej calce szezegbinej ukladu i), j) odpowiada je-
dyna powierzelnia, okrelona zupelnie az do przemieszezenia sztywnego,
dla ktérej ¢ jest wyrazeniem kwadratu jej elementu liniowego. Roéwnania
i), j) nazwaé mozna réwnaniami wewngtrznemi pewierzehui.
Réwnpania te wraz z rownaniami ¢) 1 &) (ktére nazwaé by mozna r6 wna-
niami zasadniczemi teoryi powierzchni) nadajp sie do
badania wlasnosei powierzehni, okreslajac je lepiej, niz réwnanie w wyra-
zach skoiczonyeh, w ktérem wystgpujg elementy obce samej powierzehni.

Réwnania ¢), g), zaréwno jak i i), j), przeksztaleamy (Rozdz. IT, § 1),
kladae:

2
(5) brs ZEM{ Wrx 7»1‘:,’1' V;i-k/s,
1

gdzie wur = win sa trzema niezmiennikami, za§ Ay 1 Zgr sg ukiadami spol-
zmienniczemi jakiejkolwiek pary ortogonalnej. A
Dowodzi sie, 78 @1, Was 0y, Wyrazajg—az do znskow—krzywizny
nermalne i skreeenie geodezyjne linij 1, 2. .
Jezeli zgodzimy sig chwilowo, aby skaznikéw, réznigeych sie od siebie
wielokrotnoseig liezby 2, za rézne nie uwazaé, wtedy wzory c) i g) beds réw-
nowazne nastepujgcym:

2

- 2 -

2w Cwirg AN -+ Sy =L
ey) g LA 0y ‘H+ hatd {(Dih PYiiL2n @idn Y h+lht1g =",

8 41 CSite

i
8) Wy Wy — 0= (.
Jezeli wprowadzimy szesé nowych niewiadomych &, &, & ; 71, s 7y

i pisa¢ bedziemy wprost (v, £) zamiast ktéregokolwiek z ukiaddw (yu, Ca),
wtedy réwnania 1), j) przybiorg postaé:
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2

. i B3
) }l-:h £ = ], Eh 1“‘1 F— I’ E/.s & nmo= 0‘

]l\’ 2 1 1
Yr=§ Zi;’r -+ 1 21;’/' 5

a

_ o= 2
= NEr T sv." Wz Abjr
o
1

E——
e

i

,’ = ~&p + 52" o i

' 1

gfizm =V1—&—5?. Niewiadome & 5 & e,y s dostawami
klel'zll{ku stycznych do linij 1, 2; £y, &, £, sa dostawami kierunkowemi nor-
malvej, rozumie sie, zawsze w odniesienin do osi Yis Yo, Y-

?owiedziauo W Rozdziale II, ze istnieje para ., Az, dla ktovej wy-
razenia (5) przybieraja postaé bardzo prosta, ktora jest ich postacia kanoni-
czng. Para ta odpowiada liniom krzywizny powierzehni, Mamy wiedy
W1y = 0, co daje nam twierdzenie znane, iz linie krzywiznowe majy skre-
cemfe geodezyjne rowne zery; w,,, ws, ze znakiem zmienionym sg kraywiz-
nami gfownemi. Réwnania ¢,)ig,) sprowadzaja sie wtedy do dobrze zna-
nyeh wzeréw Codazziego i Gaussa.

.Mozna teZ przyjaé wy, == 0 (co wolno, W praypadkn wszakze kongru-
encyj r.zeczywistych jedynie wtedy, gdy G < 0). Linie kongruencyj [2] sg
uttedy ich liniami asymptotycznemi; réwnanie g) okresla nam w,,, a réwna-
nia ¢,) sprowadzaja sig do zwigzkow, podanych juz przez p. Raffyl).

'Czytelnika, pragngcego zdaé sobie dokladnie sprawe z tego, w jaki
5posdb z wskazanych wzoréw wyplywajs najwazniejsze twierdzenia teoryi
odsylam'y do wielokrotnie cytowanej ksigzki ,Lezioni ete.*; my za$ za,trzy:
mamy sig tu na chwilg nad wazug teorya rozwijalnogei, w ktorej Rachunek

1-(3.Zniczkowy bezwzgledny pozwala dotrzeé do podstaw. Bedzie to przed-
miot nastepnego §-u, )

) .Sur un probléme général de la déformation des surfaces®.

18 czerwea, 1892, Comptes rendus,
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§3
Powierzehnie o wfasnoseiach z giry danych. Kwadryki.

Niechaj bedzie dang forma @. - Starajmy sie zbadaé, czy pomiedzy po-
wierzehniami, dla ktérych ¢ jest wyrazeniem kwadratu ich elementu linio-
wego, sg powierzchnie, czynigee zadosé warnnkom z géry danym. Wystar-
czy w tym celu do réwnai e,), g,); i), j,) przylaczyé te, ktore wyrazajg ana-
lityezne wlasnosei dane. Wszystko sprowadza sie wtedy do wyznaczenia
warunkéw calkowalnogei takiego ukladu. JezZeli mozna mu zado$é uezynié,
wiedy dostajemy réwnanie, od ktdrych zalezy zbadanie powierzchni niewia-
domych. Jest to metoda klasyezna, pozwalajaca naprzyklad rozstrzygnad,
czy pomiedzy powierzchniami o danem okreslonem wyrazeniu elementu linio-
wego istniejg powierzchnie prostoliniowe, powierzehnie o krzywiznie éred-
niej stalej it. p. Ograniczamy sie tu jedynie na wzmiance, Ze metody nasze
pozwalaja na najprostsze i samorzuine znalezienie znavych twierdzed o od-
ksztatcanin tych kategoryj powierzchni.

Postugiwalismy si¢ zwlaszeza temi metodami?), by zbadaé, czy istniejg
i wyznaezyé, skoro istniejg, powierzchnie stopnia drugiego nierozwijalne,
majace dany element liniowy. Zagadnienie to, ktére bylo rozwiszane w zu-
pelnosci jedynie dla kuli, jest obecnie wyczerpane dla kazdej kwadryki.
Mozna tym sposobem za pomoeg prostych dzialan w wyrazach skonczonych
rozstrzygnsé, czy forma dana @ moze naleieé jako kwadrat elementu linio-
wego do powierzchni. Istnieje co najwyzej jedna kwadry-
k a—jezeli nie uwzgledniamy jej ruchéw—majgca te wlasnosé Je-
zeli za$ istnieje jedna faktyczuie, to zavazem 1 wyznaczyé sig daje.

b7

4.
Uogdlnienie teoryi powierzchni na przestrzenie liniows n-wymiarows.
Rozwazania ogélne, o ktorych byta mowa w §§ poprzedzajgcych, roz-

ciagaja sig tatwo na rozmaitodci n-wymiarowe, zawarte w przestrzeni linio-
wej S,a1. Wydaje sig wlasciwem nadaé takim rozmaitosciom nazwg n ad-

1} Riei: ,Salla teoria intrinseca delle superficie ed inspecie di quelle di secondo
grado®. Istt. del’Ist. Ven., 1895; ,,Lezioni ete.” Czgd6 II. Rozdz. VL.
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p 0 “.* ierzch 11_i (bypersarfaces). Zdajemy sobie z tego sprawe, pamieta-~
J%b, thx‘vzory dc) 1 g) tego rozdziatu sg przypadkiem szczegolnym (;L:2) wzo
row, ktore podano w rozdziale poprzedzajgcym celem wyrazenia 2 \
¢ jest klasy pierwszej. e Tont, g fOIH}a

Mo?na z tych wzoréw wyprowadzié, ze nadpowierzehnia n-wymiarowa
d%a lstu}'e:] Znamy wyrazenie ds? jest wyznaczona co do postaci (bez m;vz,t_z:led-7
nz(f,m'a Jej polozenia w przestrzeni Su41) przez drngy forme kwadra.to;v
rt_)zmrzzkowg. Jezeli spéiczynnikom b, tej drugiej formy nadamy wyraz :
nia analogiezne do wyrazet (5), otrzymamy réwnania zasadnicze: e

n
dw SQeogy M
0) Lo oy
ErS 35— ad m (wr—yiy) + E" (e yiwr—con yay).,
1
1
.
) o o) 6 L0
Wnx Wi — Wi Wi == Zn St Qe 1, A, A, /'I.J(.u).

1

. Obo-k spolrzgdnych kartezyanskieh Yis Yoy + « + 5 Ynt1 punktéw nadpo-
wwrzch.m.,. wprowadzamy jeszeze, jako niewiadome positkowe, dostaw kpi
il‘ul{klf l.xm.]‘ kongruencyj odniesienia. Oznaczywszy przez Ei;.’dosiawysz{ t:—
Jaki linia ¢ tworzy z osig spélrzednyeh y;, bedziemy mogli réwnania %ve,
wnetrzne nadpowierzehni przedstawié w ten sposib: )

nf-1
. 1 dla i =9 N "
I P& b= ! =
; ih Sk 0 X 'Z§7 u,_;—l,z,...,n); Yr = ¢ £ Zi,’r;
1
”» %
II == ;
) Eur = Zj (gw”“l_zl Vit E') Lijry Gr=tiz,m,
1 1

gdzie zamiast &; nalezy rozumieé kolejno kazde z wyrazen & (h=1,2,...,n1-1)
& 12,y
A . n
1gdzie, dla krétkosei, napisano ¢ zamiast V] — Z;. &3, Jest jasnem
1

Ze 8y 8oy - vy bupy przedstawiajg dostawy kierunkowe normalnej do nadpo-

wierzchni; wyrazenia zag 6 i i
: 3 W) ¥ 83 spolezynnikami obrot g :
encyj odniesienia, " velsten n Kongro-

s 1e:m1endnllk1 © Majg tez znaczenie analogiczne do tych, ktére wska-
przypadka m= 2. Jezeli weZmiemy wyrazenia b, w ich postaci

icm°®
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kanonicznej, to odpowiednie kongrnencye tworzg sie, jak w przypadku n=2,
z linij krzywiznowych nadpowierzehni. Rozumie sig, ze w tym przypadiku
réwnania C), G)% I), II) znacznie sig upraszczaja.

Grupy ruchdw w rozmaitosci jakiejkolwiek).

Niechaj ¢ bedzie wyrazeniem kwadratu elementu liniowego rozmaito-

§¢i V.. Rozwazmy ruch nieskoficzonostkowy, ktéry nadaje punktom roz-

maitodei przemieszczenie nieskoriczenie mate &Y, &9, ..., £, t. j. sprawia-

jacy, ze kazdy punkt (zy, xy, ..., z,) przechodzi do poloZenia sasiedniego

(1) (2) () .

(@ + & .2+ & . .-,y % +£ ) Nazwiemy ten ruch sztywnym, lub

ruchem bez odksztalcenia, jezeli forma ¢ zezwala na przeksztalcenie nie-
skonczonostkowe :

" f

2
. V( {r) 1.
Xf A-ir) & ax,

1

Killing?) podal waranki, ktére spelniaé¢ winny wielkosel &7, aby
temu stalo sig zadosé.

Uzywajac znakowai Rachunku rézniczkowego bezwzglednego, moze-
my warunki te napisaé w ten sposéb:

k) sfrs _]l" ;‘::r = {.

Niechaj & == ol bgdg wyrazeniami kanonicznemi wielkodei &. Kon-
gruencya, dla ktorej 1, jest ukladem spdlrzednym spéizmienniczym, tworzy
sig z trajektoryj ruchu sztywnege, powstalego przez przeksztalcenie nie-
skonczonostkowe Xf. Jezeli w réwnaniach k) zamiast & napiszemy ich

1)} Riceci: ,Sui grupplcominui di movimenti in una varietd qualungne a tre dimen-
sioni“. Mem. della Soc. Ital. delle scienze, (3), XII, 1899. Wyniki te] rozprawy sg stresz-
ezone w dwoeh notach w Comptes rendus, 16 i 22 sierpnia, 1898. -

2y Patrz rozprawg: ,Ueber die Grandlagen der Geometrie®, Crelle’s Journ., t. CIX,1892-
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ijraZen'ia kanoniczne, znajdziemy twierdzenie, bedace naturalnem uogblnie-
niem twierdzenia, odnoszgcego sie do powierzchni:

.Ab’y‘kong’ruencya dana ¢ w jakiejkolwiek roz-
maitosci V, sktadalta sie z trajektoryj ruchu bez od-
ksztalcenia, potrzeba i wystarcza:

a) by ‘kai.dy‘uklad #—1 kongruencyj ortogonal-
n.y.ch do siebie i do «C byt kanoniczny (wzgledem tej ostat-
niej kongruencyi); ’

b) by kazda kongruencya normalna do ¢ byla ge-

odezyjna, lub taka, Ze jej krzywizna geodezyjna jest
v kazdym punkecie prostopadta do linii, nalezgcej
do kengruencyi C i przechodzgcej przez tense punkt;
¢) by kongruencya € byla normalna, a 1'odzinaco;
nadpowierzchni izotermiczna.
Gdy n==3, wtedy stosujac uklad spélzmienniczy E (Rozdz. T § 3), mo-
zemy réwnaniz k) zastgpic nastepujgcemi: ’ ’

3
ko) £ ::Zt Erst Iu,(l)’

1

gflzie ©) sy niewiadomemi positkowemi, tworzacemi oczywiscie uktad prze-
ciwzmienniczy.

W rozwazanej rozmaitosei ¥, weznmy jakikolwiek uklad potréjny orto-
gonalny [1], [2], [3]. zamiast & i u, wprowadzmy niezmienniki 5, i 9, okre-
§lone réwnaniami:

3

7 = E(r) &0 Ay

1

3
b= S 4y
1

Réwnania k) przybierajg postac:

3
o
EEN = Eh Yihi Nh,
1
k¢ { o __
0) %31‘-}»1 - Eh Pitits Gn ﬂ"{’z bl (@ =1,2,2),
1
3 3
e
R ) y/) . — .
S P b Poauige Mp — Diga

1
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a warunki catkowalno§ei przedstawia sie w ten sposéb (Rozdz. I, § 2)

3
a9 i
L) 37' = Z” vag Ok Yipte i — Yiri ey | GIELES
a 1

§ 6.

Badanie zupetne grup ruchdw dla rozmaitosei V, o trzech wymiarach. Rozwigzanie
zagadnienia: zbadaé, czy rozmaitosé V; zezwala na dang grupg ruchow i wyznaczyé
tg grupe, gdy istnieje.

Grupy nieprzechodnie. W rozmaitosei V, rodzing co' powierzchni ¥,
mozna przedstawié (Rozdz. IT, § 3) przez ten sam uklad (naprzyklad spéd-
zmienniezy), ktéry przedstawia kongruencye jej trajeltoryj ortogonaluych.
Niechaj wiec bedzie dany taki uklad i starajmy sie zbadaé, czy w rozmaito-
ci V, istnieja ruchy szty wne, przeksztatcajace kazd g rozmaitos¢ 7,
nasiebie samg. Nalezy przedewszystkiem zauwazyé, ze wedlug tego, co
powiedziano wyzej, mozna bedzie zagadnienie uwazaé za rozwigzane, skoro
wyznaczone beds trajektorye szukanego ruchu; bedzie to mialo miejsce dla
grup jednoparametrowych.

To zatozywszy, awazajmy w réwnaniach k'p), h) §-u poprzedzajacego
jako kongruencye [3] kongruencyg trajektoryj ortogonalnych do powierzehni

Vs, Bedzie:

(1) M = 0:

avéwnania k'y) dla i= 3 dadza:

3
{2) 271 yas =0,
1
3 3
(3) Dy =E" Yane Ny Gy = —— Eh 73u1 Nh -
1 1

Jezeli rownanie (2) nie jest tozsamoscia, to wraz z réwnaniem (1) daje
nam stosunki wielkosei &, &, &, a wiec trajektorye szukanego ruchu, skoro
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tylko jest mozliwy, t. j. skoro spetnione sg warunki, dane przez twierdzenie
§-u 5-go.
Jezeli za$, przeciwnie, réwnanie (2) sprawdza sig tozsamosciowo, wtedy

4) Va3 = Yaa3 = 0, v
co wyraza (Rozdz. II, § 3). ze kongruencya [8] jest geodezyjug. Widzimy
tedy, ze:

Aby rozmaitosé¢ V, zezwalala na grupe ruchiw

sztywnyeh wigcej niz o jeduym parametrze, ktéra po-
zostawia niezmienng kazdg powierzehnig rodziny cot
powierzchni, trzeba, by te powierzchuie byly réw-
noleglemi. .

Zauwazmy teraz, ze z przyczyny réwnai (1:1i(3) funkeye niewiadome
redukujg sie do trzech tylko, t.j. do 7,7, i 9. Poniewaz dalej réwnania
k')), pozostajgce do rozwazania, irownania h) daja wszystkie pochodue
pierwsze tych trzech funkeyj, wyrazone praez té funkeye i przez wielkosei
znane, przeto : '

Grupa ruchdw sztywnych, pozostawiajaca niezmien-
ny kazda powierzchnie rodziny oco! powierzehni, za-
iezy najwyzej od trzech parametrow.

Aby wyczerpaé nasze badanie, nalezy roztrzasngé w sposéb zupehy
uklad jednoczesny (1), (3), (4), k'), h). Odpowiedni wybor pary [1], [2] czyni
rozbidr ten latwym, ale nie mozemy go tu podawaéi przytaczamy tylko je-
den z wynikéw, do ktérych prowadzi:

Jezeli rozmaito$é zezwala na grupe o trzech pa-
rametrach rozwazanego dopiero co gatunku, wtedy
w jakimkolwiek punkcie rozmaito§ci ¥, kierunki
gléwne dane sg przez normalng i przez styczne do
powierzehni V,, przez ten punkt przechodzgcej; nie-
zmienniki gléiwne rozmaitosci 7, s ktorych dwa zle-
wajg sig, sg niezmiennikami grupy i zachowujg prze-
to jednakowg wartos$é dla kazdej powierzchni F,

Grupy przechodnie. Oto wyniki, otrzymane dla tego przypadkn, skoro
wyjdziemy z réwnan k') i h) §u poprzedzajjcego. Gdy' V, zezwala na
grupg G wigeej niz o jednym parametrze, wtedy niszmienniki gléowne roz-
maitosei V, sg niezmiennikami grupy.

Aby ta grapa byla przechodnig, trzeba, by niezmienniki glowne byly
stalemi. Przyjmijmy, ze tak jest; oznaczmy te niezmienniki praez w,, wy, m,.
Nalezy odréznié trzy przypadki:

(55 RAGHUNEK RO%NICZKOWY BEZWZGLEDNY. 65
1e. 0y = 0y + y;

20 Wy = s , W == w,;

30 Wy = Wy, Wy == y, w, —'—‘:a);, .

‘W przypadku plerwszym rozmaitosé ¥, ma krzywizne stala, a grupa @ szesé
parametréw. )

W przypadku drugim niezmiennikowi o, odpowiada kongruencya
giéwna [1] jedyna i okreslona; niezmiennikom o, i w; odpowiadajg wszyst-
kie kongrnencye ortogonalne do kongruencyi [1]. Grupa & bedzie prze-
chodnig i o czterech parametrach, o ile spetnione beds jeszeze nastepujsce
warunki :

a) kongruencya [1] jest geodesyjng; dla kazdej kongruencyi ortogonal-
nej [2] krzywizna geodezyjna jest prostopadia réwnoczesnie do linij 1, 2;

b) spélezynuiki obrotu psy pyq; Mmajg wartosci réwne i znakéw prze-
ciwnych. :
W przypadku trzecim, trojka [1], [2], [3 | kongruencyj gléwnych rozma-
itosel V; jest zupelnie okreslong. Aby grupa G byla przechodnig, trzeba
Jeszeze (i wystarcza), aby spélezynniki obrotu trojki byly wszystkie sta-
lemi. Gdy ten warunek jest spelniony, grupa ma dokladnie trzy parametry.

§7
Zwiqzki wynikéw poprzednich z badaniami Lie’go i Bianchie go.

Rozwazania powyzsze wigzg sie Scisle z badaniami Lii e’'zo nad za-
gadnieniem Riemanna-Helmholtza i z badaniami Bian chiego
nad przestrzeniami tréjwymiarowemi, zezwalajgcemi na grupg ciagly
rachéw 1.

Bianchi, obrawszy odpowiednie spilrzedne, wyznaczyt wszystkie
typy grep ruch6w mozliwych w rozmaitosei V, i odpowiadajgce im elementy
liniowe (wyrazone przez te zmienne).

1) Patrz Memorie della So. Ital. delle scienze, (8), X1, 1897.

Prace mat..fizyez. t. XII. 5
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Zajmiemy sig pytaniem nastepujgcem:

Dany jest element liniowy jakiejkolwiek rozmaitosel ¥, w spélrzed-
nych ogdlnych; zbadaé, czy istniejg ruchy sztywne mozliwe w tej rozmaito-
§ci, 1 skoro istniejg, wyznaczyé grupe, jaka tworzg, za pomocg okreslajg-
cych ja réwnan.

Ustalamy w ten sposob kryterya, pozwalajace rozstrzygnaé, ezy dany
element liniowy nalezy do jednego z typéw Bianchiego. Te cechy na-
tury niezmienniczej przybieraja niekiedy forme geometryczua, bardzo pou-
czajaes.

) Rezultaty nasze dajas nowy przyczynek do zagadnienia, ktére Lie
nazywa zagudnieniem Riemanna-Helmholtza.

Przypomnijmy w tym celu, Ze w § poprzedzajacym rozwazaliSmy dwa
uklady pojedyhcze &7 i u™. Gdy rozmaitesé F, jest euklidesows, zas
x), 5, T3 53 Spélrzednemi kartezyanskiemi ortogonalnemi, wtedy wielkosei £
sg skladowemi przesunigeia, wielkosci 4 sktadowemi obrotu, odpowiadajacege
rozwazanemu nieskoficzenie malemit ruchowi sztywnemu. Wedlug § 4

" Rozdz. I-go mozemy bezposrednio wyrazi¢ skladowe tych wektoréw w prze-
strzeni euklidesowe] przez spélrzgdne ogélne. Tez same wyrazenia stosuja
sig do jakiejkolwiek rozmaitodei V;, skoro ograniczymy sig do obszaru (rze-
du 1-go) punktu danego, gdyz stanowi on zawsze czg§é przestrzeni hmoweJ
stycznej.

W tem zalozeniu, réwnania, okreélajgce grupe ruchdw rozmaitosei da-
nej, uczg nas, ze:

W rozmaito§ciach o krzywiznie stalej, i tylko
w tym przypadku, istnieje ruch nieskoniczenie maty,
dla ktérego sktadowe przesunigcia i sktadowe obro-
tu majg w punkcie danym wartodei poczagtkowe, z gi-
ry ustalone.

Znajdujemy tudokladng interpretacye kinematyczng stéw Riemann al),
zawierajacych jego rozwiazanie zagadnienia, o ktérem méwnny Sg to sto-
Wwa nastepujgce, powtérzone tez w dziele Liiego?):

Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltig-
keiten, deren Krimmungsmass constant ist, kann auch
so ausgedriickt werden dass sich die Figuren in
ihnen ohne Dehnung (tu—czyni Lie uwage — nalezy dodaé: be-
liebig) bewegen lassen?).

1) udesammelte Werke, str. 26%,

%) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Dritte Abschnitt, str. 289
inastgpne, '

3 ..,Cechg wspllng tych rozmaitoei, ktéryeh miarg krzywizny jest stala, mozna
Jeszeze tak wyrazié, ze figury w nich dajg sig w nich poruszaé¢ [dowolnie] bez rozeiggania.

icm®
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Jezeli zwrocimy sie teraz do rozmaito$ci V;, pesiadajaeyeh grupe ru-
chéw @ przechodnig, ale jedynie o czterech parametrach, wiedy przesunig-
cie mozna wybraé dowolnie, obrét wszakze musi odbywaé sie naokolo osi
okreslonej; skoro grupa jest tréjparametrowa, wtedy zaden obrét nie jest
mozliwy, przesuniecie za$ pozostaje dowolnem.

Koliezae, zauwazmy, ze rezultaty przez nas podans, odpowiadajg w zu-
pelnogei przynajmniej co do rozmaitosel tréjwymiarowych zadanin konkur-
sowemu Towarzystwa im. Jablonowskiego za rok 19011).

Zaznaczmy wreszcie, ze w badaniu powyzszem moznaby by, nie na-
razajge sie na niedogodnosei, obyé sig bez teoryi grup; przyjeliSmy wszakie
jejjezyk, aby umozliwi¢ ezytelnikowi latwiejsze wniknigeie w ducha naszych
wynikéw i zwigzek ich z wynikami znanemi.

ROZDZIAL V.

Zastosowania mechaniczne.

§ 1

Catki pierwsze rownari dynamiki. Catki liniowe (zwyczajne i uszczegdinions).
Rozwazmy uklad materyalny o polgezeniach niezaleznych od czasu z n
stopniami swoboedy. Niechaj:

n

2T = Zr,s s ' Ty

1

bedzie wyrazeniem sity zywej ukladu. (Oznaezamy, jak zwykle, za pomocs
akeentu pochodne wzgledem czasu),
Réwnania, Lagrange’a, okredlajace ruch ukladu pod . dzialaniem

sit danych, sg:

B=12.,n

1) Patrz np, tom L, 1898, str. 601 dziennika ,,Mathem. Annalen”,
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gdzie wielkosei X sg z sitami bezposrednio przylozonemi polgczone do-
brze znanemi zwigzkami. )

Liatwo widzieé, ze skoro zmieniamy parametry x,, wielkosei X, prze-
ksztalcaja sig spétzmienniczo. Wprowadzmy takze uklad odwrotny X ®,
ze wzgledn na forme zasadnieza, ktora tn jest oczywiscie:

"

27 = 2, s i, A,
1

Rozwigzawszy réwnania Lagrange’a wrgledem pochodnych dru-
gich spétrzednych, bedziemy mieli:

n
rs
ol = X0 — z{ ) }w’ @ 1);

1

(1)

forma ta najlepiej odpowiada naszemu celowi.
Niechaj f bedzie pewng funkeyg ilogei # i #/. Aby f= const. bylo

ar

catky plerwszg réwnan, potrzeba i wystarcza, by pochodna T

t.j

n

; af ’ af,n
PCARS it

1

znikala tozsamosciowo, skoro pochodne z” zastapimy ich war-
todeiami (1). Warunek ten napisaé mozna tak:

U o N o ]
(2) a —-"-{13—.7,'? A’B_I_E,la—i'?x, —@?E"’[zfm’m"JEo'
1 1 1

Wiademe 2), ze kazdej calce algebraicznej (wzgledem flogei /) ruchu
ukiadu pod wplywem si danych odpowiada calka jednorodna (zawsze wagle-
dem ilosci 2) dla ruchu naszego nkladu bez sil.

Tym sposobem badanie tego przypadku jest szezegblnie waznem. W owej
postaci geometrycznej odpowiada on calkom jednorodoym linij geodezyi-

rs
) Tn { i } sg symbolami Christoffela gatunka drugiego. Patrz Rozdz. I, § 5.

®) Patrz naprzykiad Levi-Civita: ,Sugli integrali algebraici delle equazioni di-
namiche, Alti della R. Ace. delle sc. di Torino, XXXI, 1895.
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nych, gdyz trajektorye ruchu, gdy nie ma sil, sg liniami geodezyjne{ni r0Z-
maitosei V,, dla ktorej 2 Tdi? jest wyrazeniem kwadratu elementu liniowego.

Zastosujmy tedy najprzéd wzér (2) do tego, aby wyrazié, ze forma je-
dnorodna:

o«

Y
Lp, Bpy v - ©

E TasTaye s Tm

stopnia m, przyréwnana do stalej, daje catke pierwszg linij geodezyjnych.
7 uwagi, Ze spélezynniki formy f tworzg uklad spélzmienniczy symetfry~
czny rzedu m i uwzgledniajac wzory (20) Rozdzialu I-go, przechedzimy
bezposrednio od wzoru (2) (gdzie przyjmujemy X = 0) do wzoru:

Crize vty T

n

2: I ’ ' 0
. R X gmay=0.
s Taseva Ty Taneby {"’17'2""mrm+1 Tr, Er, T %l

1

@)

Pierwszy uktad pochodny ukladu ¢, »,..., wprowadzil sig sam przez‘siq.
Juz teraz mozna przewidzie¢ uproszezenie, ktére w tego rodzaju badaniach
sprawia tworzenie spélzmiennicze uktadow pochodnych. o »

Jezeli zalozymy, Ze nie wszystkie wielkoSei X znikajg rownoczesnie,
wtedy warunki na to, aby f = const. (f jest forma dopiero co rozwazons)
byto calks ukladu (1), sktadajs sig z wzoréw (3) i z wzoru:

E)

==0

) "
Cryry gy X Ty oo,

(4) Dt s m
1
Mozna to wywnioskowaé z réwnan (2), zwazajac, i‘e wyrazy roinego
stopnia powinny znikaé osobno, i nadto, ze spélezymniki ¢, wrm 53 syme-
trycznemi wzglgdem m skaznikéw. Z tejze uwagi wyplywa, Ze przyré.w-
nawszy do zera spélezynniki kaidego wyrazu we wzorze (4), otrzymamy:;

”

N

iaenal
1

X = ¢, oy Ty eees T = 1, 2, o0y ).

4" iy Crry et

Objasnijmy te rozwaZzania ogdlne, rozwazajac warunki istnienia catek:

"
Z, ¢, &', = const.,
1
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linlowych (mozna powiedzied, wazgledem skiadowyeh predkodei),
mosé (3) staje sig w tym przypadku:

Tozsa~

n

sl ot
rs Crs Lp L'g

> 0,
1

lub, po rozwinieciu:

()

g + Gop = O’ (ns=12 ..,1n),

Jezeli idzie o linie geodezyjue, to niema innych warunkéw; wogble zag
nalezy nwzgledniad takze i zwigzki (47), zalezace od sit dzialajacyeh. Zwigzki
te w przypadku naszym redukuja sie do:

"
X .

}-J" e X\ =9,
1

(6)

Z uktadem (5) spotkalismy sig juz poprzednio (Rozdz. IV, §8);, wy-
raza on, ze element lniowy V2 7 d¢ rozmaitoseli ¥, zezwala na prze-
n
ksztalcenie nieskonezonostkowe S‘ ¢ 2r .
] dx,
1
kami liniowemi linij geodezyjnych a ruchami bez odksztaleenia odpowied-
niej rozmaitosei jest zbyt dobrze znany, abyémy potrzebowali sig tu nad nim
zatrzymywag.

Ten zwigzek pomiedzy cak-

Jezeli ukiad ¢, prayjmieny w jego postaci kanonicznej ¢, = pd,, otrzy-
mamy z niego zaznaczong w- § 5 Rozdziatu IV-go interpretacye geome-
fryczng rownad (5). Warunek (6) otrzymuje rowniez bardzo proste znacze-
nie geometryczne: wyraza on, ze ko n gruencya kanoniczna eal-
ki liniowej powinna byé normalna do 1inij sik Gdy

. . ol
te ostatnie sy pochodnemi potencyatu U, t. jogdy X;= a_f—. , kongruencya

kanoniczna musi byé réwnopotencyalna.
n”
Ze wzgledu na waznosé calek kwadratowych 2“‘" s &' &'s = const.
1
zajmiemy sig niemi w § nastgpnym. Obecnie powiemy kilka stéw o cal-
kach uszczegdlnionych Tub réwn aniach niezmienni-
czyeh. Rozumiemy przez to réwnanie:

G N afymy, oL ah) =0
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ktéremu staje sie zadosé dla kazdej wartodei ¢, jezeli staje sie mu zadoSé
. | _daf .

dla wartosci poczatkowej. Znaczy to, ze warunek o= 0 powinien wy-

nikaé sam przez sie- z réwnan (1) i z réwnania f==0. Dochodzimy tym
sposobem do nieréwnosci:

ﬂ S al -

af " — e
(7 oz 71T B/ . }: Af
1

3z,

gdzie z' zastgpnjemy ich wartaseiami (1), a mnoznik M jest funkcya

a priori nieoznaczouy wielkoei x i z'. N
Ograniczmy sig do przypadku prostego, w ktérym f jesh_ fun%{cyq, 11.ll1n-

wa wielkodei #. Wolno wtedy przyjad, ze rownaniem niezmienniczem jest

”
Er ln/l‘ 1'1" == 0;
1

gdzie 1y, jest ukladem spilzmienniczym kongruencyi [n] w rozmaitosei V,
Pierwsza strona réwnapia (7) jest ta sama, co w praypadku calek wia -
.

§ciwych., Mamy tedy:
” " n
’ ot 7 —_ o]
Er,s ln/rs Ly Is _{‘Er Xt )ln[r = MZT Anjr X7
1 1 1

n

‘Whnosimy stad, ze munoznik M moze byé tylko postaci 2‘ v, @, gdzie
1
spolezynniki v 53 jeszcze nieoznaczone, ale sy funkcyami samych zmien-
nych z. Tozsamosé przechodzi na réwnania:

Er xm lnjr =0,

1

(8)
(rs=1,2,..

lnlrs + n Jor == ¥r Aajs _{- Vs )“t/" .

L

)

Roéwnanie (8) orzeka, ze linie sit i linie kongruencyi [n] przecinaja s'ig
pod katem prostym. Jak dopieroco dla sil zachowawezych, 0znACZ2 to, ze
kongruencya [n] jest réwnopotencyonalng. Aby rmtr@sn@é uklad (9),‘ Ba-
lezy, rozumie sie, wyobrazi¢ sobie, ze do kongruencyi [n] przylaczylismy
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n— 1kongruencyj, uzupelniajgeych kongruencye [n], i potuzyé wi———Z, v A0 .
1

Otrzymamy wtedy z réwnat (9) warnnki rownowazue:

,
) Puip = Pupe = i i+ £ 0y, G7=1,2 0, n)
gdzie zamiast nieoznaczonych spolezyunikéw » wystepuja spélezynniki o

) Dla n =2 réwnan (9') jest trzy; dwa 2 nich shiza do wvznacyeﬁia
spolezynnik6w oy, w,, trzecie redukuje sig do yy;, = 0, co oznacza, ze i{on—
gruencya [1] jest geodezyjng. Lecz z przyczyfly rownai (8) kon<;1-uenc a
[11 ,]‘est kongruencys linij sit, & zatem: za gadnienia o dwo Zh ‘st}(’)—
pplach swobody posiadajg calke liniowgy uszczegél-
niong wtedy tylko, gdy linie sit 8g geodezyjnemi, Cal-
ka ta.wyraza., Ze predkosé i sila sy j ednego kierunkn

. Nle' byloby rzecza pozbawiony intereu ustanowienie warunkéw przy.
ktorych i zagadnienia o jakiejkolwiek liczbie stopni swobod, 7ezwal’ j
réwnanie liniowe niezmiennicze. T e

§ 2.

caf.('lt Imtaa’/-'atawe uktaddw nie poddanych sitom. Postad wewngtirzna warunkow
Istnienia. Hypoteza szczegdina, prowadzgca do sit Zywych p. Stdckela.

Aby uktad nie poddany sitom, t. j j iedniej
Al . , b joaby geodezyjne odpowiedniej roz-
maitosci V, posiadaly calke kwadratows: P e

n

H = 2"“ s 2, % = const. ;
1

£

potrzeba i wystareza wedtug (3), aby forma pochodna Zr, s ¢ G XA @ @}
- . !
byla tozsamosciowo zerem. Mamy tym sposobem warnnki:

(10) Crst + Ltz + Ctrg = 0,

(rsd =1,2,.. ,n)

e ©
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Aby je zbadad, dosd, oczywiscie, wprowadzié zamiast spétezynnikéw
¢ ich wyrazenia kanouniczne (Rozdz. I, § 5):

”

Cre =En 0u Aujr Anjs 5

1

(1)

gdzie spétezyuniki g, sa, jak wiadomo, pierwiastkami rownania:
” s — Qs | = Q.
Znajdujemy tym spesobem:

I (er—edvwy—+(ei—g) yan + (gr—en) pom==0; =t 2 o =42 £ 2l
%o

1 2.

=2 (,Q};—Q{) Yihk s

(hyi==1,2, ..., %),

co nadaje postaé wewnetrzng pytaniu o wyznaczenin wszystkich typéw sit
#ywyeh, ktéryeh geodezyjne majg conajmniej jedna calke kwadratows. Dla
otrzymania tych typdw. trzeba od rownad 1), II) przejsé do wyrazen elemen-
tow liniowyeh rozmaitosei ¥, w ktéryeh mie¢ mozna n-ke kongruencyj,
przez te rownania scharakteryzowanych. Wielkosel o wystepujg w mich
jako nieoznaczone pomocnicze. Jezell przyjmiemy, ze wszystkie wielkosei o
53 rowue, wtedy rownania I) spelniaja sig tozsamosciowo, a réwnania II)
stajg sie: %% =0, co pokazuje, s wartosé wspolna wielkoscl o musi byé
stala. Niezmiennikiy nie sg bynajmniej ta hypotezg zwigzane. Istnieje
przeto, niezaleznie od n-ki, a wige i dla kazdej rozmaitosel V., calka kwa-
dratowa. ) .

Nalezalo tego oczekiwad; jest to catka sit Zywycl. Istotnie, z rdéw-

nah n(ll), czynige w nich g» = C, olrzymujemy ¢ = OE;, Qage s = C e,
a catka H; — const. jest lem samem, ¢o Er,s s &, & = coust.
T

Na podobieristwo tego widocznego przypadku zdaje sig rzeczg wlasciwg
w badaniu rezwigzan ukladu I), IT) odrézniaé yozmaite przypadki co do
wielkosei . Trzeba tedy bedzie rozwazac osobno przypadek, w kté-
rym wszystkie wielkosci ¢ sg rowne; praypadek, w ktorym jest tylko n—1
wielkosei o réznyceh i t. d., baczge nadto, aby w kazdym przypadku odréz-
niad jeszeze grupowania w tem mozliwem zlewaniu sie wielkosci . Nie
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podj¢to dotyd w calej ogéluosei podobnego badania. Jest rzeczy wielkiej
wagl, aby tv zagaduienie zostalo Wyczerpane; dzi§ wszakze zdaje sig ono byé
jeszeze dodé trudnem.

Posiadamy rozwigzania szezegdlue naszego uklady; odpowiadajg one
sitom zywym, odkrytym przez Stickela ') (vbejmuygeym w sobie jako
przypadek szezegolny praykiady klasyczne Hawmiltona i Liouvi 11e’a).
Odnajdujemy je latwo, wychodzac z réwnan L), IT) przy hypotezie szezegol-
nej, Ze kongrueneye n-ki odniesienia s3 normalnemi 2). .

Ze wzgledn na wielkg 0golnose tej klasy sit zywych, moznaby mnie-
mac, ze obejmuja one wszystkie rozwigzania ukladu D), 11). Tak jest rze-
czywiseie w przypadkn n=2 (gdyz kazdy kongruencye mozna w tym przy-
padku uwazaé za normalng); lecz skoro przechodzimy do wiekszej liczby
zmiennyel, poznajemy tatwo istnienie nowyeh typow rozwigzai 3). Istotna
trudnosé polega na utworzeniu wszystkich. Pierwszy krok, jaki nalezaloby
uczynic na tej drodze, stanowiloby calkowanie nktadu I), II) w praypadku,
zblizonym do tego, w ktirym wszystkie o zlewuja sie i calkowanie uskute-
cznia sie z pierwszego wejrzenia.. Bylby to whasnie przypadek, w ktérym
tylko dwie z pomigdzy wielkosci ¢ sg rozne. Polecamy caytelnikom to ta-
danie, ktére—po uczynienin wszelkiej redukeyi— przedstawia sie dosé prosto.

§3.

Powierzchnie, ktirych geodezyjne majq catke kwadratowq (powierzehnis Lio u-
villea). Klasyfikacya powierzchni wadlug liczby catek réznych 4).
W przypadku » =2 réwnania I, dopiero eo rozwazane, nie stosujg
sig, 1 pozostaje tylko druga grupa, ktéra w tym przypadkn ma postac:

) Patrz w ,Comptes rendus® dwie wazne noty tego antora (9 marca, 1893 i 7 pazdz.,
1895). Poréwn. Di Pirro: ,Sngliintegrali primi quadratici delle equazioni della meeca~-
nica®, Annali di Mat. (2), XX1V, 1896: Stickel: »Ueher lie quadratischen Integrale der
Differentialgieichungen der Dynawik®, tamze, XXV,1897; Painlevé, ,Surles intégrales
quadratiques des équations de 1. Dynamique® (Compres rendus, 1 luty 1897).

?) Dia doktaduosci nalezy zwricid uwagg na to, ze przyjmujemy z gory normalnodé
wszystkich kongruencyj »-ki tylke w tym praypadku, gdy wszystkie' o sg rozue. Jezeli jest
kilka wielkosei 7 zlewajgcyeh sig, wtedy hypoteza jest nieeo Sciesniajgcs. Poréwi., Levi-
Civita, ,Sur les intégrales quadratiques des équations de Ia Mécanique® Comptes ren-
dug, 22 Intego 1597, )

% Levi-Civita, ,Sur une classe de ds* 2 trois variables®.
ezerwea 1897.

Y Ricel, ,Sulla teoria delle linee geodetiche e dei sistemi isotermi di Liouville¥,
Atti dell’Ist. Veneto, 1894: ,Lezion] ete.*. Czgsé I Rozdz. VI, Vii.

Comptes rendus, 21

* ©
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S _ a’_i =0
3 08, 05,
I . )
e P 0y o— 01) Y133+
( '493‘2 = 2(01—02) Y211 3s, (@a—01) Y122

<2,
yap 2
o8y sy

Ty

Kazda para [1], [2], dla ktirej sprawdza sig waru}nek :'[111’)""1%:0(10;1;3%
kwadratowa H, = const. (réing od calki sit Zyx.vych.) .row;na.n 11113 gz lim;m]i
nych powierzchni. Oznaczmy przez & }{@t, ktfn'y linie 2 twm;z, e
jakiejkolwiek kongruencyi geodezyjnej. lv'fozna }atwo‘ ?ozlieo,m ey,
H, = const. jest réwnowazna z nagtg;‘upa‘,ca‘, wiasnoseia g
Wezdluz jednej i tej same] linii geodezyjne] jest:

o, sin? & 4 g, cos® ¥ = const.

7 rownan I1I) znajdujemy:

By Znm g
331 Ss9

co wyraza (Ruzdz. 1V, § 1), Ze para [1], [2] nalezy do pekn izotermicznego.

f ; : Sci, ze jezeli linie pary [17], [2] wez-
Z réwnan IT') wyplywa bez trudnosei, ze Jezell e pa b ‘
miemy za spéhrzedne, bedzie mozna przez odpowiedni wybér ich par ametrow
w, v, nadaé formie zasadniczej wyrazenie:

¢ = (o) (du? + @) .

Poniewaz réwnania 1I') mowig jeszcze, Le 01 1 0 ’za.le;@ dt’ylki(; . 0:13:;——
wiednio od w i v, przeto @ jest forma .Ll(,HIVIHE a. Z 1‘\ig tjl]_ o
ny zauwaimy, ze kaidej formie Lieuvillea odp.owmdadpimé a;\ o I;k;m
(kongruencye utworzone przez linie spéh-zg(.in e),_ czym@cakza ?bl'wsz kom
IIT). A zatem, aby geodezyjue powierzchm' p.oszada}y cal @1 pie - S? oo
dratows, petrzeba i wystarcza, by element Jiniowy powierzchnl da 8 §)
wadzié do formy Liouville'a.

Teraz nasuwa sig samo przez sig pytanie: zba.daé, cny elemendt, zf gé;y
dany, moze by¢ i iloma roznemi istotnie sposobami sp.row.a(%zony 0 k0t a):
Lioilville’a; wyznaczyé te formy zredukowaune, gdy istniejg. Posznkiw
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nie to jest oczywiscie réwnowazne z poszukiwaniem liczby i wyrazen calek
kwadratowych réznych, nalezgeych do geodezyjnych danej formy dwdjkowej.

Oto rezultaty tego poszukiwania w ich pierwszej postaci:

1) Tylko powierzchnie o krzywiznie stalej po-
siadajg cof ukladow izotermicznych Liouvillea, (Ozna-
czamy tem mianem, dla skrécenia, kazda pare [1], [2], czynigeg zadosé wa-
runkom IIT)).

2) Powierzechnie o krzywiznie zmiennej majg
najwyzej co® uktadéw izotermicznyeh Liouville’a.
Istnieje, w samej rzeczy, klasa powierzechni, maja-
cych te wiasnodé Sg to powierzclhnie, dajace sig
rozwiungé na powierzchnie obrotowe i majgce nadto
linie krzywiznowe réwnolegtle. ‘ .

3) Istniejg powierzchnie o0 co! uktadach Liou-
villea iinne powierzchnie, posiad ajace jeden 1Lylko
taki nktad

Koenigs w rozprawie, uwieiczonej przez Akademie Nauk w Pa-
ryzu'), zajmuje sig pytaniem, scidle zwigzanem z naszem, ale nie identycz-
nem. Stara sig on wyznaczy¢é wszystkie typy elementéw liniowych,
majgce najmniej dwa uklady Liouville’a. Ty drogy daja sie otrzy-
maé niektére z wynikéw poprzedzajgcych (te mianowicie, ktére dotycza liczby
mozliwych ukladéw Liouvillea). Koenigs podal te rezultaty rowno-
czeSniez Riccim.

7g

4.
Przeksztalcenia rdwnari Dynamiki.

Zagadnienie to (az po przeksztalcenie form rézniczkowych kwadrato-
wych) przedstawia sig weding Painlevégo?) w formie nastepujacej:
Majac dany uklad dynamiczny (4), ktérego sity

nie zalezg od predkosci, poznadg, czy zezwala on

) ,,Mémoire sur les lignes géodesiques*, , Mémoires des ‘Savants dtrangers'* t. XXXI,
1894,

~ *) ,,8urIa transformation des équations de la Dynamique®, Journ. Liouville'a, (5),
X, 189%4. ‘
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na odpowiadajgce mu nktady (4)), i w razie, gdy tak
jest, wyznaczyé te uktady. ’

Nazywamy uktadami odp o'wiadaj gecemi uktadowi(4)wszyst-
kie uklady (4,), ktorych sity nie zaleza tez od predkosei i ktére maja te same
trajektorye, co A.

O uktadach odpowiadajacych dowodzi sie przedewszystkiem, ze gdy
sily sa zerami dla uktadu, to s3 tez zerami dla uktadéw mu odpowiadajgeych.
W tem zalozenin zagadnienie o przekszialceniu przyjmuje nastepujycg po-
staé geometryczng: :

Wyznaczyé wszystkie rozmaitodci Fy, ktéore mo-
zna odwzorowadé na danej z zachowaniem linij geo-
dezyjuych; mianowicie w ten sposdéb, aby kazdej li-
nii geodezyjnej rozmaito§ci V, odpowiadata w odwzo-
rowaniu takze linia geodezyjna. _

Zagadnienie to badat R. Liouville w rozprawie ,0 réwnaniach dy-
namiki® 1). Otrzymal on wyniki ogélne godue uwagi, ale nie dal ostatecznej
cdpowiedzi na pytanie. Byé moze, ze nie bylo to mozliwem bez pomocy R.a-
chunku rézniczkowego bezwzglednego. Podamy tu zarys postepowania,
ktérem postugiwalismy sie przy rozwigzaniu zagadnienia za pomoca tej me-
tody 1) :

Niechaj bedzie:

»

= Zns s Az, dvs
1
wyrazeniem na ds®* w danej rozmaitodei Vi ;

%

Y= Zr,s ars Aty ds

1

takiemze wyrazeniem dla ktérejkolwiek z rozmaitosei, dajacych sie odwzo-
rowaé na rozmaitosei ¥, z zachowaniem linij geodezyjnych. Ustanavzvu.lmy
przedewszystkiem rownania, ktérym majg czynié zado§é spétezynniki; sy
niemi:

f,u st 4+ 2[1; Urs + s arr + pr ay =0,

1) Acta mathematica, XIX, 1895, i L
2) Lievi-Civita: ,Sulle trasformazioni dellé equazioni Ainamiche*, Annali di mat.

(2), XXIV, 1896,
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gdzie p jest niewiadoma posilkows; ¢ uwazamy, rozumie sig, za forme za-
sadnicza (g 1 -« 83 nkladami pochodnemi wedlug ¢ wyrazenia u i uktadn
a). Oznaczmy przez o i a wyréznikiform ¢ iy i polézmy:

N
A= M Qs s

Z réwnat poprzedzajacych wyprowadzamy Yatwo :

gdzie C jest stalg, oraz:
Ar.vt + A-sir "}‘ A/r; = 0

réwnania te orzekajg (§ 2), Ze

£

o A ) 2 = const,
1

jest calks kwadratowy dla geodezyjnych rozmaitosei V,.
zamiast wielkodei a,s ich wyrazenia kanoniczne:

Podstawmy teraz

"

Qe = 2}. o Anjs Anis

1
réwnania, wyrazajace warnnki, zamienig sig na nastgpujgce:

(ov—ed) yaij =0, w=l=izi=g),

e!'
b) 200 yyr = =,

3 57 #=l=Jj)

(B =1, Zuet),
E) o 0 (1 g3 —0 )
- o 0 sz,
3 (ugi) 8
DG teg =0

To postac ukladu uprzedza nas juz o tem, ze liczbainatura skladajgeych

go réwnatt. zaleza od liczby pierwiastkéw réznych réwnania llar—ga.l} =0
i 0d rzedéw ich wielokrotnogei.
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Zatozmy najprzod, ze wszystkie plerwiastki o sg rozne. Wtedy n-ka
odniesienia jest okredlong i z przyczyny roéwnan a) spélezynniki obrotu
o trzech skaznikach réoznych muszg wszystkie znikad.

Wiynika stad (Rozdz. IT, § 3), ze wszystkie kongruencye n-ki s3 nor-
malne, co nas prowadzi naturalnie do przyjecia odpowiednich rozmaitosei
ortogonalnych za spélrzedne. W takim ukladzie spélrzednych ds® powinno
by¢ postaci:

J— N 2 2
¢ = ‘Z. He do |

1

réwnania a) zamieniajg sie na tozsamo$ci, rownania za$§ b), ¢)id) na na-
stepujgee:

9 log H: do:
by) 2(ei— @) —5— g + 3 Q = (=l=h
P
) —%ﬂ = 0 Wsisd) (=1 n)
)
d( 2u X
d) ——a’;—g‘l 4o 5%: .

Calkowanie tego ukladu jest fatwe.
wyniku:

Oznaczmy przez w; (1==1,2,..m) jakakolwiek funkcye jednej zmiennej
x;, przez Cic dwie state dowolne. Kazdy element liniowy, ma-
jacy wyrazenie postaci:

Dochodzimy do nastepujgcego

”

. ot = 3 (Dot

1

ma odpowiadajace sobie elementy

0 C
T o) (vt -

" . -
N 12-' Tﬂm (}jg l‘ll)j—'#’i\) dx?

itylko te. (W czynnikowych JJ—_? nalezy wylaczyé czynnik, w ktérym
J=1

7 przybiera warto§é i).
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Przejdimy teraz do drugiego przypadku kraneowego, w ktérym wszyst-
kie pierwiastki p sg rowne. Réwnania a) spelniajg sie tozsamosciowo, po-
zostale zas réwnania wymagajg jedynie, aby wielkosei u i wartodé wspélna
C pierwiastkow p byla stala. Wyrazenia kanoniczne wielkogei oy S8
ars == Ctys, skad wynika, ze forma w rozni sig od formy ¢ tylko czynnikiem
statym. Bylo a prioii widocznem, ze kazda forma ¢ takie odpowiadajgce
sobie posiads, i dlatego Painlevé ) pazwal je odpowiadajg-
cemi zwyczajnemi. Nas obchodzg jedynie odpowiadajace niezwy-
czajne. .

Jest rzeczg jasng, ze po za tym przypadkiem zalozenia mozliwe o pier-
wiastkach o prowadzy do odpowiadajgcych niezwyczajnych. Kazde z tych
zatozen prowadzi do typéw dobrze okreslonych, ktore obliczamy bez trud-
nosel, catkujge rownania E), do nich nalezgce. Jak to bylo dla pierwszego
typu. interpretacya geometryczna ujawnia wybor zmiennych, najlepiej nada-
Jjacyceh sig do catkowania ukladn.

Wracajae na chwile jeszeze do przypadku pierwszego, zauwazymy, ze
catka kwadratowa, ktérej istnienie stwierdziliSmy ogélnie, przybiera postac:

#

Z; (W40) oo (imit-e) (wigato) .. (pato) (§|wj~ 1/1,-]) x/? = const. °

1

Z pOWyZszem zastrzezeniem co do czynnikowej.

Poniewaz wartosé strony pierwszej powinna by¢ stala, bez wzgledn
na wartos¢ ¢, przeto kazdy ze spitezynnikéw przy rozmaitych potegach
statej ¢ daje nam osobno calke kwadratows. Calki te w liczbie n (wlgcza-
Jael catke sit zywych) sa wszystkie rézne. .

W ogdlnosei liczba calek rowna sig liczbie réznych pierwiastkow o.

Podobnie, jak to uezyniono (§ 2) dla n=32, byloby rzeczag wazng okre-
§li¢ przynajmniej dla n=3 cechy niezmiennicze rozmaitosei, dla ktérych wy-
razenie elementu liniowego daje sie sprowadzi¢ do typu T) (forma uogdl-
niona Liouvillea).

Ogolniej mowige, nie nalezy zapominaé o tem, Ze problemat o prze-
ksataleenin, postawiony na poczatku tego §,t. j. dla sit nieznikajacych, ocze-
kuje jeszcze rozwigzania. Painlevé podat bardzo wazne przyczynki do
tego zagadnienia, wyczerpujgee te kwestye w przypadku n=22).

' .
) Loco eit.
*)  Sur les transformations des équativns de la Dynamique. Comptes Rendas, 24 sierp-
nia, 1893, ' Patrz tez dwie noty Viterb i'ego, ,Sulla trasformazione delle equazioni della
Dinamica & due variabili*. Rend. dell’Acead. dei Lincei, 4 1 18 Iutego, 1900.
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(1)

Czy Rachunek rézniczkowy bezwzgledny bedzie mégl kwestye 'tq wy-
czerpaé do gruntu? W tej chwili mozemy w tym wazgledzie wyrazié tylko
nadzieje. . A

Zreszty w zagadnieniach tego rodzajn otwarte jest szerokie pole po-
szukiwail. _

Wystareza rozszerzyé wraz z Stidckelem!) wyslowienie zagad-
nienia o przeksztatceniach, zgdajge juz nie tego, aby dwa uklady dynamiczne
(4), (4,) mialy wszystkie trajektorye wspdlne, lecz aby mialy tylko czesé
ich wspdlng, t. j. zbidr trajektoryj, zalezgeych od pewnej liezby % (<(2n—1)
parametréw. ) )

P. Malipiero wrozprawie, majacej niezadlugo sie unkazaé, zaj-
muje sig liniami geodezyjnemi z tego punktu widzenia i podaje niektére spo-
strzezenia, nie pozbawione interesu.

ROZDZIAL VL

Zastosowania fizykalne.

§1.
, .t | T
Przypadek, w ktérych rownanie 5 -+ F ~|’—§z—2 = 0 sprowadzié sig daje do

dwdeh zmiennych. (Polencyaly dwdjkowe).

Jezeli w rownanin Laplace’a w spélrzgdnych kartezyatiskich:

%

8 ;.
du=zmTt

T T Ee

01

zatozymy, ze funkeya w nie zalezy od 2, otrzymamy réwnanie:

% P

T

okredlajgce bardzo rozlegly klasg potencyalow, zachowujgcych te sams war-

1) ,Ueber Transformationen von Bewegungen®. Gottinger Nachr., 1898.

Prace mat.-fizyesz., t. XI11. 6
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tosé wzdluz prostych roéwnolegtyeh do osi # (potencyaléw logarytmowych
wedlug C. Neumanna).

Podobniez w réwnanin Laplace’a w spéhzednych biegumowych
o, 9, @, bedzie moina przyjaé, ze w jest niesaleine od ¢, bez wielkiego
dciesnienia ogélnosel rozwigzania. W samej rzeczy, jezeli przyjmiemy

u L.
— = 0 w wyrazeniu
op
1 | 0 ou d (. du 1 9%
et |p% sl — —_ = — 0 =
| a@(g smﬁae)Jr -~ (sm ﬂaﬁ) + g =0

nie pozostanie §ladu funkeyi ¢ w spolezynnikach. Otrzymujemy w ten
sposéb klase bardzo wazng calek réwnania ;‘\u = 0, mianowicie potencyaly

symetryczie, znane z badah Beltrami'ego?).
o = const, & == const,

Mozna jeszeze przyjgé w réwnanin powyizszem. ze w nie zalezy od 0.
Potencyaly, odpowiadajgce réwnaniu:

Sg one stalemi na okrggach

2 (. du 1 %
) (am 19-8") =+ Y 0,

(takze ogdlne, jakkolwiek mniej wazne od poprzedzajgcych), maja jako linie
réwnopotencyonalne, proste, wychodzgce z poczatku.

Nie wolno uezyni¢ tego samego wzgledem 9, albowiem, jezeli prayj-
miemy, ze w jest niezalezne od &, bedziemy mieli oddzielnie:

?

? 5 20 22y
‘a;ﬁ(@ 55)—°= 3 =0

a calki tego ukladu jednoczesnego (t. j. v = (ol + b—g) @4 (03 -+ L ), gdzie
4
¢ sg ilosci state) nie majg tej ogdlnosei, co poprzednie.
Spostrzezenia te prowadza nas do nastepujgcego pytania, ktére po-
stawil Volterra?).
Niechaj bedzie réwnanie Az = 0, przeksztalcone w spéirzednych krzy-

woliniowych jakichkolwiek x;, &y, #,. Jezeli polozymy —;% ={ po stronie
1

') Patrz np. rozprawe: ,Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche* (Mem.
dell’Ace. di Bologne (4), 1V, 1881}

*). »Sopra alenni problemi della teorin del potenziale®, Annali della. Scnola Normale
di Pisa, 1883,
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pierwszej rownania, nie bedziemy mogli wogéle uwolnié rownania zredu-
s . . s e . ou .
kowego od zmiennej 2, (inaczej mowige, rownania Aw = 0, S 0 nie
2

utworzg ukladu zupelnego). Istniejy wszakie przypadki (napotkalismy przy -
padki bardzo proste), w ktérych to sig zdarza. Nalezy wyznaczyé je
wszystkie. Kazdemnu z nich odpowiada klasa potencyalow, zaleznych
od dwéeh spélrzednych (potencyaléw dwojkowych) Prowadza
one w zastosowaniach do tyeh samych uproszezed, co potencyaly logaryt-
mowe | symetryczne. Volterra w cytowansj rozprawie przeprowadzil
ogodlnie to badanie. Pozostaje tu zbadaé jeszeze, ezy opricz typéw znanych,
niema innych i jakiemi sg one mianowicie. Jest to tozsamo pytanie, ktire
rozwigzal Riemann?) dla réwnania przewodzenia ciepla:

ﬂ + L Adu=0, (&]jest stata).
ot 2

Nie mozna byto wszakze mysleé o zastosowaniu metody Riemanna
z powodu wielkiej komplikacyi wzoréw. Nalesalo zrobié wytom, aby uwol-
nié sig od materyaléw zawadzajgeych. Rachmnek rézniczkowy bezwzgled-
nych dostarezyt na to srodkéw. Wskazemy tu tylko wyniki badania 2).

Zauwazmy w tym celu, Ze klasg potencyalow dwéjkowych charaktery-
zuje zasadnicza jej kongruencya rdwnopotencyonalna, t.j.
kongruencya &, == const, &, = const, utworzona przez linie, wzdivz ktorej
wszystkie indywidna klasy zachownjg warto§¢ stalg. W samej rzeczy, skoro
znany tg kongruencyg, dosé do rodzin ,(x,, #) ==const, ,(x, ¥, z)= const
przylgezyé jakgkolwiek trzecia rodzine niezalezna wx, (z, ¥, 2) = const.
Réwnanie, okreslajace odpowiednie potencyaly, otrzymamy latwo, prze-

ksztaleajac Aw = 0 na spélrzedne x;, z,, z, i kladac 83% == (. (Zd'loienie,
2 3

. N E
Ze kongruencya jest réwnopotencyonalna, jest réwnowazne z zaloZeniem, ze
N ., du . . . . N -
mozna uczynié = 0 w réwnanin Aw = ¢, nie zwracajac uwagi na ).
% 3
Zagadnienie sprowadza sig tedy do wyznaczenia wszystkich kongruencyj
rownopotencyonalnych naszej przestrzeni.

Kongruencye te (przyimujemy, ze s rzeczywiste) dziels sie na cztery
kategorye:

'y ,Commentatio mathematics, qua ete”, Jes. Werke, p. 370.
% Levi-Civita, ,Tipidi potenziali che si possono far dipendere da due sole co
ordinate, Mem. delle'Ace. di Torino (2), XLIX, 1899.


GUEST


84 G RICOLI T. LEVI-CIVITA. (14

1; Kongraencye prostoliniowe izotropowe (wedlug Ribaucoura ).

2) Kongruencye kél, majacych jedne os.

3) Kongruencye helis.

4) Kongrueneye spiralnych.

Wyprowadzamy stad odpowiednia klasyfikacye potencyaléw dwojko-
wych. Sg one miznowicie: izotropowemi, symetrycznemi, he-
lisoidalnemi albo spiralnemi.

§ 2
0 polach wektoryainych %)

W obszarze przestrzeni istuieje pole wektoryalne wtedy, gy
kazdemu punktowi P obszaru odpowiada wektor (/2), majacy poczatek
w punkcie P.

Niechaj v,. 1», %, beds spélrzedne kartezyafskie punktu P; ¥,,7,, T,
skladewe wektora (R) wedlug osi spélrzednych. Prawo odpowiedniodei po-
miedzy punktami a wektorami pola wyraza sie faktem, ze skladowe ¥, 7,7,
wektora K sg funkeyami spélrzednych yy, v,, ¥, punktu przylozenia. Za-
kladamy, rozumie sie, Ze mamy do ezynienia z funkeyami cigglemi i majgcemi
wszystkie pochodne, ktore rozwazaé bedzie potrzeba.

Przy rozwazaniu pola wektoryalnego wprowadzamy wielkosé skalarng:

¢
El Y
(1) ®« 2 Jl

ax,
CIA

4

" 7,

Nazywamy jg rozbiezno§ciag pola w punkeie P i oznaczamy
przez © = Div (R). - Odgrywa ona wazng role w zagadnieniach fizykal-
nych. Tak np. gdy wektor (R) oznacza przemieszczenie punktu w odksztal-

Y Patrz Bianchi, Geom. differenziale, Rozdz. X, lub Levi-Civita, ,Sulle con-
gruenze di curve”. Rend. dell’Ace. dei Lincei, b murca, 1899.

*} Windomodei ogélne o polach wektoryalnyeh ze stanowiska, jakie zajmujemy
w tej pracy, znaled6 mozna (préez w znanem dziele Taita) w rozprawie nieodzatowanego
Ferrarisa ,Teoria geometrica dei campi vettoriali®, Mem. dell’Ace. di Torino, XLVII¢
1897, ogltoszonej po émierci autora i w nowszej pracy D o nati'ego ,Sulle proprietd carat-
teristiche dei eampi vettoriali, Mem. dell’Ace. di Bologna. (5), VII, 1898. .
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cenin sprezystem, O jest rozszerzalnoseig szescienng czgsteczki, ten punks
otacznjacej. Ogdlniej, gdy (R) jest przeplywem jakiejkolwiek natury,
zgeszezenie w punkeie P mierzy sie wielkoseig 8.

Jezeli skladowe Y, sg pochodnemi jednej funkeyi U (w tym przypadku
rozmieszezenie wektoryalne jest potencyalnem), mamy oczywiscie:

{10 ©=2aU.

Istnieje jeszeze jeden wektor, scisle z polem zwigzauy, mianowicie wir
2 (w) (curl anglikéw) wektora (R). Jego skladowe 2wy, 2v,, 2v, dane sa
przez wzory:

@ o =B BN, Oh 2%, 3% 9%

BT a./; E

Aby mieé interpretacye fizykalng, uwazajmy np. obraz bydrodynami-
czny. Niechaj (R) bedzie predkoscig cieczy w ruchu, wtedy obrét czaste-
czek okresla sig wektorem (w). Jest on tozsamosciowo zerem dla rozmiesz-
czell potencyonalnyeb.

- Przyimijmy teraz, ze przestrzen jest odniesiona do jakichkolwiek spot-
azqdnych krzywoliniowych z;, 2, z,.

Pytanie o przedstawieniu pola wektoryalnego i jego elementéw nasuwa,
sig samo przez sig').

Mozna bardzo latwo okresli¢ pole za pomoca ukladu pojedyriczego spot-
zmienniczego X, ktorego elementy reduknjg sie w spélrzednych kartezyan-
skich do skladowych wektora (R). Wiemy juz (Rozd. I, §4) w jaki sposob
skladowe i rzuty wektora (R) wedlug linij spélrzednych wyrazaja sie przez
wielkoscl X,. Ale dla otrzymania wielkoscei 8 i (w) nie potrzeba przecho-
dzi¢ przez te rzuty (i przeksztalcenia calek), jak to sig ezyni zwykle. Zasady
Rachunku rézniczkowego bezwzglednego pozwalaja otuvmac W]G]kObOl te
odrazu?). Wystarczy do tego polozyé: -

3 3 3)

B 0= Z X ) 2 =— e Xy
1 1

{r=1,238).

) P.Abraham w dwiezo ogloszonym artykule (Math. Ann.. LII, 1839, str. 81)
zaimuje eig takze przedstawieniem pol wektoryalnych w spéirzgdnych krzywoliniowych, ale
‘ogranicza sig do spéiragdnych ortogonalnych i w wywodach wzoréw stosuje metody zwykle.

*) Taz sama metoda prowadzi prawie bezposrednio do przekladu pewnych zwigzkéw
catkowych na spétrzedne jakiekolwiek Ma to miejsce np. dla znanyeh wzoréw Green
iStokesa. Patrzco do ostatniego: Ricei, ,,Del teorema di Stokes iv uno spuzno qua-
lunque a tre dimensioni e in coordinate generali®, Atti doll’Istr. Ven., 1897.

%) Co do okredlenia symboli patrz Rozdz. I, § 5.
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Dowodzimy tego. zwazajac, ze © jest niezmiennikiem i Ze jego war-
. . A Y\
tosé w spolrzednych kartezyanskich yy, v, ys (([.rx == 5. Ny = 71}) , redu-
s
L 2U
kuje sie deisle do (1). Dla rezmieszczen potencyalnych ( P Ul)‘

k3

jest 8 = ?r,, a/™ U,, co jest formg ogdlng parametrn AT. Nalezalo tego
pras . 2

oczywiscie oczekiwaé wedlug (17).

Podobuiez wektorem, vkreslonym przez uklad przeciwzmienuniczy u(m
(albo wzajemny u,), jest (co) gdyz elementy pv dla spélrzednych karte-
zyanskieh sg wiasnie wielkosciami v, »,, », wzordw (2). (Poréwn. Rozd-
IV.§9). .

Zauwazyli$my juz (Rozdz. 111, § 2), Ze wyrazeniom (3) i (4) mozna na~
daé postad:

BX-HI

(r=12,3}
QI’ *

3" 8=

1 (Vaxw), A
— (4, 2y = —
y —S-ll =

“ Sy o P PN

(gdzie, roznmie sie, nalezy uwazaé za identyczne wartosel », réznigee sie
o wielukrotnosei liczby 3). WyrazZenia te sa niekiedy dogodne w rachunkach.

W teoryi sprezystosei, a zwlaszeza w elektrodynamice, napotykamy we-
ktor (Q), zwiazany z wektorem zasadniezym pola za pomocg zwigzku:

= — Curl Curl (B) = — 2 Curl (w).

Fatwo byloby obliczy¢ uklad przeciwzmienniczy M© przez reitera-~
cyg wzoru (4), lecz prosciej jest zwrodeié sie na chwile do spéirzednyeh kar-
tezyanskich. Elementy N® =N, uwazanego nkiadu (skladowe wektora (Q))
83 wedlug (2): )

v,
N, —“2{ 8Yrin

DI

G’ll,<+2 \ _ ] I SY,
3‘%—]-1 \ 2y, Syr+ef v

0Fas) D fefu
3yr1) Wraa 3o

3y, |

co mozna tak napisaé:

3 3
Y, é Y, 2Y, 2@

3
® = ey, T 2y, &,
1 1

Jezeli teraz polezymy:
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. 0
2
(5) M, = Zm %D Xppg — —— ,
ox,

1

to widaé odrazu, ze wielkosci M, dla spélrzednych kartezyanskich sg iden-
tyezne z wielkosciami N,. TUklad (5’) jest spélzmienniczy, jest to tedy
nklad szukany.

§ 3.

Rézne przykfady. Riwnania elektrodynamiki, teoryi ciapta i spreZystosei w spoft-
rzednych ogdinych.

Elektrodynamika. XNiechaj w polu elektromagnetyczuem (F,) i (F,)
beds wektorami, przedstawiajgcemi site elektryczng i magnetyezng w pun-
kcie P pola.

Sity te zmieniajg sie wogéle z czasem. Oznaczmy, jak zwykle, przez

(t;;) wektor, ktérego sktadowemi sg pochodne skladowyech sity (F.) wzgle-
dem czasu; i podobnie dla (F,,). Przy tych zalozeniach, réwnania nieozna-
czone dla dielektryka jednorodnego, izotropowego w spoczynku, sa, wedlug
Hertza, postaci:

BF’ ~

(6) Ap = — Cuwl (F.); Q) SB(F)

ot

™) 5

gdzie A, u, & sa stale.

Mozemy nadaé tym rownaniom forme wyrazna, prayjawszy jakiekol-
wiek spolrzedne krzywoliniowe x,, &, 3. Dosé zwrécié sig do wzordw pa-~
ragrafu poprzedzajacego. W tym celu wprowadzmy uklady spélzmien-
nicze X, i L, dwéch wektordw (F.) i(F,). Rownania (6)i(7), po rozwi-
nieciu, przybierajg postac:

, L, 1 (3K X
3 — = e — H
" Ar yz{awm ax,+,}
g 0X _ 1 (3L aL,+2}
r —— e _— e
™) de = Tolomp o)
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(78)

Moze by¢ rzeczg uzyteczna (np. w badanin drgant) mieé osobno prawa
zmiennosei kazdego z wektoréw (F.) i (F,). Mozna je otrzymad przez
skombinowanie réwnat (6) i (7) i kolejna eliminacye wielkosei (7,) i (Fn).
Znajdujemy tym sposobem:

2(F,)

A2us i%f) = de27 Cwl (F.) = 4s Curl ) — — oml. cunt (7),
podobniez:

A2 e & éf’ = — Cul.Curl (%),
cladge:

65 = Div (F,). 6, = Div (ﬁm) s
dochodzimy z wzordw (5') do zwiszkbw:

3

’ y 3L : 36,
(6 A’ ue at; = 2""’ a® L. — o
1
: BX g %
(7). Alue e LA 21,& a0 X, — B_:I;, i

1
Dla eteru jest w szczegélnosei:
p=eg=1; 6 =80,=20.

Nalezaloby teraz wyrazié w spolrzednych ogélnych warunki gra-
niczne, a nastepnie wprowadziwszy polaryzacye i prad, rozwazaé przypadek
dielektrykéw izotropowych i konduktoréw.

Podobniez bytoby rzeczy interesujgca podaé kilka zastosowan wzoréw
ogéluyeh, przez nas podanych. Lecz to zaprowadziloby nas zbyt daleko
i dlatego ograniczamy si¢ tu na prostych wskazéwkach, oryentujacych- czy-
telnika.

Ciepto. Ruch ciepla w przewodnikach, gdy. pominiemy tak zjawisko
absorbeyi, jak i prace mechaniczny, wyraza réwnanie:

T .
® | Co %7 = Div (3),

icm®
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gdzie C jest cieptem wiasciwem, g, gestoscia T-temperaturg, (F) przeptywem
ciepta w punkcie danym przewodnika w momencie . o

Wektor (§) jest okreslony w cialach izotropowych przez tf), 7e jego
skiadowa w jakimkolwiek kierunkn jest prostopadia do -pochodnej tem}}em}—
tury w tymze kierunkn. Jezeli wprowadzimy spéirzedne k.artezyanskle
91y Uy Y5 1 0dpowieduie skiadowe ¥7, Y,, T wektora (%), bedzie:

- aT
()} Yo=1¢ T
gdzie czynnik ¢ moze zaleze¢ od spélrzednych yy, s, ¥ )
Przejdsmy teraz do spélrzednych jakiehkolwiek; bgdzie dla ukladu
spolzmienniczego X, wektora (%):

=c¢1Ir,

a z‘atem, postugujae sie wzorami (3'), bedziemy mieli:

3
Ve . 1 9 ar
) Co -y = Div (@) = Va z’ 2, (G Va &z'f\) )
1
Gdy ¢ jest stale, mamy:
a7
CQ —aT = b;é T,

jest to rezultat znany. ) o

Rozwazajmy ogélniej przypadek konduktora jakiegokolwiek. ijazkt
(9) pomiedzy sktadowemi przeplywu i pochodnemi temperatury mnalezy za-
stapié zwigzkami:

s
oT
2 ) — (2}
@) Y<)—$1‘pcr =

gdzie ¢ = c¢#) (spélezynniki przewo dnictwa) moga byé fun-
keyami jakiemnkolwiek zmiennych y. '

T tu tatwo przelozy¢ réwnanie (8) na spolrzedne ogdlue. W samej rze-
czy, okreslmy uklad przeciwzmienniczy podwdjny c) za pomoca Warunkt'l,
aby elementy jego sprowadzaly sie dokladnie do spétezynnikow przewodni-
ctwa dla zmiennych y. .
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System przeciwzmienniczy wektora (B) bedzie mozna wyrazi¢ przez:

3

Xm :Z‘P e T,

1

(zawsze z tego samego powodu: uklad jest przeciwzmienniezy i zlews sig
z Y0 = ¥, dla spéhrzednych Y).

- Weimy teraz Div (F) w postaci (3", to bedzie:
o7 |

3 3
ar 1 i [ — .
®) ®H =R m:{“ 2,
1

3

13
jest to rozwinigeie wyrazenia (5) w przypadku najogélniejszym.

Jezell zatozymy, ze przewodnik Jest jednorodny, to spélezynniki prze-
wodnictwa beds statemi, lecz nie bedzie to miato wogdluosei miejsca ze spot-
ezynnikami ¢, odnoszacemi sig do przypadku ogélnego; nie moga one przeto
wyj$é z pod znaku pochodnej po stronie drugiej zwigzku (8"). N alezy przeto
wrocic do wyrazenia, ze tak bowiemy, teoretycznego na Div (%), t.j. do

3

2’:5 Crs X(rs_».
1
Poniewaz z przyczyny jednorodnosei znikajg réwnoczesnie pochodne
wzglgdem y spélezynnikéw przewodnictwa, przeto toz samo miec bedzie
miejsce i dla pochodnych przeciwzmien uiczyeh wyrazen ¢#”. Bjo-
rac pochodne wyrazenia:
3
X0 =N o 7,
1
otrzymujemy:
3
X0 Z"* o 60 g T,
L&
skad:
3 3
Div (3) :Z"””' o G al®) ¢iw) T, — 2‘ 2 609 T

1 1

02 91
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i wreszcie:
3
aT 1)
Ceo qE T 2“ 0 Ty 7,
1
Spreiystosé. Jezeli u, s3 skladowemi przemieszezenin punkin osrodka

sprezystego wedlug osi y,, wtedy wynikajace stad odksztalcenie zalezy, jak
wiadomo, od szesciu ilosei:

311.,_
0Ys

du
ay,’

v5=1, 2,3),

(10) ‘ 2ap = +
j iagnigciem liniow a kierunku y., 41, ~te jest Slizganiem
s jest rozeiggnieciem liniowem dla ! ; a :
g?q Jaulbo j ezeli"cheemy, rozciggnieciem kgtowem (%WQC].J kxerunkovy i/r-}-l, yirqr:)_
' Poéencyal sit sprezystych jest funkeys 21I ilosei a, kwadratows 1]
dnorodng.
Polézmy:

3
$97)
2l = 2;-, 501 cUsen) g Qg
1

e i - o
gdzie spélezynniki sprezystosel ¢ (= ¢ = P i ich wyniki) mogg z

ze¢ od spélrzednych . ] o
tede ;c;gzellli ozﬁaczymy przez ¥, (albo Y©) skladowe sity (F), dzialajgcej
na jednostke masy, przez g ggstosé, i polozymy nadto:

e = L
(11 San

3
{répg)
ym ¢ Apo>
1

wtedy réwnania nieoznaczone réwnowagi sprezystej przybiorg postaé:

r=1,2,9.

3
ikt »
= Y
(12) D =e s
1
Eatwo przedstawié je w postaci przydatoej dla .spéh‘zgdnyclz 32:1]:((;]:1;
kolwiek &, z,, %,. Uwazajmy w tym celu u, ¢tz jako elementy
12 il .

. . iezmiennikami

1) Mozna usprawiedliwié ten wynik prostg uwag:g, ze .obw st‘rony 83 m?;z:?:ﬁ::{{
a ich roéwnofé (wedlug (8")) ijednorodnodei przewodnika, jest widoczng w o
spoirzgdnych kartezyafiskich.
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(82)

uktadéw: pojedyiczego przeciwzmienniczego i i ienni
. 00, zego 1 przeciwzmiennicz 7
4-go, w spolrzednych obranych. eso malu
Jezeli uezynimy:
(19%) 2 s = Uys + U
wtedy réwnania (11) ckresly nam uklad podwijny przeciwzmienniczy II¢)

Jezeli p1°%edstawimy jeszeze przez X¢) uklad przeciwzmienniczy sily
(F), wiedy szukanemi réwnaniami heds : "

8
A .
St I — oX0,

1

ar)

(r=1,239.

) Jgst to widocznem, gdyz sama postad pokazuje nam ich nature nie-
Zmienniczg; z drugiej zas strouy, znajdujemy znéw réwnania (12) skero
Iozymy,. e spélrzedne s3 kartezyanskiemi ortogonalnemi. ’ -

] -Nle m.OZemy tn dluzej rozwodzié sie nad tym przedmiotem, ale odzi
81 nie zamilczaé o tem, ie teorya sprezystosci jest moze jedng z ;:ych, Wg kléi

rych metody Rach "0zni hez j
ok y unkn rézniczkowego bezwzglednego mogg oddaé najlepsze

1 - . 2 e
) Poréwn. Ricci: sLezioni sulla teoria dell’ elasticita®.
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ZASADY RACHUNKU ITERACYJNEGO.

NAPISAL

L. E. BOTTCHER.

Czesé trzecia.l
Zastosowanie teoryi zbieznosei iteracyj do rozwiazywania
elementarnych réwnan funkeyjnych.

1. Uwagi wstgpne.
§ 1. Zajmijmy sie dyskusys rownania funkcyjnego typu:
1) & {z, F(2), Ff (2)} = 0.

Chodzi tn o zbadanie takiej funkcyi F(z), ktoraby uczynita zadosé
warunkowi (1), przyezem zakladamy, ze funkcya f(z) jest znang nam juz
funkeys algebraiczng, wymierny; funkeya za§ & jest rowniez funkeys alge-
braiczng wymierng, catkowits.

Na razie ograniczymy sie tylko do czterech typéw najprostszych:

1°. Ff(z) =F(2) 4 o

1} Patrg ,,Prace matematyczno-fizyczne®, t. X, str. 64—101.
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