Dowdd, e kaada Tnkeya, Tiowa o spelezymikach calkowityeh sespolonye
| Mespoldzielyeh praedstawia nieskodezenie wiele lieah pierwsye,

PODAL
F. MERTENS. 1)

1. Dirichlet? udowodnil, Ze twierdzenie, iz kazda fankeya
liniowa LMz o spétezynnikach L, M catkowitych i niespotdzielnych przed-
stawia nieskoticzenie wiele liczb pierwszych, ma migjsce i dla liczb a0,
gdzie a, b sy liczby rzeczywiste catkowite. Lecz dowdd jego wymaga nie
tylko stosowania prawa wzijemnosei reszt kwadratowyeh w teoryi tych
liczb zespolonych, ale i rozlegtej téoryi form kwadratowych dwéjkowych ze
spélezynnikami catkowitemi zespolonemi.

Mniemawmy, ze nie bedzie pozbawiony interesu dowoéd ponizszy, pray
pomoey srodkéw bardzo prostych przeprowadzony.

2. Niechaj bgdzie funkeya liniowa I + Mz o spolezynnikach L, M
niespétdzielnych; mamy dowiesé, ze istnieje nieskoficzenie wiele liczb pierw-
szych z, dla ktoryeh LMz jest liczby pierwsza zespolong dwuwyrazows.

Liczbe zespolong £ nieparzysty, t. j. niepodzielng przez 1-4¢, nazwijmy
pierwotny, gdy:

¢ =1 (mod (14<2)*).
Mozna wtedy, bez szkody dla ogélnosei, ograniczyé sig na przypadku, w kté-

rym L jest Hezbg nieparsysts i pierwotng, M liczby podzielng przynajmniej
przez (1-4-4)* i nadto N (M)>8.

) Z ,Sitzungeberichte Akademii Wiederskiej, Maj 1899.
) ,Abhandlungen der Berliner Akademie® 1841, Dirichle t's, Werke, t. I, s. 511.
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W samej rzeczy, gdy L jest liczby parzysty, a wige Af nieparzysty,
to funkeye LMz mozna zastapié przes (L4-M)—+-3z. Ta ostatnia zas
moze przedstawiaé liczby niepaizyste tylko, gdy = jest liczbg parzy-
sta, & wiedy liezby pierwsze nieparzyste, kiore przedstawia funkeya LMz
schodzy sig z liczbami pierwszemi nieparzystemi, ktore przedstawia funkecya
(L2 + (1) Mz. Mozna tedy przyjad, ze L jest nieparzyste, M za$
parzyste.

Gdy M jest podzielne przez 1-44, a nie jest podzielre przez (1--i)3,
wtedy liczby pierwsze, ktére przedstawia funkeya L--Mz, schodzy sig
2 liezbami pierwszemi, ktore przedstawiaja funkeye:

LA Mz,  L-MA4-(1442 Mz, L3 (1i) Me,

L (1) M+ (149 Mz,

i do§é przeprowadzié dowodzenie dla kazdej z tych funkeyj. Gdy L jest
podzielne przez (1442, a nie jest podzielne przez (1+4)8, wtedy liczby
pierwsze, ktore przedstawia funkeya LAz, schodzy sie z liczbami plerw-
szemi, ktore przedstawiajg funkeye:
L+ (1) Mz, L+ M4 (14-) Mz,

Gdy zas M jest podzielne przez (1-+i)%, L=ie(mod (1 +4)3), o za$ rézue od
zera, witedy—przy przyjeciu, ze liczby pierwsze stowarzyszone nie sg zasa-
dniczo rézne—funkeya Li—e-+Mz przedstawia te same liczby pierwsze, co
funkcya L - Me, tylko w postaci liezb pierwotnych.

Mozna wreszeie przyjaé, ze norma licaby M, t.j. N(II) jest >8,
gdyz dla fonkeyi 14-(1-}4)%z, przedstawiajacej wszystkie mozliwe liczby
pierwsze nieparzyste pierwotne, dowodu nie potrzeba. ’

3. Niechaj bedzie M=a--ib, N(M)=a’}b2=P, d za$ najwigkszym
spOlnym dzielnikiem liczb @ i 0.

Otrzymujemy ukiad zupelny 2 reszt dla moduln 37, biorge wszystkie

P
liczby =4y, w ktorych x nalezy do szeregu 9, 1,2,... i 1, y zas do
szeregu 0,1,2,...d—].

Ogo6l wszystkich liczb ukladu 3, niespoldzielnych z liczba M i pierwot-
nyeh, oznaczmy przez £2, a liczbe tych liczb przez r.

Wedlug Kroneckera 1) istnieje w £ uktad liczb:

911 gz. e e e Uy

Y ,Monatsverichte der Berliner Akademie* 1870.
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czynigeyeh zadosé nastgpujacemu warunkowi: Jezeli liezby gy, ¢s, - . -, y» na-
lezg wedlug moduln M oipowiednio do wykladnikow z,,7,...., 7., towtedy
kazda liczba, wzista z €, przystaje, wedtug modulu M, do jeduego i tylko
do jednego iloczynn poteg:

B/

gy

gdzie o, jestjedns zlicub szeregu 0, 1, 2,. .., 7,—1; a, jedng z liczb szeregu
0,1,2,...,75—L;.....; a jedng z liczb szeregu 0,1,2,...,7—1, tak ze

Ty Ty v oo Ty =T

Jezell wiee £ jest liczba plerwotng niespoldzielng z M, to istnieja wykladniki

. Gy, - .., Uy, ZUPEINie 0znaczone i mniejsze od v, z,,. . .7, takie, ze:
C=gmgy™..... v (mod BL).

Wykladniki te nazwijmy skaznikami liczby ¢ i oznaczmy je w ten sposib:
a = ind; §, @, =inds &, . .. ... a, = ind, .
Jezeli i, £, sg dwie liczby pierwotne niespoldzielne z 4, bedzie:
ind; (£,%y) = ind; &, 4+ ind; &, (mod =),
indy (£,8,) == indy & =+ ind, & (mod z)

ind, (£,4,) = ind, & — ind, & (mod =,).

ind, £ = indy £ =

Jest:
= ind,{ = 0

3

jezeli {==1(mod B) i tylko w tym przypadku.

4. Dla otrzymania uktadu g. gs,..., g, postepujemy w ten spos6b:

Niechaj %, 9,..., € bedg liezby z Q, J zad niech oznacza zbiér wszyst-
kich tych liczb w Q, ktore przystajg do iloczynn poteg %= B8, . . @ wedlug
modulu /. Liczby zbioru J majg nastepujgce whasnosei:

Tloczyn dwoch jakichkolwiek liczb z J przystaje do jednej z liczb tegoi
zbioru wedlug modulu M. Toz samo stosuje sig do pierwiastku kongruen-
eyl mz=n (mod M).

Dla kazdej liczby pierwotnej £ niespéldzielnej z M istnieje wyktadnik
dodatni najmniejszy ¢ taki, ze ¢ praystaje do jednej z liczb zbioru J wedlug
modulu M. Wyktadnik ten nazwijmy wyktadnikiem liezby ¢ w odniesieniu
do zbioru J. .
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Tloczyny wszystkich liczb zbioru J przesz potegi 1, ¢ o¢

5 6r DTe e

rog—1
S 53
nieprzystajacemi wedtug modualu 3, Albowiem praypuszezenis:

2 = ' (mod 1)
w przypadku, gdy « > 3, prowadzi do sprzecznosci:
fr=F = m" (mod M);

m, m', m" oznaczajg tu liczby ze zbiorn J. Wynika stad, ze liczby uktadu Q.
przystajace wedlug modulu M do uwazanych tu iloczynéw, daja nam wszyst-
kie liezby ukladu 2, ktére przystaja wedlug modalu 3 do iloczynu poteg
liezb A, W, ..., 6, ¢.

Kazdy wyktadnik, dla ktérego liczba ¢ przystaje do jednej z liczb .J
wedlug modutu M, jest wielokrotnodeia liczby e Jezelim in sa liczbami
pierwotnemi niespéldzielnemi z 3, a i g ich wykladnikami odnosnie do .J,
to mozna znalesé liczbe pierwsza, ktorej wyktadnik w odniesienin do J jest

‘najmniejsza wielokrotna g liczb a i . Aby tezo dowie§é prayimijmy, ze o

jest najwiekszym spéluym dzielnikiem liczb @, f 1 ze a =24dd', f==37". Roz-
16zmy 6 na czynnik p niespéidzialny z o' i na czynnik o, dzielgey potege licz-
by o'. Liczba mene ma wtedy wyktadnik p w odniesienin do zbiorn J.
Nierhaj z bedzie tym wykladnikiem, wtedy liczba me*no= przystaje do
jednej z liczb w J weding modnlu M, a wige przystaja i liczby:
(me=qomys = (mib )= mfee,

. .
MET MoTYe == (e )T NTROS
)

Wtedy za$ liczby mfree, ne'mee przystajs do liczb ze zbioru J, a stad wynika,
#e fme? musi byé podzielne przez a, a'no® przez B, lub f'ng przez d's, a'no
przez fo. Ponlewaz wszakie liezby o'c i f'p s niespoldzielne, przeto =«
musi byé podzielne przez kazdyg = nich, a wige takze przez ieh iloczyn
do.flo=d'fd=p. Z drugicj strony (mene)k=(m*)ef. (n')* przystaje
do jednej z liczb zbioru J, a zatem g musi by¢ podzielne przez p. Jest
przeto sw==p.

7 tego twierdzenia wynika odrazu, ze wykladniki wszystkich liczb
ukladu Q w odniesienig do zbiora J muszy dzielié najwigkszy z tych wyktad-
nikéw y, a wiee potega y-ta kazdej liczby pierwotnej, niesp6ldziclnej z M,
musi przystawaé do jednej z liczb w J wediug moduin A7

Niechaj teraz bedzie g, jedns z liezb uktadu Q, nalezgcy do jednego
z mozliwie najwiekszych wykladnikéw 7, weding modutu M, albo—co wy-
c¢hodzi na jedno — liezba, ktéra w odniesieniu do zbioru J,, zawierajacego
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tylko jednosé 1, posiada mozliwie najwigkszy wyktadnikr,, J;, za$ zbiorem
wszystkich liezb widtadu @, ktove przystajg wedlng modutu M do Jjednej z po-
t@g 1: G1s .’}12’ M) g]r_i'

Jezell ==, to J; zlewa sig z 2, g, za$ tworzy uklad zadany.

Jezeli przeciwnie r,<<r, to szukamy w © takiej licaby g, ktorej wy-
kiadnik, w odniesienin do J, jest mozliwie najwiekszy, i ktora, weding mo-
dutu 37, nalezy do mozliwie najmniejszego wykladnika ty; miechaj J; bedzie
zblorem wszystkich liczb z £, ktbre przystajg do iloczynn poteg liczb g, g,
wedtug modutu 17, Wtedy 7, > 1, a zhior Jy zawiera z; 7, liezb, zatem wie-
cej liczb niz Jy .

Jezeli iy, =7, to J, zlewa sig z .

Jezell przeciwnie rn<<r, to szukamy w Q liczby ¥s, Lktora w odiie-
sienin do J, ma wykladnik mozliwie najwiekszy , i nalezy, wedlug modutu 17,
do wykladnika mozliwie najmniejszego . Wtedy 7,>>11 J, zawiera 7,17,
liezb, a zatem wigeej liezb niz Jy-

Jezeli ozyny =1, to J; zlewa sig z Q. Jezeli za§ r,7,0,<77, to postg-

pujemy dalej w sposéb wyzej wskazany.

Poniewaz zbiory J;, J,, J,, . . . zawierajy coraz wigeej liczb z Q, jest
przeto jasnem, ie we wezystkich przypadkach musimy, po pewnej liczbie
krokéw, dojsé do szeregu liczb g,, gy, . - ., gy, kiore wszystkie nalezg do @
i majg te wlasnods, ze zbidr J, zlozony z Ty, Tiy e -5 T HiZb 7 Q) przystaja-
cych wedtug moduln 37 do iloczynu poteg liczb Gis Gas - - - §» Blewa sie z ukla-
dem Q. Wtedy gy, 0, ... .g, stanowig uklad zgdany.

Aby to stwierdzié, nalezy jeszcze okazad, ze ty =1y, {, =, .
gdy » > 1.

Wykladnik 7, gdy k>1, dzieli bez reszty kazdy poprzedzajacy ny. v,
albowiem g;% przystaje do jednej z liczb zbioru Ji1, a wiee 1 zbioru.J,_,
wedlug modulu 3, i dla tego 7, musi by¢ podzielne przez wykladnik =z, liczby
¢r W odniesieniu do .J,_;.

Jezell floczyn liczby g4 pruez liczbe m ze sbioru Ji—1 praystaje do po-
tegl 7, -¢j liesby pierwotuej ¢ wedlug modutn A i i<k, to A jest podzielne
przez 7. Albowiem mamy:

L h=1,,

(my,l)#s ¢ (mod. M)

a poniewaz mx, ¢ przystajg do liezb z J,_; wedlng podutu M, przeto i !/7;'

do takiej liczby przystaje, stad —;'T—Ti musi byé 1)odzié1ne przez v, a wiec 1
przez z;, ! ’

Potega 7;- ta kazdej liczby pierwotuej ¢ niespétdzielnej z M przystaje

do potegi z,-tej liezby ze zhioru J;_, wedlug modulu M. Wymaga to do-
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wodu tylko dla k> 1. Liczba ¢ przystaje do liczby ze zbiorn J,—; wedlug
modutn 3/ i mozemy napisaé:

e =g gy, i (mod. B).

Na zasadzie tej kongruencyi iloczyn liezby g7t pruzez liczbg ze zbioru J; —»
przystaje do potegi 7- ej liczby pierwotnej ¢ wedtug wmodulu 3, przeto ay_;

jest podzielne przez 7, i mamy kongruencye:

@,

R

52 (mod. M),

GTF = gy Mga®.

gdy £>2. Z tej kongruencyi przy pomocy podobnego rozumow‘ania wynika
podzielnosé Hezby az—s przez 7. W ten sposéb dostajemy kolejno:

U] = Qo = . . . . . =g =0 (mod. ;).
Mamy tedy, gdy m oznacza liczbe ze zbioru oJi—::
¢Fr = m7 (mod 3).

Jezeli mm'==1(mod JI), n zas jest liczbg z Q, przystajgca do iloczynu m’g,',.
wedtug modudutu 1, - to » w odniesienin do J;—; posiada Wyk’:adni.k T .gdyz
dla kazdego wykladnika dodatniego mniejszego od = liczba g7, a wiee lhczlza.
m'= g7 nie praystaje do zadnej liczby ze zbiorn Jx—, wedtug modutu 3. Na
zagadzie prayjecia musi tedy liczba n nalezeé, wedlug m_odulu M, .do wyklad-
nika, ktory jest =t ; lecz n nalezy do wykladnika =, jak to widaé z kon-
gruencyi:

n = (m'gy) = (m'm)% =1 (mod M),

a zatem 7, =1,. Poniewaz z drugiej strony #; musi by¢ podzielne przez =,
przeto byé musi & =1,

5. Niechaj w;. @ . .-, w, 0znaczajs odpowiednio pierwiastki z jedpo—
gei stopuia 7,7, ..., 7 dowolne. Jezeli zestawimy kazdy wartosé p!er-‘
wiastka w, zkazda wartodcia pierwiastka w, 1 t.d., .otrz‘ymarfly T T =
potgezen pierwiastkow o, wy, ..., 0. Pomigdzy niemi znajduje sig polq;
¢zenie 1,1,...1, ktore nazywamy polaczeniem 7Zerowen; pozosﬁake pola
¢zenia w dowolnym porzgdku nazwijmy: pierwszenm, drugiem, . S (r—-l)iem..

Jezeli w,, ws, - .., w, jest polaczeniem h-tem, T;o niechaj dla kazdej
liczby zespolonej pierwotne] niespétdzielnej z M bedzie:

. J— ind, » indgy
Cpym == @ " Wy
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dla liezb zad, ktdre nie s3 niespéldzielnemi z JIf lub nie s pierwotnemi, nie-
chaj bedzie ¢ » zerem.

Mamy tedy ¢, = Chm gdy m/ =m (mod M), oraz ¢, ,,. Chty ! == G
gdy n, ' sg leaby pierwotne nieparzyste.

Jezeli >0, to biorge sume dla wszystkieh liczb m, nalezgeych do I,
otrzymejemy:

Py Chym = O,

gdyz przy tem sumowauniu mozna odwréeié uwage od wszystkich liezb m, nie

nalezgeyeh do £, a pozostale przyjsé w postaci g, gy, . ... Jn*e.  Bedzie
tedy :
Chym = WM we™. . . .. Wy,

a sumowanje do$¢ rozciggngé na wartodei 0,1,2,.. ., 7,—1 wykladnika o,
wartosei 0,1, 2, ..., 7,—1 wykladnika ay 1 t. d.Jezeli w; jest réznym od jedno-
Sci plerwiastkiem w A-tem polgezeniu pierwiastkow, to nalezy przyjaé
/A T grr=mng,%. Jezeli wykonamy sumowanie najprzéd wzgle-
dem az, to otrzymamy agregat, zlozony z samych wyragen:

w; ™ —1

) WRTA=1) = Gy —

Gl oy + .. L. P,
T

1

ktére sy wszystkie zerami. Jezeli % jest jakgkolwiek liezbg zespolong cal-
kowity, to k-l-m wraz zm przebiega zupelny uklad reszt wzgledem modulu M
i dla tego jest takze:

= Ch, ktm == 0.

6. Znikanie sumy ¥ n,m, YozCiagnietej na wszystkie liezby nalezgce
do :, pocigga za soby to, Ze sunia 6(s)==2 ¢s,n, rozciggnigta na wszystkie
liezby m, ktoryeh norma n'e jest wigksza od pewnej liczby dodatniej s, jest
rzgdu wielkosei Ve, jezeli h>0. ’

Niechaj bedzie:

- _ ; 4y 7
BYs = g, E—- =4, EBL =5

gdzie E z oznacza najwigkszg liczbe calkowitg, zawarta w z; oznaczmynadto
przez [ (] liczbe zespolong, ktérej wartose bezwzgledna nie przekracza lezhy
dodatniej @.

Jezeli y jest liczby, ktéra—jezeli odwrécimy uwage od jej znakn—nie
jest wigksza od 7, ijezeli’potozymy:

EVs—y? = ¢, Sy = ey engytoopy+ ... F G, e4iy s
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wo—gdy % % jest wielokrotnoseig liczby —‘;— , nie wiekszg od &, bedzie:

; - P
Sy = g+ ity e + o Zosp e £
poniewaz wszakze:
P dVs—iy?
f+1<2 145 p‘“)’

to bedzie:

P AVs—y?
Sy = Ch,iy + Oh,1+iy+ PPN 61,,.’;_}’_1+,-_,,+7[]+E P_L —_ 76] .

Jezell (I4+1)d<n, 10, y zas jest jedny z lieab Id, ld-+1, 1d4-2, ..., ld+d—1,
bedzie:

Y TFE
P

AVs—y?

=5

<F R S aa G

i mozna bedzie prazyjaé:
N e 7
P
a whedy:

, , i P )
Sy =iy + cnrgy - oo T b — i

Pl . V=P 4 —j—,&,}
+ 7[1—1—/:———15—— — E ya Vs—(1+1) .
Kladge y=Id,1d+L,. .., ld+d—1, sumujac i uwzgledniajge réwnanie :

Chita & Chlbita F - .. +U":I§-’+"”

. kP .
- chauti At Cnrpaari oo - o + oo Sl
j34 e i= ()
= Cuysagio—i F Chititepi—s oo e T+ O G~ i -
znajdziemy:
S[d+ Sty R + Stata-1

— 7
=P [1+E—?; Vi — E —‘F s —(l—}-l)?d’] )
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Jezeli zas ld<n, (I4+1)d>7, y zad jest jedng z liczb id, ld41, ... , 7, wtedy
mozna przyjaé k=0 i bedzie:

s="2[1relvirE|,

a wige:

Sia + S1,1+1 + ... + S.,] = —§[1+E—6ZF Vs—? ¢¢2] (1]——- l[l—l—l) .

Poniewaz Bd jest najwiekszg wielokrotnogeig liczby d, zawarty wy, przeto:
- | ' avs s
S+ 8+8+... + 8=P B—{ F—~»~——E Vs—Bw

P d
S (p— 7— Vs— 2
-+ 7 ( Bcl-—|—1)[l+b bz Vs— B J

= PlatBi— (L+1_17i1~) (E—% Ve~ 1) ]
= P(Ad-+B-1).
W ten sposéb widaé bezposrednio, ze:
S+ 8-+ S+ . ... + 8,=P[4+B+1],
a gdy polozymy S'y==cu, sy~ iy—1 - . . . + €1, gy, bedzie:

Sy 84 A4S+ b8, =PA+FBY],
Sy S S + 8, =P[A+B+1].

Tecz jest:

0(s) = So+ 8 4+ S+ ... + 8,
S S S + S,
O/ L Ry LA + 8,
+ 8+ S S + 8.,
— 8 — 8%
— Cpi — Chas — « o u . - - Cgi

T Oy T CR 2% T . o e = Ch oy
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a stad :
6(5) = 4P[A-+B-+1] + 4 [ V5]

— [tz Vs 4+ 2 Vi 4 PYE 4 VE] .

Jezeli dla skrdcenia napiszémy 4(14-a) (1 -+ i’;-) = C, bedzie dla kaz~
dej dodatniej wartosei s:
0(s) = [CVs].

7. Niechaj bedzie

(O == 20/,,,::

w praypadku, gdy liczba dodatnia calkowita n jest norma liczby catkowitej
zespolonej, t.j. daje sig przedstawié wpostaci sumy dwu kwadratow, przytem
suma rozcigga sie ma wszystkie liczby calkowite zespolone m, czynigce
zadodé rownaniu N (m)=n; w praypadku zas, gdy » nie jest norma liczby
catkowitej zespolonej, niechaj bedzie:

; o = 0.
Jezeli h >0, to szereg
az

Ly (4) = — +

jest zbiezny dla kazdej wartosci rzeczywistej 1 wiekszej od £.
Aby to wykazaé, potézmy :

o U fai LT
8= (14mn)* + (24+n)* o + ' n
Mamy:
G = 0 (n-+k)—0(nfk—1),
przeto:
_ B(nt1)—6(n) 0(n4-2)—6 (n4-1) B )—B(n+0'—1)
S=—"GTm CE)E —+. (-
6(1L; 1__ w1 __]__
= Tty i+ 8l )(n—|—1)'1 n—{—z)’-)_]_6(,"‘_}_2)(('n—}—_?,)'1 (71—{—3)1)
, 1 1 6 (n--n)
+ """ + (=D ((n—|—n’,—1)? - (n—}—n‘)’->+ [UE O

Stad wynika:
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[OVn] : 1
S——*(——_f_T“l‘[OHlTl](“_i_l); (”_]‘) )-H_O] ‘"Hj(m-u)? (n+8)’~)
T 1 1 [CVn—+a"]
+ e + [ C]/’)l'i_n —1 ]((?Z+7l/'—-l);’ - (72+,’l‘l);~) + ('ﬂ,»{—- 77',);' -
VaVu+1 Vo2V k] Vo Vo]
- [c (1% ] T [C (n—2)* ]'+ ' "+[0 (n—4n) J
Lecz:
Vadl— Vnfi—1 _ 1 P 1
(n-+1)* (VaFF Vb h—T) (ne )t (il 2
1 1
<;L._,,_( k“ ;_,_— ]Eﬁ.——L),
(n-h—1) (n4-ky =3
przeto:
Vi V1 1 1 1
S=¢ I —_———
- 2_%‘((wrl)’--:} o)
1 1 1 .
+ A—1 ((71—]—2)"‘%‘ (01—[—3)1—“%) ~+ . J
. Vn 2141 1
=c [(“’f‘l)'C + 2i—1 - (n4-1)— ;] :

A zatem przez wybor odpowiedniej wartosei » mozna uczynié saume S do
wolnie mala. W szezegdlnodel jest:

o= [0 321,
L Og1 | g [~ 40
n 1T g T TRy = V;f:,_:f]
Podobnie otrzymujemy :
set o e
=25 gy U0 gy g 0D,

DOWOD TWIERDZENIA DIRICHLET A 205
—— Pl tog s o3[ 1EE  LBR) 4
log (n--1) logn (n)logn
+6(’”’_1)(7 “n—1 - n )+ n
log 4
=0[ LB (1°g3 %8 )+ .....
— 1 log (n—1) logn Valogn ]
+V“—]( n—L n )+ n
V9 log 3 log8 | logd log (n—1) logqn]
= 0[- 3 + 473 + 5/1 e + nfn—I Va
Jezeli wige przez ® oznaczymy sume:
log 3 log4 logh
w5 T oa T T
bedzie:
log2 a, log 8 o, logn ~ V2 ]
ﬂgzg + ng o + ._7_L_=O[1+ ® + 5 log31.

Jezeli g oznacza liczbe dodatnianiewiq,kszq od 1, i wprowadzimy oznaczenia:

]

. L
= b e R 4+
0, T
= -ﬂli%— d -+ 3 +.. + 1\*@ TRl nite’
bedzie:
1 1 1 1 + + _]. it (1 __1.)
d=gufiogtyal-g) ol
1 1
- wgmm( )+ (9 04)(1-73;) +.o (1—79)
1 L o+ ( — L),
== '192(1 — *25> -+ (”ﬁ ) + "\ (n—1)e ne
Lecz
1 1 o(1+e) S-S N W
=T~ T~ T T oamere T <o TRt <o
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! 1 1 "
A=4Gg |+ 2 4L J
ettt
Poniewaz dalej:
1 1 1
112 + w3 T 3V T <3

a wiee dla 22=o00:

Lu(1) — Ly (1 4-¢) = [12Cp],
i bedzie:

Ln(1+¢) = Ly(1) - [12 Co |; | Lu(l4o | << Lu(l)+12Cp.

8. Suma:
Gy, M+ Cim ‘TI“ Cam + ..... + Cret,m o

ma .wa'rtos'é 7 lub zero, stosownie do tego, czy m==1(mod 3/) lub nie. Jezeli
7 nle jest niespildzielne z I lub niépierwotne, to kazdy wyraz poprzedniej
sumy zrnika. Jezeli m jest niespétdzielne z M, pierwotne i nieprzystajace
do 1 modunlo A, to przynajmniej jedna z liezb:
ind, m, indym, , ind,m,

jest réZga od zera, dajmy na to ind,m. Jezell polozymy ¢m=c' w, tadm
t‘o.sumu_]ac wzgledem wszystkich pierwiastkow w, stopnia 7, -go z jedno-
Sti—przyczem inne ewentualne pierwiastki pozostajs stalemi — otrzymamy
agregat wyrazen :

: . Tyind, m __
™ (14 gind,m —+ rindy, + o) = RS (R 1
wmd‘“n —1 I

gdz1ewo7:nacza, bierwiastek stopnia 7, z jednosei: lecz tewszystkie wyrazenia
53 zerami. J e.Zeli przeciwnie m=l(mod M), to ind,m =indym=...=ind,m=0,
c/,,,,.:'l, a wige Ug’”,+0]’m‘l—.-.+Cr_.1,m:7". Jezeli m jest niespoldzielne
z ﬂ/‘[, bierwotne i nalezy wzgledem A do wykladnika t, wtedy bedzie tozsa-
mosciowo dla z:

’
?

I (1—cpme) = (1—2z¥

Gdyz, jezeli z,<7 1, to:

log ]ﬁ (A—timz) = — 2 Xy — 4 22 .]2 Gim = 52 X, —. ...
] P ‘

3-[\/
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poniewaz wszakze
Zlenu)y = Zopu
k &

wedlue powyZszego wzorn ma wartosé » lub zero, stosownie do tego, czy =
jest lub nie jest podzielne przez 1, bedzie:

Zl‘ 3'2[

—t — - P 231 1 : J— r — ot
logIIh(l Gy &) = — 7 T+2t {‘—gf_r ..... ———t—log(l z*)
T(l—tpnz) = (1—z7.
h
9. Jezeli o oznacza dowolng liczbe dodatnia, to:

1

Ly (140) = 11

2%

(Nep)ite

gdzie iloczyn rozcigga sie na wszystkie liczhy zespolone pierwotne niepa-
rzyste @, nie dzielgce modutn M. Wedlug wzorn w ust. poprzedzajacym
wynika stad:

1

1 r’
1 — ————17¢
!~ )

UL+ =1
B
gdzie ¢ oznacza kazdorazowy wykladnik, do ktérego mnalezy ¢ wedlug mo-
dutu M. Mamy przeto: )

I, L, (14-0) > 1.

Jezeli polgczenie k-te pierwiastkow wy, wa, ..., w, zawiera przynaj-
mniej jeden pierwiastek urojony i jezeli polaczenie, skiadajace sig z pier-
wiastkow sprzezonych z pierwiastkami oy, @, .., ®, jest polaczeniem
k'-tem, wtedy Li(1--0), Li (1) 4 ilosciami sprzezonemi, i bedzie:

[ Ly (1) | = Lui(14-0) L (1+0)

OLa(+e) = |Le(l4e) P I L (14e),
gizie W przebiega przez wartesei 0,1,...,7—1, précz ki%k. Teecz po-
niewaz, gdy 7 >0, jest:

2(14-¢) +1

| Lie (140)| < € EEy— <30,
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ofrzymujemy przeto:

I Lo (140) <<(B €y =2 Ly (1 4-0) | L (1 4-0) |*.
Jest dalej: ’

Lidtg< ——emg 1 g1

1 1\ [

=5 (‘ - rw) 1= e
gdzie p przebiega przez wszystkie liczby pierwsze rzeczywiste nieparzyste,
q przez wszystkie liczby pierwsze rzeczywiste nieparzyste 4n+8. A zatem
gdy p przebiega przez wszystkie mozliwe lczby pierwsze rzeczywiste, p,
przez wszystkie takiez liczby nieparzyste, bedzie:

1 1
Lﬂ(1+9) < ]1 l [Z ) 1
1t (— 15
e T
1 1 1 1
<1+m~+w+.) (1'**"3’?-{—‘51_'_’:[“'...).
Lecz .
1 1 1 1 1/1 I
1+‘.§=:,?E+ 3,+g+~~»<1—l~*g—(n —175)4—?(7_,;—37)+-~
lte
‘ [
1 1 1
V=gt 7+ <1,
przeto;

1
L (o) < 412
Otrzymujemy wiec:
|Ze(1e) P25 (307> I L, (1) = 1,
skad wynika:

r—3 -

1
I Za(l4e)[> ) 28— —
]/ +e 36T

Namoey ustepu 7. bedzie tedy:

' 1
Li(l) + 12 Cp ,»]/L S
4o 73

(3C)®
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lub
1
[ Le(D)| > ]’/‘19* —— — 120
—+e =2
(80)*
Jezeli przyjmiemy:
1 1
¢ Ty o
bedzie:
1 1
12e D> 55 g7

10. Ticzba » jest zawsze parzysta. Albowiem 4r jest liczbg wszyst-
kich liczb znpetnego uktadu reszt W, ktire 83 niespéldzielnemi z A, Ta
liczba jest podzielna przez 8, jezeli liczba M jest podaielna przez (1)t
Gdy za$ liczba M jest tylko podzielna przez (1-4)3, to zawiera przynajmniej
jeszeze jeden czynuik pierwszy nieparzysty @, 4r jest podziclne przez
4(Ne—1), a wige co najuniej przez 16. Rownanie 7Ty .. - T, =% Pokazuje
tedy, ze jeden lub wigcej z wykladnikow Tys Ty, - - - , T, MUSZEY byé liczbami pa-
rzystemi. Poniewaz zag w ciagu liczbowym Ty, Ty -0, Ty kazda Hezba dzieli
sig przez wszystkie po niej nastgpujsce, przeto liczby parzyste muszg w nim
poprzedzaé liczby niepavsyste. Niechaj Wige 74,7, ..., 7, 0ile 1<w, beds
liezbami parzystemi, 7, T249 ..., T Jiczbami nieparzystemi. Idzie o wy-
zZnaczenie liczby 1.

Jezeli £ jest reszty kwadratowa modutu A, zawarts w Q, wtedy kon-
gruencya

r? = ¢ (mud M)

ma, zawsze plerwiastek pierwotny, zawarty w ukladzie Q. Jezeli bowiem v
Jest jednym 7z plerwiastkw tej kongruencyi, to poniewaz { jest liczba pier-
wotna, bedzie

v?—1 = (o—1)(o-+1) = 0 (mod (1--9)?),

41 .
ijedna z liczb o1, v—1 wusi byé podzielna przez 2. Gdy za$ L—Tj:— jest

v

liczbg calkowita, to i 5

jest tez liczbg calkowity, i jedna z tych

liczb ze wzgledu na réwnanie:

v 1 v1 1
—5 -5 ==x1

Prace mat.-fizyes. t. X1 14
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musi byé podzielna przez 1-4. Mamy zatem:
v == == 1 (mod(144)?),

ijest jasnem, ze jeden z pierwiastkow v, —o jest pierwotny. Jezeli wige v
jest pierwiastkiem pierwotnym powyzszej kongruencyi, to:

ind,f=2ind,v(mod.%;), indy,l="2ind,w(mod.z,),...,ind;l==2ind;» (mod.7,);

aby wiee ¢ bylo resztg kwadratowa modulu M, jest koniecznem, by liezby
ind, ¢, ind,,...,ind,; byly parzyste. Warunek ten jesti wystarczajacy,
jezeli bowiem:

ind,¢ = 2¢,, Indyl=2a,..... yinde L =2au,

i polozymy w przypadkn »>1;

$(1drgy)ind vul=caegs, « .« . - , $(1+4w)ind,t = a,,

to bedzie:
L=y oo 9% Q)? (mod. M),

gdzie @ w przypadku A=y oznacza jedno§é, w przypadku A<Z» iloczyn
_r/;‘_‘;{l,...,g:. Otrzymamy tedy wszystkie reszty kwadratowe modolu M,

R . . I T . B .
zawarte w £, jezeli za ind, { wezmiemy —51— liczb 0,2, 4, ...,7,—2; za ind,¢
2

wezmiemy -?22- liczb 0,2, 4,..., 74-—2,... 1 t. 4., za ind,¢ %un‘ czb 0,2,4,..7-2

w przypadku za§ »>1 za indeq &, .. ., ind, ¢ odpowiednie wezystkie liczby
0,L2,. .., uu—1, 0,1,2,...,5, — 1. Liczba wszystkich reszt kwa-
dratowych modutu M, zawartych w Q, jest przeto:

Mozna te liczbe wyznaczyé jeszcze innym sposobem.

Utworzmy kwadraty wszystkich liczb, zawartych w uktadzie 2, i do-
bierzmy w £ liczby, przystajace do nich wedlug modulu M, to otrzymamy
zbior J, zlozony z r liczb, ktéry zawiera tylko reszty kwadratowe liezby M
i kazda reszte kwadratows tej liezby M, zachodzacy w 2, zawieraé musi. Aby
otrzymaé przeto liczbg wszystkich reszt kwadratowyceh modutu M, zawartych
w ukladzie Q, do$¢ wyznaczyé, ile razy jedna i ta sama liczba wystepuje
w zhiorze J.

W tym celu oznaczmy przez v, jedne liczbg okreslong, przez v kaida
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za$ liezbg z ukladu Q, takie, ze do ich kwadratéw przystaje liczba £ we-
ding modulu M. Jezeli potozymy:

» = vyw (mod M),

tow bedzie liczbg pierwotng i czyniébedzie zadosé kongruencyi w’=1(mod }).
Qdwrotnie, niechaj w bedzie jakimkolwiek pierwiastkiem pierwotnym tej
kongruenceyi, » liczba, przystajaca do iloezynu 1w, 1w w ukladzie Q wedlng
modun 37, to bedzie: )

W= =2 ="{ (mod }M).

Otrzymujemy przeto wszystkie liczby w £, do ktorych kwadratéw przystaje
¢ wedlug modutn M, jezeli v, pomnozymy przez wszystkie pierwiastki pier-
wotne kongruencyi w’==1 (mod M) i poszukamy w ukladzie £ liczb, przysta-
jaeych do tyeh iloczynow wedtug modutu M, Jezeli wige = jest liczbg pier-
wiastkéw pierwotnych tej kongruencyi, to w zbiorze J kazde » liczb zle-

wajg sig ze sobg, a T liezb réznych daje nam wszystkie reszty kwadra-
%

towe moduln M, zachodzace w Q; bedzie tedy 2“===x, i pozostaje jeszeze
wyznaczyl .
Jezeli:

M = (14)7 pe of,

gdzie p, q, . . . s3 liczby zespolone nieparzyste, to kongruencya w?—1=0
musi mieé miejsce ze wzgledn na kazdy z modutéw (1-Hi)°, p°, q°, przeto
w ze wrgledn na te moduly praystaje odpowiednio do pierwiastkéw a.f.y,....
kongruencyj:

28 =1 (mod.(144)°), z2=1(mod.p9, 2*=1(mod.q%), ... .. ,
z ktérych to pierwiastkéw o musi byé pierwotnym, jezell w jest pi.elwiast-
kiem pierwotnym. Odwrotnie, jezeli za a weimiemy pierwiastek pierwotny

pierwszej kongruencyi, za f.y,... plerwiastki dowolne pozostalych kon-
gruencyj, i nastepnie wyznaczymy w tak, aby zachodzily kongruencye :

w==qa (mod. (1-42)°), ==p(mod.p%), =/i(mod.q®), .. ...
to w bedzie pierwiastkiem pivrwotnym kongruencyi z*==1(mod. Mj.' Jezeli
wiec A, B, G,. .. sgliczby pierwiastkéw pierwotnyeh o i pierwiastkow f.y,...,

bedzie »=ABE...... Jezeli wezmiemy a==1-(142)%, to kongruencya

at — 1 = (a—1) (a+1i) =0 (mod. (1-4-4)),
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po zniesieniu czynnika (1-4-i)% przechodzi na kongruencyg:
2 (14i (149 £) =0 (wod. (14-2)77?).

Przeto & nie podlega zadnemu warunkowi, gdy 0=3,4; a W praypadin
=3 ma jedne tylke wartosé 1. w przypadkn o=4¢ dwie wartosel 1,
1+ (4-42)%. Poczawszy od o=>5 mamy:

(1-i(14i)g) =0 (mod. (1-44) ),

i & musi byé podzielne przez (1-i)*-°. Jezeli polozymy &= (1-¢)"~%n, to
bedzie a =14 (1--i)72y, gdzie 5 moze przyjmowad tylko cztery wartosei:
0,4, 1, 1-14, jezeli wartosel « majg by¢ nieprzystajgcemi do siebie wedlug
moduln (1-4-4)7; a przeto ma cztery wartodei.

Jezeli liczba M jest podzielna przez potegi pe, P liczb zespolonych
nieparzystych, to kongruencya

pr—1 = (f—1) (f+1)==0 (mod.p?)

moze zachodzié tylko w ten sposéb, ze jeden z czynnikow p—1, -1 jest
podzielny przez pe, gdyz ich rdznica 2 je-t niespéldzielna z licaby p; ist-
niejg wige tylko dwa pierwiastki f==1, f==—1. Podobniez i y moze mie¢
tylko dwa pierwiastki 1, —1 1t. d. Mamy zatem: A=1,2,4 dla =3, 4,
>4 oraz P=E=...=3.

Jezeli przeto z jest licsbg czynnikéw pierwszych nieparzystyeh mo-
dutu M, bedaie »=2=, 271, 2=+2 stosownie do tego, czy o==3,4, >4.

Stad wynika:

d=adlac=3; I=nt+ldlao=4; I=nt2dlac>4.

14. Niechiaj m=£&-+1in bedzie liczba nieparzysty pierwotng, & dziel-

nikiem nieparzystym pierwotnym modulu 3/, nie zawierajacym zadnego
c X ] . .

dzielnika kwadratowego procz =+ 1; ‘ «971 niechaj bedzie symbolem, utwo-

rzonym analogicznie do symbelu Liegendre’a-Jacobiego w teoryi
liczb zespolonyeh. Liczba rozanyeh dzielnikiw @, a wige i réznych wyrazen

m1 .
[7’7], jest 2=,

Niechaj dalej x(n) oznacza: w przypadkn o==3 jedno ktdrekolwiek

. M
Z wyrazen[ ~]; w przypadku o=4 ktérekolwiek z wyrazen:

9
m ik i} )
|51 =15
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w przypadku o >>4 ktirekolwick z wyrazei:

m ans ] [ e PR
m T B _ el U
I S P A E N §

e
(- =y o 2]

Liczba réznych wyrazen y(m) jest 2% i kaide z nich ma wlasnosé
g (mm’)y ==y (m) g (m'), gdy m im’ s liczbami pierwotnemi nieparzystemi.

Do kazdego z wyrazen y(m) 2 wyjgtkiem [—”—1}—] mozna dobraé liczby
pierwotne m=&--iy czynigee zadosé warunkowi y(m)=—1.

491

Jezeli y (m) ma ezynnik (—1) * , to szukajmy liczby m, czynigee]

zado$é kongruencyon:
m =14 (1) (mod. (1+i)7), m=1 [mod. A );
' : (TFiel
ta liczba jest pierwotna, a poniewa? jest tu o>3, przeto:

g8 A4yt = N(m)=N(—1+2i)=5 (mod. 8),

a wiec:
b ey
(—1) & =—1
Wszystkieinne czynniki, ewentu alnie zachodzgce wliczbie y(m),maja wartos§é1.

(G i . .
Dla czynnika (—1) 5 , gdy zachodzi, wynika to stad, Ze wtedy o >4,
a przeto £, y maja posta¢ —1+4(x— y), 2-4(z—y) i jest &y=1 (mod. 8).
) gl i

Jezeli zachodzi czynnik { —1) %, niema za$ czynnika (—1) * TLtoo>4;
polézmy :

. M
pm= 1 i (1) (mod. (144y):  m=1 (mod. m—) :
m jest liczbg pierwotng i bedzie &-Fn=-—3 (mod. ¢), a zatem
Gty =t . - .
(— 1)"—% "= -1, gdy pozostale ewentualue czynniki wyrazenia y (n) majg
wartosé 1.

Jezeli nakoniec y(m) jest Wyrazéniem [—:;—] , » czynuikiem pierw-
szym liczby 9, ktérego potega a-ta jest dzielnikiem modutu, to niechaj be-

dzie 9=p, m, reszty kwadratows liczby p, 1 poldzmy:
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M
m==m, (mod. p°) . m == ] (mod. ﬁ—} ;

m jest liczbg pierwotng i bedzie:
{m ‘.m]l m] [ml ][ ] lmlJ
- v 5

Poniewaz kazda liczba pierwotna m, niespétdzielna z modutem M, czyni za-~
do$é kongruencyi:

m Emiud,m !jgindgm ..... g”ind‘,m (ll]()d. .Ll[) ,
to:
7 ('1]1) = g (ylind‘m ggind,m e yvind,,/,.\) ,
=7 (g] )iud,m % (g2’indglﬂ ..... 7 ((/,, )md,, m

O ile »>>1, czynniki g (gp)mbtam .

,x(g)n% ™ majg wszystkie
warto$é 1, jak to widad z rownan:

2(9045) = 20905 = g(gara) o,

i bedzie:

----- y 1(g) = 2 (g )=y (g.)"F",

2 (m) = 1 (gy)2%", x{g,)n%", , 7 (ga)mdym,

Jezeli przeto y{(m) jest rézne od I:li] , to przynajmniej jedna =z liczb

20)s 2(g2)s - -+ » xlge) musi byé uvjemna, a liczby xG), x(ga)s -, 2(9»)
tworza polaczenie pierwiastkéw w,, w,,..., w,, W ktérem wszystkie pier-
wiastki majg jedne z wartogei 1, — I, ale nie wszystkie warto$é 1. Jezeli
to polaczenie pierwiastkoéw jest i-tem, to & =0, c1,m=7y(m).

Réznym wyrazeniom y(m) odpowiadajg réine liczby h. Iloczyn bo-
wiem dwdch réznych wyrazen y(m), np. wyrazel x(m) I gy(m) jest zndw
wyrazeniem y (m), réznem od [—?»], i dlatego mozna znalesé liczbe pier-
wotng m, niespéldzielng z modulem M, ktéra czyni zado$é kongruencyi
21(m) ys(m) == — 1, tak ze nie dla kazdego m moze by x(m) = ya(m).

Poniewasz tedy tak liczba polgezen pierwiastkow o, , w,, . . ., w,, skia-
dajacych sie tylko z pierwiastkéw rzeczywistych =41, z wylgczeniem pols-
czenia 0-ego, jak i liczba wszystkich wyrazen y(m) réznych od [""J wy-
nosi 2¢—1, przeto jest jasnem, Ze kazde wyrazeuie ¢ u odpowiadajgce rze-
czonym polgezeniom pierwiastkow, jest identyezne zjednem z wyrazen y(m)
dla wszystkieh liczb pierwotnych m, niespétdzielnych z modulem B7.
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12. Jezeli g jest liczba pierwsza rzeczywisty 4n—3, m=
liczby niespétdzielny z g, to:

iy

(E+in = s 4iy = E—in (mod.g),
a wige po pomnozeniu przez £—-i1;

(E-F 1)t = & = &7 (mod. ).

, bedzie:

. Lo —1
Jezell podniesiemy obie strony do potegi 9 5

1 ey 5 Li-n
= T (mod. g,

E+q
a stad:
[E—I—in J — (Ea+172) )
4 ¢ I’
gdzie ( & —\l_ 77—1;) jest zwyktym symbolem Legen dre'a.

Niechaj p bedzie dwuwyrazows liczbg /eepolon@, p liczby z nig sprze-
zong, m==£ + iy liczby niespétdzielng z pp'=p, to:

= [—’;—'-] (mod ).

—1) : .
, otrzymujemy:

(=1

it
Lo

Po pomnozeniu obu stron przez (£ —in)?
Lo .
@4 =[] i

ale poniewa:

I (mod. 1),

5 01 E”—M“) mod. 1) :
(&2 4-n7)2 = ( > (mod. p) ;
bedzie przeto:

(LTL)E [m } e i (mod. ),

tak: ze, jezeli zamiast 1 wezmiemy —2:

(ﬁfﬁ) = l”pl] Y (mod. p) -
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Ze wzgledu za$ na kongruencys:

F D _ [’_’H (mod. p’),
4= ]

-[FIF =131

Dla kazdej liczby rzeczywistej nieparzystej k jest przeto 1):

[ ] - (.

bedzie stad :

13. Moina wykaza¢, ze kazdy sz szeregow Ly(1), odpowiadajgcych
" polgezeniom pierwiastkéw wy, w,, . . ., w,, skladajacym sig z samyeh pier-
wiastkow rzeczywistych, procz polgezenia 0-ego, ma sume rding od zera
Wiyrazenie y(m), zlewajace sig z ¢, » dla wszystkich liczb pierwotnych
m, nie spétdzielnyeh z modutem M, moze albo byé funkcyg liczby N, albo
nig nie byd.
Jezeli y(m) jest jednem z wyrazen:

-y, [2], o™ o,

ke

gdzie k oznacza dzielnik rzeczywisty jednowyrazowy nieparzysty moduln M
1 jezeli polozymy odpowiednio:

o=, (2] = P
bedzie : .

2 (m) = 9 (Nm).
Jezeli nadto napiszemy:
1
S ) _ 9@
fn) = Z(~1,7 ¢ H(l "NT)“"Q’

gdzie suma X rozeigga sig na wszystkie dzielniki 8 nieparzystej liczby =,

Y Lejeune-Dirichlet . c.

o1
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iloczyn II na wszystkie dzielniki pierwsze zespolone nieparzyste m'odum Mg
to f(n) bedzie liczbg przedstawien liczby m, jako normy liczby pierwotnej
zespolonej, 1 bedzie: ‘
L f(n)9(1)
* Lh(l) = Q3 f( (

= S —

"

gdzie n przyimuje wszystkie wartosei dodatnie nieparzyste. Lecz< mamy 1):
1
= (n-1)
o M) fm) o~ P (=hz" )
2-4 T - 2‘ no 2 " ’
a przeto:
Bl
7

‘w (—l)% fn1y ﬂ(?l)
- L ) i

Liy=a

7 dowoda za$ twierdzenia o istnienin nieskofczenie wielu liczb pierwszych
w szeregu arytmetycznym rzeczy wistym wiemy ?), ze szeregi

9 (1) 9(3) 4 (5) LAU e
T L

() _ B 8G) D .
TR wale Tt

majq sumy rozne od zera.
Jezeli y(m) jest jednem z wyrazei:

i ] ; -zedstawia dzielnik dwuwyrazowy zespolony
dzie &-Fin=m, a~Fif za$ przedstawia dzielnik dwuw ) ony
s'lgic,zhy llj,_ t?Z) x(n;) nie jest funkeyg liczby Nm. Niéchaj bedzie w tym przy

! 7 i iedni zszych
padkn H = -—g——, m’ liczbg sprzgzong z m 1 odpowiednio do powyzsay

trzech wyrazen:
e ) — [ _n_)

SN

'0(”) = (-—1) (T) *ﬁ )
o T N :. T lt.—
'y Mertens, Ueber Dirichlet'sche Reichen, Wien. Sitzungsber. CIV. Teber Multi

i iri ! ihen, Crelle’s Joarnal CXVIL
icati d Nichtverschwinden Dirichlet'scher l’{.el , C s .
1’11““":'; “11';[ e:- tens, Eine asymptotische Aufgabe, Wien. Sitzungsber. CVIIL
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‘vdzie IL*N( at1p ), v za$ oznacza najwiekszy wspélny dzielnik a i . Ma- a wigo talde: 1 b |
’ La - = L
my wtedy ogdlnie: Li(l+e) +o) ( gl\l‘j— )
1 )l+e
Chan » Chmt == Chpyy == H(Nm). (Np)
Jezeli napiszemy Lecz gdy n przebiega przez wszystkie liczby dodatnie nieparzyste, jest:
ezeli napisz : ‘
I
L(l+g) = I ———mmimm 1 & (n) f(n)
(e L 1y SNy 2 nite
{Np)ite 1 2P
‘ 7 (Np)l'}‘g n—1
gdzie iloczyn rozeigga sig na wszystkie liczby zespolone pierwsze nieparzyste 5109 (—1) 240
i pierwotne p, to bedzie: = Z mite nite
1 . \ Poniewaz sumy:
log L (1+¢) + - log L (I+o) e
‘ HA) F 4B + 4B+ - 28y
1 ) §—
7—}—% - T Ly ,9(1)_19(3)—}—0(5)— .. P2
=2 et Z T T

dla zadnej wartodei s nie przekraczaja licaby wyznaczy6 sig dajgeej (7, t0
gdzie sumy vdnoszg sig dla rzeczonych liczb pierwszych. Dla kazdej pary znajdujemy sposobem znanyni:

liezb. dwuwyrazowych pierwotnych sprzezonych p, p' jest atoli: "1 8 (n)
2 <o, | = e | <O
“hite | n

1 1. .
5 + ¢y + St Gop = Ay, ) (A )

-
vy a zaten:
I ___.1__— < (2.
=>-— “JZ.W‘ = - ¢ (N 1 -—L‘N‘p_“
- . . T (dp)te
a dla kazdej jednowyrazowej liczby zespolououeJ p jest:

1 - 1. P 1 1 i Poniewas dalej: -
T + Uh,p = ‘2_ u_{_(';[:,p)" - 9 ]1 v)ﬂ "/,w!g'—? *"A'P)“

1 (-n* fax
L(l'—‘_g) = 2 nite * Z plte = 0 ’

a wedlug ust. 7:

Jezeli wige pomyslimy sobie seiggnigte kazde dwa wyrazy, odpowiadajsce
dwom liczbom pierwszym dwuwyrazowym sprzezonym, otrzymamy :

LI , Li(+e) < | Lu(D | +12Ce
Z L INCL A T NI AT to bedzie :
(Npstue = 2L (Np)eter 7 . 1o
(L] 12Ce) V'ig"cl>1’

gdzie p W obu sumach przebiega przez wasystkie liczby pierwsze zespolone e
pierwotne nieparzyste, i bedzie: a stad:

1 1 1 e 1 _ a0,

log Ly (1+0) + 5 log L(l+o) = — 5 log 17 — IER [ Za()} > VH“Q 0 e

(pyte
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W szezegolnosel, gdy o = m’ otrzymujemy:
. 1

1

| Za(1) | > 56007

14. Niechaj bedzie:
‘ i 102 Nip ) S log Nm
A, — \Y _ Gnp VY —_ e, m 108
J (S) % N,p ’ Hh(s) 21-' Nm 2

____ ‘ Ch, m

Ki(s) = Nm !

1

gdzie p przebiega przez wszystkie liczby zespolone pierwsze nieparzyste,
m przez wszystkie liczby zespolone pierwotne, ktérych normy nie sg wigksze
ods. Przez rozklad kazdej liczby m na Jjej czymniki pierwsze pierwotne
znajdujemy znanym sposobem :

no~ 3 S R4 3 Sk

DR

g_dzie suma, pierwsza, druga, trzecia, ... .. obejmujy wszystkie liczby
plez'ws?e plel'.WOtIle p, ktéryeh normy nie przekraczajg potegi pierwszej
drugiej, trzeciej... .. liczby 5. Lecz jest:

K 5)=Zatn -+ [40) )/ 22

a przeto: ’

Cuplog Np s 40 | log Np
2ol = s an =7 | B R |

Poni_ewaz l\.Tp jest albo liczbg rzeczywisty pierwszg 4n-1 albo kwadratem
p’lhczby plerwsze] rzecaywistej 4n--3, a w tym ostatnim przypadku

VJ_VT < Vl—; » otrzymujemy wigc:

icm

o
o
—_

DOWGD TWIERDZENIA DIRICHLETA.

PO ELLEFEL) LS
VNp - Vp

gdzie p przebiega przez wszystkie liczby pierwsze az do graniey s.
2z
Potozmy X log p=F(z), to bedzie:
1

logp __ F2) | F(3)—F(2) FA)—F(3) M@
Zy/@“VEFVSJ“ o Tt

V4 o I's

r(1)
Vs

s+ A+ el

poniewaz wszakze ') F(z) << 2z, przeto:

2% 1

1 1
F (k) (»# =73 Vil '

e | < e <
Vi Vi+l ) VE Vit1 (Vi4-Vier1)
< 2VId — 2VE;
wynika stad:
g ler _gyn RN gy
2o <t 2oy ’

1

ang log Np (L)—_— Fa (1) s () -[3207 .
2 Ny K 7 Lu(1) du () 32 0]

a wiec:

Jezeli p oznacza kazds iiczb@ pierwézq, 4n-+1, q kazda liczbe pierwsza
4n + 3, mamy:

. ; r< log Nv

o £ o
S dogp N loza
=6 C[‘—i ];,”" T Z (14 E)
log Np
%, - S\ — \_ 5 'Y g C]
o Mo K (75| = | 2 0w

‘ “ i i Crelle’'s Jour-
1y Mertens, EiﬁBeitmg zur analytischen Zahlentheorie, Cri

nal LXXVIII.
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Znajdujemy stad:

» oo
By = Ln() 40+ [320+ 603 LEL | goyr_logy
—?—lp(p—l} +602, mj )

i poniewaz L, (1) jest réz . ; . .
byto: (1) jest rozne od zera, mozna wyznaczyé granicg G tak, aby
Ay (8 =|@&].

15.  Jezeli wyznaczymy ! z kongrnencyi:

: Li=1 .M
bedzie: (mod- M),
g Np 1
2T (oo do () 20y (8) o g1 Arer (),

fﬁ;lg s}uma rozciaga sig na wszystkie liczby pierwotne nieparzyste p, przed-

w% ;169,2@6130111.100@ formy L~‘}~M # i 0 normie, nie przekraczajgcej g;‘anicy s.

rzeczyszéj )/l:llwf; oznzcza: kazda ]lc.zbq %'zeczywista 4n--1, ¢ kazdg liczbe

dwu“}yl-wo(wl ‘ 73 n.~r-3, 1o kazdg liczhe pierwszg zespolong pierwotng
Z0W3, przedstawialng przez forme L - Mz, jest:

. log Nb log N, 1
E e AR AV 2 0
1 o 2 Fo o [2 Q%q ]

B
s

A.O(S)=2Z—.E).§_1L_f;22 ];,‘;”L}__Z }B_Zg'quil ’
1 P

! 1

dzie N . _ C el

Ig{;_)zll.;ci\q:m;);zeb{ega i Eez wszystkie dzielniki pierwsze zespolone modutu 2,
t 'my nie przekraczaja liczby s. ZN3 pre 2 ’

Diog G, take by e j ¥y Mozna przeto wyznaczyé 1) gra-

Ay (5)y —logs = [Gy].
Styd otrzymujemy :

PO LSS WPV 1 R e PRI

Ny, o log s | g (,z_l_zv_gg‘q_

1 7 7 pa 0? .
1

') Mertens, L e.
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SPRAWOZDANIA ZPISMIENNICTWA POLSKIEGO
W DZIEDZINIE NAUK MATEMATYCZNO-FIZYCZNYCH.

ROK 1898,

I. MATEMATYKA.

1. Arvay W. Wyznaczenie part yranie 1 teoryt powierzehni. Prace matem.

fiz, t. TN, str. 164—169.

Miara krzywizny G aussa imiara krzywizny Casorafi'ego sg gra-
nicami stosunkéw pewnych calek powierzchniowych, gdy pole, na ktdre catki
te sa rozpostarte, dazy do zera. Wyznaczenie takich granic w innyeh przy-
padkach prowadzi do funkeyj zaleznyeh tylko od gléwnych promieni krzy-
wizny powierzchni. Autor podaje przykiady takich przypadkéw i wyko-
nywa odnnszace sig do nich rachunki. K. Z

9. Bilger A. Przewodnik do wdzielania nanki o formach geometryeziyeh
w szholach, Liwéw, 1898, 8¢ str. 84, b, tabl 16. )

3. Danielowicz B. Ubezpieczenie leapiiotu = rentq. Wiad. mat, T, s. 31 36.

W artykule tym wyprowadza antor wzory na premie jednorazowe
i roezme dla nastepujgcego rodzaju ubezpieczenia: Osoba z-letnia ubezpiecza
kapitat platny bezwarunkowo po uptywie » lat; jezeli osoba ubezpieczona
umrze przed uptywem n lat, premie—o ile sg wnoszone rocznie— przestajg byé
nadal placone, a kapital nietylko zostaje wydany w czasie wlaseiwym, ale
nadto jeszeze towarzystwo ubezpieczen wyplaca corocznie z géry §%/, od kapi-
talu ubezpieczonego, poczawszy od chwili $mierci osoby ubezpieczonej az do

terminu platnosei kapitaiu. S.D.
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