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zoajdujemy, ze wszystkie nasze przeksztaleenia,przy
ktoryehlinie krzywiznowe s3g krzywemispdétzmien-
nemi,moga byéutworzone z przeksztalceli przez pro-
mienie odwrotneizrozsunigd

Jezeli bedziemy, idac za Kleinem uwazali, geometrye kul lub pro-
stych, oparta na spéhzednych X, Y, Z, H, jako geometrye metryczng o czte-
rech zmiennyeh, to tatwo widzie¢, ze moje liniowe przeksztalcenie kul iden-
tyczne jest z ogdtem wszystkich zachowujgeych podobienistwo ezgsteczkowe
przekasztateer punktowych tej przestrzeni kulistej ?).

Zreszts mam zamiar te ostatnie teorye przedstawié wyczerpujaco
w innej rozprawie, po§wigconej w ogble geometryi przestrzeni wielowymia-
rowych %).

ksztaleeniach biegunowyeh wzglgdem komplekséw liniowych mogg byé Jane dowalnie
10 pary biegunowych wzajemnych, ktére okreslajg of kompleksu, i 29 prosta kompleksu,
pe zostajgea przy przeksztalceniu bez zmisny. Zwazywszy to mozemy przejdeie od (1,2,3,4,5)
do (LILIILIV,V) odbyé stopniowo, t j: a) proste (1,2,3,4 5) przechodza na (I, 2/, 3/, &.5");
b) drugi kompleks ckredlony tak, by (I) byla jego prosty i proste (I, 2, 374/, B’y przecho-
dzity na (1, 2/, 11T, 4. V): c) trzeci kompleks okreslony tak, by proste @21, 4y prreszly
na (I1, IV): poniewaZ za proste (I, I1I. V) przecinajg pary biegunowych wzajemnych
@"—1II) i (4"—IV), wige pozostang one przy tem przeksztalcenin bez zmiany. Tak wiee
w koficu otrzymamy transformacyg dualistyezna: (1,2, 3, 4, 5) na (I, 2/, IIL, 4/, V),
Przyp. ttom.

%) Odpowiednie twierdzenie dla geometryi o n wymiarach podatem w r.I871 w Gut-
tinger Nachrichten N° 7. Nastepnie zauwaig jeszcze, ze wszystkie przeksztaleenia prze-
strzeni Rs, zachowujace podobienistwo czasteczkowe, moga byé utworzone z przesunid,
przeksatalcen zachowujgeych podobienstwo i przeksztateer przez promienie odwrotne *¥).
W zwiazku z powyzszem jest twierdzenie, polegajgce na tem, ze jezeli z, ...,xn g takiemi
funkeyami-zmiennyeh . ¥3, . . . , ¥n, 28

Sdnt =B gy o o e, yn) Sy

to zachodzi réwnanie postaci:
=1 ‘ =1
2 @w—a) =0, .y I, ..., 3% 2 (yi—yi)r.
n i=n
Przyp. aut.

%) Por, Liie, Theorie d. Transformationsgruppen, t. Iil, str. 351; pierwszy do-
wod togo ogdluego twierdzenin podal Darbouax. Stosuje sig on-do przestrzeni o ja-
kiejkolwiek liczbie wymiardw z wyjatkiem n=2. Przyp. ttém.
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S. ZAREMBA.

I. Wstep.

1. Wiadomo, Ze rézne pytania flzyki j
. . ’ 8 mat 4
gadnienta nastopmeaze, y atematycznej prowadzg do za-
Niechaj f(z,y,2) bedzie funke i
s Ys ya dang spélrzednyeh prostokatnych
x]; y., z plll’lkt}l zmiennego, okredlong w obszarze (D), ograniczonym poawigrz~
chnig zamknieta (8), & za§ — parametrem zespolonym; wyznaczyé funkeye v

zmiennych z, y, z, czyniges zado§é w catym obszar v i
dngehs ety e y szarze (D) réwnanin o pocho-

) At fut flags) =0,
gdzie: :
AL P 2 8%
Au = e + va?/g + az2 0

1 gdzie nadto na ograniczeniu spelnia sig warunek :

@) du

v = T,

. du
w ktérym I ohacza pochodng funkeyi u, wzigty wedlug normalnej we-

wngtrznej, 1 zas oznacza stalg rzeczywists i nieuj emna.
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Zagadnienie to rozwigzal deifle Poincaré 1) w przypadku szeze-
géluym, w ktorym h=cc, t, j. gdy warunek (2) zastepuje nastepujgey:

(3) (u); = 0,

gdzie (u); oznacza wartosé funkeyi u na powierzehni (8). Znakomity geo-
metra wykazal, ze w tym przypadku funkeya u, uwazana za funkeye para-
metru & istnieje w calej rozcigglodei plaszezyzny tej zmiennej zespolonej
i ze jest funkcya meromorfiezng, majacg tylko bieguny pojedyneze, polozone
wszystkie na dodatniej czedci osi rreczywistej; pozostatoseiami (rezyduami)
sg funkeye godne uwagi zmiennych , v, z, nalezace do kategoryi funkeyj,
ktore nazwal harmonicznemi.

Poincaré dowiodt nadto, — mowa tu zawsze o praypadku szcze-
gilnym, w ktérym waranek (2) redukuje sie do warunkn (3) — ze funkeya
dowulpa f(z, y,2), ktérej pochodne szesciu pierwszych rzedow sg skonczo-
nemi w calej rozeigglto§ei obszaru {D) i ktéra réwna jest zeru, wraz
z wielkoSciami Af 1 AAf na ograniezeniu (8), daje sie rozwinaé na szereg
wedlug funkeyj harmonicznych.

Dla przypadku ogéluego Poincaré dat cenne wskazowki; lecz, jak
sam powiada. doszed! do rezultatéw niezupelnie Scistych.

Zamierzam, Kkorzystajae z rozprawy zasadniczej Poincarégo,
podaé rozwigzanie zupelnie Scisle zagadnienia, postawionego na czele tego
ustept; ustanowié w przypadku'ogélnym istnienie funkeyj, nazwanych przez
Poincarégo harmouicznemi; wykazaé wreszcie, ze funkeya f(z,y.2)
daje sig rozwingé na szereg, postepujacy wedlug funkeyj barmonicznych,
jezeli tylko fonkeya ta ma pochodne drugie ciagle i jezeli mamy nadto
i = |
Zamiast oprzeé si¢ na teoryi rownania Laplace’a, wyjde z réwna-
nia ogdlniejszego Av - & =10. Pozwoli mi to nietylko uniknaé tradnosei,
ktore zatrzymaly Poincarégo, ale i daé zavazem dowdd bardzo prosty
ibardzo ogéiny zasady Dirichleta oraz innego interesnjgcego twier-
dzenia, odnoszacego sie do réwnania Laplace'a.

Mialem juz sposobnos§é wskazania krétko gléwnyeh rezultatéw pracy
ninigjszej W nocie, ogloszonej w r. 1899 w Sprawozdaniach Akademii nauk
w Paryzu, oraz w innych srtykotach w r. 1899 w ,Rocznikach naukowych
Szkolynormalnej wyzszej“ i wr. 1900 w dzienniku ,Journal de mathématiques
pures et appliquéés. TLeecz zdawalo mi sie rzecza nie pozbawiong interesu
poddaé to pytanie nowemu badaniu, a to w ecelu zaprowadzenia wiekszej

¥} Surles équations de la Physiqne mathématique. Rendinconti del Circolo mate-
matico di Pulermo, 1894,
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Jjednosei w metodach dowodzenia, oraz w celu zupelniejszego traktowania
réznych punktéw, zaledwie dotknigtych w p)acach poprzeduich, mianowicie
punktéw, dotyczacych rownania Laplace

Dodajg, e w praey pézniejszej zamierzam zbadaé zagadnleme analo-
giezne, odnoszgce sig do przypadku, w ktéorym sg tylko dwie zmienne nie-
zalezne.

/l. Dowod réznych nierdwnosci..

2. Poswigcam ustep nin‘ejszy definicyom pewnych oznaczen i wyslo
wieniu zaloZeh, ktére utizymamy w calej tej pracy. Uzywaé beaziemy
symboli (D) i (8) w znaczenin, ktére im nadalisSmy we Wstepie; przyjmiemy,
e powierzehnia (8), ktéra moze zreszty skladaé sie z kilkn powték zam-
knigtyeh, zupelnie oddzielonych, ma w kazdym ze swych punktéw plaszezy-
70g styezny Scisle oznaczong i posiada nadto wlasnos$é, dajaca sie wyslowié
W ten sposéb :

Umiesémy poczatek O spéhrzgdnych w jakimkolwiek punkecie powierz-
chni, skierujmy o$ z wedlug normalnej wewnetrznej i oddzielmy przy po-
mocy krzywej zamknigtej (2'y maly kawalek (8”) powierzehni (8) od resaty
(5"} tej powierzchni. Otéz przyjmujemy, ze, niezaleznie od potozenia punktu
0 pa powierzehni (S), mozemy rozporzadzié krzywa (X') w ten sposéb, aby
jednoczesnie zachod ity okolicznosel nastepujace; Kawalek (8) bedzie je-
duospéjny i zawieraé bedzie punkt O; réwnolegla do osi = moze przecinaé (S
tylko w jednym punkecie; rzutem prostokatnym krzywej (') na plaszczyzne
(2, y) jest kolo(X), o srodku O i o promieniu 2, niezaleznym od polozenia
runktn O na powierzehni (S); jezeli z=F(r,y) jest réwnaniem kawalka (S
powierzchui, to funkeya /(x,y) ma pochodne skoficzone % do rzedu 2-go
wlgcznie; wreszcie, jezeli fy(x,y) oznacza ktorakolwiek z pochodnych dru-
gich funkeyi f(x,v), bedzie:

(1 U (@ 9) — £ @, 0) ] < 4, V(e—o)* + (y—o/')%,

gdzie 4, jest stala, niezaleing od polozenia punktu O na powierzehni (S) 1)

Ozunaczmy przez A; granicy wyisrg bezwzgledoych wartosei pochod-
nych pilerwszych funkeyi r(x,y), przez 4, gravice wyzszy beawzglednych
wartosel pochodnych drugich i zalézmy, ze na liezby 4,, 4, wybrano warto-
§ci dos¢ wielkie, aby mozna je bylo uwazaé za stale, niezalezne od poloZenia
punktu O na powierzchni (§).

') Batwo widziel, ze zatozenia, jakic tu czynimy o powierzebui (S), réznig sig tylko
co do formy od zalozen naszych wrozprawie, ogloszonej w r. 1899 w »Annsles de I'Ecole
Normale supérieure®.
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Przy opisanym dopiero co ukladzie osi rozwazmy punkt P, umieszezony
na osi z i niechaj bedzie [ OF] < R. Jest widocznem, ze gdy dlugosé B
jest dosé mala, wiedy kazdy punkt powierzchui (S) rézny od punktn O be-
dzie bardziej oddalony od punktn P niz punkt 0; nadto minimum odleglosei
od punktu P punktn zmiennego, majacego pozostawaé na kawalka (8”) po-
wierzehni (S) nie bedzie mniejsze od B. Zalozmy, ze tak jest; tym sposo-
bem unikniemy piepotrzebnych powikian.

Uwidocznijmy czgsé rzeczywists i czysto urojong parametru g, znajdu-
jacego sig w réwnaniu (1) Wstepu, t. j. polézmy:

) E=afip,
i oznaczmy przez u te z wartodei wyrazenia Vg, ktérej czeSé rueczywista
jest dodatnia. Niechaj b bedzie spotezynnikiem jednosci urojonej w w)yra-
Zeniu p, tak ze
3) p=o+bi; @=(a+bi)=—t=—a—pf
# v a>0;
oznaczmy wreszcie przez m modut liczby . Bedzie:
%) = a1 = Vel
3. Polézmy:
(©) r=FVe—a)+y—yF+iE—"

—ur

Wiadomo, ze wyrazenie , uwazane za funkeye ilosci 2, v, z czyni za-

do$¢ réwnaniu o pochodnych czgstkowych:
(N Av 4 & =0,

skg! wynika, ze tozsamo stosuje sig do kazdej pochodnej jakiegokolwiek
rzgdu wzgledem ilosel 2, y, 2, o, i, 2/ tego samego wyrazenia.

Oto, co wyplywa z uwag poprzedzajgeych. Jezeli zalozymy, Ze punkt
(', y'. 2') pozostaje na powierzchni (§), jezeli oznaczymy przez ds element
tej powierzehni w punkeie uwazanym i jezeli o jest fankcys ciggta polozenia
punktu (2, y', 2‘) na powierzchni, to kazda z funkeyj:

® éﬁ:%jo—e;ids,
Jl/s);*

©

icm
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1 d e
9) e Za?,"’czzv ds,

—gdzie skaznik (8) oznacza, ze catkowanie rozeiaga signa calg powierzchnie
[
dN
zmiennyeh 2/, ¢/, 2 wzgledem normalnej wewnetrznej—csynié bedzie zadose

réwnanin (7) w kazdym punkeie, polozonym wewnatrz powierzehni ().

Metody calkowania, stanowigce przedmiot tej pracy, polegaja na
wilasnodeiach funkeyj @1 ¥, okredlonyeh przez wzory (8) i (9). Wiasnosei
te s3 zupelnie analogiczne do wilasnodei klasycznych potencyalu warstwy
pojedynczej i warstwy podwéjnej, rozpostartej na powierzehni. Mimo to,
dla ustanowienia tych wlasuosci z caly pozgdana ogélnoseis i w postaci do-
kladuej, dla nas niezbednej, rozwiniemy rachunki szezegétowo.

4. Dojdziemy Yatwo do celu, po zbadaniu funkeyi, ktérs zaraz okre-
§limy. Wezmy za poczatek spélrzednych punks O, potozony na powierzehni
(8), skierujmy o # wedlug normalnej wewnetrznej i niechaj, jak wyzej,
z={(z,y) bedzie réwnaniem kawalka (S’) powierzchni (S). W wyrazenin
(6) na 7, potéimy z'={f(2',y') i oznaczmy przez g(=,y’) funkeye cisgly
zmiennych ', y"; otz kiadziemy:

(8) i gdzie

"i;_w.ppzedstawia pochodng funkeyi e;w , Jjako funkeyi

17 e—ur

N e ! !

(10) B 4(1‘Ug p da' dy'
S
gdzie skaznik (S,) oznacza, iz calkowanie powinno rozcizgaé sie na caly
obszar (8,), ograniczony kolem (ZX), majgcem za réwnanie z?-j-y?= R?
i bedgcem rzutem na plaszezyzne (2, y) ograniczenia kawalka (S') po-
wierzehni (8§).
Polézmy:
e 1 d e

P (1) = T ()=

1 dgp_
@h—3) g1 (1) = — ”fz; L, (k=3,4,5...);

przyjmijmy, ze w » uczyniono z==y =0 i rozwazmy calke:

1 'l { el ’ ! 14
(11) .E.Uf(a,,y)ql;,zla, dy',

(%)
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w ktérej F(«, ) jest funkeya takg, ze
7
{13) F@,y) = (& y?° F (&, y),

gdzie Fy(«',y’) jest funkeya ciagla. Mowié bedziemy, ze liczba J—2k -1
jest rzedem calki (11). Zalozenia powyzsze oraz uwagi ponizsze o calce
(11) uproszczg znacznie dalszy nasz wyklad.

Jest widocznem, ze calka (11) przedstawia pewna funkeye zmiennej 2;
0znaczmy jg przez y(z), t. . potézmy:

1 " Tl gt A
(13) Z(*)’:L;’ Hl(m,y)mdx dy',

@

Funkeya y(z) jest oczywiscie fankeys analityczng zmiennaj z,
i gdy rozwazamy tylko wartodei rze czy wiste tej zmiennej, co wia-
fnie ma miejsce w naszym przypadku, funkeya ta ma osobliwosei tylko
dla z=0.

Tatwo sprawdzic, ze w przypadku, gdy calka, okreslajgca funkeye 2(2)
Jest 1zgdu —1, wtedy funkeya ta pozostaje ciggls nawet dla z=0. Zalozumy
tedy, ze calka (13) jest rzedu —1. -Oto W jaki sposob ze wzgledu na yiz-
niejsze zastosowanie, mozna wyznaczy¢ modul ten catki. Funkeya oy Le-

—~pr

e . L
7 brzez wie-
lomian o spélezynnikach liczbowych, ealkowity i Jednorodny wazgledem

dzie, jak to latwo sprawdzié, réwna iloczynowi wyrazenia

1 . . - . .
- Lu, stopnia t—1. Jezeli w tem wyrazenin na. ¢, zastapimy kazdy wy-
raz modulem jego, otrzymamy granicg wyzszg modutu funkeyi ¢, w po-
staci iloczynu wyrazenia —6%‘ przez wielomian P (—’1—, m) calkowity i jed-

norodny wagledem ~}7 im 1o spétezynnikach dodatnich. Bedzie tedy:

e

1
lpil << Py (T" m) prs

Polbimy o =—+Va?Fy=, badzie wice a fortiori, poniewaz o< r:

lpe| ~ Py (%, ”2) ‘%‘Ze‘ .

Niechaj 2 bedzie granicy wyzszg moduatu funkeyi- F (', y"), znajduja-
cej sig po stronie drugiej rownania (12); bedzie:

. w przypadku, gdy ¢ zachowuje znak njemny.
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ene

[FG, ) or | < MPy (1, mng) - .

)

i jezeli potozymy o' = g cos 8, ' = e sin 6, znajdziemy :

Lt b
M i ‘ 3 e—te
fz(2) <z / clﬁlf P (1, mg) e dp,
& v 1
skad:
B
lz() ] < ifl— { Py (1, mp) e~ dg,
0
« wiec a fortiori:
lz(2)| < / Pr(1,mg)e—edg,

co daje: !
) 1 M jm
(14) @< 5+ e

gdzie Q; (%L) przedstawia wielomian calkowity o spotezynnikach liczbo-

wyeh stopnia k=1 wzgledem ZTZ

Zalézmy w dalszym ciggu, ze catka (13) jest vzedn —2. Fatwo wi-
dzieé, ze w tym przypadku, gdy z dgzy do zera, calka jest rzedu wielkosei
[log (=) |.

Rozwazmy wreszcie przypadek, w ktorym catka (13) jest rzedu —3.
Bez trudnosei wykazaé mozna, ie wtedy wyrazenie z z(2) dazy do granicy
oznaczonej, gdy 2 dazy do zera, zachowujac znak niezmienny. Jezeli ten
znak jest dodatni, granica wyrazenia zy(2) jest & (—1)"1F,(0,0); jezeli
przeciwnie znak ilosei z pozostaje ujemnym, funkeya zy(2) dazy do
£(=1)* F(0,0).

4. Przejdziemy do zbadania fankeyi 2, okreslonej réwunaniem (L0),
1 wprowadZmy w tym celu oznaczenie, ktére bedzie uzytecznem i w wieln
innyeh przypadkach. Niechaj F (=, y,2) bedzie jakakolwiek funkeya zmien-
nych , y, 2; moze zachodzié to, ze wyrazenie I (0, 0,z) dazy do granicy
oznaczonej, gdy < dazy do zera, zachowujac znak niezmienny, lecz ze gra-
nica ta inng jest, w przypadku gdy 2 zachownje znak dodatni, inna
Oznaczymy te granice przez
(F): w plerwszym praypadku, przez (). w drugim. To przyjawszy, roz-
patrzmy najprzéd przypadek, w ktérym we wzorze (10), okreslajgeym funk-
cye B, funkeya g jest funkeys ciggly, mogacg nie mieé pochodnych. Funk-
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cya zmiennej z, ktérg otrzymujemy, jezeli w funkeyi B polozymy =y =0;
inaczej mowigc, funkeya B(0, 0, 2) bedzie catky rzgdu —1w znaczeni, wsika,-
zanem w ustepie poprzedzajacym. Bedzie ona zatem funkeya ciggly zmien-
nej z nawet dla 2= 0, ijezeli przez G oznaczymy granicg Wyiszg modula
funkeyi g, znajdziemy, opierajac sig na nieréwnosei (14):

) 1 G
(15) 1%(0,0,3)[<-—2~_d_, M
Mamy: 39 Loy g e
0B z—3z 4 e J
Sz——il;z_.Ug' r dr 7T du' gy’
e
albo:
2% z (f 1 4 e Tyt L 2z i. e 7300
18 G5 =gz [[ 15 o @ W - g [ o5 g 5w,
i

o]

skad, przy pomocy uwagi, uezynionej na koncu ustepu poprzedniego, wnie-

N S)'\.
°% ) i ( °% ) istniejg i ze bedzie:

siemy, ze ilodci ( P %

! z 4 e

a:‘B 1 1 e g !
e A e I
() i 1 (%) )
3:\3 1 . e & o ek U
- zroo=-g [[onm T
\ e8]
gdzie:
ag r=+ VT
Mamy:

|91 < 4, 0+,

co stwierdza, ze strony drugie rownan (17) sa catkami rzedu —1.
zastosowanie nieréwnosei (14) da nam:

Latwe

B2+ Looo|<taflsem
(Gl +5000/< 54+ 2

G,

[
(19) s , :
[ERA S| m
(G- goon|<galz+ie
Kotficzymy badanie praypadku, w ktérym zakladamy jedynie cigglosé
Dl

)
funkeyi g (', y’), czyniac uwags, ze pochodne % i N dla matych warto-
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Sei || i wartosci zerowych zmiennych z, ¥ beds co najwyzej rzedu wiel-
kosci wyrazenia |log |21]. ’

5. Przejdzmy teraz do blizszego zbadania pochodnych ?a‘—i, %
Mamy :
0B 1 [ o—a d gw
. 177/[‘{] r dr 7 da’ dy’,
(64}
poniewaz:
or ¥—u d—z o
W T T o
przeto:
o8 1 T8 e 1 [ 92—z d ewr
= 1 Vg [[om 55 T,

(8o) (<)

skad przy zalozeniu, ze funkceya ¢ ma pochodne pierwsze, wynika:

R 1 ) —ur
(20) = f j 2 T d ay

Sy)

1 7 82 p—z 4 oew 1 e
+4n //g a7 ar " r da’ dy T im ’ - &'
[N ()

gdzie calka pojedyncza jest calka krzywoliniowa, wzista w odpowiednim
zZwrocie po okregu ().
Rozpatrzmy trzy calki, znajdujace sig po drugiej stronie tego wzoru.
Pierwsza zlewa sig z funkeyy, ktérg wyprowadzamy z funkeyi 9, zastepujge
3y .
g przez -555,—, bedzie ona zatem dla 2 = y =0 funkeya ciagls zmiennej z,
nawet dla z=0. Druga calka jest pochodng wzgledem z funkeyi, ktérg
!
wyprowadzamy z funkeyi O, zastepujac g przez —yg g—i, , Skad uwzglednia-
Jjae twierdzenia wyrazone przez réwnanie (17),0raz z uwagi, ze dla a'=y'=0
. 9z’
znika funkeya ¢ ﬁr ,» Wyplywa, Ze ta druga calka jest dla z==y=0 funkcys
ciggly zmiennej 2 nawet dla z=0. Wreszcie catka pojedyticza jest oczywiscie
dla w=y==0 funkcys ciggls zmiennej z dla kazdej wartosci tej zmiennej.
oW Ry

Wynika stad, i ilosci (W)ii ('ém_) istnieja i maja jedng wartost. Szu-

kajmy granicy wyzszej wyrazenia % dla x=—y==0, przyczem z moze mieé
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wartosé jakagkolwiek. Niech G bedzie granicg wyzszg moduldow pochod-
nych pieiwszych funkeyi g (2, y'). Stosujge twierdzenie, wyrazone przez
nieréwnos$é (15), dochodzimy tatwo do nieréwnosei:

1 [ 8y e 1 &
41//7 , df’“zf <7
(S}

0
0

Ii Il

Dia otrzymania wartosei z nadmiarem modulu drugiej eatki po drugiej stronie

. 3z’ -
rownania (20), zauwazmy, Ze 3;7 <Ay V2@?4-y?), sksd wynika, ze
moznaby zastosowaé podobne dzialanie jak do catki (18) w przypadku, gdy
rzad jest —1.  Znajdujemy:

] (" 2 d—z d e
‘41 / / 7 dr 7
&)

dz' dy'

po| —
~
|
1
hs
QD
—_

'IQIH
L A

Wreszeie znale§é mozna latwo:

1 / e—wr 1 G
g —dy | <5 GeF 5 —
o (5] ! 2 =0 2E o
' =0

Z tego wszystkiego wynika, ze:

I [ R Rl IR P
=

Znajdziemy podobnie:

@2) |(3a%i)y‘zg

1 6 1 s 1
SR CRER

m Y
) @

IR
)
ERY R 2 AWy,
Ratwo widzied, ze melkoscl( 5 );’ ( PP )9’ (_81_*),-’ ( 3y )elstnerqlzeJest

E-tel =15

nawet i wtedy, gdy funkeya g nie ma pochodnych; wystarcza, by istniala
stala @y taka, ze

lg @ y) — g (0,00 < & V2™ F /2.

(23) =0, y=0,

0 ROWNANIU O POCHODNYCH CZASTKOWYCH i t. d. Lu9

Dodajemy, ze w tym przypadku sprawdzajg sie nieréwnosci, wyprowadzone
. s 1

z nieréwnosei (21), (22) po zastgpienin wyrazn —1)— —(Z—‘ przez 3(% -}—%)Gl

gdzie (; ma nowe znaczenie, dopiero co wskazane. ‘W samej rzeczy, jest:

b 1 " —z d ewr

X =E('lq(00) r  dr 7 da’ dy
Sa)
1 /' ;o s—a' d e ,
+ o [[e@ 00} 222 1wy,
)

Otoz jezeli zwazymy, Ze powyisze rozwazania stosujg sie do pierwszego
wyrazu tego rownania, a strona druga sprowadza sie dla 2=y=0 do tego,
¢o nazwalismy calkg rzedu —I. to tatwo juz stad wyprowadzié uzasadnienie
wzmiankowanego spostrzezenia.

-~

Szukajmy teraz granicy wyzszej modulu pochodnej

, zakladajge,ze

0L R.

Zwroémy sie w tym celu do rownania (16) i wykonajmy w pierwszej calce.
po stronie drugiej zamiang zmiennych:

o' = p cos 6, y' = psinb;
bedzie: . v
2 (gl b e gy =2 } e 4 e 4,
EH(Td_r r d' dy' 4:: ‘clﬁ 9% & "7 s
(s ) 0 0 .
or 0 2’ —z 3
lewad — = S , brzeto
poniewaz % . + p %0 pirze

=)

(S0}

skad:

z (L d e e—br
(24) — ] ’ g, g e dal Ay =

a0

1 g S
gg&mnx+hp

wmoR 2w R

z [, (¥ e Co4dg—2 4 e
T dm } ab /735 d@+4 J dO.I g Q r dr de-
° 0



GUEST


110 S. ZAREMBA.

Mamy najprzéd :
1 : 1
’mz g (©0,0) ¢ l < 5 @, .

i

potem, ze wzgledu na warnnki (23):

27

z —pr 1 —ar 1 G
s ol foready
o

20 «

Nastgpnie pamigtajgc, ze na podstawie warunkow (23) eraz okreslenia

wielkosei B, mamy w rozwazanych calkach podwdjnych % << 11 zuwagi, ze

3 _
I%J<(¥1V?, 7> 0, Mamy:

27 ]5
Z g e
l4ﬂ.[d efae f
0 0

Zauwazmy wreszeie, ze nierdwnosei

1 =5 Gy
sza.

do r < —;— V2 6, [e‘“ﬂ do =
' ‘ o

‘ z—2z |

<1 L«

pozwalajg nam obliezy¢ granicg wyzsza moduln wyrazu czwartego drugiej
strony réwnania (24), jakby szlo o calke (13) w przypadku, gdy ta calka
jest rzedu —1.

Uwzgledniajae nieré wnosé :

’

e,

ofrzymujemy:

2

2z i

z T2 z—2' A4 e

) 15 g e
0 ]

a wiee z réwnania (24) znajdziemy:

z 1 d ew
SR
(%) '

1 1 Ay \ 1 A, m
ettt g w e

’< Von(i—y 1"—) G,

4 a”,
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Rozpatrzmy teraz calke druga strony drugiej rownania (16); jest ona
rzedu —1, a z nwagi, ze

|2l << 4y (2" ),
bedzie :

g d e
(26) ‘41}/11" dr T r

(So)

m

da’ dy’l <—q~(—l— i ——) A,
2\a T -

a?

7 nierdwnosci (25) i (26) i z réwnania (16) w razie spelnienia warunkéw (23)

wynika:
I

a

A, 1 4\ 1
+(TZ‘+_2-R+ ]/E) 13

TONTRRSSET)

6. Po$wigcamy ten ustep zbadaniu pochodnych drugich fankeyi 3,

w zalozeniu najprzéd, ze funkeya g ma pochodne rzedu pierwszego. Row-
nanie (20) daje:
. 2P 1 8 [ g e .,
@) 5T I w, 1 T W
&3
w' d g1 d e o
f Y o 3:6' (~ —Z) o {—7'—7 p }dﬂc dy
(%)
L o e g
a Bz_j 9 v
&

Przeksztalémy drugg z calek po stronie drugiej przy pomocy rachunku
zupelnego analogicznego do tego, przy pomocy ktirego wyprowadziliSmy

wazér (20). Bedzie:
2y 1 3 [ 8 ew .. .,
9 = || = z' d
(ug) 8332 - 4.71: am./} am/ P d‘c y
(o)

1 '\l d e
+ 4 |0 e e

1 "t % le—z A e
tom | v

da' dy'
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V1 [ 3g 8 z2—z 4 e Y
+ 7= / j A

1 ' 2z’ 2‘2,"3)2 a {1 ﬂ eTH ! duy’
+EUMW%TWTM¢ da’ dy

[&Y)

1 " az‘ . 1 (l e~ , 1 i . p— Z,
_E.U'{/ B WTF —;;d—r—r‘d! in ax_Jy .

[5)) 2)

Zalézmy, ze funkeya g («,y') ma pochodne ciagle az do rzedu drugie-

go wlgeznie; niechaj G bedzie granica wyzsza modulu samej funkeyi gra’ AN

(f,—granicg wyzszg modulow jej pochodnyeh pierwszych, G,—granica wyz-
szg modulow pochodnych drugich. Ze wzorn (29) mozna wnieée, ze ilogei

2 2N .. .
(%},ﬁﬁ)l (a—z}) istnieja i bedzie:

, »8 g 22\
{30) (—ap—)l - (@T>,= g (0,0) (552')@,=0 ;

. =0

nadto bedzie mozna znalesé trzy state B,, B, B, takie, ze:

31)

AR 173% _ (y 1 m ) ,
I( e )“ ?(590"2-):(':00 (0’0)'\ b=+ B"’(a T @
. e

1 n m?\
+ B, ("J"‘Ef‘l‘?)ér

Porzuémy teraz zatozenie, ze funkeya ¢ (', /) ma pochodne, i przyj-
mijmy, Ze mozna znalesé dwie stale p, ¢ takie, aby bylo:

L7 y) —g0,0) — pu' — g | << Gy (&2 + 9?),

glzie G, oznacza stalg dodatnig. Niechaj @, oznacza teraz granice wyzsza
moduléw ilodel stalych p 1 g. Polézmy na chwile:

1
B, = i;;” {5(0,0) -+ pa’ + gy') }

&)

e

; da' dy'

e

; ol dz’ dy'.

1 ' 4 7 g ’ P 4
B, = —4;” 1y @, y") — g (0,0) —pa’—qu'}

(S)

Bedzie 8= %, - %,
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Jest jasnem, ze wszystkie twierdzenia, ktore wyprowadzilismy dla
funkeyl B stosujg sig takze do tunkeyi B,. Z drugiej strony widzimy bez-

2]

Lo 92 .
posrednio, Ze pochodna o7 Wyrazi sig catky, ktora dla =y =0 sprowa-
2

dza sig do tego, co nazwalismy calks rzgdu —1. Wynika stad, ze przy nowych

- .. 3B ol
naszych zatozeniach wyrazenia (317) i (79—30—2) istnieé beds i zarazem spraw-
b i e

dzaé sig bedzie zwigzek (30). Przekonamy sig tez latwo, ie przy odpo-
wiednim wyborze stalych By, By, By sprawdzi sie tex nieréwnosé, ktorg
ofrzymujemy z nieréwnosci (31), zastepujac %’—, (-{17 -+ %—f—) G4 odpowie-
p g
L , [ 1 m m? L 1 m m? .
dnio przez (4, (7 v + —5;-) . Gy (7 + o -+ —ars-) . Podobniebez
018 EERY
2ady * oyt
taty zupelnie analogiczne do powyzszych, odnoszacyel sie do pochodnych
2y
oz °
Skoro tak jest, to z poprzedzajacych rozwazan i ze zwigzku AB4-EB=g
9?%) . (39‘3

7| 1 {—==| istniejg, oraz
557 e )alamney;, or

zadoych trndnosei otrzymaé wozna dla pochodnych rezul-

wynika, %e przy naszych zatozeniach pochodne (

ze fatwo oznaczy¢ granice wyzsze ich modutéw.
Fatwo stwierdzié, ze w praypadku, gdyby funkeya g (2, ") miala pocho-
dne pierwsze, a nie czynita zadosé powyzszym zalozenion, ilosei:

2y ER a2y ER
ox? 78.1:8y ’ mag/ﬁ 7 pE

wrigte dla wartoSei dos6 malych bezwzglednych zmiennej z i dla wartosei
zerowych zmiennych z i y bedg co najwyzej rzedu wielkosei wyrazenia
—loglz].

a2y Y
AN
Jac jedynie eo do funkeyi g (@', ), ze ma pochodne pierwsze ciggte. W tym
celu potézmy dla skrocenia:

Pozostaje nam zbadaé pochodne ; uczynimy to, zakliada-

e

(32) by = (795'?),3':0' Z’w:(

ya=0

uwzgledniajae zalozenia, uezynione o powierzehni (8), bedziemy mieli:
(33) | Fite') | < Ay VE @y,

Prage mat.-fizyes., t. XL, 8
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Poliimy jeszcze:

6y W@y =] 1@ ) e+ @y

(%)

z réwnania (20) otrzymamy:

. 28 L 6 e ., . 2
(35) 579 = in E” o dz' dy — %
(Sl
1 e 1 8 ew
— T” gt (@)= - du! dy — i 3 };~~—— dy'.
) [

Uezynmy teraz nastgpujace uwagi:

1) Wiyraz pierwszy strony drugiej wzoru (35) przedstawia pechodng
wagledem z funkeyi, ktéra wyprowadza sig z funkeyi B przez zastgpienie
funkeyi g («',%') pochodng %_ . Mozna wige bedzie zastosowaé do tego wy-
razu twierdzenia, wyrazone réwnaniami (17) i nieréwnosciami (19).

2) Funkeya 3 jest funl\cyq,, ktorg wyprowadzamy z funkeyi B, zaste-
pujac B przez iloczyn g (', y') (012" -} byoy’). Otz iloczyn ten spell}x@ wa-
runki wymagane na to, aby rozwazania, wylozone w pierwszej czedci tego
ustepn, daly sie zastosowaé do funkeyi . Zobaezymy, ze wyrazenia

MY L WY Lo L s <
( Fre ) ( ) istuiejg i ze majg jedng wartosé.

FPE
3) Wyraz trzeci strony drugiej réwnania (35) jest calkg, do ktdrej
mozna zastosowad rezultaty, ktéresmy otrzymali dla calki (13), gdy ta catka
jest rzedu —1.
4) Wreszcie wyraz czwarty jest widocznie dla z=y =0 funkeys
ciagly zmiennej 2 dla kazdej wartosei rzeczywistej tej zmiennej.

Z tego wszystkiego wynika, ze ilosei (—B) ( B) istniejg i ze

d29z/); \wde

, B 3 2B\ 13
6 (a3, + (ax'),,_o s, — =13, -
=0 y'=0

Postarajmy sig teraz wyznaczy¢ granice wyzsza wspélnej wartosci mo-
duiéw tych réznic. Szukajmy w tym celu granicy wyzszej modutu wartosei
wspélnej wyrazen (38),i (B), . Bytoby naturalnem pomysles tu o zastosowa-
niu twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnosé (15); lecz rezultat, jaki otrzy-
malibysmy na tej drodze, bylby niedostatecznym, gdyz nie korzystalibysmy
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wtedy z pewnych okolicznosei szczegolnyeh, nadarzajgeych sie w tym przy-
padku. Dla z=y= 0. mamy:

2 ! 2'—z 2z
- Pl e —ur [ N
o' - ue ( 7 + 7 o' )’
) 7! Z—z o
e S e jmper [
' 3 e e ( P -+ " ———ay, )
przeto:
’ by,
QB(O,O,z)——T_FJUr/(x y) d( dy'— 4’””g(m ') dmdy,
) oK (sh

’
7' —

z
s dx' dy

1 [ ST 27 |
- 9@y by = “l‘ 19 57
J | e yl

skad:

(0, 0, 2) =

/- 2 e
) -}—m , ‘d:ﬂ e det dy + 411( {IW e dat 4
S [

10 Ed dg'| z'—

(S

z
e do' dy

47(1, j(/ (@, y) e (byy dy' — by, de’),
&)

gdzie catka pojedyicza przedstawia calke krzywo-liniowa, wziets wzdinz
obwodu (X). Polozywsay:

g = @ 4y 427,
znajdziemy :
(®); = (1), = W (0, 0,0),
T b i {3’/ —atrs ot dngt
= I / f = e dy' 4 g ) e do’ dy

) 5y

Lre ., az' oF\ 2
- Hj_fy(m’y){b“@? + bys W}—?; etrodz! dy
&

1 N gty
— 47” g (2, 1/)& (b, (ly—b,.,cl:o)

(")
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7 tego rownania tatwo wywnioskowad istnienie dwdeh statyeh B’y 1 B’y ta-
kich, ze: :
Gy

G
a? ma?

(37) @) = W = [8(0,0,0)| < B, —5 + B
gdzie G+i (4 sa, jak wyzej, granicami wyzszemi funkeyi g («', %) 1 jej po-
chodnych pierwszych.

7 drugiej strony rachunki analogiczne do rachunkéw, rozwinietych
w pierwszej czesci tego ustepu, pozwoly nam wyznaczyé gravice wyzsze mo-
W . [ 8%
o) o
i na réwnaniu A8 £98 == 0, bedzie mozna obliczyé granice wyzszg mo-

dultéw wyrazen (

a 2
Teraz bez zadnej trudnosei wyprowadzamy nastepujacy wniosek z réw-
nania (35): mozna wyznaczy¢ dwie stale dodatnie B', 1 B"; fakie, ze bedzie:

X . aﬂq‘\
dulu wyrazenia ( ) .
i

(3. ), =Bl ) o m e B )
y=0
(38) 228 ’ 1 m 1
lowal (Sm)zn—n\<B" E+aarmle o+ e
Jest widocznem, ze wyrazenia (;;?5);1 (;;;i)g‘istniejq, 7e
(s, 5 l2).._.= (5.~ [36),
9ydz)i = 2\ 3 w=g dydz /, ' 5:(,

i ze state B", i B", moga byé wyznaczone w ten sposib, aby prdcz nierdw-
nosei (88) zachodzily nieréwnosci, wyprowadzone z pierwszych przez zasty-

pienie wyrazeii:
dy ) 28 2:Q8
( 2’ Jarmp’ ( dxdz )i’ (awaz )e

y'=0

odpowiednio wyrazeniami:

7)oy ) (5
oy ”z";)o’ oydz |~ \ dylz )e :

7. Zbadajmy wreszcie pewne pochodne rzedu 3-go funkeyi B w zalo-

) . Opierajac sie tedy na nieréwnodci (37)
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zenin, ze funkeya g (2, y') jest zerem dla «' =
du 2-go eiagte. Rownanie (29) daje nam:

28 o2 '9 o . 21 ~ ,_,' nr
@8 1 //“g—P—?[-fZllZJ—}—‘L[j(gaz»'l'ﬂﬁ:r)e’fd;z,-’dy’

y'==0 ize ma pochodne rze-

dx*z dm o:)caz_j oz’ 47 022, 2x? " 2! A
(S (&)
17 102\t z—2'" djl1 d e
+ z;ﬂg e vk J awr ay
&)

1 /[ {3\2 (z—z') d (1 dfl d& o
+ Tmf./g(am') — wtr W(TT ; )}“' dy'
(8o,

)7\ o 7 r
[CY)
1 a - 1 1 CZ (,7'(” » l 32 {- e_pr ,
4z 3z _/J 22’ (e= Rl = - axdz 7 W'
&) )

Rozpatrzmy kolejno rozne wyrazy strony drugiej tego réwnania. Wy-
raz pierwszy jest identyczny z wyrazeniem, ktore otrzymujemy z wyrazenia

B dy
535 zastepujge W niem g (@', y') przez — 5 poniewaz zaé funkeya g ma
pochodne drugie, przeto wyraz ten dazy do granicy oznaczonej dla a=y==0,
gdy # dazy do zera, zachownjac znak niezmieuny. Granice wyzszg modulu

tego Wyrazi otrzymamy przy pomocy twierdzen, wyrazonych przez nierdw-
Y przy }

nosei (88). Wyraz drugistrony dlugleJ naszego rownania jest identyczuny
220
zwyrazeniem, ktore otrzymujemy z wyrazenia 52 ,zastepujac wniem (")

22! 3y o
przez wyrazenie g —3 37 +_a5¢’ Era
; c

Otéz jest mozliwem wyznaczenie sta-

g2 | 8y 82 S
iyeh p i ¢ takich, aby modo} riznicy ¢ 5 —+ =5 g a7 (pa?! - qy) byt
mniejszy od iloczynu pewnej stale] przez wyrazenie x't+ 2 Wynika stad,
7e wyraz, o ktérym mowa, gdy wnim uczynimy z==y= =0 i gdy z dgzy do
zera, nie zmieniajae znaku, dgzy do granicy oznaczonei.

Rozpatrzmy teraz wyrazy trzeci. czwarty 1 piaty. Wyrazy te dla
aw=y==0 sprowadzajs sis do calek, to ktor yel mozna zastosowaé rozwazania
te same, co do catki (13) w przypadku, gdy rzed jej jest —1. A zatem dla
w=y=0 wyrazy trzeci, czwarty i pigty sa funkcyami ciaglemi zmiennej
z1 dla z==0.

Wreszoie wyrazy szosty i siédmy sa widocznie funkeyami ciagtemi
zmiennych «, y, z dla z=y=0.
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Z tego wszystkiego wynika, ze ilosei

3By /B
(9;132 az),.l (aw? 3z),, 4

istniejs i latwo widzieé, iz mozna znale§é state B", i B", takie, aby bylo:

BRY 2%y 1 3
Il KUY Kat' m m
(et < 2 [+ e+ ) @

=0

1 m m? m3
B", [— —_—— ikl
+ B [+ S+ e ) G

(39)
G % 1
— e LT o m m
|(waz)a (O)J B gt g Tt 6
. o=
| 1 m m2 m3
\ L Hl“ | L ,
'B'(aTaﬁTa'—* a*)GI'

Zupelnie analogi . zanie z: ¢ 7 "
- P e glc-zne xozw.azame zastosowaé mozna do pochodnych
5y ¢ i | na tej podstawie wybrad state B", i B", takie, aby row-

noczesdnie z nieréwnodciami poprzedzajacemi spelniaty sig nastepujace:

; 3R a2
(.29
- ‘ (Sxay az)j_ = (350’ a;?/)a:’:l]

a?

, {1 " 2 .
< B" (7; + =+ ﬂ(:,) Gy

e :
| Fonfh
@y < + B (g e o) e

3Ry [ 32
W w1 m 2
(c‘y’-’c?.?)e ( 37 ),,.z(f < B (7;" + 4+ m»«) Gy

2L

)

=

+ B!Ilu

(-1_ m o, om md
1] a* na + n .
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7 wynikéw powyzszych i ze zwiazk6w AB -} £8=0, ktory daje
3y 2R . . . .. (R, (238
A 7 4+ £ = 0 wnioskujemy bezpogrednio, Ze wyrazenla (?z—ﬁ)} (32-3),
istniejg i ze fatwo obliczyé granice wyzsze ich moduléw.

& Zauim pojdziemy dalej, wprowadZmy nowe oznaczenia, ktore beda
utrzymane w dalszym ciggu pracy niniejszej. Rozwazmy funkeye ciagia
i jednoznaczng potozenia panktu P o spélrzednych =z, ¥, 2, pozostajaecego
weigs na powierzehni (8); niechaj v bedzie ty funkeyg. Zu poczatek spol-
rzednych wezmy punkt jakikolwiek, polozony na powierzehni (8), 1 skie-
rujmy of z wediug normaluej do powierzchni. Jezeli punkt P nalezy do
kawatka ($') powierzchni (8) (patrz2), to @ bedzie funkeyg jednoznaczng
i ciggla dwn zmiennych niezaleznyeh 2 i y. Jezeli pochodne (—g%)

. ) =41
i ( 5;-) istnieja, oznaczymy ktorgkolwiek z nich symbeolem 9—:;, o ktorym

v =0

méwimy, ze odnosi sie do punktu 0 powierzehni (8) i do osi Op: of ta jest
- : on
osig Oz lub osia Oy, stosownie do tego, czy symbol %;7 wyobraza wartosé

v . oo L[ ov
pochodueJ( @‘)m_o czy tes wartosé pochoduej (TZ/—)T—O .
y=0 o Y y=0
ory

W podobny sposib symbol 711% wyobrazaé nia ktorakolwiek z pochod-

2% . [ L s .
nyceh | = ils— w zalozeniu, ze pochodne te istniejg. Powiemy
922 Jz=0 VO Jo= .

=1
y=0 y=0

o symbolu —2;7229, odnosi sie do punktu O i do osi Oy, ktéra zlewa sie z o0sig

! 22
Ox Tub Oy, stosownie do tego, czy symbol ten ma wyobrazaé (——U-—) , czy

? Jo=0
y=0
tez v ) Zalozway dalej, ze istnieje pochodna (——ai) . wyobrazi
e%4 ( 3 oz - ziny ] je b 3325‘!/ o0 ) Y
y=A y=0

A2y
my takowa za pomocg symbolu el
2
. s . L. v
Powiemy, ze funkeya v ma pochodne pierwsze, jezeli wyrazenie ”5’7

ma wartosé oznaczong dla kazdego potozenia punktu O na powierzchoi (5)

i dla kazdego kierunku osi Oy na plaszezyznie stycznej w punkeie O do po-
. ; 2, W . .

wierzelni 8. Jezeli to samo zachodzi dla wyrazen B i oy powiemy, ze

o . . v
funkeya v ma pochodne drugie. Przyjmijmy, ze modul pachodnej -3'1}7 POZO-
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staje mniejszy od pewnej stalej, niezaleznej od polozenia punktn O na po-
wierzehni (S) i niezaleznie od kierunku osi Oy powiemy wtedy, e stala ta
jest gri?ic& Wy?sz@ modutéw pochodnych funkeyi v. Jezeli moduty pocliil-
nyeh -;UL, i 2—379%7-, pozostajg stale obie muiejszemi od pewnej stalej, powie-
my, ze stala ta jest granica wyzszg modulow pochodnych drngich.
. v 0w 3%y
3 Byt apoy
zane za funkeyg trzech zmiennych niezaleznych, t. j. dwoeh z pomiedzy
trzech spéirzeduyeh punktu O i Jednego z trzech katéw, ktéry tworzy o$

Jest widocznem, ze kazde z

moze byé uwa-

On 7 uktadem osi statych. Jezeli E}— jest funkeys ciagly tyeh trzech spol-

rzgdnych, powiemy, ze pochodne pierwsze funkeyi » sa ciaglemi. Jezeli to

samo ma miejsce dla pochodnych —- o Sl powiem hod
ETRTa ¥, & pochodne dru-
gie funkeyi © sg cl@gleml
Niechaj punkt P bedzie punktem zmienuym w przestrzeni, F zas {unk-
cys polozenia tego punktu. Za poczgtek spélrzeduych wezmy punkt ¢ na
powierzchni (S) i skiernjmy of z wedlug normalnej wewngtrznej do tej po-
wierzehni; fonkeya F stanie sig wtedy fankeys F(x,y,2) trzech zmiennych
niezaleznych =, y, 2. Przyjmijmy, ze wyrazeuie F(0,0,z) dyzy do granicy
oznaczonej, gdy zmienna z dgzy de zera, zachowuj@c znak niezmienny;
oznaczmy te granies przez (F); lub (F), stosownie do tego, czy ten znak jest

F(O 0,2) dazy do

granicy oznaczonej wtedy, gdy zmienna z dgzy do zera, zachowujac znak

dodatni, ¢czy njemny. Przyjmijmy jeszcze, zepocl;odna ——

niezmienny. Oznaczymy te granice przez (—) lub ( z'/V}‘ stosownie do

tego, czy ten znak jest dodatni czy ujemny. W przypadku, gdy niema obawy
dF )

dF
aN dN

9 Po takiem przygotowaniu mozemy yrzystgpi¢ do badania fankc yi
@, okreglonej przez réwnanie (8). Funkeya ta posiadaé bedzie nastepujgce

o dwuznacznosé, pisaé bedziemy zamiast (

wlasnosei:

(#2) (B = (D).

43 fi%) — Lf’) - _
(43) (dN,- (le e 7

Jezeli przez ¢ oznaczymy granice wyzszg modulu funkeyi o, bedie:

(#4) o<,
a

icm°
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[ dD 1 | 1 m
—_— e e N e e e
((ZN)‘—T 201\ (a‘i‘uz)‘w

45) (47 1 1 ]
ad | my
[l -z <4le+a-
gdzie 4 jest stala, zaleing jedynie od natury powierzcehni (S).
Zalézmy, ze funkeya ¢ ma pochodne pierwsze ciggle, wtedy pochodne:

2 (cl@) 2 ((?fﬁ)

7 (B vl @y Vanls

C)] —6—1}_
istniejg; jezeli ¢’ jest granicg wyzszg moduléw pochodnych pierwszych fank-
cyi o, mozna bedzie wyznaczy¢ staly 4 w ten sposéh, aby procz nieréwnoscl
(44) i (45) spelnialy si¢ nieréwnosei:

o e _ 4, 1 . m
(46) la_q<@)*(“\7‘+A(sz[Lﬂ)’
2 (AP 1 2] _ .1 ny o, (_l_lﬂ ﬁzi)
’7 () + = & | <Al ) et alrtE )
(47)
2 jde 1 % 1 m 1 m m?)
e —_—— e <A |— —] ¢ < — —_—
l ey ((I'l\’)c 2 oy \1(0 + 2 LTA((l+a2+a" ’

(18) D2 < o4l £ 2]+ 5]
gdzie D@ oznacza ktorgkolwiek z pochodnych pierwszych funkeyi €, obli-
czong dla jakiegokolwiek punktu, polozonego wewngtrz powierzehni S, pray-
czem osi spélrzednych maja poltozenie dowolne wzgledem tej powierzehni.
Twierdzenia powyzsze moznaby udowodnié sposobem nastgpujgeym:
Tle razy rozwazamy czy to funkeye %, czy to jedng z jej pochodunych, roz-
rézniamy dwa przypadki, zaleznie od tego, czy odleglo$é punktu P, dla kti-
rego te ilosei rozparrujemy, od powierzchni (S) nie jest lub jest mniejszg ol
dlugosei R, okreglonej w ustepie 2. W przypadku pierwszym nie zacko-
dzi zadna trudnosé. W drugim za§ mozna za poczatek spélrzgdnych
wiigé ten z punktéw powierzehni (S, ktérego odleglo$é od punktu
P jest najmniejsza; na powierzehni (S) istnieje tylko jeden punkt, czy-
nigcy zadogé temn warunkowi. Nastepnie skiernjmy of & wedlug normalnej
wewnetrznej do powierzehni (8) i rozlézmy calke, ktéra daje nam funkeye
@ na dwie czesci &1 @", odnoszace sig odpowiednio do czesei (S7) i (8°)
powierzehni () (patrz ust. 2). Bedzie:
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Lo e
b= ‘4—-‘— / o T* (Zé‘,
TT
<)
1 [ ew
P =" |g ds.
LE 2 »
(s

Funkcya &" nie przedstawia zadnej osobliwosei w sgsiedztwie punktn
P i bedzie mozna bardzo tatwo obliczyé dla tego punktu granice wyzszg mo-
dulu funkeyi 2 Jub modutn jeduej z jej pochodnych. A wige tylko funkeya
D' moze sprawiad trudunosei. Oznaczmy przez 1'; dostawg kata, ktory nor-
malna wewngtrzna do powierzchni (3), wystawiona w punkeie, do ktérego
odnosi sig ds, tworzy z osig z. Wystarczy polozyé po stronie drugiej
réwnania (10):
(49) o6y ==
aby fankeya B stata sig identyczna z fankeyy 4. % drugiej strony nie sta-
nowi trudnosei wyprowadzenie z granic wyzszychmoduléw funkeyi o 1 jej po-
chodnyeh pierwszych, granic wyzszyeh modutéw wartosci (49) funkeyi
¥ (¢/,a') oraz pochodnych tego wyrazenia funkeyi ¢ (2, ') To majae, mo-
zemy, przy pomocy latwego zastosowania nierdwnosei (15} i (19), dojs¢ do
nieréwnosci (44) i (45). To, co powiedziano w ust. 4, o cigglodei funkcyi B
doprowadza do réwnania (42), a réwnanie (43) wyniknie nastgpnie z réwnan
(17).  Dowod nierwnosei (46) i (48) wynika tatwo z twierdzen, wyrazonych
przez nierdwnosei (21), (22) 1 (27). Pozostaje wiee zajac sie tylko nierdw-
nosciami (47). Dowid Seisty tych nierdwnogei wymaga pewnej uwagi. Wezimy
zu poezatek spélrzednych punkt O, poloZony na powierzchni (§) i skierujmy
u§ z wedlug normalnej wewnetrznej. Metoda, uzyta w dowodzeniu nieréw-
nosci (4€), i rezultaty, otrzymane w czesci drugiej ustepu 6, pozwalaja nam
twierdzi¢, ze wyrazenia:

50) ' 2P 22 g 2D 2P
oY ( 33332‘):” (31"«‘35—’ )/ ( dydz ),- ’ (3%’5), ’

istnieja. To majac, wyobrazmy sobie, ze uklad spolrzednych x, y, = jest
ruchomy i poddany nastepujacymn warankom: poczgtek O pozostaje na po-
wierzehni+(S) i of z jest stale skierowana wedlug normalnej wewnetrznej
w punkeie € do powierzchni (8). Jest widocznem, ze jezeli ograniczymy
sig do rozwazania dostatecznie malych przemieszezen, to spolrzedne X, ¥, Z
panktu O wzgledem ukiadn osi stalych oraz dostawy katéw, utworzonych
przez osi Oz, Oy, Oz z osiami stalemi 0X, 0%, 0Z, bLedzie mozna wyrazié
W pustaci funkeyj ciaglyeh trzech zmiennych niezaleznych f,, ty 1 8. Jest
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widocznem, ze przy tych warunkach wyrazenia (b0) beds funkeyami trzec’h
zmiennych niezaleznych ¢, t,, t,; udowodnimy, Ze sg to funkcye ciagte. Wez-
my w tym celu liczbe dodatnia & tak mala, jak sig podoba, i wyrazenie

3255)
(amaz 0
=

d

P

iy

n g

gdzie d jest liczba dodatniy i stala, dosé mala, tak, aby bylo:
e P ) | &
](32‘32)w:o— (3-’1'32 51< 3’

dla wszystkich unkladéw wartosci zmiennyel £, 4, #,, do$é blizkich pewnego

ukladu wartosel #/;, ¢, ¢';. To zalozywszy, zauwazmy,ze wyrazenie ( e );t:O

1=
bedzie funkeyg ciggla zmiennych ¢, 4, ¢,.  Aby to widzie¢, dosé wyrazié.te}
ilod¢ przez pochodne funkeyi @ wzgledem zmiennyeh X, ¥, Z 1 przypomnieé
sobie, Ze dla punktu nie polozonego na powierzehni (S) funkeya & ma po-
chodne wszystkich rzedéw Wynika stad, ze mozna bedzie znalesé liczbe

dodatnig 6 taka, by przy warunku:

(6D (" — ) + (@ — 1)+ (W — 1) << 4,
byto: ; ‘
s K I o ) | L
(02) I{( 3:?755)3;:4;[;‘,:#, - {(axﬁ'z m:oft,:r" | = 3
y=0 =t y=0 t=t
T=d =1 t=d =1,

Stad i z dwdch nierdéwnodei, ktore otrzymujemy z nierdwnosel (E{_:)

M H 1 Gt 3 Snt - 7 4 1 o) i r A i ‘-’ -

przez zastapienie ilodel ¢, 4, ¢, raz ilosciami #), 5, #;, drugi raz ilodeia
mi "y, ', "5, wyprowadzamy, ze:

' k4 32 ,(Z
el =~ sl <
et

fy==1)
—
I a2 fa=1l'y

przy spelnieniu sig warunkéw (53). Otéz stwierdza to, ze wyrazenie (‘SZE),

uwazane za funkeye zmiennych ¢, &, 4, jest funkeys ciggly. Podobne ro-
zumowanie wykazalohy, ze to samo stosuje sie nietylko do trzech pozostatych
wyrazen (50), ale 1 do wyrazen:

2P 200 P
(%), (% ;? (—/(jl_;%),’ (%.’f’i),-’ _35:") ! (ﬁl" <_—9—y_)¢'
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To majge, ustalmy znéw uklad spélrzednych =, ¥, =z I oznaczmy przez
2, &, 4, dostawy kierunkowe normalnej wewngtrznej do powierzebni (S)
w punkeie 2, ktéry lezy na kawatku (S’) powierzchni (S) (patrz ustep 2)',
Przez punkt M poprowadzmy réwnolegla do osi z 1 odetnijmy na niej w kie-
runku do wnetrza dtugosé M P=d dosé¢ maly, by punkt P byl jeszcze we
wugtrz powierzehni (5), niezaleznie od pokozenh punktu M na kawalku (S)

powierzehni (S) . Oznaczny przez ( ) (

2P 0P 99
2z’ dy ' 9z

2P &b
P (55) 0 (G) +4 (5,

Jest widveznem, ze dla wartosei skonczonych 4 mozna nwazaé F jako funk-
cye dwu zmiennych niezaleinych z, y i latwo widzie¢, ze dla d=0 funkcya 7

au) ( )WaltOQCIWpun-

kcie P pochodnych —— i polézmy:

sprovwadza sig do wartodci wyrazenia (TLLZJ%—) w punkecie M.

oF

FLatwy rachunek przekonywa. ze pochodne SF e dazg do granic

d
oznaczonych, gdy ¢ dgzy do zera; granice te, na zasadzie powyzszego, beda
funkeyami ciagtemi zmiennych # 1 y. Wynika stad, Ze granica, do ktérej
zmierza F, gdy ¢ dgzy do zera, jest funkeys ciagla, majgeg pochodne i, ze
pochodne te s3 granicami wyrazet —;E i or

i
zera.  JeZeli teraz, podobnie jak w ustq;ne pfvp17ed/ajqcym, z==f(x,y) jest
réwnaniem kawalka (S7), jezeli polozymy takze:

dla wartosci d, zdazajacych do

22 22
by = (cm )4,_.0 (axéj)x=g’
. y=0 y=0
i nwzglednimy zwigzek lim (F )z = (;_ljf_ , znajdziemy:
AP ) & )
(63) { ( (dN '}m=o = (5;3—;)1“ by (i’—(r});—— un (3‘;/{)‘ -
y=0

ap
To pokazuje, ze wyrazenie ( lV) ma pochodne pierwsze ciggle; inaczej

méwige, wyrazenie —( > istnieje i Jest fonkeys clavlz} elementdw, od
ktoryeh zalezy. Na podstaw1e za$ rownania (43) toz samo powiedzieé na-

lezy 0 wyrazeniu ( jiﬁ) ]
A
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Przy odpowiedniem zastosowanin twierdzen, wyrazonyeh przez nie-
réwiosei (38), réwnanie (43) doprowadza do nierdwnosei (47).

10. Przejdzmy do zbadania fankcyi ¥, okreslonej przez réwnanie (9).
Bedzie:
(54) (¥); — (¥

= g}

jezeli stata 4, wehodzgea do nieréwnosci, wyprowadzonych w ustgpie po-
przedzajgeym, jest dosé wielka, bgdziemy mieli, proez tamtych nieréwnosei,
nastepujace:

(55) |#|< 42,
e 1 1 m
[0 — 50| <4(f+ e
(56)
1 1 n
() + 50| < 4[5+ ) o

gdzie ¢ jest granica wyzszg moduln funkeyi . Jezeli funkeya ta ma pocho-
dne ciggle az do rzedu drugiego wigcznie i jezeli ¢/ oznacza granicg wyzszg
moduléw pochodnych pierwszyeh, ¢ — granice wyzszg moduléw pochodnych
drugich, bedzie mozna wybraé stala 4 tak, aby, précz nieréwnosei ustepu po-
przedzajgcego oraz nierdwnosei (55) 1 (56) mialy miejsce nastepujace:

1 2 m I, m  md
| |ao—g 5 |<ale+ (cratae
(57)
1 9 1 m 1 mo . om? .
‘_4( Yoty 5y J<A(-2 c~]—A(T+ae )17
1 0% 1 m 932
L i el I | i
e (#i—5 an? <A(a Tt Ty )c
1 m m? md m?
(G T Tt
(58) ‘
| 22 1 9% 1 M m'y
on? (lp)f + 9 37]2 < 4 (H a2 + ad )

1 m m? My m?
\ +A(— — + “{_l_ EL")/ ‘47(”
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32 1 2%
v YT T ey

1 m me
<At gt )

1 m m? m3N m?
4+ 4 (—a + ) -+ pr -+ —a[—)u + 4 -
(59) ¢
. 1 9%

23 m m?
L (e O
377317/ (II ), + P) 917 31]/

e ’
<A(;+—a—9—+7;,_5— P

[

1 m m* ms 2
+ 4 (——— -+ - — : ) i e
\ 1 @ -+ Pe ¢+ A a

ot i

Dodajem:y, ze funkeye (¥); 1 (¥). bedg cigglemi i ze nadto, gdy o ma po-
chodne. ciagle az do rzedu drugiego wlacznie, to i pochodne tych fankeyj
beda cigglemi az do rzedu drugiego wlacznie.

Udowodnimy najprzéd nieréwnosé (55). Znajdujemy:
¥ < = ]

.l d 1 .
Wyrazenie 1 dﬁ(“T) ! przedstawia pole kawatka powierzelni kuli o pro-

drl ; me [femer
() o+ g5

mienin ‘1, majacej Srodek w punkeie {z, v, 2), wycigtego przez stozek, kté-
rego wierzeholek znajduje sig w tym punkeie, a ktérego podstawg jest ele-
ment ds; stad wynika:

) <sonn

gdzie n przedsta.w‘ia najwigkszg liczbe punktéw przeciecia powierzelni (S)
Z prostg. Z drugiej strony z twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnosei (44)
wyplywa, iz istnieje pewna stala A’ tak, iz ’

tg—er A
‘/ p ds < 47‘[7;
bedzie tedy:
[P < { (n—1)

£
m
. a . e
Poniewaz < 1, dosé przeto wzigéé 4 > n—1-44', aby nieréwnosci(56)
stalo sie zadogc.
'Réwnanie (54) i nieréwnosei (56) 1 (57) mozna udowodnic sposobem na-
stepujgeym- - Umiesémy poczgtek spotrzednych 0 w jakimkolwiek punkcie

0 ROWNANIU O POCHODNYCH CZASTROWYCH i t. d. 127

powierzehni (8) i skierajmy o§ # wedlug normalnej wewnetrznej. Rozlézmy
nastepnie catke wyrazajaca funkeye ¥ na dwie czesel ¥’ i ¥, odnoszgce
siz odpowiednio do kawalkow (S') i (S") powierzehni (S). Bedziemy
mieli:
2y W IR

4

Y=
oz 2y oz

gdzie B, B, VW g fankeyami, ktore otrzymujemy z funkeyi B, okreslunej
2z s’

przez rownanie (10), zastepujac ¢ odpowiednio przez o 57 @ T

- G.

Z tego, co podano w astepach 4 1 5, wyplywa z ratwodeia:
()i — (¥)e =0,

a poniewaz jest widocznie :
(") — (W) =10,

przeto rownaniu (54) staje sie zadosé.

Przekonamy sie rowniez, zawsze opierajac sie na ustepach 415, ze dla
odpowiedniei wartosei stalej 4 nieréwnosei (56) beda spelnione i bez tru-
dnosci udowodnimy, ze funkcye (¥); i (V). sa cigglemi. Spostrzegamy
przytem, ze wszystko to ma miejsce wprost przy zatozenin, ze funkeya o
jest ciggla. Przyjmijmy teraz, ze funkeya ¢ ma pochodne pierwsze. Twier-

oY
o ) ’

dzenia ustgpu 6 pozwalajg nam stwierdzi¢ istnienie wielkosei (
Y k4 o y & e ada ) R
_9;)8 (Ty)f’ @7)2 przy pomocy za$ rozwazai podobnych de tych,

ktore doprowadzity do nie;-éwnos’oi (47), udowodnimy, ze wielkosé 3—87} (¥
iswnieje i ze:

3 = (50,
gdy 0§ On schodzi sig z osig Oz. Spostrzezemy tez, ze ;;7 (¥); jest fonk-
cys eiagla. Rownanie (54) wskazuje, ze tozsamo stosuje sie do funkeyi
5—?7— (¥).. Ostatecznie, opierajgc sie wciaz na ustepie 6, stwierdzimy, ze

dla odpowiednio dobranej wartodei stalej 4 spelniajg sig nieréwnosei (57),
spostrzezemy, ze przy tem wszystkiem nie potrzeba zakladadé istnienia po-
chodnych drugich funkeyi o.

1{. W przypadku, gdy funkeya o posiada pochodne drugie ciagle,
stwierdzimy istnienie wielkosei:
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, E o o s
(60) ang (!{I)i’ '9'7? (W)m 91] 31]/ (T);, ‘377 3’7' (yJer

i ndowodnimy nieréwnosei (58) i (59). )

Oznaczmy przez Ay, 1y, Ay dostawy kierunkowe normalnej wewnetrz-
nej do powierzehui (S), wystawionej w punkeie, do ktérego odnosi sig ele-
ment powierzchniowy ds. Bedazie:

17 C I A
== E‘/{%@“ ¥ + 4 3y 7 T 0z r }Gds’
()
skad:
oW 1 [}, & ew o 92 emw p 8 ey
o) % = ~z;‘/ ];L"W T T My T A ez Ty }Udb'

®
To majac, przypomnijmy sobie twierdzenie nastgpujgce: Oznaczmy przez
P(x,y,2), @z vy,2), B(x,v,=2) trzy funkeye zmiennych x, y, = takie, ze:

i oznaczmy przez ', ¥, 2’ spélrzedne elemeuntu ds, wtedy calka:

. [ {# Plo,y,2) + 1, Q(,y,8) + ¥, Bz, y, 7))} ds,
)
bedzie miala warto§¢ niezalezng od postaci powierzchui zamknigtej (S).
Otoz jezeli w wyrazeniach:
22 p—ur b e—nr . 02 e-nr 22 gur

Ak 2 L
w0 " 3w ¢ 7 dxdy r O oxdz 7

o

gdaie, jak wiadomo, r*=(z— &"? 4 (y—y")? + (z—2y* bedziemy mna chwile
uwazali &', ¢, ¢ jako zmienne niezalezne, bedzie:

2 22 PR e—ar } 8:; o 0 e
2 {é—;r T +¢ P N . r

3 8% e A8 g

) dxdy v 8xdyt r
a 9? g 8% g

% oz v owosE 7 0

a poniewaz
2 e 2 e
A e =
¢ 7 +¢ w7 ’
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przeto, na zasadzie przytoczonego wyzej twierdzenia, calka:

" 1 9% e—wr e—pr 22 gmpr 22 p-pr
62 ’ ’ & T ar .
( ) 47‘6' {ll (3.721 > + 5 P + i aCEa_[/ r + Ay 2xdz r } [Zb,
(8)

bedzie miala wartodé niezalezng od postaci powierzchni zamknigtej ().
Przekonamy sig z latwoscia, ze ta wartosé jest zerem. Istotnie, pozosta-
wiajge punkt (z,y,2) wpolozeniu statem, przeksztatémy powierzehnig(S)wten
sposob, aby wszystkie punkty tej powierzehni oddality sig nieograniczenie
od punktu (z, 7, 2); jest widocznem, ze w tych warunkach rozwazana calka
dazy¢ bedzie do zera; poniewaz za$ powinna pozostaé stala, musi zatem byé
zerem. Stad wynika, ze do drugiej strony réwnania (61) mozna dodaé ilo-
czyn calki (63) przez jakgkolwiek stala op. -~ W ten sposéb miec bedziemy:

(63) 2 _ 2 M, g
o dz? dxdy dudz 07
gdzie:
17 R 17, ., e
Y =— zn“_’l'x(ff—ﬂn) 7 s By =— E}Z'E(G“U())T ds:
) 5
. g = i ewr )
Y, = "“f Ay (o—ay) = ds: B, :I;' - A ds.
Y] (&2

Wezmy za poczgtek spbtrzednych jukikolwiek punkt 0O, potozomy na po-
wierzelini (.§), skierujmy os z wedlug normalnej wewnetrznej; postarajmy

. e LA . . .
sig ndowodnié istnienie wielkosci ( e )_1 Wyznaczyc granice wyzszg mo-

dulu tej wielkosel. W tym celu oznaczmy przez %, ¥, B, I, ezese
ealek, ktére dajg nam funkeye %,, B,, B,, B,, odnoszace siy do kawatka (§’)
powierzehni (S). Jest widocznem, e zadanie nasze sprowadza sie do udo-
wodnienia istnienia wielkosci:

_)5 63))3" ai:g ) a:i\l‘\lﬂ 'a}’Bl&)
(65) ( oa? ),-’ (8.1:‘-’6_1/ ;! (9;1'23.2 i ( N

ido wyznaczenia granic wyzszych ich moduléw. W tym celu dobierzmy

stalg ¢, tak, aby byla wartoscig funkeyi o w poczatku spélrzednych. Po-

toamy — g (', y')=0—0,, a przekonamy sie, ze ta warto$é czyni zadods

wszelkim zaloZeniom w ustgpie 7 1 ze nadto B=W',; wyrazenie przeto
3%, : . . - o

(—; %‘ )istnieje imozemy tatwo otrzymaé granice wyzszg modulu wielkosei:
4 ideyg

Prace mat -fizycz, t. XI. 9
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korzystajac z pierwszej z nieréwnosel (39). Rozpatrzmy teraz pochodng

2 . - £ o d VALY, -
aal’ 4 Jestoczywistem, ze funkcya 2 ustgpu b staje si¢ identycznaz funk
2

d2' o atad B wiall
cya ¥, gdy uczynimy w niej g (&', ) =— Wiynika styd, ze wiel

5
kodé (821‘5’4 ) istnieje; z uwagi za§, ze wartosé bezwzgledna pochodnej - a -
2

jest mniejsza od iloczynu pewnej state] przez Vg8, wyplywa, iz mo-
%W,

dut wyrazenia ( aa ) jest mniejszy od iloczynu pewnej stalej przez wielkosé

. .o R
%. Przejdimy do badania pochodnej 89631‘ Mamy:

'y 9z’ »-‘}L/
H(G' 0“)337 Ay dy',

. Nu)
gdzis (S,), podobnie jak w ustepach, w ktorych zajmowaligmy sig funkzcyq QE,
przedstawia ezgS6 plaszezyzny (%, y) ograniczona kolem a* 4-y? = A2
U\\ zgledniajge rdwnanie (32) i kladge o'=06—oc,, mamy:

¥ = 31;”‘1’ o da’dy' 4 5% ”/ o ~L da' Ay’

%) (‘n)

o

dz' dy' .

1 (s ., ,
+ ;:;Hh @, Yo
8%
( i Y i % ierwsza
Jezeli w rownaniu (20) zamiast g (2, y') napiszemy B to pier

strona tego rdwnania stanie sie identyczng z pierwszym wyrazem drugiej strony

réwnania (29), a jezeli pierwszy wyraz strony dr ugiej tego ostatniego réwna
nia zastapimy wartoscia jegn, wyprowadzong z réwnania (20) i nastgpnie
potozymy ¢ (2,9 )==2"o',bedzie:

- i P
U2 (oo 225 ,_L{/e it aa cl ! dy f o 5 & —-——(l:, dy’
i axa””/“ Wl =g Jor vy g ‘ B
{8 ) (Su)
1 ’\7/ :7 ) f]' ’——~[L _—.—‘ ‘f‘ , lE 20" d
f o+ )956 r dr 7 'l j ( + ) v

(2)
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1

Y- N T e
;+25U(0+“a§>‘~—'—‘*7“““”

' r dr

! w-”, P25\ (B—2)* d 1 d e ot 3t
talle G S e e

dr \r dr
&%)
o2 1 d gl 2 pa—
@ o r 2 22— - dy — — . 1 dy .
47 f 9! ) rdr 7 dz 3.:‘_’ o Y
& )

Przekonamy sie bez truduosel pray pomoey tego wzory, ze wielkosé

1 &8 pof e
(i 5o [ 0 S o )
(&)

istnieje 1 ze moZna otrzymaé granice wy#szg jej modutn w postaci sumy

Ja

0
iloczyndw Wyra:leﬂ%— i %— (przypominamy, ze ¢’ i ¢ oznaczajs granice
wyzsze modulow poehodnych pierwszych i drugich funkeyi o, ktorej pochodne
83, oczywiseie, takie same jak pochodne funkeyi a’) przez wielomiany cal-
kowite wzgledem % a ktore bedy odpowiednio stopnia pierwszego i trze-
ciego.

Za pomoea podobnego rachunku vzasadnimy analogiczny rezultat od-
nosnie do wielkosei:

l 33 § ;T e " Jen! 4
(I—;W‘Uyg daz' dy -
)
‘Wreszeie z uwsgi a to, ze modut wyrazenia f, («/, 3') ' jest mniejszy co do
3
wartoscl bezwzglednej od statej pomnozone] przez ('2--y%)7, przekonamy
sie, ze wielkosé

(41 2 U,u(m ¥) o' ~—dxd_y)

7 ox
(&)

istnieje i ze modul jej mniejszy od iloczynu liczby - brzez wielomian cat-

kowity wzgledem % stopnia trzeciego.
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) EDNY
7 tego wszystkiego wypin‘a, ze wielkosé (%i’z‘—)listnieje i ze modut

Al !
L . L, . .
jej jest mniejszy od sumy iloczynow wyrazei - i Tprzez wielomiany cat-

kowite wzgledem lc](,i stopnia odp. plerwszego i trzeciego. Podobng metoda

. g OO
dochodzimy do takiegoz reznltatn odnosnie do wielkosei (3%2—,) . Catery

wielkosei (65) istnieja i znamy granice wyzsze ich moduléw, a zatem wiel-

"
kogé ( i 1?) istnieje i mozemy znale$é granice wyZszg modutu réznicy
e
2y 1/9%¢
), = =15t
Za pomocg podobnego postgpowania wyprowadzamy analogiczne rezultaty
dla wielkogei:
Y EER'Z

( 2y )z' ’ (_5‘!;5_);‘ ’

i dla roznie:

Cak AN 5"'0) ,3_5(’,) _ L_)
(ul -0l ) 2 (Exay ng’ ( ay? J: 2 (Sa:ay
y=

Przy pomocy rozwazan, podobnych do rozwazan w ust. 9, stw1erdzimy, ze
wyrazenia :

1N

o
0

=y

(66)

»w 2y
Q2 ) (a.) GJ) <C'dy2 >f’

zmieniaja sie w sposéb ciggly, gdy uklad spolrzednych przemieszeza sig spo-
sobem ciaglym, tak Ze poczatek jego pozostaje zawsze na powierzchni (8),
a o$ z pozostaje do tej powierzchni normalng.

Udowodnijmy teraz istnienie pochodnej ( N ) jej ciaglosé i szukaj-

my graniey wyzszej jej modntu. W tym celn ustawmy osi spotrzednych
jak wyiej i roztézmy calke, wyrazajacg fonkeye ¥ na dwie cagsel ¥/ 1 ¥,

odnoszace sig do czedei (S') 1 (S") powierzehni (§). Bedzie:
v w3 w3 ew|
P 47[ }&ll r aw, T ay " ay, — a—z— r ’ d‘b' tlyv s

(s
skad:
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XA {‘ | 22 e ' 8 e 2 3t pwr 1 d
T3z —’ CNowdz T & T iz ¢ &y & }l s
{5
z uwagi za§, ze
3% g—wr - R T ¢ I} o
322 % 4 Lt s ST
badzie:
Y 1 9 @ ew 3 @ e
—— = 5 6[4,—————— — ‘dd:d?
3z dn /) " o2 Bx v ' ay r |
(5
EL e
+ Ir / °— de dy'
R (S
co daje
a 1 2 (2% e 1 2 ({8 ¢
7) — = - — ] | ' dy'
(60 z 4ix .r“ x T + dm ay. ’8!/ P 4
(Sa) ()
£ ” e—ur r 3 e 9 e
= dx' dy —_— Yy — — "1
+4n_ A y+_’a 7 4 2y T de
(s) &)

Stosnjac rezultaty ust. 5 i poprzedzajgeycl, przekonamy sie, ze wielkosel:

pr v
(355—)’ (aaz )

i

oy QP!
oz ),:( 3z ),;
stad za$§ wynika, ze wielkosci:
r'd ay
(=) (&)
(x4
()= o

Innemi stowy, istniejg wielkosci (%f) (dN> i 'sg sobie réwne;

istniejg i Ze:

istnieja, 1 ze:

3

mozemy tedy wspélng ich warto$é oznaczyé przez 7% bezobawy dwuznacz-

noSci. Z réwnania za$ (67) i z twierdzen, ktove wyrazajg sig przez nieréw-
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nodei (15), (21), (22), wyprowadzamy wniosek nastepujgcy: Istnieje stata
B taka, ze:

a
o [E<r L
|

M m?

(L2}U'+BTU"

L’

" ay
Ze funkcya g

krotnie juz poprzednio stosowanej metody.
Z faktu istnienia wielkodei (66) 1 zrownania A¥--E¥=0 wynika
Wy 3%
52) 1 ()

2 Yr

RE

jest ciagla, daje sig stwierdzié latwo za pomocg wielo-

T T -
istnienie pochodnej (T‘) . Co sig za$ tyezy pochodnych

to one moga nie istnied, lecz z réwnania (67) wyplywa, #e pochodne phE.
i A&\”Tg; dla z=y=0 1 dla bardzo malych bezwzglednych wartodei z sg rzedn

wielkosei wyrazenia |log|z||.
Metoda w nst. 9, przy pomocy ktérej uzasadnilismy istnienie wielkoSei

2 dP ; ) S e e e e s P -
= (—==), daje tez mozno$é uzasadnienia istnienia i cigglosei wielkogel
& \dN /;

2y 'Y . o . p ot .

(ES;{?—),‘ R (8—;7317) orazstwierdzenia, ze czynig one zadodé nierdwnosciom (58)

i(59). Stad przy pomocy zwigzku (54) wnioskujemy, Ze toz samo stosuje
. s 3?2

sig do wielkoSei (——37;5) , (— 4 ) .

e

IIl. O réwnaniu Av-|&=0.

12. Poswiecamy ten rozdziat badaniu réwnania:
(1) Ay & = 0,

w przypadku szezegbélnym, gdy parametr & ezyni zadodé nieréwnosei:

@) mo<e,

ad

gdzie m i @ maja znaczenie, nadane im w ust. 2, 0 za$ przedstawia liczbe do-
dafnia do$¢ malg, aby sprawdzaly sie nierdwnosei:
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P, m 1 1 n m? 1
— )<= d(—+ -5 —) < -
@) 4 (a B LL'-') o w o + u'.") ~ 8

W rozdziale VI uwolnimy sig od ograniczenia, wyrazonego przez nie-
rownosé (2).

W przypadku, gdy ta nieréwnosé zachodzi, dowiedzione w rozdziale
poprzedzajacym nieréwnosci (45), (473, (56) i (57) dajg nam:

|, dd 1 ' 1.. ot dd dl ( _1__

W (). FTe<ge  ® () —Fe =g

: g LI T N PRSNUTINE L DS I
6) }(l’)i—?61<%—c, (7) ‘( Je —é’——g! 3

. I 2 /3@ 1 %
® 5w,

o |68~ 5

18. DPostarajmy si¢ wyznaczy¢ calke » réwnania (1) przy pomoey da-
nych nastgpujgeych: Funkeya v ma sprawdzaé réwnanie (1) w calej roz-
cigglosei ohszarn (D), ograniczonego powierzehnia (S§); na samej po-
wierzehni ma sie redukowaé do funkeyi danej cigglej . W tym celu potézmy.

LY sdd 1 2 | 1 )
() — 5 o [ <glete
lS;]((I.]\')ﬁ 2 oy << 8(‘ )y

CE4

an

1, )
1 T
2 2y l< g Fe &)

Q
<

<%(u+o’); m,)i(

2 1 ,
)E-l— —é— /3:;7 i<—5— (c+¢).

a
&

ds.

Uy =

i L4 e N 1 i e—vr
oy n=—g ey
(si (%)

Powiadamy. Ze funkeye szukang wyraza WZOr:

(12) v = zﬁ) Tr .
W samej rzeczy, niechaj  bedzie granica wyzsza modutu fankeyi é. Nie-
réwnosei (6) 1 (7) daja:

-
H

o < o(B) 5 T < 2 ()

co wskazuje, ze szeregi:
w @
X (v s X (videy
k=3 k=0

s3 bezwzglednie zbiezne; na podstawie za$ twierdzenia, wyrazonego przez
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nierdwnosci (55) poprzedzajgcego rozdzialu, toz samo stosuje sig do szeregu
(12). Z drugiej strony twierdzenie, wyrazone przez réwnanie (59) tegoz
rozdziatu, daje:

ok —(1y)e = @; ()i — (U)o == — (Vp—1); (k=1,2,3...),

co wskazuje znow, ze suma v szeregn (12) czynié bedzie zado§é réwnaniu :
W)y = &.

Sumg v szeregn (12) mozna przedstawié za pomoca wzoru:

1 d e»

(14) v == 4—7;/ . ds,
8)

gdzie ‘

{15) o=@ — X (Up)e,

k=0

o wskazuje, ze funkcya » czyni¢ bedzie zado$é réwnanin (1) w catej rozcig-
glosci obszaru (D). Dowiedlismy tedy, e szereg (12) jest rozwigzaniem
postawionego zagadnienia.

Wyprowadzimy niektére wnioski z tego rezultatn. Réwnanie (15)
i nieréwnosei (18) daja nam a<—,§—.9, a zéterﬁ na mocy réwnania (14),
przy awzglednienin twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnogci (55) poprze-
dzajgcego rozdzialu, bedzie:

8 Am

(16)

Zalouzmy teraz, ze fankeya & ma pochodne pierwsze i niechaj Q' bedzie gra-
nicg wyzszg moduléw tych bochodnych. Twierdzenie, wyrazone przez nie-
r0Wnosé (11), wskazuje, ze funkeye (v9)s, (9))ay (Vs)e- .. bedy miaty wszyst-
kie pochodne rzedu pierwszego, i ze Jjezeli przez §; oznaczymy granice wyi-
szg modutu funkeyi (vy)., przez &y — takaz granice modutéw jej pochodnych
pierwszych, to bedzie

RY

5
7 = o
o< @+

. 5 1
Q; 5k<~8—5;;_1—[— "8“6/;—1-
Nieréwnosei (13) wskazujg, ze mozna przyjgé:

(an b= 2 (1),

icm°®
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co prowadzi do nierdwnosei:
5 1
o' << ) 8 + T Q
i bedziemy mieli:

5\
po< o () B

o

(5

W saniej rzeczy, wzor ten sprawdza sie dla k==0 i latwo widz.ieé, ze jezeli
jest prawdziwym dla k=j, to bedzie tez prawdziwym dla k=j--1, a zatem
jest ogélnym. Wynika stad, ze szereg :

(18)

oo
2@

) \
W ”—Z‘ ‘5;]“ (vi)e

k=u

bedzie zbiezny i ze modu} sumy szeregn bedzie mniejszy od:

oo L7 B NETL kL 5 \F __8_ . i__(),
Q,+Z{O(b> +52lg) (=5 9t5 @
k=0
Stad i z rownania (15) wnosimy, ze funkeya o bedzie miala pochodne pierw-
sze 1 ie

% | 8 4 . 8

Zalozmy, ze funkeya @ ma pochodue ciagle az do rzedu drugi.ego Wl@.cz—
nie i niechaj Q" bedzie granicg wyzszg moduléw pochodnych dl'llgl.ch' Twier-
dzenia rozdzialu poprzedzajacego pouczaja, Ze funkcye ('u;.».)i.1 .(’U.J;)z dla
k=0,1,2,3..., bedg mialy wszystkie pochodne drugie ciagle, i jezeli ozna-
czymy przez o" granice wyzsza modutéw pochodnych drl{gwh t):ch funk.cy],
to, na zasadzie nieréwnosei (58) i (59) rozdziatu poprzedzajacego 1 zuwagi na
nierdwnosei (3) rozdziatu niniejszego, bedzie:

8y < % Q4 MO 4 NQ; 8 < ; 8oy - My + Nbp_a,

gdzie:

2
, .

n m? w3 :
; = 4
(13

I s
M=Af—+ 2 + -

[ u? I

Z tych nieréwnosei oraz z nierdwnosei (17) 1 (18) otrzymujemy:
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k=1

5 Vil IV R R 5
o< (5T oy i v [ g i 212 (&)

% .
oo wskazuje, iz szereg X 8" jest zbiezny. A zatem funkeya o hedzie
=0

miata poehodne az do rzedn drugiego wlacznie, a na tej zasadzie, opierajac
sie nadto na wynikach rozdzialu poprzedzajacego, mozemy stwierdzi¢ miedzy
s AT . . de
jnnemi istnienie i ciggtodé pochodnej o

14. Postarajmy sie teraz wyznaczy¢ calke v réwnania (1) przy pomocy

danych nastepujacych: funkeya v w catej rozeiaglodel obszaru (D) ma czy-

dv R . I
nié zadosé réwnaniu (1), a pochodna (—EV) ma sig sprowadzaé¢ do funkeyi
N I;
cigglej danej &.
Poldéizmy:
1 . e~ 1 { (l:a,,_.x) e
o= — 7| @ — ds, vy = —) ——ds
%o = 4:1-’50 7 ds, v dzJ\ N | 7 :

) )
powiadamy, ze bedzie:
co
9 po= X u.
(HO) k= ’
W istocie, z nierdwnosgei (4) i (5), jezeli przez Q oznaczymy granice
wyzszg modulu fankeyi @, wyplywa:
B \k+1
5]

i | < of2)) [(%)]<
(T\) < £ ('s} sobaw )

co stwierdza, Ze szeregi:

e duvp \ . d-n,,)
E( zzf\f”);’ a '(‘zuv .

Je=0

I~

E

21)

/8

<

sa zbiezne. Stad iz uwagi na nieréwnosé (44) rozdziatu poprzedzajgcego
wynika, ze to samo stosuje sie do szeregu (20). Poniewaz twierdzenie, wy-
razone przez réwnanie (43) tegoz rozdzialtu, daje:

dv, ) o (_(l"n )_ &
(—d—l\"—, dN ).
duy | dry \ _ tl'l’k—x) e (et 9 %

bedzie przet d")—~
Q(ZIGDI'ZBO(W'_— .
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Pozostaje jeszcze stwierdzié, ze suma v szeregn (20) czyni zadosé riw-

naniu (1). Polézmy:
29 e — S [
(22) ° UT‘*"A( aN ), ’
k=0
to bedzie:
1 e
(28) v = 4n}6-—-—7_ ds;

€}
a zatem funkeya v istotnie réwnaniu (1) czyni zadosé.

Z nierdwnosel (21) i z rownania (22) wyplywa:
9 8
(24) lol <2,

a stgd, na mocy réwnania (23) oraz twierdzenia, wyrazonego przez nierdw-
nosel (44) rozdzialn poprzedzajacego, bedzie:

- 8 4
(25) [p] << — = Q.

2 27

Przy zalozenin, ze funkeya & ma pochodne pierwsze, dla ktirych granica
wyzszg modulow jest Q' i przy nuwzglednieniu twierdzenia, wyrazonego przes
nieréwnodé (9), rachunek podobny do tego, ktory doprowadzit nas do nierow-
nosei (19), pozwoli nam przekonaé sig, ze funkeya o, okre§lona przez réwna-
nie (22), ma pochodne pierwsze ciggle, oraz ze podobnie jak dla wartosci o,
rozwazanej w ustepie poprzedzajacym, bedzie:

8 8

— Q4 =0.
<3 +9)

2 120
(26) <o

oy

Przy uwzglednieniu twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnofei (48) voz-
dzialupoprzedzajacego, oraz nieréwnogei (3) rozdzialu niniejszego, wyprowa-
dzamy znieréwnosci powyzszych (24) i (26):

- ’ 8§ 4 5 8§ 4
@) IDv| < 5 20 5—(3—}—9 T[)Q’

gdzie Dv jest ktorgkolwiek z pochodnyeh funkeyi », obliczong dla jakiego-~
kolwiek punktu, znajdujacego sie wewnatrz powierzehni (8) i tak blizkiego
tej powierzchni, jak sie podoba.
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15. Mozemy juz teraz rozwiazaé nastgpujace zagadnienie, Dbedace
uogblnieniem zagadnienia, traktowanego w ustgpie poprzedzajaeym, a mia-
nowicie wyzuaczyé calke v rownania (1) w ten sposob, aby czynila zadosé
temn rownanin wcalej rozcigglosei obszaru (D), na ograniczenin za$ obszaru
sprawdzala warnnek:

{28) (—(%\7),2 hvk + @,

gdzie h jest stals dodatnig, & zas jest dana funkeya ciagty polozenia punktu,
pozostajacego weigsz na powierzehni ( §).

Postarajmy sie, korzystajac ze wspomnianej wustepiel rozprawy Poin-
carégo, rozwingé funkcye v na szereg wedlug poteg calkowityeh 1 dodat-

- nich ilofei 7, t. j. potozmy:

[==]
(29) v o= X wht.
=1

Jezeli to rozwiniecie jest mozliwe, bedzie:

4. dwy \ . duwg \ \
(30) Awe Firg = 0; (TN );_ Py (ﬂ,-)-(wk_l),.

Metoda, stosowana w ustepie poprzedzajacym, pozwoli nam obliezy¢ kolejno

fankeye wg, -, .00 , a twierdzenie, wyrazone przez nieréwnosei (25), po-
ucza nas, ze gdy  oznacza granice wyiszg modutu funkeyi &, bedzie:

(h=1,2,3...)

31) l10pr | < © (% %)k ,

co wskazuje, ze szereg (29) bedzie zbiezny, jezeli tylko:

A
a

(32)

wlm

h<<1.

7 tego, co powiedziano w ustepie poprzedzajaeym, wynika, ze mozna
napisaé:

1.7 e
(33) wp = I—;J o ¢ ds,

-
gdzie o; jest funkeya, odpowiednio dobrang. Nierdwnosei(24)i(25)wskazujg, ze:

(34) ol < S o (5=,
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F=61

skad wyplywa, e przy spelnieniu warnunku (32) szeveg .c}_ o it jest zbiezny.
. £

Przyjmijmy, ze tak jest, i poldzmy:

(36) 6 = Xo. Ik
k=n
bedzie :
. 1 (Gl
(36) v = EE.’ o — ds,
)

skad wynika, ze funkeya v, t. j. suma szeregu (29) czynié bedzie zadosé row-
naniu (1). Pozostaje dowiesé, #e 1 réwnaniu (28) stanie sig zadosé. Otoéz
2 r6wnail (30) i z nieréwnosel (31) wynika, ze przy waranku (32), szereg:

o

v(dwk ) I
\ay "

k=0

jest zbiezny, przedstawia zatem funkeye (-g—,%), a stad, przy uwzglednienin

rownan (29) i (30), wypltywa, Ze rownaniu (28) w istocie staje sig zadosé.

Przyjmijmy teraz, ze funkcya & ma pochodne pierwsze ciagle i nie-
chaj @' bedzie granicg wyssz ich moduléw; £ niechaj bedzie granicg wyz-
sza modulu funkeyi ®. Oznaczmy przez IV, granice wyzszg modutiw po-
chodnyeh pierwszych funkeyi wp. Twierdzenia, wyrazone przez nierdw-
nosé (27) 1 nieréwnosci (31) dajg:

8§ 4 5 8§ 4
(I s - o 2l
D5 4 (-’ 9 a) ’
8§ 4 5 8 Ay, (8 AN
s L, R o Y
Dl"‘<3 a Dh"‘+(3 + 9 u)!'" 3 a,)’

skad ; !
, v (8 AT ; (S A
DL_,<!2,(?,_) +(3 +.§——ZL-—)!2.(7;—|—1)(3 =)

@

Wyplywa stad, Ze szereg

(=]
3 bt Duwy,

§=0

w ktorym Du; jest ktérakolwiek z pochodnyeh pierwszyeh funkeyi wy, jest
zbiezny, o ile spetnia sig warunek (32), & sumg jego bedzie liczba, ktbrej mo-
dnl jest mniejszy od wyrazenia:
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S‘m 8 AVH b 8 A 8 AV
2 1+ - = QU+l [ — :
7:{! (3 a) +(3 9 (,,)Q( l)(3 “)}h’h

Tldewodnili§my tym sposobem, ze jezeli funkeya ® ma pochodne pierwsze
ciggte, to woduly pochodnych pierwszych funkeyi », nawet w bezposred-
niej blizkosci powierzehni (8) pozostaja mniejszemi od liczby oznaczyé
sie dajacej.

~ 16. Przypomuijmy tu niektire twierdzenia, odnoszgce sig do réwnania
{1), 2 na ktdrych ponizej wywody nasze oprzemy.

- Przypusémy najprzod, ze funkeya v jest rzeczywista i Ze parametr &
sprowadza sig do liczby rzeczywistej ujemuej; dajmy, ze &= —m2 W tym
przypadku warto$é bezwzgledna funkeyi » nie moze praewyzszaé nigdy ma-
ximn.m wartodel bezwzglednych funkeyi v na powierzehni (8). W samej rze-
ezy, jezeliby wpunkcie oy, /g, 2,, polozonym wewnatrz powierzehni (S), modut
faukeyi » mial wartosé wiekszg,niz w kazdym innym punkcie obszaru (D) lub
powierzchni (§). wtedy funkeya » miataby wpunkeie (g, ¥, %) albo maximum
dodatnie albo minimum ujemne; otoz w kazdym z tych przypadkéw Aviov
musiatyby byé znakow przeciwnych, co jest niemozliwem, gdyz rvéwnanie
(1), ktire obecnie mozna napisaé w postaci Av=m% pokazuje, Ze Av iwv,
83 zawsze jednego znaku.

Wyprowadzamy bezpodrednio z poprzedzajgcego, e gdy parametr &
ma wartosé rzeczywisty 1 ujemng, funkeya v jest zerem w calej rozciaglosei
obszaru (/7), jezeli jest zerem na powierzchni (S). Udowodrimy, Ze to samo
ma wiejsce dla kazdej wartodei parametrn, nie bedacej liczbg rzeezywista
dodfitni@. W tym celu uwidocznijmy czedé rzeczywista 1 urojong fankeyi v:
I.). d] pukéimy v=P-4@, wtedy przy uwzglednieniu réwnai (3) ustepu 2

edzie:

AP+aP—pQ = 0;  AQ+-aQ+pP = 0.

Z twierdzen Grreena—poniewas funkeye P i Q znikajg na powierzchni
(S) — wyplywa:

J QAP —FAQ)dr =0,
()

gdzi.e dr oznacza element objgtodei, a skaznik (D), ze calkowanie ma byé
rozciggnigte na caly obszar (D). Wyprowadzamy z réwnai poprzednich:

p{p+ata=o,
(D)

a stad -P= Q, @=0; a zatem, jak bylo do okazania, funkeya v jest zerem
w cale]j rozcigglogei obszaru (D), ‘
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W dowodzeniu tem przyjmujemy milezaco, Ze wielkosel (—:%7) istniejg.
-~ i

W istocie rzeczy, zaloZenie to, jak zobaczymy péZniej, nie jest koniecznem;
zreszty juz teraz latwo okazaé, ze niema potrzeby zakladaé istnienia po-

Lo
chodnej _ﬁ.L', , gdy parametr & czyni zados¢ nieréwnosei (2).  Aby to oka-
AN /;

za, oznaczamy przez 8 dingodé bardzo maly i niechaj (.S5) oznacza powierz-
chnig, bedaca miejscem punktéw, znajdujacyeh sig wewngtrz powierzchni (8)
w odleglosel & od tejze. TFunkeya » bedzie okreslong niedwuznacznie we-
wnatrz powierzelni (Ss) praéz wartosci, ktore przybiera na samej powierz-
chni: w istocie, gdyby bylo inaczej, to mozuaby znalesé funkeye #/, nietoz-
samosciowo rowna zeru, ktora w calej rozeiaglosei obszarn ograniczonego
powierzehnig (S5) czynitaby zadosé réwnanin Ae'+&'=0, i miawa war-
1086 zera na samej powierzehni (Ss).  Otdz reznltat dopieroco otrzymany
wskazuje, Ze to jest niemozliwe. Stad iz tego, ze staje sig zadosé nieréw-
nofei (2) wynika, Ze wartosel funkeyi v wewnatrz powierzchni (S5) daje
sig wyprowalzié z wartodei funkeyl na powierzebni przy pomocy metody
wylozonej w ust. 3. Oznaczmy przez 2 maximum modulow wartodel, kto-
re przyjmuje funkeya v na powierzehni (S;). Funkeya ta wewngtrz po-
wierzchui (S5) na podstawie twierdzenia, wyraZonego przez nierd wnodé (16,
czyni¢ bedzie zado$é nierdwnosei:

o] < 48_ A'm
¢ 3w

‘Qi

gdzie A’ jest liczbg dodatnig, ktira dazy do 4, vdy 6 dazy do zera. Z dru-
giej strony gdy 6 dazy do zera, zmierza te i © do zera na zasadzie zaloze-
nia. Wynika stad bezposrednio, Ze v bedzie zerem w calej rozciaglosei ob-
szart (D). eo bylo do okazania. :

Oto jeszeze jedno twierdzenie, ktore hgdzie nam pozyteczmem w ha-
stepstwie. - Jezeli funkeya v w calej rozeiagloscl obszaru (D) czyni zadosé
réwnanin Av—-£ =0 i nadto na ograniczeniu obszaru speinia warunek

(-—;—7'\~> = lw, gdzie I jest liczby skonezony, zerem lub liezbg dodatnig, to
Wiy /¢

wtedy jest ona zerem w calej rozeiaglosei obszarn (D), o ile tylkoparametr &
nie staje sie licsby 1zeczywisty dodatniy lub zerem. Uwidocznijmy czesé rze-
czywisty i urojony funkeyi v i polozmy =P @, wtedy bedzie, jak wyzej:

J; } (P2 Q% dv = 0,
kb))
skad P= @==0. Bedzie zatem v=0 w catej rozciaglosei obszaru (D).
W rozumowaniu powyzszem zaklada sig, Ze § nie jest zerem. Polézmy teraz
p=0, bedzie wtedy:
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E=—m?, AP—mP = 0, AQ—mP@Q=0,
a poniewaz:
. Ty (3P\, (3P, [P\ ﬁ',iz_)_)
fPAPdr:—.l { (W)jt(—a?) +(az) Lde IJI (dN s,
‘i n (5)

przeto z uwagi na zwigzek (%);x hP, bedziemy mieli:

j ' { (%ii)q_ (%5)‘—]— (—aag—)"—}— m? P? } dr -+ h / 'Pg ds == 0,
‘(o) ©

skad z przyczyny ze h>0, wynika P=0. Podobniez znales¢ mozna Q=0
i tym sposobem twierdzenie jest dowiedzione.

Koticzymy 'e rozwazania ogélne uwagy, ze zagadnienia, odnoszace sig do
calkowania rownania (1), rozwigzane przez nas w ustepach poprzedzajg-
cych, maja jedno tylko rozwigzanie. W samej rzeczy, gdyby bylto inaczej
i gdyby jedno ztych zagadnien miato dwa rézne rozwigzania o’ 19", wtedy
funkeya v=v'—v" W calej rozciggiosei obszaru (D) czynilaby 7adodé rowna-
nin (1), nie bylaby tedy tozsamoSciowo zerem i spelnialaby nadto na ograni-
czenin warnnek (v);=90 lub warunek (;Z_;V);z Iw. Otoz udowodnili$my, ze
kazda z tych dwu alternatyw jest niemozliwa, gdy & czyni zado$é warun-
kowi (2).

17. Wezmy w obszarze (D) dwa punkty (g, Yo, %) 1 (@4, U1, 21)
i niechaj r bedzie ich odlegloscia. Nazwijmy, idge za Poincarém i uszeze-
gilniajae mieco jego definicye, funkcys Greena uogélniong, albo
wprost funkeya Greena, funkeyy @ (% o, 20, 2, ¥, #), ktéra, uwazana za
funkeyg zmiennyeh @, y, z, ma wlasnosei nastepujgce: w calej rozcigglodel
obszaru (D), z wyjatkiem punktun (z,, y,, z,) czyni zado$§¢ réwnaniu o po-
chodnych czastkowych:

(37) AGHEG = 0;

. . U e . . A,
w sgsiedztwie punktu (g, ¥y, 2,) ré%oica G — I zostaje skonezong i ¢ig-
Y

gty wraz ze swojemi pochodnemi; wreszcie na ograniczenin obszaru funkeya
spelnia warunek:

(38) (‘“" ).= .

an );
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Dla krétkosei méwié bedziemy, ze warunek
(39) (@ =0,

jest tem, do czego sprowadza sie warunek (58) przy h=co.

Fatwo widzied, ze funkeya Greena istn'eje przynajmniej wtedy, je-
zeli staje sig zado$é nier6wnosei (2) niniejszego rozdzialu i jezeli, gdy % nie
jest nieskonczonem, staje sig tez zado$¢ nieréwnosei (32) W samej rzeczy,
polézmy:

et

G (20, Yor 20, %, Y, £) = i + 9 (@0 Yo» 200 T, Y, 2)

(40)

i wyznaczmy funkeye g w ten sposéb, aby, jako funkcya zmiennych z, y, 2,

czynita zadodé w calej vozeiaglosei obszaru (D) réwnaniu o pochodnych
czgstkowyeh Ay - £g =10, a na ograniczenin obszaru spelniala warunek:

dy er" 1(d e

—_— ] = L —— e s

(/AN),- hy + b4 -L:t(dN p )

alho, gdy h=co, warunek:

. { e"ﬂl‘
) = — .
("'/ ( 47 ),

W przypadku pierwszym bedzie mozna obliezyé funkeye g za pomocg metody,
wylozone] w ustepie 15, w drugim przypadku za pomocg metody ust. 43.
Z drugiej strony jest widocznem, ze warto§é funkeyl &, przedstawionej
przez réwnanie (40), bedzie miata wszystkie te wiasnosei, o ktore nam idzie-
Dodajmy uwage nastepujaca: Z tego, co powiedziano w ustepack 13145, wy-
plywa, ze funkeya g, w powyzszy sposéb obliczona,bedzie miala jako funkeya
zmiennych z, y, z jeszeze wlasno$é nastepujaca: jej pochodne pierwsze beds
skonezone i ciggle nawet w sgsiedztwie bezposredniem powierzchni (S), skad
d@
aN

wnosimy, ze wielkosé ( )‘istnieje i bedzie ciagla nawet w przypadku
h=coc.

Nasnwa sig naturalnie pytanie, czy zagadnienie o wyznaczeniu funk-
cyi Greena moze mieé wiccej niz jedno rozwigzanie. Fatwo wyprowa-
dzimy z twierdzen, udowodnionyeh w usteple poprzedzajgcym, ze zagadnie-
nie to ma jedno tylko rozwigaanie, o ile sprawdza sig nieréwnosé (2). Zoba-
czymy zresztg pozniej, ze to Sciesnienie nie jest koniecznem.

Funkcye Greena sg symetryezne wzglgdem dwu ukladéw zmien-
nyeh @, Yo, Zo; % Y, 2z; Innemi stowy, mamy tozsamosciowo:

& (wm Z/O: Ry Ty Yy Z) = G ($7 Y %y Loy Yoo ZO)-

Prace mat.-fiz. t. X1 10
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Mozna tego dowiesé zupelnie tak samo jak dla funkeyi Greena zwyczaj-
nej, odnoszacej sig do rownania Liaplace’a:

Polézmy: )
(&) 1= [16 @00 mm 0.9 I dr,

‘(o

gdzie dr jest elementem objgtosci, odnoszgcym sig do punktu z, y, 2, i gdzie
skaznik (D) wskazuje, Ze calkowanie powinuo byé rozciggnigte na caly ob-
szar (D). Uwidoczniajge ezgst rzeczy wista i urojong funkeyi &, pot6zmy:

(42) G (wm ?/01 2‘07 m; y: Z) - GI ("I"Oa yO) zﬂ! z, yv Z) + ,LG: (m0'l ?/05 Z()g Z, 'yv Z)‘
Powiadamy, ze bedzie:

G4 (24, Yo» %0s Fos Yo %0)

w9 I=[{er+erya=

‘o
Mamy:
(44) AG, - aG — BGy =0, AG, +alGy + G, =0.
aG, ady
(45) N =hG, ik =nG,.

Otoczmy punkt x,, 7o, 2, maly kulg (S;) promieniu g,” oznaczmy przez (D)
czeéé obszaru (D), znajdujacy sig zewnatrz kuli (§,) i niechaj ds, bedzie ele-

. . d . .
mentem powierzehni (S;). Oznaczmy przez symbol A rézniczkowanie
. 10

wzgledem normalunej zewnetrznej do kuli (S,). Uwzgledniajge réwnania
(44) i (45), otrzymujemy na podstawie twierdzenia Greena:

" a6 aG, )
[(6. 43 — 6 ) do + 8 [(64? + @7 de =0,
k) )
gdzie skazniki (S,) i (D') oznaczajg, ze calkowanie rozcizgga sig w jednej
calce na calg powierzehnie kuli (5y), w drugiej na caly obszar (D). Za~
a6

R . .. 4G L. y . L. oL
razenia —-—- - — 1 G4 —= 8§ 1Z60 < ryr
uwazmy, ze wy N -+ o Gy N S rzedu wielkosei wyrazenia

—1—. Niechaj w poprzednim wzorze o dgzy do zera; bedzie wtedy w graniey:
— G {@g, Yos 20> Fo» Yos Z0) + ﬁf(G,g + G di=0,
()

a ten wzol wyraza twierdzenie, o ktire nam idzie. W tenze sam sposéb
przekonad sie moina, ze rownanie (43) utrzymuje sie i dla przypadlku b= co.
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18. Zakladajac, ze staje sig zados$¢ nieréwnosel (2), okazemy, iz ist-
nieje pewna liczba dodatnia B, zalezgca tylko od powierzehni ((S) i para-
metru , a majaca wartosé skonezona nawet dla h=co i taka, ze:

(46) T<B™

~ ad "

W istocie, wezmy punkt (x, y,, 2,), polozony wewnatrz dziedziny (D),

w odleglosci , od punktu z, y, 2.

Ty
Rozpatrzmy funkeye ’ , ktéra, uwa-

P
dary
zana jako funkeya zmiennych x, ¥, 2, czyni zadosé réwnaniu:

(47) A e
-.1 4

Opiszmy z punktow (2, 9y, 2,) 1 (%, 41,21), jako ze srodkéw, dwie male
kule (Sy) i (8)), 1 niechaj (D") bedzie kawatkiem obszaru (D), znajdujaeym

o=

sie zewnatrz tych dwua kul. Zastosnjmy do funkeyj i Gy, uwazanych

4y
za funkeye zmiennych #, y, z 1 do obszaru (D") twierdzenie Greena. Gdy
promienie kul (S,) i (S,) zdazaja do zera, wtedy w granicy, przy uwzgled-
nieniu drugiego z 1'0vynaf1 (44) i réwnania (47), bedziemy mieli:

£ gmters .
Gy (o, Yo Zos 1y Y1 21) = '__5;,'7;“ (G, —iGy) dx
(D)
1, d e-on 1 [(ern dG,
+4_m/G2E171\T s — |y O

&) &
Rownanie to, stosownie do tego, czy % jest skotezone czy nieskofczone,
przy uwzglednieniu w pierwszym razie drugiego z réwnan (45), w drugim
razie réwnania (G,);=0, wynikajgcego z rownania (89), da nam:

ek .
(48) Gy (T, Yos Z0s 1, Y1o 21) = f;;, . (Gi—1i6y) dv
)
1, d e Lo, e-#n
‘ +ZE,1(’Y“HV"_¢1 cls-—z;./Gg o ds.
[ ®)
Tab R
e .
(49) G? (xm Yoy P05 L1y Y1s Zi) = Z% (Gl —1? Ga) dr
(D)

L[ dGy
i), aw “
8
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~ Rozpatrzmy najpraéd przypadek, w ktérym % nie jest nieskoticzone.
Oznaczmy przezM maximum bezwzgledne] wartosei funkeyi Gy(@g,¥/y,20,%:Y,2),
gdy punkt =, ¥, # opisuje powierzchnig (S) i niechaj 2, y', 2’ bedzie jakim-
kolwiek punktem na tej powierzehni. Twierdzenia, wyrazone przez nieréw-
nosci (8) rozdzialu niniejszego i przez nieréwnodci (44) rozdzialn poprze-
dzajacego, daja nam dla punktu (2, ¥, 2'):

- d — 1 Ve

(74‘]';‘/ Gﬂm ¢ p ds\), - ; Gy (%0 Yos Zos 2,y )= 'g‘Ma
, i i a

Q)]

h o, e T L

(‘4?,_/@2 - ds)i— w2,
&) .

gdzie /i A" s czynuiki zespolone, ktorych moduly sg mniejsze od jednosei.

Réwnanie (48), przy uwzglednienin tych wzoréw, daje:

Ah

—M.
3

t ool TgTHn ~ . A ‘
(50) Gy (%o, Yo 20, %Y, &) = (’2%’ . (Gy —1iGy) dr)[-[— T M23"
)

Przyjmijmy teraz, ze liczhg 6, po stronie drugiej nievéwnosei (2) niniejszego
rozdzialu, wybraliémy tak matg, aby byto:
AL 1

{51) S —8_;

AN

obierzmy dalej punkt (2,9, 2/) na powierzehni (S) tak, aby wartosé bez-
wazgledna fankeyi Gy (2, Yo, 20,24, ') byla réwna 2. Réwnanie (50) da
wiedy : ~

(52) M< [( e

(G- iGy)) czT)A .

B
w) 7y
()

Zanim pdjdziemy dalej, przypomnijmy sobie twierdzenie Sehwarza,
ktore mozna wystowié w sposob nastepujacy: Niechaj ¢y, @q, . . . . . , P8
@ Pl . , ¥'r bedg funkcye rzeczywiste w liczbie 2k; potozmy:

k A R
E— f}zzwdz, B=[Zprda K= fzwm'dr,
. = oot !
) @ = o
bedzie wtedy :

(53) K* < EE'.

Aby dowiesé tego twierdzenia, do$é zauwaiyd, ze forme kwadratows

G (zy,, Yo, 20, Zoy Yor Z) <
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PE- 2K, B, wktdrej £ 1 {7 sq zmienne rzeczywiste, mozna wy-
razi¢ przez catke, nie mogaca przyjmowad nigdy wartosei ujemnych. Oczy-
wiscie jest:

5 Gy— i Gy) dr | < f

(54) 17y (G a) | .

(m (€]

V@ 4Gy . dr

1

zastosujmy do strony drugiej tej calki twierdzenie, wyrazone przez nierow-
nosei (53) ,i potdzmy w tym celu:

p—2ary _
k=1, ¢ = e H qjll = G+ G22§
bedzie:
J /J-ETM V@ G2 dx 2<§ I "('AE“Y‘ dr
\ 7 1T Y2 ,',,1;3 :

W 127

gdzie I jest liczbg, okreslong praez réwnanie (41). W calee, ktéra znajduje
sig po stronie drugiej wzorn poprzedzajacego, rozeiagnijmy calkowanie - na
caly przestrzen, zamiast ograniczaé sig na obszarze (D); otrzymamy tedy:

R G O

(55) VEEG by <

“y

skad i z nier6wnosei (52) i (54) wypiywa:

2p°
267 1
Tl

(56) A<

Zauwazmy, e réwnanie (48) utrzymuje sie, gdy polozymy &=y, ¥ =1,
2,=2,. Aby sig o tem przekonad, dosié zastypic dwie kule (8,) i (Sy), ktére
wystepnja w wywodzie tego rownania przez jedne jedyna kule (S;). Potdz-
my tedy w rownanin (48) wy==w,, 1=y, 2,==2,; Wtedy z uwagi, iz nieréw-
nosci (54) i (55) maja miejsce dla wszelkiego polozenia punktu (21, Y1» 21)
w obszarze (D), nwzgledniajge nierdwnosel (44) 1 (55) rozdzialu poprzedza-

- jacego i opierajac sie wreszcie na nierdwnosci (56) rozdzialn niniejszego,

bedziemy mieli:

) Tl T Ty Ty T

Roéwnanie (43) daje przeto:

1 1 m
_— = "1-—:—
2V2a Va ala

JEr YT

aVal =

Vi< {
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skad:

j_1 i+AV%+Aa]lV2

(*m?
12727z m amVa [ @°

I<

il

gdzie stosunek o jest mniejszy od jednodei, a z zalozenia druga strona 6

nierdwnodei (3) jest wybrana tak, ze sprawdza sie nieréwnosé (51). Dodé
wzigé przeto: ’

B={~l—.+A

VI, 1y
2V = }

e o

aby miala miejsce nierdwnosé (46).

Pozostaje zbadaé przypadek, w kitérym parametr % jest nieskoticzony.
Wrotmy do rownania (49) i oznaczmy na chwils przez F (x, 1y, 21)
1@ (2,9, 2,) plerwszg i drugg calke drugiej strony tego réwnania; bedziemy
mieli:

(57) Gy (%0, Yo, 20y L0, Y1y 21) = F (g, Y1y 21) — D (24, 91, 21)-

Funkeya Gy (2o, Yo, 20, @1, %1, 2,) 2znika, skoro punkt (z,,y,, 2;) znajdzie sig
na powierzchni (§); bedzie tedy:

(58} (F)i — (@)= 0.

Z drugiej strony jest widocznem, ze nieréwnosei (54) i (55) utrzymujs sie
i wtedy, gdy % jest nieskoficzone; z uwagi przeto na réwnanie (58) hedzie:

-

Poniewaz funkeya &€ (%, 3;,2,) W calej rozeiggtosei obszarn (D) czyni za-
do§é rdwnaniu A @4-£F=0, a nieréwnosé (2) jest spelniona, przeto mozna
t¢ funkeye @ wyznaczyé za pomocg metody, wylozonej w ust. 48, i stosowaé
do niej twierdzenie, wyrazone przez nieréwnosci (16). Stad, przy uwzgled-
vieniu nieréwnosei (59) bedzie:

(59) HD);] <

8 Am 1 /T
Fl<|Bl- o —— - |/ =
121 <lpl. 5 ) L
Z przyczyny zas moznosei stosowania nierownoscl (54) i (55) do rozwazanego
przypadku jest zarazem:

2V 2x (4]
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Stad réwnanie (57), ktére ntrzymuje sie widocznie dla x,=x,. %1=Ve,

8="%n daje:
J T T

a = 2¥3x

8 Am |
S S x

a z tej nieréwnosei, pray uwzglednienin rownan (43), wyply wa:

- 2 o
VT < {__ A a ; m

3 2/3n 2ml 2z ava

Poniewaz -::T << 1, wiec dosé przyjaé, ze:
8 A4 1 \?
B'_—“ - T, 1,
(3 2?"275+ 21’27:)

aby stato sig zado$é nier6wnosci (46).

1V. Calkowanie réwnania Aw-} &w'--f=0; istnienie funkcyj
harmonicznych.

19. Przechodzimy do razwigzania zagadnienia, pndanggo we.wstgpie,
t. j. cheemy obliczy¢ funkeye w, czynigea zadosé w catej rozeigglosel obszaru
(D) réwnaniu o pochodnych ezgstkowyeh:

(1 . Aut+Eut/=0,
a na ograniczenin tegoz warnnkowi:

o du T

@ ay —

Przyjmijmy, ze funkeya dana f(z, . 2), stanowigca wyraz trzeci réwnania
(1), ma w sgsiedztwie kazdego punktu (z,y,2), wzigtego Wewn@trz obsza'ru
(D), pochodne pierwsze clagle; lecz mogloby by¢, ze jezeli punkt (,y,2) zmie-
1za do punktu polozonego na ograniczeniu (§) obszaru (D), wte.dy poqhodne
funkeyi /7 nie daza do granic skoiezonych i oznaczonych. Pl:zyjfnu‘]emy nad-
to we wszystkich praypadkach, ze funkeya f (z,,7) pozostaje ciagls, nawet
na powierzchni (S).

Dodajmy, ze zagadnienie, polegajace na obliczeniu_funkcyi , ma je-
dno tylko rezwigzanie, skoro parametr & czyni zadogé nierdéwnosel (2) roz-
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dziatu poprzedzajacego. W samej rzeczy, gdyby zagadnienie to miato dwa
rozwigzania v i w’, wtedy funkeya v=1u'—u" czynilaby zadogé w calej roz-
cigglosel obszaru (D) rownanin Av—£v==01 nadto na ograniczenin warun-

. v . L S
kowi N = Tw. 0t6z pray naszyeh zatozeniach moze to mie¢ miejsce tylko

wtedy, jezeli w calej rozeigglosci obszaru (D) jest v==0, czem wlagnie ndo-
wadnia sie powyisze twierdzenie. "W istocie, twierdzenie to utrzymuje sig
i wtedy, gdy nie spelnia sig nieréwnosé (2); dosé, by parametr £ nie byl licz~
bg rzeczywista nienjemna. Wynika to wprost z ponrzedzajacego dowodze-
nia w przypadku, gdy % nie jest nieskoniczone; dla praypadka, w ktérym /s
jest nieskonczonodeia, damy dowodzenie osobne.

Oznaczmy przez r odleglod§é punktéw (z, v, 2) i (), ¥/, 2"), przez dr ele-
ment objetodel, odnoszacy sig do punktu (o, ¢/, 2) i potozmy na chwile:

. ‘ - f(‘q""ylﬁ z,) dra

@ =1l
(%)

gdzie skaznik (D) oznacza, iz calkowanie ma byé rozeiggnigte na caly dzie-
dzing (D). Z samej cigglosei funkeyi 1 (2, ¢/, ) wnosimy bez trudnosci, ze
funkeya @ ma pochodne pierwsze. Zobaczymy nastepnie, ze istnienie po-
chodnyeh pierwszych funkeyi f dla kazdego punktu, wzietego wewnytrz
obszaru (D), pozwoli nam uzasadnié istnienie poehodnyeh drugich funkeyi
@ dla takiego punktu i stwierdzié wreszoie, ze funkeya @ czyni zadodé w ca-
fej rozcigglosei obszaru (D) réwnanin AP + £ P f=0. Jezeli wige polo-
zymy v=u—P, to funkcya o bedzie czynila zados§é réwnanin Av + Ev=0
w calej rozeinglodei obszarn (D), a nadto na ograniczenin spetniaé bedzie
warunek :

dv \ g
@ ﬁﬁl:h@»+wﬁh“(ﬂﬂf

Inb dla h==o0o warunek:
(5) ()= — (P):.

Stad wyplywa, ze jezeli parametr & czyni zadod$é nierownoder (2) rozdzialu
poprzedzajacego oraz, jezeli gdy hiniejestnieskonezone, druga strona 0 tej
nieréwnosci jest dogé mata, by stawalo sig zadosé nierdwnosci (51) tegoz
rozdzialu, wtedy funkeya v istnieje i bedzie mozna jg obliczyé za pomocs
jednej z metod, wylozonych w ustgpach 13, 14, 15.

- Oznaczmy, jak w rozdziale poprzedzajacym, przez G (z,y, 2, ', y/, &)
funkeye Greena-uogdlniong, a przez drelement objetodei, odnoszaey sie
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do punktu (2',y',2"). Stosujge twierdzenie Greena, otrzymujemy z la-

twoscia:

(6) w= | 'y, 2) Glry 2,y de,
)

gdzie catkowanie rozciaga sig na caly obszar (D). Dowdd wzorn tego zdaje
sig dawacé powod do zarzutu w przypadku, gdy . jest nieskoficzone, albo-
. TP o] e I .
wiem wtedy istnienie wielkosel (ﬂﬁ) nie jest pewnem a priori. Lecz zoba-
czymy nizej, e zarzut ten nie jést uzasadniony, albowiem mozna dowiesd,
ze funkeya % ma pochodne pierwsze skoniczone, nawet w najblizszemsgsiedz-
twie powierzehni (8). )

Przyjmijmy, Ze parametr £ wybralismy tak, aby stalo sig zado$é nie-
réwnodei (2) rozdzialu poprzedzajacege i ze wprzypadku, gdy h nie jest
nieskoncezone, %e strona druga 6 tej nierownosci jest tak malg, ze staje sig
zadodé nierownosei (51) tegoz rozdzialu. Wtedy =z nierdéwnosei (53) 1 (46)
rozdzialu poprzedzajacego wyprowadzamy tatwo nieréwnosé:

@) e < B2 [ 17 .

[¥0]

20. Utrzymajuy zatozenie, ze strona druga 6 nieréwnosel (2) rozdzia-
Iu poprzedzajacego jest dosé mala, aby wyplywala z niej nier.dwnos’é (1)
tegoz vozdzialn, oraz ze wybralismy & tak, aby tym uiPrdwnoécmp stawalo
sig zadosé. Okazemy, Ze moZna znalesé liczbe dodatniy B', zaleing tylko
od powierzchni (§) oraz od parametrow & i I, aby Lyto:

(8) |Bu| < B'F,

gdzie Du oznacza ktérgkolwiek z poehodnych pierwszyeh funkeyi =, F 748
oznacza granice wyzsze modulu funkeyl f(z,y, #), wehodzacej do réwna-
nia (1). ) ]
Rozpatrzmy przypadek, w ktérym parametr 2 ma wartosé s_konczcma,
rzeczywisty i nieujemng, i zalozmy nadto, lecz tymezasowo tylkf), ze fu‘nkcya
f(x, y, 2) ma pochodne pierwsze skonczone 1 ciggle nawet w sz}SJ_ed‘ztww bez-
posredniem powierzelini (). Spostrzegamy wtedy bez trudnolécl, ze fm}kcya
w, ktorg bedzie mozna obliczy¢ za pomocy metody, wyluiox}e‘] W us’tqple Do-
przedzajaeym, bedzie miata pochodne pierwsze, ktore pozostans skonczonemi

" i cigglemi nawet w bezpogredniem sgsiedztwie powierzehni (8). To majae,

starajmy sie wyznaczy¢ granicg Wyzszy modulow tych pochodnych.
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Stosujgc twierdzenie Greena, znajdziemy 2 Tatwosciy:

. R N PN L[ d oew 1 (et du
(9°) w== EJ e,y 2") . dr + ZE{ N ds yon / AN ds,
(2 &) (8)

skad, przy uwzglednienin réwnania (2), wynika:
. L (s r o € 1 d e, h / e
(€)] u__Za;Jf(x,y,z)T d1+4_n_/udN - ds — Wl uds.
2] ® ®

Powolnjge sie na okreslenia znakowai, podane wust. 8, ozvaczmy
przez H’ maximum modutu wielkodel -S—Z'— , Przez H granice wyzszg modutu
fankeyi w. Nieréwnos¢ (10) poprzedzajacego rozdzidlu oraz nierdwnosé (46)
rozdziatu IT-go daja:

1 3u

2 L [d e e
m e ey ay | < E D
&
9 h [ew Ah ., 1 "
lw Er—‘ uclsf < - H' 4 4 (~~“— 4= v—d—;‘,—) Hh.

)

Na zasadzie zatozei, uezynionych o parametrze & bedziemy mieli:

A 1 i m 1
< Al tal<w
a zatem: X
| 2 ) _l_z_ i . 1., I
= 47“} — uds| <~ H'+ ¢ H
)

Z nieréwnosci tych wyplywa, ze bedzie moina znalesé czynniki zespolone
A 12" o modutach mniejszych od jednosei i takie, Ze bedzie:

2 1 d ew 1 2w ro.
£ —4;‘ U ds — T T (H+ H')
{8
9 h | e AP—
a LT_} W ds = g (H' L H)

8

Z véownan (9) przy pomocy réwnafi poprzedzajgeych wyprowadzimy z la-
twoscig:

- Wybierajac punkt i of, do ktérych odnosi wyrazenie
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du 1 L Y I ad " ot H . u
By = 3 917‘/f(a,,,y,z) ; zIr-—i—T(l + A+ 7 (X - h2").
(n;

tak, aby modul tego

u
oy
wyrazenia byt maximum, otrzymujemy z réwnania poprzedzajacego:

b
r

dr

+ Za+nw

0 <o o @)
@

Jezeli F jest maximum modulu funkeyi f(«, ¥/, 2) bedzie:

119 (a0, , ™ 1 m)
1 ; = L = \F.
I e A R e
@)
% drugiej strony z nierdwnosei (7) mamy:
(12) H2< B _’;‘— 1 do.
i

Nier6wnosei (10), (1) (12) wskazuja, ze istnieje pewna liczba B, zalezna
jedynie od powierzehni (S) oraz od parametrow £ ik, taka, Ze zachodzi nie-
rownosé:

(13) u

= 1<B1 F.
°n

Oznaczmy na chwile przez ¥ wyraz drugi strony drugiej réwnania (*).
Nierownosei (12)1 (18) 1 twierdzenie, wyrazone przez nierownosé (10) roz-
dziatu poprzedzajgcego, wskazujg, iz mozna znalesd pewng liczbe B,, zalezng
tylko od powierzchni (§) oraz od parametrow & i/, taks, ze

oY

(4) £

< B F.

Jezeli przez @ oznaczymy Wyraz trzeci strony drngiej rownania (9), to réw-
nanie to da nam:
awy gy ey L Gy ) 27 )
5 ( dN),»" ( {ZN),—+(JN); i dN,D)f(”’y’Z) A
{

‘s L [ dwy .
7 réwnania (2) i z nieréwnosei (12) widaé, iz modut wyrazenia (W) jest

mniejszy od iloczynu wielkosci F przez stala analogiczna do statych B, 1B, .
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7 drugiej strony latwo spostrzedz, ze to samo stosuje sig do moduldw drn-
giego i trzeciego wyrazow réwnania (15). A zatem istnie¢ bedzie pewna stala
B,, analogiczna do statych B,, B,, itaka, ze

aw

116) &V%<&E

Nieréwnosei (14) i (16) pokazuja, ze gdy oznaczymy przez ¥, ktoérakolwiek
z pochodnych pierwszych funkeyi ¥ i jezeli polozymy:

B, =+ VB + By?,
bedzie:
(17) [ (¥)e] << B, F.
W calej vozcigglosdel obszarn (D) jest oczywifcie AP, 4 ¥ = 0, a zatem
na mocy tej nierdwnodei oraz twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnogei

(16) rozdziatu poprzedzajgcego, jest:

Am

(18) AR ¥

Z réwnania (9), uwzgledniajac nieréwnosei (13) i(18)1 stosujge do wyrazu
trzeciego strony drugiej tego rownania, twierdzenie wyrazone przez nierdw-
10$6 (48) rozdzialn I1-go, latwo wniesé, Ze nierdwnosé (8) jest prawdziwa.
Dowodzenie to ntrzymuje sig tylko przy ograniczeniu nastgpujacem:
funkeya f(z,y, 2) ma pochodue pierwsze skoiczone i ciggle nawet w bezpo-
§redniem sasiedztwie powierzehni (8).
) Postarajmy sig wykazaé, ze mozna uwolnié sig od tego sciesnienia
iw tym celu udowodnimy, ze nieréwnosé (8) dla wartodei &, spelniajacych
W)-'Ze.]lwyslowione warunki, dajs sie tez wyprowadzié z zatvzenia, ze funkeya
 istnieje, oraz ze dla kazdego punktu wewnatrz powierzelini (S) funkeya u
ma sze$¢ pochodnyeh rzedu drugiego. W punkeie B3, wazietym na powierz-
chni (§), wystawmy normalng do niej i na tej normalnej odetnijmy diugosé
MM, = § ku wnetrzn powierzehni  Gdy punkt B opisuje powierzehnig (),
8 za$ pozostaje statem, wtedy punkt M, opisuje pewna powierzchnig (Ss).
Jest widocznem, ze skoro:

(19) : 8 < &,

3, zas jest dosé male, wtedy powierzehnia (S;) znajduje sie calkowicie we-
wagtrz powierzehni (8) i ezyni zadosé warunkoo, prayjetym dla powierzehni
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(8) w ust. 2. Nadajmy symbolom (F); i (%)5 to znaczenie wzgledem po-

wierzehni (S;), jakie majg symbole (F); 1(%) wzgledem powierzehni (§).
Zalézmy, ze trzeci wyraz strony plerwszej réownania (1), t. j, funkeya
f (x,y,2) jest taka, ze funkeya u, ckreslona przez réwnanie (1) i (2), istnieje
ima wkazdym punkeie wewngtrz powierzchni (8) nietylko pochodne

2 2 o2 . . .
%%Z— y —gy%, 3:—:—, ale i trzy inne pochodne drugie. Polézmy:

(20) &= (-g—;—)aw R ().

Jest widocznem, ze fankeya & dazyé bedzie do zera, gdy & dazy do zera; jest
tez jasnem, ze funkeya ® mieé bedzie pochodne pierwsze, Oznaczmy przez
v funkeye, sprawdzajgey w cale] rozciaglodei obszarn zamknigtego powiers-
chuig (Sy) réwnanie Av-Ev=0 i czyniges zado$é na ograniczenin tegoz ob-
szaru warunkowi :

@1) ( 5;7) = h(®)s +&.

Funkcya v da sie wyznaczy¢ (ust. 16) przez warunki poprzedzajgce; bedzie
ona miata pochodne pierwsze skoficzone W sgsiedatwie bezposredniem po-
wierzehni (S5) 1 dana bedzie przez wzor:
1 e
T T
(vg)

(22) v =

gdzie ¢ jest funkeya, zdazajges do zera wraz z fankeys @
Polozmy:

(23) w == u—0,
wtedy funkeya ' w calej rozeigglodel obszarn zamknictego powierzehni (S5}
czynié bedzie zadodé rdwnanin A/ +Eu/~f=0, na ograniczeniu bedzie spel-
. du' . A . .
niata warnnek (ﬁ) = % (u'); 1 bedzie miata pochodne pierwsze skonczo-
I

ne nawet w sasiedztwie bezposrednien: powierzelni (S). Rozumujge przeto
jak wyzej przy wyprowadzanin réwnania (8) wprzypadku, gdy funkeya « ma
pochodne pierwsze skofczone W Dezposredniem sasiedztwie powierzehni (8)
znajdziemy, Ze istnieje pewna liczba B taka, i%

|Dw]| < B"F,
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gdzie D' wyobraza ktérvgkolwiek z pochodnych pierwszych funkeyi «'
w jakimkolwiek punkeie wewnatrz powierzchni lub putoZonym na niej, F za$
wyobraza, jak wyzej, granice wyzsza modutu fonkeyi f, (%, y. 2)-

Bedzie mozna, oczywiscie, tak wybraé liczbg B/, wystepujgea w nie-
réwnosei (8), aby dla wszystkich wartosci 6, czynigeyeh zadosé nierdwnodcl
(19) byto B"= B'; bedzie tedy:

24 |Dw'| < BF

dla wszystkich wartosci 8, czynigeych zadosé nier6wnosei (17).

Wezmy wewngtrz powierzehni (S) poakt M dowolnie blizki tej po-
wierzehni, wezmy praytem 8 tak mate, aby punkt I znajdowal sig wewnatrz
powierzehni (S5). Oznaczmy przez (D, (D), (Dv)a pochodne funkeyj
w, , v w punkcis M wzgledem jednej ktorej kolwiek ze zmiennych z, y, 2.

- Na zasadzie nieréwnosei (24) i réwnania (23) bedzie:

(25) | (Dws| < B'F +[(Dv)xl-

" Nieréwnodé ta bedzie miala miejsce dla wszystkich dowolnie malych
wartosei 8. Niechaj & dazy do zera, wtedy i funkeya @ dazy¢ bedzie do zera
i takze funkeya . Ot6% wzor (21) pokazuje, ze gdy o dazy do zera, to i (Dv)ar
do zera zmierza. Z tego wszystkiego i z nieréwnosci (25) wyplywa, ze be-
dzie ogélnie:

|Du| << B'F.

Tym sposdbem nieréwnogé (8) jest dowiedziona dla wszystkich warto-
gci skonczonych rzeczywistych i nieujemnych ilosci . Pozostaje do zbada-
nia przypadek, w ktérym h==co; tem wiadnie zajmiemy sig obecnie.

21. Mamy do rozwazenia przypadek, w ktérym funkeya w jest okre-

Slona przez réwnania:
(26) Aw4-gutf =0, 27 (u); = 0.

Zalbzmy najprzéd, ze funkcya w ma pochodne pierwsze skoficzone, naweb
w bezposredniem sasiedztwie powierzchni (S); bedzie to mialo miejsce na-
przykiad v&itedy, gdy funkeya f(z,72) ma pochodne pierwsze skoticzone, na-
wet W sgsiedztwie bezposredniem powierzchni (S). Roéwnanie (9¢), pray
uwzglednienin warunku (27) da nam:

1 , e 1 oewr gy
(28) ’LL-——4—n—f f(.z:,y'1z ‘) p fl’[—-z;}—r— —‘z—lvz- ds.

2 (9
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Polézmy na chwile:

L [er du
=) T av “
[&]

(29) &

o
dr.
o

: 1 :
(39) =g @)
(D)

Réwnania (27) i (28) daja:

2
on

@ (&)= (-% (@)

. . du s
Oznaczmy przez H maximum modutu wyrazenia ik wtedy namocy twier-

dzenia, Wyrazonego przez nierdwno$é (4) rozdziatu poprzedzajacego, bedzie:

ad 1 rhi A

dN =~z v T8 =,

gdzie 2 jest ezynnikiem zespolonym, ktorego modu} jest mniejszy od 1. To
majae, z réwnania (28) i z poprzedzajacego wyprowadzamy:

du dop i
w=2ay T
Dajmy, ze to réwnanie jest napisane dla punktn powierzehni (S), gdzie mo-
du

dul wyrazenia ivd osiaga swoje maximum H; rownanie to da:

. 8 | do
(32) #<g oy

7 réwnania (31) i z nierdwnosel (32) wyprowadzamy z latwosela wniosek
nastgpujacy: jezeli &, oznacza ktorgkolwiek z pochodnych pierwszych funk-
cyi @, bedzie

(33) W& < B F,

gdzie B; jest liczba, zaleing jedynie od powierzehni(S)oraz parametrow & i h,
Fza$ oznacza, jak wyzej, granicg WYyZszg modutu funkeyi f(z,y,2). Za-
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uwazmy, ze funkeya &, czyni zado§é w cxlej rozcigglodei obszaru (D) row-
naniu AP, &P, =0 i ze moze byé obliczona przy pomocy metody, wylozZo-
nej w ust. 43. Na zasadzie tedy twier.zenia, wyraZonego przez nieréwuosé
(16) poprzedzajacego rozdziatu, bedzie dla kazdego punktu obszaru (D):

|;zsl|<-§f—£’135n
S 4

Waiesiemy teraz latwo z réwunania (28), ze mozna znalesé na 8’ wartuse,
aby czynila zado$é wszelkim warankom wymaganym i aby sprawdzata sie
w tym przypadku nierdwnosé (8).

Mamy jeszeze dowiesé, ze nieréwnosé (8) utrzymuje sie, jezeli tylko
funkeya f(x,y, 2) jest wybrana tak, ze fankeya wistniejeima pochodne drugie
w kazdym punkcie wewnatrz powierzchni (S), mianowicie nietylko pocho-
dne -ﬂ i)

ex? " oyt g !
baczymy, ze mozna tu stosowaé metode zupelnie analogiczng do uzytej przez
nas w drugiej czedci poprzedzajacego ustepu; przyczem spostrzezemy, Ze
nieréwno$é (8) ma miejsce wtedy, gdy funkeya /(x,y,2) czyni zado$¢ zaloze-
niom, wystowionym w ust. 49.

Mozeny wyprowadzi¢ wazny wniosek z tych rezultatow, a mianowicie:
gdy funkeya w calej rozciaglodel obszarn (D) czyni zado$é réwnaniu
Av 4 Ev=0 i znika na ograniczeniu tego obszaru, wtedy jest tozsamosciowo
zerem, o ile & nie jest liczbg rzeczywisty dodatnia. W samej rzeczy, jezeli
w réwnanin Av 4 fv=0 napiszemy &-}-¢ zamiast £, bedzie Av-}-Ev{-{v==0,
to za$ nie sprzeciwia sie przyjeciu, ze & spelnia nieréwnosé (2) rozdziaiu po-
przedzajacego. Otoz widzimy, ze funkeya u, okreslona przez réwnania (26)
i (27) zlewa sie z funkeya . skore polozymy /(,y,#)=Cv; mozemy tedy
twierdzi¢, ze funkeya v bedzie miata pochodne pierwsze, ktére pozostang
skonezonemi nawet w najblizszem sasiedztwie powierzehui (S). Jezeli tak
jest, to mozemy twierdzié (ust. 16), ze bedzie v=0, o ile tylko &--{ nie
jest liczby rzeczywistg dodatnia.

Z poprzedzajacego rezultatu wyprowadzimy z latwoseia, ze zagadnie-
nie o wyznaczeniu funkeyi » przy pomoey réwnad (26)1(27) moze mied wigcej
nad jedno rozwigzanie tylko w praypadku, gdy & jest liczba vzeczywists do-
datnia, 1 ze tozsamo stosuje si¢ do zagadnienia, traktowanego w ust.13:

ale i kazde z trzech pochodnych pozostatych. Zo-

22, Widzielismy w ustepach poprzedzajgcych, ze mozna obliezyé fank-
cye u, okreslong przez réwnanie (1) i (2), gdy parametr £ jest wybrany tak,

. it L me . . . . .
iz staje sie zado§€ nieréwnodei — .- < 0, gdzie 6 jest liczba dodatnig dodé
@t

‘mala, zalezng od powierzchni (S)i od parametru 2. Aby rozwigzaé zagad-
nienie w przypadku, gdy ten warnnek nie spelnia sig, napiszmy w réwnanin
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(1) £+ ¢ zamiast £ i postarajmy siy vozwingé funkeye v wedlng poteg cal-
kowitych dodatnich ilofei £. W tym celu poldzmy:
o
(34) b= X u ¥,
k=0

to bedzie: .
Ay + Euy 41 = 0,

(35)
Ay 4 Eup 14 = 0. (h=123,..)
duy
(36) N = h (=012,
Dajiny, Ze w tych réwnaniach £ ma takg wartos¢é, iz spelnia sie warunek
—Zl;— 6. Mozna wtedy obliczy¢ kolejno funkeye w4y, w;, ty .. ... . Idzie

teraz o rozwiazanie pytania, czy szereg (34) przedstawia w calej rozeiaglo-
$ei swego kota zbieznosei funkeye szukany w i jaki jest promien tego kota
zbieznosei.

Oznaczmy przez M, maximum modutu funkeyi w; jest widocznem, ze
promien kola zbieznosci szeregn

3' M ¥,

k=)

(87)

réwna sig promieniowi kola zbieznosei szeregu (34). Z drugiej strony nie-
réwnosé (8) daje:
| Dy | << B M1,

skad wynika, ze kotem zbieznodei szeregu
3 ¢ Du,
k=0

bedzie koto zbieznogei szeregu (87), ktoére jest identycznem z kolem zbiezno-
gci szeregu (34). Wyplywa stad, ze funkeya u, ktéra jest sumg szeregu (34),
bedzie miala pochodne pierwsze skorezone w calej rozciaglosei obszarn (D),
ile razy modut ilosei £ jest mniejszy od promienia kota zbieznosci szeregu
(34); a wiec gdy ¢ czyni zado§é temu warunkowi, réwnaniu (2) staje sig za-
dosé. Pozostaje dowiesé, ze stanie sig zadosé i réwnaniu M.

Oznaczmy wtym celu przez @ (z,y, 2 «,y,2') funkeyg Greena,
przed dr element objetosci w punkeie (x,y',2). Bedzie:

(38) o= f Gfiz, y = [ vy G dr.

) é)]

(k=1,2,8,...)

Prace mat.fizycs., t. XL, 11
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Z wzoréw tych wnosimy z latwosécia, ze dla kazdej wartosei {, dla Kktorej
szereg (34) jest zbiezny, bedziemy mieli:

(39) u :/l(f—}- ru) dr,

(D)

Niechaj na chwilg ¢ oznacza funkeye, czynigey zadosé rownanin:

(40) Aptépttutf=0,
i spelniajaca na ograniczeniu warunek:

de

—:] -
av —"?

Jezeli ¢ jest mniejsze od promienia zbieznoSci szeregu (34), wyrazenie
1 f bedzie miato pochodne pierwsze, funkeya ¢ istnieé bedzie i da sig
upelnie wyznaczyé za pomoeg wzoru:

¢=f(¢u+f) G .

)
- Opierajac sie na réwnanin (39), wnosimy stad, Ze p—u, a wiec na zasadzie
‘réwnania (40) bedzie:

Au—(e+0)utf = 0.

Stwierdzilismy tedy, ze wewnatrz kola zbieznosci szereg (34) przedstawia
istotnie funkeye szukang u. Pozostaje jeszcze zbadadé promien zbieznogei
tego szeregu.

23. Uwidocznijmy czes¢ rzeczywisty i urojong kazdej z funkcyj

f @y, 2), tg, 1y, .. ., Kladge:
(41) f=P+4iQ_; up = Py 1Qy, *=0,1,2,...)
Zgodnie z oznaczeniem ust. 2, bedzie:
&= aip
@) APy +-aPr— Qs+ P = 0 moia

AQi+aQi-+BPr—+ Qi1 = 0.
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d Py d Qy
43) N = I Py, i = hQy, i =0,1,2,...)

Postugujgc sig pomystem H. Schwarz a, polézmy:

(44 Tom = / (PuPp—t Qu Q) de.
)

Z réwnan (43), przy pomocy twierdzenia Gr eena, otrzymujemy:
[ (@& P PoA Q1 =0,
K¢
| (PaciAP) — PudPuo) de =0,

‘)

f (Qu-s AGn — QuA Quos) dr — 0,

o)

skad, na zasadzie rownan (42), mamy:

(45) B m = [(Q”.Pm.l — Qu_1 Py) dv,
‘)

jp,i_l dr = B ‘['( Qn Prct — Qg Pm) dz + / PPy i,

tn ) &1

/‘Q?n_l dv=f } (@u Paci— @u_1Pn) dz + ] Om Qs .

e W i

Dodawszy do siebie stronami dwa ostatnie réwnania, znajdziemy:

(46) Tty = j { Po ( Poco— 28Qm—s ) Qn (Qus+28Pu_r)} dz.

#]
Uczynimy obecnie dwa zastosowania twierdzenia, WyraZonego przez nie-
r6wnos¢ (53) rozdziatu I[I-go. Niechaj bedzie najprzéd k=2; polézmy:

¢1="Ln, ?'2:= Qns + 2P0y

Py=Qn, @'y =Py — 2ﬁQm~——1 5

z réwnania (46) otrzymamy:


GUEST


164 S ZAREMBA.

Tt < T Fntims — 4B J ( Por-sQns—Prns G s) -4 ﬂﬂJ,,z_wH}
(D)

stad — uwzgledniajge réwnanie, ktore daje sig wyprowadzié z réwnania (45)
przez zastapienie w niem m przez m—1, — znajdujemy:

(411 Ta m1 < T Imer, mes -
Po. dvugie, biorge znéw k=2, potézmy:

@ =Pn, @2=0@n, ¢1=— Qn—ryr ¢ = Pu;
opierajge sig na 1'6Wnaniu (45), znajdziemy:

2
ﬁg Jm, m < er, m Jm—l, m--1s
skad

(48) /Sﬂ Jm, m << Jm-—l, m—1 ¢
Nierawnosei (47) 1 (48) wskazujg, ze ciag:

JMU Jh1 JZ\?

(49) i el T RRRR

1 .
jest vosngey i zbiezny i, jezeli granicg jego oznaczymy przez - bedzie
1> 8.

Dowiedziemy, e promien zbieznosei I szeregu(34)jest wlagnierownyl.
Stosujge nieréwnosé (58) rozdzialn I1I-go, znajdziemy z fatwoseig
z rownal (38):
|2 ]? < I ket i1 (£=0,1,2,5..)
gdsie I ma to samo znaczenie co w rawnanin-(41) rozdziatu IIl-go. Po-
przednie nieréwnngei dowadzg, 7e promien zbieznosci szeregu (31) jest co
najmniej réwny promieniowi zbieinosei szeregu:

(G .i? VJg—r b1 - O,
k=0

ktory to promien jest oczywiscie réwny I; mamy tedy >l Aby
wykazaé, ze =1, wezmy diugosé I" tak blizkg dhugoei I/, jak cheemy
i taka, by bylo I'<cl. Jest widoczuem, ze bedzie mozna znalesé liczbe
dodatnia’ g, aby bylo:

|u'*l < l""

(k=0,1,%,...)
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To majae, oznaczmy pzez T objetosé obszarn (D) b dai-:

@ T

Iex < l” o (#=0,1,2,..)

Wskazuje to, ze promien zbieznosci szeregu (50) bedzie co najmuiej réwny
1", innemi stowy bedzie 1" <<l. Widzuny tedy, Ze nisréwnosé I' <l po-
ciaga za sobg nieréwnosé I"<<l, jakkolwiek by blizkiemi byty ¥i1"; musi
byé tedy <1, eo wigzge razem z nierdwnoseiy I' > I, dochodzimy do 16w-
nosei ¥ =1, co bylo dv okazania.

24. 7 tego, co udowodniono w ustepach poplzedza.]qcych wynika, Ze
funkeya u, okreslona przez réwnania (1) i (2), uwazana za funkecye parame-
tru zespolonego &, jest funkeya analityczna, istniejaca w calej plaszezyznie
tej zmienuej i mogges mieé punkty osobliwe tylko na osi zmiennej rzeczy-
wistej. Okazemy, Ze nie posiada ona takich punktéw na czefei ujemnej tej
osi. W tym celu nadajmy ilosci & w ust. 22 i 23 wartos¢ rzeczywisty i uje-

‘mny, ezynigeg zadosé warunkowi (32); innemi stowy niechaj bedzie ;—L < 6,

£=—m?. Roéwnauia (42) dadza:

APy —m? Py P =0, AQr—m* Qe Qe =0,

skad, przy uwzglednieniu réwnan (43), mamy:

f { oL ")2 + (&)2+( o8 ‘)  dr 4 m3 }P,ﬁ de-1 [P ds = [ Peby. e,
e ®

oy

i)
co daje:

m?’ 12 de << / Py P dr.
) ()

W tenze sam sposob znalesé mozna:

1?12/ Qk d’t< [(t)k Q& 1£lr
(D (%)

Bedzie tedy :

m? Jyp < { (P Py + Qr Qi) dr.

')
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Przy pomocy twierdzenia, wyrazonego przez nieréwnosci (53) rozdziatu
III-go, ofrzymujemy:

0 .
m* I < T pdit k=1

skad
mA Ty g < Tt =14

Widzimy wigc, ze w tym przypadku granica ciggu (49) bedzie co najwy-

Zej réwna i OTaz ze promien I kola zbiesnogei szeregu (50), a zatem i pro-

mieni kola zbieznogei szeregu (34) jest co najmniej véwny m?.  Okazuje sig
tedy, ze funkeya w, okreslona przez réwnania (1)1 (2) i uwazana za funkeye
parametru zespolonego. & nie ma punktow osobliwych na czesci uj emnej osi
zmiennych rzeczywistych w plaszczyZnie tego parametru.

25. Przekonawszy sig tedy, ze punkty osobliwe fankeyi v, uwazanej
za funkeyg parametru £, mogy znajdowad sig tylko na czesei dodatniej osi
rzeczywiste] plaszezyzny zmiennej £, zwracamy uwage na to, ze funkeya u

posiada z pewnodeig przynajuniej jeden punkt osobliwy, nie polozony w nie--

skoficzonoSci. W samej rreczy, gdyby bylo inaczej, promied zbiezuosci sze-
regu (34) bytby nieskniiczony, co by¢ nie moze, gdyz z metody, podanej dla
obliczenia tego promienia, wyptywa, iz nieskolczonym nie jest.

Starajmy sig teraz okreslié naturg punktéw osobliwych funkeyi wu,
uwazanej za funkeyg parametrn £, W tym celn zauwazmy, Ze odciets
punktu osobliwego funkeyi w charakteryzuje wlasnos¢ nastepujaca: jezeli
ntworzymy cigg (49) dla wartodei parametru & ktorej czesé rzeczywista
rowna sig odcigtej punktu osobliwego funkeyi u, granics tego ciggu bedzie

L
£

Tonemi stowy. bedzie:

(51) © lim {—l’f—i—i- — 5_2} = 0.
m, m m==00
Poloimy:
(52) wWog=f+ifuy; Wy = g4 fUpia), (F=0,1,2...)
bedzie:
(b2+) Au’k+£1l,’k-|-u’k_.1 =0, (k=0,1,2,..)

A zatem, jezeli, uwidoczniajge czedé rzeczywisty i urojong wyrazemia w's,
polozymy :

(53) 'lLIk == P’k + 7: Q/k .

icm

©
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i uezynimy nadto:

(54) I'mn = | (P'wPls + Qu @) dx,
w

znajdziemy przy pomocy rachunku, zupelnie podobnego do rachunku, roz-

winigtego w ust. 23, Ze ciag:

’
'](l'O

(5':)) J'_...]’ 1 k] ‘]’l“’o r

PRI 1

jest rosngey i zbiezny i ze granicg jego jest liczba, co najwyzej réwna e

Réwnania (41) i (53) daja:
(56) Py = Pr—f Qrt1; Qs = Qi+ BFPrp,
skad:

I = Je 1+ B2 Jet1, 11 —2/3/(Qk+1 Py — Qx Pryy) da;

Opierajac sig na réwnaniu, wyplywajacem z réwnania (45) przez zamiang m
na k-1, znajdziemy z powyiszego:

(57) I'ir = Tnx— B, 041 -

Jezeli wiee zachodzi rownanie (51), bedzie:

58 lim (—ﬂi—) —o.
( ) Jk—H, k41 /=00
Jezeli polozymy:
U
[ =
YT Vi

to rownania (35) i (52), z uwagi, ze §=a-7g, dadzy nam:

W1

= 0.
Viex

(59) AT+ ot

Z rownania (52¢) wyplywa, ze:

u’k__,=} u'y_o Gdr,
w ¢
stad:
Jora P < IJ ks k2,
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gdzie I ma to samo znaczenie co w1ownanin (51) rozdziatu III-go; bedzie
tedy: ’

%yt
VJIr, 13

Tisis YT,

Jp-1,5-1

Jk-l s F—1

= VJ,k—2, =2 Y] —

Kk i,k

Z tej nieréwnosei oraz z réwnaf (51) i (58, wnosimy, Ze obrawszy sobie
liczbg dodatnig = dowolnie malg, mozemy znalesé liczbg calkowity dodatniy NV
takg, aby przy warunkun k>N bylo:

=

(60) T

‘<c.

Zanim pdjdziemy dalej, przypomnijmy sobie nastepujace twierdzenie
Poincarégo ). Niechaj beizie p funkeyj rzeczywistyeh oy, @5, . . . | Py,
majgeych pochodne pierwsze skoficzone i ciggle w calej rozcigglosei obszarn
(D) oraz p stalych rzeczywistych 4, %, ..., #,; poldzmy:

F = 21.:1‘,-(77,'.
=1

Zatézmy, ze liczba catkowita p sprawdza nieréwuosé »>myd+ 1, gdzie m
jest liczbg calkowity, zalezng jedynie od natury obszarn (D), q za§ liczbg
catkowity dowolng. Dosé, by stale #;. #. ..., ¢, czynily zado§é pewnym
réwnanjom linjowym i jednorodnym, ktérych liczba jest co najwyzej rowna
m g3, aby zachodzita nieréwnosé:

AF\? OF\?  3F \?
JIE)+ )+ 5o
00}
/ F?dr
(0 .
gdzie E jest liczbg dodatnia, zalezng jedynie od obszaru (D).
Liatwo wnies¢ z tego twierdzenia, e gdy polozymy Zp b By=Fy~iFy.
. J=1
gdzie Fy, F, s3 rzeczywistemi, i obierzemy liczbg calkowity ¢ tak, aby bylo
Eq¢*> a1, liczhg za$ p uczynimy réwng 2 (mg?—1)—1, wtedy, skoro

stale %, 4, .. ,1, czynia zadvs¢ pewnemn uktadowi p—1 réwnan liniowych,
bedzie réwnoczesnie:

> E¢,

) Poincaré, Le.

icm

.
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[ oF\? OF, \* aF, “
J{( ax)+(32/>+( 3z )Id’
1) = ‘ > atl,
F?dv
(D)
OF,\? oF, )2 AF, \?
.[{(350>+(9y +(8z‘) }[h
(62) 2 - > a1
’ Fide .

)
Z réwnan (52°) mamy:

{ AF1+‘1F1+W1 = 0,
AF,+aFy+y, =0,

63)

gdzie polozono:

r
Py
(64) Y =" G =
=1 VJ"J"’"/
." - . . dF, _ . ar, 1T - ..
Z réwnan (68) i z uwagi, ze aw = hFy, = hFy wyprowadzamy:
2 . .
[{(335;1 )2‘1’ (%1:1 )Q'I” (21;1) }drua\/lﬂ%r‘l-lz/Fl?ds: {If’l% dz,
(5) y (0} (3 )

UGB+ G-+ (2o ot [
w v (0 &) o

Przy uwzglednieniu nierdwnosei (61), (62) wynika stad:

[®r+ 52 i <[ B+ Py e

) (h

Stosujgc tu rachunek podobny do tego, przy pomocy ktérego wyprowadzi-
lismy nier6wnos$é (48) z réwnania (4b), znajdziemy:

(@) [@ i< [t 4w dr.

e (&
Przyjmijmy, Zze nieréwnos¢ k> N sprawdza sig dla kazdej z wartosel
i, Kooy . .-, Iy liczby k. Opierajac sie na nierdwnosei (60) i wzorach (64),
bedzie mozna znalesé liczbg K, zaleing jedynie od p takg, aby bylo:
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f (pd L) de < Ke (280 4+ ... 4,0).
‘D)

a wtedy na zasadzie nieréwnosei (65) bedzie:

(66) [(Fr 4R <Ke@i+87+ ...+ 47,

ke
Zanwazmy, ze strona pierwsza tej nieréwnosei jest formg kwadratows ilodei
bty .-, 8y, W kbfrej spéiczynniki kwadratéw iloSei &,4,...,4 s
wszystkie rowne jeduoSei, spdtezynnik zas przy #;4» ma wyrazenie:

Tejdy

—-— 1
VI kpr by Tk By

Stgd mozna wyprowadzié wniosek nastepujacy: Jezeli liczba ¢ jest dosta-
tecznie mata, —a do tego wystarcza, by liczba N, t: j. strona druga nieréw-
no$ei k> N byla dostatecznie wielka — mozna znale$é liczbg ¢ dodatnia
i r6zna od zera, taks, by jedno z z przynajmniej wyrazen;

JE‘:)V Ky > - ;
) 0:7'=1,2,...,p; 7==))

Jl'j, kf Jj kg, /rj»

mialo warto$é wieksza od 6. Wniosek ten mozna jeszcze wyrazié w ten

sposdb: pomiedzy -1—7@2:2— stosunkami, ktére wyprowadzaja sie z wyra-
Zeniaz
ng, #
Tonon Ty’

przez nadanie liczbom m i n wszelkich wartodei nieréwnych, ktére nadawaé
im mozna, wybierajge pomiedzy p liczbami calkowitemi wszystkie wigksze
od pewnej liczby catkowitej N dostatecznie wielkiej—istnieje przynajmniej
jeden stosunek wiekszy od 8. Okazemy teraz, ze gdy réwnanin (51) staje sie
zadofé, ciag:

(67) Ity Bog, B, BTus .. ...
ktdry, jak to pokazuje nieréwnosé (48) jest malejacy i zbiezny, ma jako gra-
nice liczbg dodatnig rézng ol zera.

Rownania (35) dajg nam:

2—1 21
A j{)“mﬁ &+ (40 20 Wiy &+ Uy — Uppar—1 L% = 0;
= o

icm
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uezyiimy tu {==— fi i dla uwidocznienia czeSel rzeczywistej i urojonej
potbzmy:

2i-1

Z iy (—4) = Ant—+ B,
=0}
bedziemy mieli: ~
: Adpy + adu i+ Poy— (—f Payr1 =0,

(68) "
A'Bm,i—l—aBm,t"‘}“ Qun-1 — (—p) Qpgsr1 = 0.

Z drugiej strony na podstawie réwnan (43) jest:

dAm. i

B d Bus
- = MAme

i = N Bu,:,

bedzie przeto :

[(PI: Adp— Ap AP de = / (QrABp:— BniAQy) dr = 0,
(o) ) :
skad przy pomeocy réwnan (42) i (68) wyplywa:

’I)m—l Py dv — (— B | Pator— Prdv = ‘Am,t(PI;A —B Q) dr,

&) » 3]
Qs Qu e — (2 / Omat Qu dr = / B Qe+ BPy) dr,
XY () (D)

Dodajae do siebie te réwnania stronami i zastepujac m przez m—-1, otrzy-
mujemy : N
(69) Tom, 1 — (— B2 Imyar, & =’{ Ampr, ( Pem1— Qi)+ B, (er—l"“‘ﬁPk} dr.

n
Poloimy :

Mm, t = ’ (:’12;”-}-1,! —I" B’m—f—-l, l) dr
n

i przypomnijmy sobie, ze wediug oznaczen wyzej prayjetych jest:

et 1 = [{(—PL‘-—J — B @Y+ (Qe—x —+ fPx)?} dr;
(5
stosujge twierdzenie, wyrazone przez nierdwnosei (53) rozdzialu III-go,
znajdziemy:

{ /A,n“,,(a.,l— BQ) - B, o Qur - BP) dr§ < Myt J'es i

€]
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8 takze:
T et 1 << Tmtot, mtor Tk, e

Przy pomocy tyeh nieréwnosei wyprowadzamy z réwnania (69):

[ o1 | << B2V Tiox Tt mtae =+ V M, e T k=1, 119
skad a fortiori:

Tx < 288 T x Imtotmiar + 2 M o ' i, 11y
co daje:

J’m, 13 < 9 ﬁ“Jm-{-‘Zl, 2t + 2 Mm,l J’k-l.}:——l
'] m, m J bk J m,m Jm, mw '] Ik

Dajmy, ze granica ciggu (67) jest zerem; bedzie mozna wtedy, przy danej
warto$ei na m, nadad ilosci ¢ wartosé dosé wielka, aby bylo:

2 ﬂ“ Jmﬂm—kzt < t3

T, m 2’

jakkolwiek by mala wartos¢ mialo e. Przy tak dobranej wartosei f, wy-
starezy, jak wskazuje réwnanie (58), wziaé na & wartosé do§é wielky, aby
byto:
My Jiqp €
—71::, m '/k, k = 7 ’

bedzie zatem przy & do§é wielkiem:

J 2 _
Tow e
t. . ze wyrazenie po lewej stronie tej nieréwnosci dazy do graniey zero, gdy
k rofnie nieograniczenie. Mozliwem by wiec bylo zagadnienie nastgpujace:
majgc liezbg catkowits i dodatniy N tak wielks, jak sie podoba, znalesé p
liczb calkowitych dodatnich 7, fy, js, - . - . j» Wigkszych od NV i takich, by

2
warto§é wyrazenia AT
Jm, mn

wolnie malej e,gdy na m in bierzemy dwie wartosel rézne z pomigdzy p
liczb wymienionych. Otoz, jak okazalismy wyzej, jest to niemozliwem, i dla
tego, skoro zachodzi rownanie (51), granica ciggu (67)jest liczbaroznaod zera.

byla mniejsza od liezby, z goéry danej i do-

26. Zauwazmy, ze skoro oznaczymy przez L granice ciagu (65), be-

1
dzie I >[B]. W istocie, gdyby tak nie bylo, musialoby byé¢ I'=|p|,

icm
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gdyz wiemy, Ze jest napewno > |A|. Otéz, gdyby byte I'==|p|, wtedy
rozumujge, jak dla ciagu (67), doszlibysmy do tego, ze granica ciggu:

B*Jo0,

bylaby liczbg r6zna od zera, co sprzeciwia sie réwnanin (58). Ciag

I, I,

(55) znajduje sie z szeregiem jo w'p ¢ w takim samym zwigzku, w jakim
ciag (49) z szeregiem (34); Wnihezsoiem y stad z Yatwoseia, ze promien zbiez-
nosci szeregu E"u’k{"‘ réwna sig I. A zatem z przyczyny nieréwnoSei
V=8| promi;fzxozbieinos‘ci tego szeregu jest wigkszy od [B].
Réwnania (52) daja :
B = = (i

skad i z uwagi, ze promien zbieznodei szeregu X uw'; I* je-t wiekszy od [£]
k=0

wyuika, ze wyrazenie — (—i8)"t2 um4, a2y do granicy oznaczonej v, gdy
gdy m rosnie nisograniczenie, oraz ze granica ta dana jest przez wzor:

Y= I (—ipyt s — f.
r=—1
Stad i przy uwzglednieniu pierwszego z réwnaf (52) wyptywa:
co
(7 w=1if {u,— Z (—if)fwr}.
k=0

=]
Oznaczmy na chwile przez ' sume szeregu X 'z {%. Przy pomocy rozu-
k=0

mowania, podobnego do stosowanego przy szeregi (34) przekonamy sig, ze
funkeya ' czynié bedzie zados§é w catej rozciggtosei obszarn (D) rownaniu :

AW (0w + i B, = 0,
a na ograniczeniu spelnia warnnek:

dw’
adN

7
= hv,

o ile modut ilosci ¢ pozostaje co do wartosci muiejszym od promienia zbiez-
= . 2z e s -

nosci szeregu X w'p . Otoz promied tego kola zbieznosci jest wiek-
k=1

szy od |B|, mozna bedzie tedy w dwdch poprzedzajgeych réownaniach
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przyjsé {=—1ip, a poniewaz dla tej wartosei ¢ funkeyaw’ redukuje sie dla

wyrazenia g (—i8)* w'y, bedzie przeto:
k=0
A S (—ipfuty+ a3 (— iy f+ iy = 0,
K=0 k=0

d % ®, .
T X (— i, = — i)
T rdo( By th:;( iB)Fu’;

Uwzgledniajac pierwsze z rownan (35), pierwsze z réwnai (36) i wyrazenie
powyzsze nay, wyprowadzamy stad réwnaunia:

—o. B _
A'tp—f-ay)—(),w——hw.

Funkeya y nie jest tozsamogciowo zerem, gdyby bowiem niem byla, to. cigg
{67) miatby granice réwng zeru.

Postarajmy sig teraz okazaé, ze funkcya u, okreSlona przez szereg (34)
i uwazana za funkcye parametru £, ma biegun w punkeie —i8. W tym celu
zauwazmy, ze réwnania (52) dajg:

(&+18) 12 wp §F = 1By Clzozb’;;é"“,
= =
Iub
CHipu = ifu, ¢ wilk.
k=0
Otéz strona druga tego réwnania jest w sgsiedztwie warto§ei —4p zmien-

nej { funkeya holomorflezng tej zmiennej, poniewaz promien zbieznosei sze-

regu Xu'; L jest wiekszy od | B]; stad iz okveslenia bieguna wynika tedy,
ze —1if jest biegunem funkeyi u; przyczem, jak to z réwnania poprzedzajg-
cego i z wyrazenia na vy wyplywa, odpowiednia pozostalocia (rezyduum)
jest funkeya .

7. Wyniki, otrzymane w tym rozdziale, prowadza do wniosku: Ist-
niejg liczby rzeczywiste i nieujemne

{13) Ieyy kg, By oo L.
ktérym odpowiadajg funkcye nierdwne tozsamosciowo zeru:

(74 Prs Pay Pav o v v e
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czynigce zado$é w calej rozeigglosei obszaru (D) réwnaniu :
(75) Ag; 4 kg, = 0,

1 na ograniczeniu ohszaru spelniajace warunek :

(7=123,...)

. doj _ o
(76) N = hes
Jezeli  jest funkcya, godnosé czynigea w calej rozeiagloSei obszaru (D)
rownanin Aw - gu - f=0, a na ograniczeniu tegoz spelniajgcs warunek

;ZX, = hu, wtedy funkeya ta, gdy f odpowiada zalozenin w ust. 19, uwa-

zana jako funkeya parametru &, jest funkcya meromorficzng, majgey bieguny
pojedyncze, polozone wezystkie na vzedel dodatniej osi zmiennej rzeczywi-
stej 1 znajdujace sig pomigdzy liczbami (73). Wreszcie pozostalosci, odpowia-
dajgce tym biegunom, znajduja sig pomiedzy funkeyami (74).

Zhadajmy blizej te funkeye. Zauwazmy najprzod, ze jezeli g, jest
funkeyg zespolong postaci ¢';—4p";, wtedy kazda z funkeyj ¢, ¢" czyni
zadogé réwnaniom:

Api4ki9ly =0,

dg'y
aN

Ap"y 4 I0" = 0,

do"y
dN

= he';, =ho'y;

jezeli wiee przyjmiemy, 7e fankeye (74) sa rzeczy wiste, nie bedzie
mozna wprawdzie powiedzieé, Ze pozostalosci funkeyi w znajduja sig pomie~
dzy funkcyami (74), lecz bedzie mozna twierdzic, iz kazda z tych pozostalosei
jest kombinacyg liniows jednoredng o spétczynnikach stalych pewnej liczby
fankeyj z pomiedzy funkeyj (74).

Przyjmijmy, ze fuukeye (74) sa liniowo niezalezne, t.j. Ze nie istnieje
kombinacya liniowa i jednorodna o spélezynnikach stalych pewnej liczby
tyeh funkeyj, réwna tozsamosciowo zeru, i przyjmijmy nadto, ze liczby (73)
s3 uporzgdkowane w ten sposob, ze k; <k (j=1,2,3,...). Powiadamy,
ze istnieje liczba catkowita A/, dla ktdrej:

2
(75) Ty > Mp?,

o ile tylke p>p,, gdzie p, jest liczba catkowity odpowiednio dobrana.
Stosujgc twierdzenie Green a doréwnan (75) i (76),wniesiemy latwo
ze z nierownosci ky ==y wyplywa:

(77) 4 ]‘P;“Pi' de = 0.
[¢2]
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Rozpatrzmy pomiedzy funkeyami (74) nastepujgee:

Pis Pitry o o vy Pift—1,

rzyjmijmy, ze ky=Uky1...=k;y,—q 1 polézmy:
przyjmiymy, j i+ 7+

¥i=g;,

i1 = @1y @,

Plite = @ite = Gy 1+ Gag @y,

Pigr—1 = Qe F 1,12 - Comr e Qs+ oo A ey, 1 @,

gdzie a;r 83 stalemi. Jest widocznem, ze bedzie mozna wyznaczyé te stale
W ten sposéb, aby bylo: '
f @41 g dr = 0,
(]

l=l, LU=0,1,,...,t—1).

Po takiem wyznaczenin stakych, bedzie mozna funkeye g;4; wyrazié w po-
staci kombinacyi liniowej i jednorodnej o spélezynnikach stalych pewnej
liczby funkeyj @' Wyplywa stad, ze mozna przyjaé, iz fankeye (74), czy-
nige zado$é poczynionym o nich zalozeniom, czynié jeszeze beds zadosé row-
nanis (77) nietylko przy warunku k==lk;, ale i wtedy, ile razy sprawdza sie
warnnek j==4. Niechaj ¢, ¢, ..., ¢, beds czynniki stale: polézmy:

] 2
F= 219, P =tk
J=1 7=1
Na podstawie rownan (75) i (76) bedzie:
ar
AF—{—@—O, Tlvrzhp,
skad
Y| OF\2 0F \2 aF\? ) §
(8) / { (5;—) + (—s—y—) + (?) bar 4 hj Fﬁds-—‘]ﬁ@dz =0
[¢2]) D) (D)

Otoz, wedlug przytoczonego wyzej twierdzeuia Poincarégo, moina
bedzie wyznaczyé czynniki t), 4, ..., ¢, tak, aby byto:
|| OF \2 oF\? oF \?
N+ + G e
(79 . —- > E¢,
IFQ dr

&)
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gdzie F jest staly, zalezng tylko od obszaru (D), ¢ zas liczbg caltkowity i do-
datniy taks, ze mg3—41.<p, gdzie m jest calkowits, zaleing jedynie od po-
wierzchni (S). Z nieréwnosci (79) i z rownania (78) wyplywa:

[F@ dx

@)

——— > H¢?;
’ F2dz
(0
z drugiej strony, na podstawie twierdzenia Schwarza jest:
{ /F@dr };<1F‘*’dz B i,
e @
bedzie zatem:
/@2 dr
_(‘L'),‘V,,_ > B,
I dr
(1
Z uwagi, ze zwigzek (77) ma miejsce wiedy, gdy spelnia sig warnnek 7 ==’
bedzie:

( P2 dr
ﬂ‘)__ < k2.
] jl” dr
(0
a zatem:
ky, > Eq.

Jest widocznem, zeliezbe calkowitaq mozna wybraé w ten sposéb, aby rowno-
czesnie z nierdwnoscia mq® -1 p zachodzila nieréwnosé m(g-4-1)2-+1>p.
Bedzie wtedy: '

. p—1
(o0 > P,
skad:
2 (= 2 5 (e
T "m 1) “m T 1)
Lz 2=ty L0 o 1 o wadsi do nieréwnosei:
co, zuwagi, ze }7, —q—_T_—l—> 2 , prowadzi do nierownosci:

Prace mat.-fizyczne, t. XL ) 12
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D
3 —_—
= 16m °

ol glﬁow(ﬁ:}?/o:::;;ch pieréwnodei widzimy zenieréwnosé (75) bedzie miala
miejsce wtedy, gdy polozymy:

M= —

(16m,)

i gdy p czyni6 bedzie zadosé nieréwnosci p>>m--1, co bylo do okazania.

[

©

98. 7 tego wszystkiego, o czem byta mowa w ustgpach poprzedzajg-
cych, mozna wyprowadzié nastepujacy wniosek ostateczny. )

Z obszarem (D), ograniczonym pow1erzchn.1q, (S),
zwigzany jest cigg nieskonczonyliczb rzeczywistych
Ty ko kyy oo taki, 2e k>0, IyClpps i poczgwszy od pewnegeo

2 ) . -
skaznika k;>Mj%, gdzie Mjest stalg dodatnig. Kazdej
liczbie k; z powyZszego ciggu odpowiada funkeya rze-
czywista U;, czynigca zado§éréwnaniom:

AT 41Ty = 0.

aU; -

an = "0
/U% dt =1,
)]

[tio,=0, j=i.
i\

Jezeli funkecyay sprawdzardéwnanie:

Ay 4 &y = 0, —(% = hy,
iniejesttozsamodciowo zerem, wtedy parametr & po-
winien mieé wartosé réwnag jednej z liezb ciggn
Byyko kg .., funkeyazas » moze byé tylko kombinacys
liniowsg, jednorodng ospétczynnikach statych funkeyj
zawartych weiggu Uy, 0,0y ... . Wresz\cie bieguny &,&, .
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funkecyi, okreslonej przez réwnania Au—}~§u+f=0,%:hu

znajdujg sig pomigdzy liczbami ciggu kykg,...5jezel]j

Przez y; oznaczymy pozostalosé wzgledem bieguna &,
begdzie:

Ay + &y =0, Z‘lz— = Iy,

przeto y jest kombinacya liniowg i jednorodng o sta-
lych spolczynnikach funkeyj, wzigtych zeiagu 0,0, U,,...

‘Wszystko to stosnje sig zaréwno do przypadku, w ktérym % ma war-
tos6 rzeczywistg, nieujemny i skoficzong, jak i do przypadku, w ktérym f=oo.

Méwimy z Poincarém, ze funkcye U,0,0,... safunkeya-
miharmonicznemi liczhy zas Iy BBy ... 88 odpowiedniemi licz-
bami charakterystycznemi

Spostrzedz latwo, ze cz¢§¢ istotna wynikéw powyzszych stosuje sig tez
i do przypadku, w ktérym % nie jest liezba rzeczywisty i nieujemns, lecz nie
zalrzymujemy sie nad tym przedmiotem, poniewaz,zdaje sig, Ze przypadek ten
niema znaczenia dla fizyki matematyczne;j.

V. Rozktad funkcyi » na elementy pojedyricze. Rozwiniecie funkcyi
dowolnej na szereg, postepujacy wedtug funkeyj harmonicznych.

29. Poincaré zauwazyl w pracy podstawowej, tylokrotnie przez
nas eytowanej, ze metode Cauchy’ego moznaby stosowaé do zagadnienia
ro+wijania funkeyi dowolnej na szereg, postepujgey wedtng funkeyj barmo-
nicznych. Znakomity geometra sam tej metody nie stosowal, poniewaz spo-
soby calkowania, ktéremi postugiwal sie w celu rozwigzania wypowiedzia-
nego we Wstepie zagadnienia, prowadzgce zreszty do rezultatu Scistego tyl-
ko w przypadku h=co, niepozwolity mu wyznaczyé w dostatecznej mierze
wszystkich wlasnodei, jakie ma fankeya w w przypadku, gdy & rosnie nie-
ograniczenie. Metody, przez nas wyzej stosowane, nie nasuwajg tych trud-
nosei i dlatego mozemy tu, przy pomocy metody Cauchy'ego, przez
Poincarégo wskazanej, traktowaé zagadnienie o rozwijanin fonkeyi
dowolnej na szereg, postepujacy wedtug funkcyj harmonieznych, Lecz prze-
dewszystkiem musimy tu rozwigzaé zagadnienie prostsze, dajace sie trakto-
waé metodg analogiczng, a polegajacg na rozkladzie fankcyi meromorfics-
nej w parametru & na elementy pojedyricze. Innemi stowy, zajmiemy sie naj-
przdd rozwinigeiem funkeyi w na szereg, ktérego kazdy wyraz jest funkeys
wymierng parametru &,
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2
- 30. Zwréémy sig do nierdwnoser k;> Mj3 z ust. 28. Nierdwnosé tanie
pozwala nam twierdzié, ze
3 3 -3
(L W2 — I = M?,

ale mozpa z niej wnie$é, ze istnieje z pewnoscia cigg nieskoiczony liczb
calkowitych dodatnich rosnacych:

(2) D1y Pas Pgy » - - - -

"takich. ze nieréwno§é (1) ma miejsce dla j=p,(»=1,2,8,...). Stad latwo
whniesiemy, ze: .

ME

3 k — k > Y
® T e )

. =1,2.3,..)

Uwzgledniajge znakowanie ust. 2, oznaczmy przez y liczbe calkowity dosé
maly: aby przy warunku:

4) S

sprawdzala sig nieréwnosé (2) rozdziatu ITI-go i zarazem w przypadku, gdy
T nie jest nieskoficzonem, nieréwnosé (51) tegoz rozdziatu. Niechaj (X) be-
dzie miejscem geometrycznem punktéw & wtedy, gdy zachodzi réwnanie:

m3
a4

(5) =7

Kizywa (X) dzieli plaszczyzne zmiennsj & na dwie dzielnice. Jezeli punkt &
znajduje sig w jednej z tych dzielnic, speinia sig nieréwnodé (4). Dazielnice
tg oznaczmy przez (R), dzielnicg drugg przez (4'). Niechaj K, i X', beda
punkty, polozone na osi rzeczywistej w plaszczyZnie zmiennej &, ktérych od-
cietemi 83 %,, 1%, 4;. Przez srodek B, odcinka K,K’, poprowadimy
réwnolegly do osi rzednych; prosta ta przetnie krzywsg (), okreslo-
ng przez réwnanie (5) w dwoch punktach symetrycsnych wzgledem osi
odcigtych; jeden z nich, ten mianowicie, ktérego rzedna jest dodatnia, ozna-
czymy przez B',, drugiza$ przyz B",. Opiszmy w plaszczyznie parametru g,
z poczgtku O spélrzednych jako ze §rodka. luk kola B', M,B", spotykajscy
ezgsé ujemng osi odeigtych w gdnkeie M,. Niechaj (C), oznacza obwéd zam-
knigty tukiem B', M, B', i podtrzymujaca go cigciwy B', B, B,. Wykazemy,
ze catka krzywoliniowa:

" udg
© / g~ '

(0

icm

O ROWNANIU O POCHODNYCH CZASTKOWYCH i t. d. 181

gdzie u jest staly zespolong, dazy do granicy zero, gdy skaznik » ro$nie nie-
ograniczenie.
Rozpatrzmy najprzod czesé:

T udE
™ =

B
B, My By

calki (6) odpowiadajacg lukowi B, MB",. W tej calce parametr & przyj-
muje tylko takie wartoSei, dla ktérych sprawdza sie nieréwnosé (7) roz-
dzialu poprzedzajgcego. Wnosimy stad bezposrednio, ze granica rozwaza-
nej w tej chwili calki jest zerem, gdy » rosnie nieograniczenie. Pozostaje
tedy dowiesé, ze to samo ma miejsce dla calki prostoliniowej:

wdE
®) )=
5, R, By

a wystareza do tego stwierdzenie, ze calka prostoliniowa:

) { jld& -7,

B, 7,

dazy do zera, gdy » rosnie nieograniczenie.

31. Poléimy:

(10) a = 0B, g» = B, B,
E=a,+if — 41,
gdzie 1 jest zmienng rzeczywista; bedazie:

B,

7 o= ’ wdi

(11) , == l.ja_——w—f.“l(ﬂv—l)—ﬁ .

Utworzmy szereg (34) rozdzialu poprzedzajgcego, biorge na & wyraZenie
a,--if, 1 Kladge £ =—1il. Nieréwnosei, ktore wykazaly, ze kolo zbiez-
nosei tego szeregu (34) zlewa sig z kotem zbieznosci szeregu (50) tegoz roz-
dzialu, prowadzsg jeszeze do wniosku, Ze

lul <VIZ 210,
k=

skad, napodstawie okazanych przez nas wia-nos.ifunkeyi Greena wyplywa:
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oM oo P
(1'2) |N[ <'VB e P VJI:—I,k~1 .
—_— k=0
a'Z

Niechaj I, oznacza promiei zbieznosci szeregu (34) gdy £=a,-}if,; niechaj

a, i m, oznaczajg to, czem staja sig a i m dla tej wartosei £. Wynika bez- .

posreduio ze zbadanych w poprzedzajgeym rozdzinle whasnosei calek J,
ze:

1y I~

2k
S, KL I,

4 zatem nieréwnogé (12) daje:

L,

(3) lu] < VB. =7

ny I/J—I,—-l ]

&

@2

Wedlug rozdzialu poprzedzajacego, dtugosé I, réwna sig dlugagei wspolngj
odcinkéw B, K, i B/, K’, lub dlugosci wigkszej od tych dlugosei, stosownie
do tego, czy jeden przynajmniej z punktéw K,, K', ‘bedzie biegunem funkeyi i
lubzaden. Stad i z nierdwnosei (3) wyplywa, ze istnie¢ bedzie stata dodatnia
E (tatwa do obliczenia) taka, ze ‘

2

(14) L2 > B2+ ~€—7— .
Polézmy :

2
(15 =gy 2
wtedy nierdwnosé (13) daje:

. 5 ; m, 4,
(18) |ul < VBJ, ——i—‘_(sv‘—l‘
a,?

Niechaj d, bedzie odlegldécia punktu, odpowiadajgcego wartosci 5 od réwno-
leglej, poprowadzonsj przez punks B, do osi rzednych w plaszezyznie pasa-
metrn & - Bedzie: o
1 11
i B =7 ' <%
rownanie (11), przy uwzglednieniu nierwnosei (16), da nam przeto:
. 2,
7] < VBTG =% (__d

R RN B Jpy B
u,2d,0

icm
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skad: 5 ,
7 MOy v
lJyl < VBJ._1,.1 ——l_ log 5”_/3, .
ad,
- . m,?
Stad, opierajge sig na réwnaniu (15) i uwzgledniajac zwigzek at =" wy-

nikajacy stad, ze punkt B, jest potozony na krzywej, okreslonej przez réw-
nanie (5), wniesiemy bezposrednio, ze

lim (7))o == 0.

Tym sposobem dowodzenie, ze calka (6) dazy do zera, gdy » rosnie nieogra~
niczenie, jest calkowicie ukoficzonem.

32. Niechaj
an | By by oo -

przedstawia cigg biegunéw funkeyi «, uporzadkowanych wedtug ich wielko-
Sei rosngeych;

(18) ‘ Yis Y2, Y3,

ciag odpowiadajacych tym biegunom pozostatosci, Niechaj &, oznacza naj-
wiekszg z liczb cigga (17), znajdujacs sig wewnatrz obwodu (C,). Zastosnj-
my do calki (6) znane twierdzenie Cauchy’ego, Wedlug kt'érego qakka ta
réwna sie iloczynowi 2w przez sume pozostalosei, odpowiadajaeych biegunom

wewngtrz (C,) funkeyi i’; , uwazanej za funkcye parametru £ Jezeli

E—

. Loou
polozymy na chwilg = F(&), to pozostaloseiami funkeyi

é—1n

beda:

v
Fl),

, i=1,9,3,...)
o (i ’

W zalozeniu, ze skazuik » jest do$é wielki, by punkt, odpovyiada]'acy wartq—
gci 77, znajdowal sig wewnatrz (C,) i kltadace gy=0, otrzymujemy na zasadzie
twierdzenia Cauchy’ego: .

» 9%

.. . w [ udE
om Fip)+ ZmZ Z e = =y
=1 j=ag 4t (£


GUEST


icm°®

184 8. ZAREMBA.

Wiemy juz, ze calka po stronie drugiej dgzy do zera, gdy » roénie nieogra-
czenie; bedzie tedy:

co at
19 — v
(19) =2 X %
=1 j=q; 3+1

a piszge £ zamiast ¢, otrzymujemy, ze wzgledu na okreslenie fankeyi F(y):

oo %

-V W
(20) u=3 et

=1 =gt

To réwnanie przedstawia funkeye u jako sume szeregu zbieznego, postepu-
Jacego wedlug funkeyj wymiernych zmiennej x; jest to wlasnie rezultat, ktd-
ry pragnelidmy otrzymaé.

Okazemy, Ze skoro dla obszaru ( D) i dla wartosci uwazanej k znamy
cigg funkeyj harmonicznyeh U, Uy, . ., wtedy tatwo mozna wyzuaczyé
fonkeye vy, o, . . ., znajdujace sie po drugiej stronie réwnania (20).
W' samej rzeczy, widzieliSmy w rozdziale poprzedzaj geym, ze kazda z funk-
CY) %1y ¥a, - - . jest kombinacys liniows i jednorodng skoriczonej liczby
funkeyj harmonicznych. Jezeli wige oznaczymy przez Ay, 4y, 4,, ... pewne
state, bedzie:

) Py

1) =33 ;_f_g,

»=1 J=p, 1+1

przy zalozeniu, ze p,=0. Pomnézmy obie strony tego wzoru przez U
1 przez element objetosei de, nastepnie calkujmy po calej rozeigglosci ob-
szaru (D). Uwzglgdniajae dwa drugie réwnania z czterech réwnati na poczatku
ust. 28 i zwazajye, Ze szereg (21) jest jednostajnie zbiezny, bedziemy mieli:

4; = (5mk,~)ﬁb Usdr ,
®)

VA (’il'ugigj strony, opierajgc sie na twierdzenin Greena i na podstawie row-
naf, ktérym czynig zado$é funkeye u i U;, mamy:

(6—1) [14[/}5%—{— [ fUdr=0,
() @)
a stad:
22) A= — {fU,-alr.

D)
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Znajac stale 4y, 4,, ..., do§é bedzie tylko zebraé wyrazy strony
drngiej réwnania (21), odnoszgce sig do funkeyj harmonicznych, ktéryeh
liczby charakterystyczne sg rdwne, aby otrzymac wzor (20), w ktérym nie
bedzie juz zadnego elementn nieznanego.

33. Dajmy, ze funkeya f{w,y.2), zachodzgca w rownaniu Au—tEu-t-flz.y,2)
=0, ma pochodne drugie ciggte w calej rozcigglosci obszarn (D) i spelnia
nadto warunek ;

ar

(23) v =Mhf;

okazemy, ze wtym przypadku funkcya ta daje sie rozwinaé na szereg zbiezny,
ktorego kazdy wyraz bedzie kombinacya liniowsg i jednoredng o spétezynui-
kach statyeh skonczonej liczby funkeyj harmonicznych. Rozpatrzmy w tym
celu caltke krzywoliniowa:
1 7
7 / udg,

27
e,

(24)

wzieta po obwodzie (G,), okreslonym w ust. 30. Powiadamy, ze granicg
tej catki, gdy » rosnie nieograniczenie, jest — f{(z,y,z). Rozpatrzmy naj-
przdd calke krzywoliniows:

25 1 (ae
29) Znij :

B, M,B,

t. j. czedé caltki (24), odnouszges sig do tuku kotowego B, M,B",. Mamy:

% = {der,

Q)

gidzie @ jest funkeyg Greena. Stosujac twierdzenie Greena iuwzgle-
dniajac réwnauie (23) bedziemy mieli:

VACN %)

52 %/'GA/dr,

(o

skad: .
(w1 <1 [|AfPdz,

(D)


GUEST


186 §. ZAREMBA,

co,na podstawie uieréwnosei (46) rozdziatn IIT-go, prowadzi do nierdwnosei:

m? [ )
ug+ ! < B e[| AfF dr.
)
Otéz, gdy » rosnie nieograniczenie i gdy punkt, odpowiadajacy wartodei &,
nie wychodzi z dzielnicy (R), ktorg okredla niaréwnosé (4), wtedy wyra-

Looomr oo I Lo . .
Zenie —5- dazy réwnowiernie do zera, gdy modul £ rosnie nieograniczenie.

Whiesiemy stgd z fatwoscia, Ze granicg calki (25), gdy » ro§nie nieograni-
czenie, jest — f(x,y #). Pozostaje wiec tylko okazaé, ze gdy » roénie nieo-
graniczenie, catka

a 1
(26) —z—;‘—z—f wd &
B:;‘VB")'
dazy do zera. Poldzmy:
(27) W= fu +f;

z zatozen, poczynionych o funkeyi, f wynika, ze:

dw’
—— =

9 I Af =
(28) Au - suwW—Af = 0, a7

a rozumowanie, ktére stosowaliSmy w celu okazania, ze granicg calki (8)
dla » rosngcego nieograniczenie jest zero, pozwoli nam takze przekonaé sig
Ze i granica calki

1

2mi
e
-

Wi
-

(29) -

S——

o

]
jest zero, gdy v rosnie nieograniczenie. St3d wnosimy na zasadzie réwna-
nia (27), ze calka (26) dgzy do "zera, gdy » rosnie nieograniczenie. Do-
wiedlismy zatem, Ze gdy » nieograniczenie wzrasta, catka (24) dazy do gra-
nicy rownej —f(z,v,2).

34, Utrzymajmy znakowania, ktérych“ uzywali§my przy wywodzie
wzoru (20). Twierdzenie Cauchy’ego daje:
k4 Qt

. 1 *
22 ’Pf=’zmjudf’
(0,

=gy )

icm
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na zasadzie ndowodnionego przez nas twierdzenia bedzie tedy:

flz,y,2) =—Z 2 Wi

t=1 j=qp _3+1

Uwzgledniajge rezultaty, otrzymane na koricu ust. 32, znajdziemy:

] Py

faya=— > 470U,

v=1 j=p, 4+1

édzie 4; sg stale, dane przez wzér (22), Mozliwosé rozwinigeia funkeyi
f(z,¥, ) na szereg, postepujacy wedlug funkcyj harmonicznych, jest wiee
udowodniona.

VI. Wykoriczenie teoryi réwnania Av - 50=0.

35, Mozemy teraz rozwigzaé zupelnie zagadnienia, odnoszace sig do
réwnania:

1) Av 4 v =0,

a rozwigzane przez nas w rozdziale IIT-m jedynie dla wartosci parametru §,
ezynigeych zadosé pewnym nieréwnosciom.

Mamy wyznaczyé fankeyg v, catke réwnania (1), majges dane wartosei
tej fankeyi na ograniczeniu (S) obszarn (D). Rozwigzmy najprzéd zagad-
nienie dla wartosci & parametru & takiej, ze do niej stosuje sig metoda, po-
dana w rozdziale ITI; niechaj v, bedzie tem rozwigzaniem. Polézmy:

&) v =+ E—&);
bedzie:
3) AV B oy, =0,

z warunkiem na ograniczeniu:
(4) (U').‘ = 0.
Metoda, wylozona w rozdziale IV, pozwoli nam obliczy¢ funkeye o,

réwnanie za$ (2) da nam samg funkeye v. Funkeya v bedzie oczywiscie, jako
funkcya parametru §, funkeys meromorficzng, majacg bieguny pojedyiicze,
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wszystkie polozone na czesci dodatniej osi rzeczywistej w plaszezyznie zmien<
nej & Zaden z tych biegunéw nie moze zlewaé sie z poczatkiem spolrzed-
nych. W samej rzeczy, gdyby poczgtek spolrzednych byl biegunem funk-
cyi v, wtedy, jak to wykazujg rezultaty, wyprowadzone na koficu rozdziatu
IV-go, istnialaby funkeya w nie réwna zeru tozsamosciowo, znikajaca na
powierzehni () i ezynigea zado§¢ w catej rozcigglosei obszarn (D) réwna-
nin Ay = 0. Otéz wiemy, ze jest to niemozliwe; wynika stad, ze dla =0
funkeya v redukuje sig do funkeyi skoriczonej i oznaczonej, ktéra, jak to wi-
daé z réwnania (1), w calej rozcigglosei obszaru (D) czyni zado§6 réwnaniu
Av=0, co stwierdza mozliwo$6 zagadnienia Dirichle ta.

36. Niechaj bedzie teraz do wyznaczenia calka » réwnania (1) przy
warunku granicznym: :

dv

(5) i

= hv+&,

gdzié & jest funkcyg cizgly dang polozenia punktu zmiennego na powierzchni
(8). Postgpujge sposobem podobnym, jak w ust. poprzedzajgcym, oznaczmy
przez v, rozwigzanie zagadnienia, odpowiadajace takiej wartosci &, parame-
tru & do ktérej mozna stosowaé metode rozdziatu ITT-go; potézmy:

(6) vo= v, + v (§~—§),

wtedy funkeya ' w calej rozcigglosei obszaru (D) czynié bedzie zadosé row-
naniuw:

AV &0 4y, = 0,
a na ograniczeniu tegoz spelnia¢ warunek:

dv' ,
i hv';
bedzie m.ady mozna wyznaczyé tg funkcye za pomocs metody, wylozonej
w rozdziale IV, a wtedy réwnanie (6) da nam rozwigzanie zupelne zagad-
nienia.

Jest widocznem, ze funkeya », uwazana za funkeye parametru £, jest
fancy@ meromorficzng, majgca tylko bieguny pojedyicze, potozone wszyst-
k}e ha czgsei dodatniej osi rzeczywistej. Fiatwo widzied, ze jezeli stala J
Die jest zerem, to poczgtek spéirzgdnych nie moze byé biegunem funkeyi v.
w samej rzeczy, gdyby poczatek byl biegunem funkeyi », funkeya y zas od-

icm
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powiadajaca mu pozostatoscig, wiedy funkeya w, nie bedac tozsamosciowo
zerem, czynitaby w cale] rozciaglosci obszaru (D) zado$¢é réwnanin
[
: N
nie jest mozliwem, jeseli 7 jest liczbg dodatnig, nieréwng zeru. Rozpatrzmy
przypadek szczegélny =0, w ktérym dwa poprzednie réwnania majg roz-
wiazanie y = const i nie maja zadnego, w ktdrem by v nie sprowadzato sig
do statej. Otéz w tym przypadku funkeya v moze mieé biegun w poczatkn
spélrzednych, a odpowiadajaca mu pozostato$é, gdy ten biegun istnieje, bedzie

Ay =0, a na ograniczeniu spetnialaby warunek =hy, co, jak wiemy,

pewns stata B. ZFTatwo te stalg obliczyé. Polézmy z::—lg— Lo, tedy o

bedzie w bliskodei poczgdku spétrzednych funkeya holomorficzng parametrn

. . . . dv,
§; nadto spelniad bedzie na ograniczeniu obszaru () warunek TN =%
a w calym obszarze (D) czyni¢ bedzie zado§é réwnanin:
Avy4-§vy+ R = 0.
Poniewaz v, jest funkcya holomorficzng zmiennej & W bliskosei pogzatku
spélrzednych, mozemy przeto uezynié £ =0 w réwnaniu poprzedzajacem,
ktére redukuje sig wtedy do postaci:

Ay +R =0.

Pomnoimy to réwnanie przez element objetosci dr i catkujmy po calym ob-
szarze (D); stosujgc twierdzenie G r e en a, znajdziemy:

- -
—(/ _ft%;— ds + RII dr =0,
() ()
s . Loodyy . s
a opierajgc sig na rownanin — = =6, bedziemy mieli:
L
R/ ax = [ ods.
i W

7 tego réwnania znajdziemy szukang pozostatos¢ B, 1 widaé, ze

RE=0, gdy / ®ds=0. Tnonemi stowy, poczatek spiirzednych bedzie punk-
® )

tem zwyczajnym funkeyi v parametru §, jezeli Warunkowi] ®ds =1 staje sig
zadosé. (®)
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To prowadzi nas do nastgpujgcego twierdzenia, odnoszgcego sig do
réwnar.xia Laplace'a: aby mozna bylo znales¢ funkeye v, czynisc zados¢
w calej rozcigglosei obszarn (D)réwnanin Av=0 ispehiajjce na ograniczenin

| dv - . . .
tegoz warunek v = jest nietylko koniecznem ale i dostatecznem, aby

stawalo sig zado§é warnnkowi [ ods = 0.

'(S)

PRZYCZYNEK DO TEORY! FUNKCYJ SYMETRYCZNYCH .

PODAR
F. MERTENS.
Funkeya symetryczna catkowita » ilodei nieoznaczonych =, #y, . . . .,
nie znikajaca tozsamosciowo, sklada sie z wyrazéw postaci Cx,af.. ... ar,

gdzie C oznacza spélezynnik niezalezny od z, @, . .., %, i obok kazdego
wyrazu musi zawieraé wszystkie te, ktére z niego powstajg przez przemiang
nieoznaczonych z;, 2, ..., @, Jezeli wiec

Suﬁ. = xl“x?ﬁ ..... Ty

oznacza sume wszystkich réznych wyrazen, powstajacych z @,* a5f.. ... g
przez wszelkie mozliwie przemienny nieoznaczonych , @, .. ., %, to kazda
funkeya symetryezna nieoznaczonych z;, %, .. ., %, musi byé agregatem
wyrazen CSup...» -

Wyrazenie S,g,... niechaj bedzie rzedu m-tego, jezeli m jest najwiek-
szym z wykiadnikéw o, f,...». Wyrazenia S,...., rzedu pierwszego sg
funkeye symetryczne elementarne:

o=z,

Niechaj Sqp... bedzie rzedu m-tego i m>1. Jezeli h jest liczbg wy-
kladnikéw z pomiedzy a,f,...,» roéznych od zera, to przez zmniejszenie
tyehze o jednosé otrzymujemy szereg liczb nieujemnyeh o g, ..., s, pomig-
dzy ktéremi znajduje sie m~1, tak ze Sag...» jest rzedu m—1.

t) Sitzungsber. der k. Akademie der Wiss, in Wien, Math. natnrw. Classe, XCVIIT,
maj 1899.
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