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z zastosowaniem do teoryi rownan rozniczkowyech
czgstkowych.

xarsan SOPHUS LIE w curvsrrain
(Math. An. t. V, 1872, str. 145)

przeloiyt z niemieckiego i dopiskami opatrayl
T. RUDZKIL

Podajac w przektadzie polskim pierwsza ezedé rozprawy Sophusa Liego
zawierajacy wyktad t. zw. .geometryi kul*, uwazalem za wladciwe opusdci¢ ten ustep
przedmowy, w ktorym autor podaje tresé drugiej czegdei (3-go i 4-go rozdzialu)
swej pracy. By ulatwi¢ zrozumienie tych twierdzef, ktérych uzasadnienie Liie opuseil,
staratem sig podaé w odnodnikach Zrédta, w ktérych czytelnik moze znalesé wyczerpujace
dowody. Proes tego pozwolitem sobie w kilku miejseach uzupelnié tekst rozprawy wia-
snemi uwagami. T R.

I

Szybki rozwéj geometryl w naszem stuleciu pozostaje, jak wiadomo,
w Seistym zwigzku z rozwazaniami filozoficznemi o istocie geometryi Des-
cartes’a, kibre w postaci najogélniejszej wylozyt Pliicker w jednej
z pierwszych prac swoich, Dlatych, ktérzy wnikneli w ducha dziet Plick e-
ra, pomysl, polegajacy na tem, ze kazda krzyws, zalesng od trzech para-
metréw, mozna wprowadzié jako element przestrzenny, nie przedstawia nie
nowego; jezeli wige dotyehczas, o ile mi wiadomo, nikt szerzej nie rozwingt
tego pomyshy, to, sadzg, Ze prayozyny nalezy szokaé w tem, ze uikt prak-
¢ yeznej wartosel w pomysle owym nie widzial. Do stndyowania tej teoryi
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doprowadzilo mnie odkrycie goduego uwagi przeksztatcenia, wykazﬁjgcego
zalezno$t pomiedzy liniami krzywiznowemi i krzywemi asymptotycznemi.
‘W niniejszej pracy zamierzam wiasnie przedstawic rezultaty, na tej drodze
osiggnigte. N

W pierwszym rozdziale rozwazam kompleksy krzywyeh, t. j. roz-
maitosci, utworzone przez trojkrotnie nieskoficzong mnogo§é krzywyeh.
Wszystkie powierzchnie, utworzone przez jednokrotnie nieskoficzong mno-
go$é krzywych danego kompleksu, ezynig zado$é réwnanin rézniczkowemn
czgstkowemu rzegdu 2-go, dopuszezajacemu jako calke osobliwa—réwnanie
rézniczkowe rzedu 1-go. W ten sposab otrzymujg nows interpretacye geo-
metryezng réwnan czastkowyeh rzedu 2-go, godua uwagi zwlaszeza wtedy,
Jjezeli w szezegolnosei dany kompleks jest Pliickerowskim komplek-
sem prostych.

Nastgpuie wykazuje. ze podobnie jak réwnanie ogdlne

Fle,y,, X, 7, 2) =0,

(rozwazane jako ,aequatio directrix*) wyznacza wzajemnosé w przestrzeni,

tak rowniez 1 uklad réwnan:
Fo(oy0,2, X, 1,Z2) =0, F(r,9y,5 X, 1.2 = 0,

okresla pewna zaleino$é migdzy elementami powierzehniowemi (Flichen-

elemente) dwoch ukladéw przestrzennych.

Oba te rodzaje przeksztalcen, lcznie ze wszystkiemi przeksztatceniami
punktowemi, s3 jedynemi przeksztalceniami w przestrzeni, dla ktorych styez-
no$é jest wlasnoscia niezmienniczg; wynika stad, ze wszystkie takie prze-
ksziatcenia polegajg albo na zmianie elementu przestrzennego, albo tez na
wprowadzenin nowego ukladu spélrzednych. W koticu rozwazam zastosowanie
powyzszyeh przekszraleen do teoryi réwnan rézniczkowych czgstkowyceh.

W rozdziale drugim przyjmuje, Ze réwnania F,=0, Fy==0 sg liniowe
wzgledem obu ukladow zmiennych, w szczegdlnosei za$ badam uklad:

—Zz =9 = (X+iT), (X—iY)z=y— 2
i okreslone przezen odwzorowanie przestrzenne. Proste ukladu {z,y,z) prze-
ksztalcajg sie przy tem odwzorowanin na kule drugiego uvkladu (X, Y, Z),
czyli, innemi stowami, wszystkie elementy powierzchiniowe, zawierajace dwa
sasieduie elementy danej prostej, przechodzg na elementy pewnej kuli; proste
przecinajgce sig odtwarzajg si¢ przytem jako kule styczne wzajemnie. Na tem
opieram §cislyg i—wedlugmego pojmowaniarzeczy —

.zasadniczg zalezno$é migdzy geometrya liniowa i geo-

metryg kulista i—co za tem idzie—miegdzy wieloma teo-
ryami rzutowemi i metrycznemi; zaleznos§é ta jest
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ztego wzgledun godna nwagi, 2e W skntek niej krzywe
asymptotyczne w pierwszej geometryi grajatesamg
role, coliniekrzywiznowe wdrugiej.

Teorya ta daje moznogé wyznaczenia krzywyeh asymptotycznych dla
wielu powierzchni, w szezegdlnosei zas$ dla powlerzehni Kummera 4-go
rzedu z 16-tu punktami osobliwemi. Wreszeie dowodzg, Ze najogdlniejsze
przeksztateenie ukladu (X, 17 Z). dla ktérego z jednej strony stycznosé
jest wiasnoscia niezmiennicza, z drugiej za$ linie krzywiznowe sg krzywemi
spélzmiennemi, odpowiada za pomocg mego vdwzorowania ogélnemu linjo-
wemn lub tez dualistycznemu przeksztalcenin ukltadu (2, y,2). Weszystkie
te przeksstateenia mogg byé zlozone z przeksztalced przez promienie od-
wrotne oraz z przeksztateei réwnoleglych (rozsunieé, dylatacyj).

W toku powyzszyeh badan znosilem sis czesto z F. Kleinem, ktd-
remn zawdzigezam wiele opracowanych tu. pomysiéw, wigeej nawet, niz
mogtbym to zaznaczydé przez cytaty.

Zanwaze jeszeze, Ze teorye ponizej przedstawione posiadaja niektére
punkty styezne z poprzedniemi memi pracami o odwzorowaniu punktéw uro-
jonyeh ); jezeli w obecnem opracowaniu nie uwydatniam tego zwigzku, to
czynig to po pierwsze dla tego, ze go poniekad uwazam za przypadkowy, po-
wtore zas§ dla tego, Ze nie cheialbym odstgpowaé od utartego jezyka mate-
matycznego ?).

ROZDZIAL 1.

0 nowej wzajemnosci w przestrzeni.

W obu pierwszych paragrafach tego rozdzialu podaje krotki rys kilku
zuanych teoryj, a to, by ulatwié zrozumienie paragrafu 4-go; ten ostatni zas
zawiera wszystkie wiadomosci, potrzebne do zrozumienia rozdzialn 2-go.

1y Gléwne przewodnie mysli i rezultaty niniejszej rozprawy mozva znalesé w krot-
kiej noeie (paZdziernik 1870) ovaz w dwéceh obszerniejszych pracach, umieszezonych
w Rozprawach Akademii w Chrystyanii, Zwiszek pomigdzy liniami asymptotycznemi i li-
nismi krzywiznoweni i w ogole migdzy geometryami proryeh i kul zakomunikowalem tejze
Akademii w lipen 1870. Patrz r6wniez Comptes Rendus, pazdziernik 1870, oraz notg, wydang
przezemnie weepél zp, Kleinem w . Monatsherichte der Berllner Akademie 15 Decem-
ber 1870. Przyp. Autora.

?) Lie. Reprisentation des Imaginirer. Berichte der Akademie zu Christiania,

Februoar und August, 1869. Przyp. tlom.
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§ 1.

Wzajemnosé pomigdzy dwoma uktadami pfaskiemi lub tez
przestrzennemi.

1. Jak wiadomo, teorya dwoistosci Ponceleta-Geor gonnea
na plaszezyznie moze byé wyprowadzona z rownania :

(1 Xy +e)) + T(agetdyy - ) + (@z4byy+e) = 0,

Iub tez, o na jedno wychodzi, z rownania :
(0 Xttty Tty ) - 3 (0 X0 TH) - (¢ Xte,Vie) = 0

w zalozenin, ze »,y i X. T oznaczajy spélrzgdne Descartes’a punktdw
dwich plaszezyzn.

Jezell howiem nazwiemy sprzezonemi dwa punkty, ktirych spolrzedne
(1) 1 (X, ¥ caynig zadodé rownaniu (1), to mozna powiedzies, ze pur.lktv
drugiej plaszezyzny, spragzone z junktem danym, twerzg linig prosta; t‘e
ostatnia zas nwazamy jake odpowiadaj acg punktowi danemu. \Vszy-stkié
punkty jednej 1 tej samej prostej maja na drugiej plaszezyinie wspélnej
punkt sprzezony i dla tego wszystkie proste, odpowiadajace tym pierwszym,
przechodzyg przez ten punlkt. ’

Mozna zatem za pomocg réwnania (I) tak odniesé obie
plaszezyzny jedne do drugiej, aby proste kazdej znich
edtwarzaly siejako punkty drugiej. Przytem punktom
prostey 2 odpowiadaja proste, przechodzace przez
punkt bedgcy obrazem tej prostej. Ta zaleznosé wzajemna
Jjest glowny zasada powyzszej dwoistosei.

Wyobrazmy sobie teraz w pierwszej plaszezyznie pewien wielokat,
w dragiej zad wielokat, ktorego boki odtwarzajg sie jako wierzeholki poprzed-
niego; wtedy z poprzedzajgcego wynika, ze wierzehotkom drugiego wielo-
kata Dbeda odpowiadaly boki plerwszego, czyli ze obie figury beds
w zwiazkn wzajemnosci. Przechodzae do granicy, mozna z powyzszych
wielokgtéw otrzymaé dwie krzywe, ktore, wediug utartego okreslenia, sa
wzajemnemi w odniesienin do réwnania (1). Oczywidcie, styezne jednej
z tych krzywyoh odtwarzaé sig beda jako punkty drogiej.

2. Plicker 1), opierajgc sig na interpretacyl geometryeznej ogél-
nego réwnania:

(2) F(x,y,X. Y)=0:

) Analytisch geometrische Entwickelungen. Tom 1, Rozdziat 2-gi.

Prace mat -fizyez., t. X. 4
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wyprowadzi nastgpujgce nogélnienie powyzej zaznaczone‘]‘ teoryl.c) PHIHZIE?
(X, ), spraezone z danym punktem (z, ¥) tW01-'zq, BBWII‘@ klzy(;w:g, (), ;:V et
stawioﬁ@ przez rownanie (2) W przypusz‘cz'enm, ze (2,Y) blq Vilen.n‘}; u az
jako parametry, (X, ¥) jako spélrzedne biezgce punktu; niloc leod tpln' y
(,y), sprzezone wzgledem danego punktn, tworzg krzyws (¢), przedstawiong
-6wnies przez réwnanie (2). ak
;:(;‘;!;idzopdrugiej, 76 pun(kgom jednej z nif:h 9dpowiadaj4 V\'7 drug.lejt kllézyfv:
pewnej sieci krzywyeh (C lub ¢). Podobnie, Jak_przed.te.m, latwor jest o &7:,
ze punktom danej krzywej C odpowiadajg tejﬁ gl;anom;:;e krzywe (¢), re
¥ 73 przez punkty, bedace obrazami tej krzywej.
plzecle‘g(ilel?ﬂ?a,towip krzywoliniowemu (C; G... C’,,? odpowiada ulkiad };uf\;
KE6W (Dy, Ps - - - Pu) i oczywiscie kazda para punktéw (pq,Ps) (1).3_,27‘?)..1.. }ke;;i
na tyeh krzywyceh (¢), ktérym odpowiadajg punkty, bgda‘ce. wael LP 1? a
danego wielokgtu krzywoliniowego. ]?'rzecl{odz@cj d? .gr.amcy, f)bl q{:ﬂzm;t
i tu pare krzywyeh, znajdujacych sig w takiej zalezfnos“:l, 76 pl}r{htom J(i1 neiJ{
7 nich odpowiadaja krzywe (¢ lub 0), c.vbwm.dme drugxi‘].. J eb na
wzajemnogé nie jest tu zupeina. Mianowicie, Je?ell .kr.zywa X jest q (\lme:
dnig wszystkich kizywych C, ktére odtwarzajy sig jako punk‘tiy) ,](e1 : nej
krzywej o, to odpowiadajace punktom X krzywe ¢ obwodzg, priocz danej
krzywej 6le jeszeze drugg kraywa.
kIZY“;.], g 101';% Zlf: fr 1 oparfggéln@ wzajemnosé dwéch ukladow przestrzen-
nych 7 i B na réwnaniu ogélnem:

. F oz, Y, 7 X, Y, z)=0.

Jezeli w szezegbélnosci funkeya F jest liniows wzglqdem. obu ukladéw
spolrzednych, natenczas otrzymamy pomiedzy punktami i plaszczyzna-
mi w obu ukladach przestrzennych wzajemnosé Ponceleta-Ger-
gonnea. o

Wiagnie zamiarem jest moim rozwazyé wninlel-
szejpracy, aosobliwie w 1-szym jej rozdziale, }mwa
wzajemnos$é spiélrzgdng z Plickerowska, okredlong
przez uktad réwnai:

F(z,y.2,XY,2) =0, F (2y2X%7Y2) =0
wktoryeh (z,9,2) 1 (X,Y,Z) oznaczajg spolrzedne nkta-
dowprzestrzennych rik. :

) Aczkolwiek nie moge podaé zadnego ustgpu z daiel Plﬁ'cke ra, W lzté}'ymby
on w poniZszy sposob explicite uzasadniat wzajemno$é tgw przestrzeni, sgdze jednak, ze mo-
#na jg pomimo to zupelnie Scidle praypisaé Pliickerowi. Przyp. aut.

Obie plaszezyzny mozna zatem tak odniegé .
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§ 2.

Krzywe, zaleZne od trzech parametréw, mogq byé wprowadzone Jjako element
przestrzenny.

4. Przeksztalcenie twierdzett geometrycznych, oparte na teoryi dwo-
istosci Ponceleta-Gergonnea lub toz Pliick era moze byé roz-
patrywane (jak to zaznaczyli Gergoune i Plicke r) z bardziej ogol-
nego punkto widzenia, ktéry ponizej uzasadnimy. To samo tyczy sie naszej
nowej wzajemnosei.

Geometrya Descartesa przeklada dane twierdzenia geomeiryezne
na jezyk algebraiczany i w ten sposéb przy pomocy geometryi plaskiej uzmy-
stawia algebre dwu zmiennych, n przy pomocy geometryi przestrzeni—alge-
brg, obejmujgeg wzy zmienne. Otéz Pliicker zwrocit zwlaszeza uwage
na to, ze geometrya Descartesa zawiera podwdjng dowolnosé

Descartes przedstawia nklad wartosci zmiennyeh (. y) jako punkt
na plaszezyinie, wedlug utartego zatem wyrazenia, przyjmuje on punkt jako
element geometryi plaskiej; tymezasem moznaby do tego celn uzyé zaréwno
prostej, jak 1w ogdle kaidej krzywej, zawierajacej dwa parametry. M o-
zna jednak, jak wiadomo, przeksztatcenie, wynikajace
z teoryi wzajemnosci Ponceleta-Gergonnea uwazag
Za sposéh przejscia od punktu jako elemeutun, do pro-
stej; podobniez i wzajemno$§é Plickera na plaszezy-
Znie polega na przejSeciv od punktu, jakoelementu,
dokrzywej, zaleznej oddwoéch paramet: 6w—jakoele-
mentu.

Nustepnie Descartes okreslit za pomoca ukladu wartosci (u, o)
ten mianowicie punkt plaszezyzny, ktdrego odleglosei od dwdéeh danych pro-
stych, osi spélrzednych, sg odpowiednio réwne 2 i y; wybral on zatem wsréd
nieograniczenie wieln mozliwyeh ukladow spolrzednyeh — pewien uklad zu-
pelnie okreslony.

Wiadomo, ze postepy geometryi w naszem stulecin polegajg gtiwnie
na tem, ze obie dowolnosci w przedstawienin geometryeznem Desecar-
tes’a zostaly jako takie jasno nznane, i jest zatem znpelnie naturalnem
usilowanie zaczerpnigeia czego$ wigeej z tego bogatego zrodla,

5. Nowe teorye, ponizej przedstawione,polegaja na mozliwo-
Sciunzycia kazdejkrzywej, zaleznej od trzech para-
metréw, jako elementuprzestrzennego. Jezeli sobie np.
przypomnimy, Ze rdwnania prostej w przestrzeni zawierajg cztery stale nie-
zaleine, to wynika stad, 7e proste, czynigce zadosé jednemn warunkowi,
mozna uwazaé za element geometryi przestrzennej, bedacej uzmystowieniem
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algebry trzech zmiennych. Poniewaz jednak wten sposéb wyrdininmy
uklad prostyeh, t. zw. Pliickerowski kompleks prostych
to ocaywiscie przedstawienie tego rodzaju moze byé stosotvaue tyl.ko W pe-
wnych ograniczonych przypadkach. Zajmujae si¢ wsza}ize })a.da.l'u%xxflprze-
strzeni odnognie do kompleksu prostych, mozna z Korzyscig uzywac linij tego
kompleksu, jako elementéw przestrzeni. ' . ' .

Tak np. w geometryi miarowej wyr()"fnupny me.sk.onczeme
odlegle kolo urojone i, co zatem idzie, kompleks pvze.cm-fm,]gcych je .prostych
urojonych; stad a priori wynika praw dopodobi ehs L wo, Ze ko-
rzystnem bytoby wprowadzenie tych 111111. J}ako ele-
mentéw przy rozwazanin pewnyeh zagadnield metrycz-
nyech. ‘ '

Jezeli, jak dopiero co powiedzielismy, mozliwem jest przyJ’@é ‘ proste
kompleksu za element przestrzenny, to trzeba jednak'zauwaiyé,r 76 J_Q,St to
pomyst zupelnie inny, albo — jezeli. cheemy —-pardziej szcezegllny niz tep,
ktory rozwingl Plicker w ostatniem swem dziele ,Neue Geometrie
des Raumes, gegriindet auf dis Betrachtung der Geraden als Raumelement®.
Pliicker juz wezesniej 1) zauwazyl, ze mozliwg jest interpretacya geome-
tryczna algebry o wielu zmiennych, przy wprowadzenin jako elemen$ praze-
strzeni, utworn, majycego tylez parametréw. W szczegdlnosel zaznaczyt
on, Ze prosta W przestrzeni zawiera eztery parametry i ze rozpatrujac jy
jako element przestrzeni, otrzymujemy geometryg rozmaitosel czterqg-
wymiarowej.

Komploksy krzywych. Nowa geometryczna interpretacya rownaii- rézZniczkowych
czqstkowych pierwszago rzedu, Linie asymptotyezne kompleksu krzywych.

6. Wedlug Pliickera, ukiad prostych, poddany jednemu wa-
runkowi, t. j. uklad, zawierajacy trzy stale istotne, nazywamy k omple k-
sem prostyech (Linien-Complex). Analogicznie bede nazywal poniZej
kazdy uklad krzywych, ktérych réwnania zawieraja trzy niezalezne para-
metry, kompleksem krzywych. Zatem réownania:

‘\1) fl(msyaza'z,bac):()y fg(x,'t,e,w,b,u)=0,

w ktorych a, b, ¢ s stalemi, przedstawiaja kompleks krzywych. Przez roz-

1) Geometrie des Raumes, n. 258 (1846).

icm

©

© KOMPLEKSACH. W s$z0zEG0LNoOSCr 1 t. d. 53

niczkowanie obu tych rownan wzeledem z, i, 2 1 wyrngowanie iloel a, b, ¢
otrzymamy wypadkowg: '

(2) ) f(x,y, 2, dx, dy, dz) = 0,

ktora~— jezeli dz, dy, dz mamy pojmowad jako elementy okreslajace pewien
kierunek— okresla dla kazdego punktu przestrzeni stozek, t.j. ogol kieran-
kéw wszystkich kraywych kompleksn, przechodzaeych przez punkt powyzszy.
Stozki te nazywam stozkami elementarnemi. kom pleksu;
stosuje rdwniez ternin: kierunek elementarn y kompleksu,
azeby vznaczy¢ dowolny elemeut liniowy (dz, dy, dz) dansj krzywej kom-
pleksu. 0Ugo6l wszystkich kievunkow elementarnych
kompleksu odpowiadajgeych danemu puunktowi, two-
rzy przynalezny temu punktowistozek kompleksu.

Danemu ukladowi (1), albo tez, jak mozna sie rowniez wyrazié, danemu
kompleksowi kraywych, odpowiada pewne okreslone réwnanie rozniczkowe
(f==0); odwrotuie jednak istrieje nicograniczona liczba uktadéw (1), pro-
wadzacych do tego samego rownania (f==0). W istocie, jezeli wybierzemy
zaleznosé dowolng:

w (&, ¥, =z, dr, dy,dz, a) = 0,
w ktorej a oznacza stala, 1 jezeli rownania:
3) P1 (@Y 2 e, B7) =10, @l 0,50 p,7) =0,
sy -calkami ukladu rownai jednoezesnyeh:

. f = O: y = 0,
to jasnem jest, ze i réwnania (3) przez rizniczkowanie wzgledem z, y, 2
I wyrngowanie ilosei a, g, y, dajg wyn'k:

f=20.

Istnieje zatem niecgraniczenie wiele komplek-
sowkrzywyeh, ktérychrownania eczyniag zado$é pew-
nej danej naprzodzaleznosel f(z, y, 2 dx, dy, dz) = 0.

Kazda krzywa takiego kompleksu jest obwiedziona przez krzywe kom-
pleksu pierwiastkowego, co wynika stad, Ze wszystkie jej elementy sa kie-
runkami kompleksu.

7. Roéwnauie rézniczkowe rzedu 1-go o trzech zmiennych x, y, z row-
nowazy sie, wedlug M ong e’a, z zagadnieniem, polegajacem na znalezienin
ogélnej powierzchni stycznej w kazdym punkcie do stozka, nalezgcego do
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tegoz punktu wedlug danego dowolnie prawa. Rozpatrujge przytem w da-
nem réwnaniu rézniezkowem:

Fr,y.20q =0,

2, y, z jako parametry, p, ¢ za§ jako spitrzedne plaszezyzny, mozna powie-
dzieé, ze F=0 jest ogdlnem réwnaniem powyzszego ukladu stozkéw w spét-
rzednych plaszezyznowych. LagrangeiMonge sprowadzili calko-
wanie réwnania 1diniczkowego czastkowego rzeda 1-go do wyznaczenia
pewnego kompleksu krzywyeh, tak zwanych charakterysty Ik poka-
zali oni mianowicie, ze jezeli co! charakterystyk obwodzg krzywg, to tworzg
one zawsze powierzchnig calkows. Nalezy zaznaczy¢, ze rownanie roz-
niezkowe charakterystyk )

[ (2,9, 3, da, dy, dz) = 0,

winno byé uwazane jako réwnowazne z danem rownanjem rézniczkowem,
gdyz oba réwnania stanowia definicye analityezna wyzej wymienionego
nkladu.

8. Niech D, bedzie réwnaniem rézniczkowem czgstkowem rzgdu 1-go,
f=0 — odpowiedniem réwnaniem rozniczkowem charakterystyk, wreszcie ¢
wkladem co® krzywyeh 2), ezynigeych rowniez zadosé rdwnanin f==0. Roz-
wazmy dowolna powierzehnig calkowg U,, lezgca na niej charakterystyke
T, 1 wreszeie krzyws kompleksu ¢, styczna do L, natenczas mozna dowiese,
e ¢, dotyka powierzehni U, potrdjnie, (¢t j.przecinaja
wtrzech nieskoficzenie bliskich punktach, Przyp. tém.)

Tezeli bowiem oznaczymy oba nieskonczenie Lliskie punkty krzywych
¢, i oy przez py 1 p,, nastepnie sgsiednie (nieskoticzenie bliskie) punkty tyck
krzywych przez =i p,, to jasnem jest, Ze stozek elementarny kompleksu,
ktérego wierzcholek lezy w punkeie p,, zawiera element powierzehni (p, py ).
Poniewaz za$ stozek dotyka powierzchni calkowej U, wzdluz tworzacej

1) Azeby z réwnania (1) otrzymad réwnowazne temuz réwnanie oczgstkowe unalezy
z uktadu :

af 2f

) . oz oy
Fizy 2 2y =) =), = e
@y yha)=10, p o q o7
dz 0z

wyrngowad wielkodel jednorodne «', 3/, 2’; rezultetem tego rugowania bedzie réwninie
ksztaltu F(zx,y,2.p,9)=0, patrz Lie ,Geometrie der Berithrungstransformationen, s. 258
. . Pizyp. tlém,
?) Krzywe tego rodzaju Lie nazywa krzywemicatkowemi (Integral~
eurven) rétvnania =0, Przyp. ttém.) '
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P3Py, Wiee element (p,p, ) nalezy jednoczesnie do powierzehni T,. ktéra
wskutek tego zawiera punkt =. Twierdzenie nasze zostato zatem dowie-
dzioune ).

Daje sig ono unogdinié w ten sposdb, ze jezeli ¢, ma = nastepujacych
po sobie k&, punktow wsphlnych z charakterystyks, nateuczas (n-+1) pun-
ktow przecigeia powierzchni catkowej (U,) 1 krzywej ¢, zlewajg sie w jeden
punkt 2).

9: Warunek, azeby powierzchnia 2= Fi(z,7) miala w kazdym pun-
keie trzy nieskonezenie bliskie punkty wspélne z dang krzywa kompleksu ¢,
wyraza sie za pomocg pewnego réwnania czastkowego rzedu 2-go D, %)
przytem Yatwo widzieé, ze oc! krzywyeh ¢ tworzy zawsze powierzchnig cal-
kowa %): W ten sposob znamy calke ogdlng (allgemeines zweites Integral)

) Apalityezny dowdd tego twierdzenia, ktore mozna i tak wyslowié: kazda krzywa
calkowa ma stycznedé 2-go rzedu ze styeznemi do niej powierzchuiami catkowemi réwnania
Dy, patrz Gouarsat ,Vorlesungen dther Tutegr. d, part. Differentialzleichungen 1-er Ord
str. 187. Przyp. tiim.

?)  Analogiczue twierdzenia jstuiejg dla przestrzeni o dowolnejliczbie wymiarow.

3) Rownanie to ma postad:

72 Ns o NudM=0,

prayezem N i M zalezy od @, ¥, 2, p, 9. Przyp. eut,
0%z 0% &%
W istoeie, niech r, s. ¢ oznaczaja pochodne —, -,
1 : e p oz ozdy’  dy?
przyrosty zmiennych w przypuszezeniu, ze sip posuwamy wedtnz krzywych kompleksu, na-
tenczas przedstawiwszy rownanie (1) w ksztalcle: '

2§ A, iy, Gz —

() r=X(abc), y= Y (400, 2=2aboy

mozemy obliczyé wielkodei B, 8%, %y ..., jako funkeye wielkodei ¢, 4,5, ¢ i przyrostow
at, 2%,

Poniewaz za$ krzywe kompleksu majs stycznosé 2-go rzedu z powierzebnig z=F(x,*)
mozna wige W rownaniach:
) Bz = plx +qly,
() e = pdlr | 3% + riw? 4 2e3wdy 4 132

podstawié poprzednin otrzymane wartodel &z, 3% Obliczywszy tedy z r6wnan (1)
i z réwnania

I4
(8 2 = pX/ +q¥
parametry a, b, ¢, jako funkeye wielkosci =. g, 2, p, ¢ 1 podstawiwszy je w réwnanie:
(Y] Z1 = pXU 4 q¥! 4 r X2 L %X/ Y1 1213,

otrzymamy réwnanie ezgstkowe rzedu 2-go w takim ksztateie, jak bylo do okazania.

Przyyp. tiém.
4 Patrz Goursat. Intégration des équations aux dériv. partielles du 2-e ordre,
str. 3 inastepne. ‘ Przyp. thim.
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rownania D,, zawierajyca dwie faunkeye dowolne. Tymezasem, wynika
z twierdzenia poprzedniego, ze i powierzelnie calkowe réwnania Dy majs
w kazdym punkeie z krzywem ¢ stycznosé rzedu 2-go, pomimo to, Ze nie
sg one w ogile ntworzone przez kizywe kompleksn ¢; stad wynika wiee, ze
D jest catka osobliwa posrednia naszego réwnania rozniczkowego rzedu
2-go. Otéz twierdzeg ze D, nie posiadapoza tem zadnej
innej catkiosobliwej.

W istacie niech 9 bedzie powierzchnig catkows rdwnania Dy, nie utwo-
rzong przez krzywe ¢. Wtedy przez kazdy punkt powierzehni przechodzg
dwie styczne do niej, zlewajace sig w jedne krzywe e Wynika stad, ze od-
nosny stozek elementarny kompleksu jest styeznym do powierzelni, ze zatem
ta ostatnia ezyni zadosé réwnanin D,. Z ostatnich dwoéch N-réw wynika
nastepujgca godna uwagi interpretacys geometryézna réwnan rozniczko-
wyeh czastkowyeh rzedu 1- go pomiedzy trzema zmiennemi:

. Zadanie, polegajgce na wyznaczeniun wszystkich
powierzehni, ktdremaja po trzy sasiednie wspédlne
punkty zco®krzywemi danegoe kompleksu, wyraza sig
Zzapomocg rownaniardézniczszkowego czgstkowego rze-
du 1-go. Wszystkie kompleksy, ktérychréownania czy-
nig zado§é danej zalezno§ei:

f (&, y, 2, dz, dy, dz) = 0,

prowadza do tegosamego réwnania czastkowego, przy-
czemcharakterystyki tegoz czyniag wladnie zados¢
réwnaniu f=0.

10. Wniosek. Zadanie, polegajsce na wyznaczeniu
wszystkich powierzchni, na ktorych co? styczuyeh jed-
nego ukitadunalezy do danego kompleksu prostych,
sprowadzasig do réwnania rdézniczkowego czastko-
wegorzedu l-go. Charakterystykitego ostatniego s3
obwiedniemi prostychkompleksu napowiersehniach
calkowych za§tworzg one jeden zukladow krzywych
asymptotycznych 1),

Zaznaczg tu, wjaki sposéb mozna samodzieluie dowiesd ostatniego
twierdzenia:

) B Darb oux, ktéremu zakomunikowaltem to twierdzenie w lecie 1870, znal je juz
Wwowcezas; poréwnaj poezatek i koniec drugiej ezegei. (Przyp. sut.)

Dowéd powyzszego twierdzenia patrz Lie, Geom, der Beriihrungstransformatio-
nen, str. 638, 373. (Przyp. tt6m.)
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Rdéwnanie rizniczkowe czasthowe rzedn 1-go, ktivego charakterystyki sa
obwiedzionemi przez proste danego kompleksu, jest, jak wiadomo, wyrazem
nastepujacego zagaduienia: Znalesé ogdlug powierzehnig. styezng we wszyst-
kich punktach do odpowiednich stozkdw kompleksn. Poniewaz za$§ plasz-
czyzna, Scidlestyezna krzywej, ktorvej styezne naleza do kompleksu prostych,
jest plaszezyzng styczna do odpowiedniego stozka kompleksu 7). zatem
plaszezyzna Seisle styezua charakterystyki dotyka w danym przypadku i od-
powiednich powierzehni calkowych. Charakterystyki sa wiee krzywemi
asymptotycznemi. .

W ten sposob kazdy kompleks prostych okresla cz? krzywyeh, obwie-
dzionych przez nalezgee do niege proste i bedseyeh liniami asymptotycz-
nemi na kazdej powierzchui, zawierajgcej oc? tych krzywyeh; przypuszezamy
przytem, ze dwie sgsiednie krzywe zawsze sig przecinajg. Krzywe powyi-
sze. ktore nazywam liniamiasymptotyeznemi kompleksu
prostyeh, grajs wazna role wteoryi komplekséw (pordéwnaj 3-ei roz-
{dzial niniejszej rozprawy). Klein udzielit mi spostrzezenia, Ze proste
kompleksu, zwane przez Pliickera osobliwemi liniami kompleksu — sg
jego liniami asymptotycznemi 2). Jezeli kompleks utworzony jest przez
styezne do danej powierzehni Inb tez przez proste, przecinajgce dang krzy-
we, wtedy wszystkie linie kompleksu sa osobliwemi, i jako takie, asympto-
tycznemi liniami kompleksu.

1 Dowdd tego twierdzenia: Lie, Goom. der. Beriihrransf., str. 303—30%, Satz. 21.
Patrz rowniez: Verh. d. Gesellseh. d. Wiss zu Christiania, 1871, str. 77 Przyp. tiém.

2 Pliicker podat okreslenie prostych osobliwych tylko dia kompleksow rzgda Vg
(patrz Nene Geometrie d. Raumes N0 311). Jezeli, wedlug-Clebscha (Math. Annalen
1872, str. 438) uwazaé jako linie osebliwe kompleksu »-tego rzgda, tworzgee podwijne jego
stozkéw elementarnych, wtedy prawdziwodel powyzszego spostrzezenia mozna dowiesé jak na-
stepuje: Warunek, aby stozek elementarny réwnania (2) £ (z.%,z p,g}=0 mial podwdjng
or E or =0, z kt6rych wynika, ze tylko stozki, od-
ap aq
powindajace punktom pewnej ponierzchni (t. zw Singularistitenfliche). majs powyzsza
wiasnogé. Wszystkie elementy powierzehniowe, przechodzgee przez dany punkt tej po-
wierzehni i zawierajgee odpowiednig podw6jns tworzges, czynig zadosé wzorowi (z). Wez-
my pod uwagg powicrzehnig calkows, przechodzacy przez jeden z tych elementéw (dowolnie
obrany), natenczas podwdjng tworzacg stozka nalezy uwazaé jako linig stycznosel stozka
i plaszezyzny powyzszego elementu. Tworzaea tu zatem jest styezug do charakterystyki,
lezgcej no ruzwazanej powierzchni calkowej i przechodzacej przez dany punkt; zatem, we-
dlug N° 8, § 3, nasza tworzaea ma stycznodé rzgdn 2-go z dang powierzehniy catkows, t. i
jestjejstyczng gtéwna. Proste osobliwe tworzg, wedtug Cle bs cha, kongruencyg prostych
i obwodza W ten sposéh oo! krzywyeh, ktere oczywidcie, jako obwiedzione przez styczue
gtowne, bedg liniami asymptotycznemi na odpowiednich powisrzchniach catkowyeh. .

Przyp. thom.

tworzacy, wyraza sig praez wzory:
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§ 4

Uktad rownan Iy (a,y,2, X, Y, Z)=0, Fy(z,2,2,X, Y,Z)=0 wyznecza
wzajemnosé pomiedzy dwoma ukfadami przestrzennemi,

11. Przechodzimy obecnie do rozwazania wzajemnosel przestrzennej, okre-
§lonej przez rownania:

(U FI (r, y, :7X1 va): 0, -FQ (:,Z‘, Y, &, —‘Ya Y, Z)=0'

w ktoryeh w, i, 2, X, ¥, Z uwazamy jako spolrzedue punktéw obu ukfadiw
przestrzennych ') » 1 B,

Jezeli oznaczymy jako sprzezone dwa punkty (z,y;2) 1 (X, 7, 2),
dla ktérych wartosel spélrzednych czynia zado$é véwnaniom (1), to mozua
powiedzieé, ze punkty (X, ¥, Z), sprzezone wzgledem danego punktu (z,y, z),
tworzg pewng krzywa € te ostatnia wyrazaja analitycznie réwnania (1).
Jezeli w nich przyjmiemy (@.y,2) za parametry,’(X, ¥, Z) za$ jako spotrzedne
biezgce.” Punktom uktadu przestrzemnego r odpowiada zatem oo krzy-
wyeh C, réwniez i w ukladzie r wystepuje kompleks kraywyeh, ktérego linie
¢ 53 w tym samym stosunka do punktdw nklade 2. Punkty danej krzywej ¢
majg wspdlny sprzezony punkt w B, a zatem odpowiadajace im krzywe
przechodzg przez ten wspélny punkt.

Zapomocgrownan () mozua tak odniedé oba ukla-
dy przestrzenne Rirjeden do drugiego, ze punktom
jednegouktaduodpowiadaja wdrugim krzywe pewne-
gokompleksu Linie kompleksu, przecinajace sie w je-
dnym punkecie, odtwarzajg sie praytem, jako punkty
krzywej kompleksu, odpowiadajgce] temu punktowi.

1z Mozna okazaé, ze réwnania (1) wyznaczajy wzajemnosé -ogdlng
migdzy utworami ukladéw » i B, w szezegolnosel za§ miedzy krzywemi,
obwiedzionemi przez krzywe kompleksow ¢i C.

Jezell krzywe kompleksuw jednym zunkladow przestrzennych maja punkt
wspblny—co oczywiscie wogile nie ma miejsca—wtedy odpowiadajgce im pun-
ktylezg na jednej i tej samej krzywej kompleksu wdrugim uktadzie; w szcze-
gllnosel trzeba zaznaczyé, ze mieskomezenie bliskim przecinajaecym sieg

') Utwory uktadu'r bgdziemy w nastepstwie oznaczali malemi literami, ‘wielkiemi
zaé—utwory, odnoszgce sig do ukladu B, Przyp. aut.

O KOMPLEKSACH, W SZCZEGOLNoOSct 1 t. d. o8

krzywym kompleksu odpowiadajy w drugim ukiadzie punkty, polaczone linia
pieskonczonostkowa, bedaca kievnukiem kompleksu. Waziawszy krzyws o,
obwiedziong przez oo krzywych kompleksu ¢, 1 odpowiadajace punktom tejze
krzywe C, widzimy, ze dwiesgsiednie krzywe C przecinajg sig za kazdym ra-
zem, ze-zatem ogdt tych krzywych okresla obwiednig 3. Wykonywajgenad X
to samo dziatanie, otrzymamy pewng krzywa o', obwiedziong przezkrzywekom-
pleksu ¢, przyczem latwo okazad, Ze o' jest wlasnie poezgtkowo 1'02,\:»'3:2:111'(}
krzywg o. W tym celu zauwazmy z jednej strony wielobok krzywn?unw’y,
utworzony z krzywych kompleksu ¢, z drugiej strony punkty. od;mn-adajqce
tym krzywym. Punkty te lezg oczywiscie parami na tych mianowicie kray-
wych kompleksu C, ktére odpowiadaja katom danego wieloboku. Zatem
nowy wielobok i dany sa w zupelnie wzajemnej zaleznosel. ' )

Za pomocg przejsciado granicy otrzymujemy (1\\‘1-8
krzywe (obwiedzione przez linie komplek.sul(ei Cy, kto-
resyg wtakiejzaleznosci jedna od drugiej, Ze pun-
ktom pierwszej odpowiadajg linie kompleksu, obwo-
dzgcedruoga. )

Kazda z obwiedzionych krzywych kompleksu odiwarza sig za:tem
w podwojny sposob jako nowa krzywa, obwiedziona przez kr'zywe drugiego
kompleksn. Te ostatniy nazwiemy wzajemmna \reciprok) z da'n@
wzgledem ukladu réwnan (1). Qezywidcie mozna, za pomoca 1?1‘051:3 ch
dzinlah rozniczkowania i rugowania otrzymaé z rownania danej ) krzy-
wej, rownanie jej wzajemnej. Nalezy jeszeze zauwaiyé, ze kierunki el.e-
mentarne kompleksn (v, dy, dz) i (dX, dY, dZ) po r:zadkul 3
sig wzajemnie parami, tj. ze dwie krzywe, (.)b_wlledmone przéz
linie kompleksu i styezne do siebie, odtwarzajg sie r6wniez jako styczne do
siebie krzywe 1).

1} Reznltat ten wynika z odpowiadania sobie jednoznacznego }(rzywych k?mp}l“eksog
¢i €. Analityeznie mozna dojsé do tego samego wniosku, 16'anzku)qf: }rderx:LulaZ | —;&,
F,=0 (2) raz W praypuszczeniu, Ze przedstawiajg oue kompleks ¢, t.j. 28 X, Y,Z 8} 8
tewi; drugi raz dopuéciwszy, e
do = dy = dz = U.

.

Otrzymamy w ten sposéh dwa ukltady:

(@) Fiple 4 Fiydy 4~ Fiz dz = 0, Fapde + Foydy 4 Fy: dz = 0.
(2) FiydS 4 FirdY 4 FazdZ=0, FoydX 4 FardY + FozdZ=0.

Prazyjawszy wartofei (z,y, =) 1 (X, ¥, Z) tak, uieby. lezaly na od?owxedn}th I]jrz%wy:l:;al‘;‘.ti_
zeby czynily zadosé réwnaniom (1), mozemy z () i ® atrzym{w z}xpelm_e okreslon e
§ci stosunkow (dx:dy:dz) i (dX:dY:dZ). Procztego _st@d,‘ze réwuania (a) 1k(5) lgksu
niowe wzgledew rozniczek dz.dX ... wynika, ze odpowirdanie sobis klerunkowﬂ _orlnp
(@,7, 2, dz, dy, dz) i (X, ¥, Z,dN,dY,dZ) jest jeduoznaczne. Przyp. ttém.


GUEST


G0 . LIE.

13, Rdwniez i w posrid drugich tworéw przestrzennyel wyznaczajs
rownania (1) zaleznosé, ktora mogac byé w dwojaki sposob pujmowana, nie
jest jednak wogéle wzajemnoseia zupelnga. TElementarne stozki kom-
pleksu, ktorych wierzcholki leza na danej powierzehni, przecinaja odpowie-
dnie plaszezyzny styczne kazdyw razem wzdluz 2 prostyel — 7 oznacza
rzed stozka kompleksu — i podporzadkownjg wten sposéb kazdemu punk-
towi powierzehni n kiermnkow elementarnych kompleksu. Nieprzerwany
szereg tych nastepujacych po sobie kierunkéw tworzy uklad krzywych o,
pokrywajacych n-krotnie powyzszg powierzchnig; wszystkie te kraywe s
obwiedzione przes linie kompleksu. Odpowiednie wzajemne krzywe X
tworzg powierzchnie F, ktorg bedziemy uwazali jako odtworzenie danej (f),
Ze wzajemnosé nie jest tu zmpelng, polegn na tem, ze w ogble przez
kazdy punkt powierschni F przechodzi tylko jedna krzywa 3. Procz
tych lezy jedvakze na F szereg krzywych 37, rownies obwiedzionych przez
krzywe kompleksu C; przytem przez kazdy punkt powyzszej powierzchui
przechodzi N—1 krzywych X', w przypuszezenin, ze N oznacza vzed stoz-
kow elemeatarnych kompleksu przestrzeni R. Odpowiadajace wzajemnie
krzywym X7 linie tworza powierzchnie @, ktora poniekgd bedzie stowarzy-
szona z dang powierzchniy f.

Przez kazdy punkt powierzelhni £ przechodzi, jakesmy powiedzieli, n
kizywych o, 1 dla tego ten punkt jest obrazem krzywej kompleksu C, stycz-
nej do n krzywych 3, wskutek czego krzywa O jest styczna w u punktach
do powierzchai F.  Z drugiej strony przez kazdy punkt powierzchni # prze-
chodzi tylko jedna X, zag§ N—1 krzywycel X7, zatem punkt ten jest obra-
zem krzywej kompleksu ¢, ktora do f styczng jest w jednym punkeie, do ¢
za§ w N—1 punktach. i

Jezeli wprowadzimy analogiczne do uzywanyeh w geometryi liniowej
termiudw oznaczenia: ,kongruenc ya krzywyceh* i powierzch-
niaogniskowakongruencyi krz ywyel® "), wtedy bedziemy
mogli wyiazi¢ poprzednie wnioski w nastepujacy sposob:

Punkty powierzechni f odtw arzajg sie w £ jako
o krzaywych kompleksu € t. j-jakokongruencya krzy-
wyech ktorej powierzelnig ogniskowy win nismy uwa-
zad jakoodwzorowanie powierzehni danej. Podobnie
punkty powierzehni F vdtwarzajg sie jako co? krzy-
wyclhe przyezem utworzona przez nie powierzchnia
ogniskowa zawiera dang powierzch nieg f, jako czedé
Przywiedlna.

'} Jezeli kongruencyg krzywych okreglimy za pomocs réwuania- linjowego réinicz-
kawego czgstkowego rzgdn 1-go, w takim razie powierzclnia ogniskowa odpowiuda wogdle

tzw.catee osobliwej tegoz rownania, Przyp. aut.

icm
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14. Poprzednie rozwazania stosuja sig i do przypadku, kiedy f i F
s3 elementami powierzehniowemi. Nasza wzajemnos$é wyzna-
cza zatem odpowiadanie sobie elementow powierz-
chniowych. Danemu elementowi pierwszego ukladu przestrzennego
odpowiada 2 elementéw drugiego ukladu; z drugiej strony kazdemn ele-
mentowi ukladu £ odpowiada N elementdw, nalezgeych do r. Jezeli wice
réwnania (1) majy ckreslaé wzajemno$é zupelng, t. j. jednozvaczne od-
powiadanie sobie elementéw powierzchni, to obie liezby # 1 N musza
byé réwne jednoSel. Do tej kategoryi ualezy, zauwazmy mimocho-
dem, przeksztalcenie Ampére's (poréwn. § 7, 22). Przeciwnie znalezlis-
my, ze odpowiadanie sobie elementarnych kierunkéw kompleksu jest w ogdle
jednoznacznem ') i wistocle, najprostszy punkt widze-
niana naszg wzajemno€é otrzymamy, rozpatrujac
kazdg figure, jako zlozong z kierunkdéw elementar-
nych kompleksu, Np. mozemy powiedzied, ze co®kie-
ronkow elementaruych kompleksu danej powierz-
ehni f odtwarza sig jakoelementarne kierunki kom-
pleksnodpowiedniej powierzehni £ :

Nieeh bedzie dang kraywa k, kiérg mozemy uwazaé jako powlerzchnie
rurowsg o nieskonczenie malem przecigeiv. Wszystkie kierunki elementarne
kompleksu przecinajgce %, dajs co® kierunkéw kompleksu (@X,d7T, ¢&.Z )
ktdre tworza w ogdlnosei pewny powierzchuie F, bedacy obrazem.krzyqu I
To okreglenie powierzehni 7 jest rownoznaczne z dwoma nastepujgcemi:

1) Fzawiera co' krzywyeh C, ktdve sig odtwarzaja jako puukity
krzywej k. 2) Wszystkie krzywe kompleksu ¢, przecinajgcee k, odtwarzaja
sie jako punkty powierzchni F. 7

Rownania Fy (2,1,2,X, %, 2)=0, F @42 X, Y, 2)= (0 przepro-
wadzajg zatem dowolnie wzigte ntwory na inue i mogg stuzyé w celn prze-
ksztalcania twierdzen i zagadnieh geometrycznych. W drugim %'ozd.male
zrobimy wazne zastosowanie tej zasady przeksztalcenia do szezegdlnej po-
staei rownan (1).

§ 5.

Wyznaczenie wszystkich przeksztafcer przestrzennych, dla ktorych stycznosé
Jest whasnoscig niezmienniezq *).

15. Wiadomo, Ze w teoryi réwnat réiniezkowych grajs przeksaztal-
cenia, wyrazajace sig za pomocg rownai:

Yy Wynika 1o z przypisku do NO 12. !
"; Wedtug p6fniejszej terminologii Liie’go noszg one nazwg p rzeksztateced

. ttom.
styecznodciowyech. Przyp
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(1) X=f! (‘anazzljv(l)s Y=/I.2 (w,iaz:l’:’l): Z=f;(m7y’z'1)l ([)3 1.01‘3

pierwszorzedng; p i q oznaczaja tu, zaréwno jak inizej P, @, pochodne czgst-
kowe 2 8z 2Z 3% .
dr? oy’ 0X’ Y
dy z réwnan (1) wynikaja wyrazenia na P, Q, zalezne réwniez tylko od
(@, ¥ 2,1, ). Wtedy nasze przeksztalcenie posiada wlasno$é przeprowa-
dzania stycznych do siebie powierzehni na takiez powierzchnis. W tym pa-
ragrafie zamierzam wlasnie poda¢ nowy, o ile mi sig zdaje, podzial (anali-
tyczno-geometryezny) tych przeksztalcen na trzy klasy.

Réwnania (i) podporzadkownja dowolnemu elemeuntowi powierzehnio-
wemu (x, ¥, z, , ¢) punkt (X, ¥, Z); wynika stad, Ze elementom danej po-
wierzelni / odpowiadaja punkty pewnej powierzchni 7, ktora jednak wszcze-
golnym przypadku moze przej$é na krzywa lub nawet na punkt. Zmieniajac
dang powierzchnie = tak, by jeden jej element powierzchniowy pozostal bez
zmiany, otrzymamy odpowiadajgcejej powierzehnie I7, ktore sie stykajg wied-
nym (lub kilku) wspélnym elemencie (wspolaych elementach) E. Jezell IT prze-
chodzi na krzyws, to ta ostatnia zawiera, jak wykazuje stosowanie zasady
cigglosei, dwa sgsiednie punkty elementu E. Jezeli nakoniec IZ staje sig kulg
zerowy (kulg o nieskoficzenie malym promieniu), to ta ostatnia musi lezeé na E.

Rozwazmy co? zupeinie dowolnych powierzehni £1 odpowiednie utwory
drogiego ukladu przestrzennego, ktore sg powierzechniami krzywemi, lub tez,
kulami zerowemi. Dowolng powierzchnie & obwodzi co? powierzehni f,
iz poprzedniego wynika, ze odpowiednie im oo’ utwory F dotykajs po-
wierzelmi @. W tem miesei sie ogdlne okreslenie geometryczne naszych
przeksztaleen.

Godnym uwagi jest szczegdluy przypadek, kie-

16. Wyblerzmy w szezegdlnosci jako powierzchnie 7 wszystkie kule
zerowe nkladu r, wiedy mozna analitycznie okreslié ntwory F, rugujge piq
7 rownan:

X= 7[1 (‘T': Yy %D, (Z), Y= ﬁZ (Gﬂ, ¥,2,0, ’])v Z == f:i (xv:l y 20 Dy '7)
l_\{uga tu zajs¢ trzy przypadki: albo istnieje tylko jeden zwiszek miedzy
(, 1,2, X, Y, Z) '), i wtedy przeksztaleenie nalezy do tych, ktéve Pliicker
okreglil mianem wzajemnosei ogélnej; lub tez istniejg dwie takie zalezno-
Sm. co odpowiada  wzajemnosei, utworzonej przezemnie; wreszcie mogsy
istnie¢ trzy niezalezne réwnania migdzy spolrzgdnemi punktdow obu ukla-

dow  przestrzennych, co ma miejsce pray wszystkich przeksztatceniach
punktowyeh.

1) Poréw. Du Bois-Reymond, Partielle Differential-Gleichuugen, str, 175—181.
Przyp. aut.

* ©

icm
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Istniejgtrzyrézne klasy przeksztatecen, dla kto-
rychstyczunosc¢ jest wlasnoscig niezmienniczg; pierw-
sza odpowiada Pliickerowskiej wzajemnosSei wprze-
strzeniiokreslasiezapomoca jednegovréwnania kie-
rowniczego (aequatio directrix):

Flz,y,2,X,Y,Z) = 0;

druga odpowiada wzajemnoseci, podanej przezemnie
jokreélonejprzezdwaréwnania:

Po(r,y,5,X, Y, 2y =0, FylryeXY Z)=0;

t . . . . 1
trzecia wreszcie obejmuje wszystkie przeksztalce-
niapunktoweiokresla siezapomoca trzeech réwnan:

Fl (.’X?._;Z/,Z,X, YvZ) = 0: F2 (:-TU,Q,Z«',X, I:Z) =0, F3 (:l',ilj,Z,X, S':Z)=0 1)

Obie pierwsze klasy przeksztalcen polegaja na wprowadzeniu nowego
elementu przestrzeni, ostatnia zas na wprowadzenin nowego ukladu spol-
rzednych 2).

§ 6.
Przeksztatcenie réwnad rézniczkowyeh czgstkewych.

17. Legendre % podal metode ogdlng, majges na celu — wyra-
Zajge sie jezykiem geometryi nowozytnej — przeprowadzenie rownania 1:02-
niezkowego czastkowego w spélrzednych punktu (x, y, 2) na takiez réw-
nanie W spolrzednyeh plaszezyzny (£, u,v); Mozna praytem uwazaé (¢, w,v)
réwniez jako spotrzedne punktu ukladu przestrzennego iwzajemnego z da-
nym,

Yy W przestrzeni o » wymiarach istuieje n rozmaltyeh kias przekszt.aiceﬁ., dla: ktd-
rych styeznosé jest wiasnodeig niezmienniczg. Jegeli m jest liczhg calkowity !{1& w_u_;l.szfg
od », to mozemy powiedzieé, ze kazda klasa okreslona jest za pomocg m réwnai pomiedzy
spoirzeduemi obu ukiadéw przestrzennyeh. . Przyp. aut,

3) Wyczerpujaee dowodzenie rezultatow NO 16, odnoszgeych sig do 3-ch resp. n klas
przeksztalcen styczmodeiowych patrz Lie: Theorie d. 'I‘rnnsformutlo‘nsgruppau 2 Bd. f;f;r_.
44~70; réwniez Goursat: Partielle Differentialglgen l.er 0.  Leipz. 1893,’ str. 247
i253—258. ) Przyp. ttom. )

3) Umieszezone tutaj pojmowanie ogdlne t. zw. przeksztalcenia Legendresa
nalezy zapewne przypisaé Plilckerew i, Crelle J. 1X, 1831. Przyp aut.
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Podobunie, jezeli krzywe lub powierz ch ni.e kom-
pleksu wprowadzimy jakoelementyp rzestrzeni mozna
przeksztalcidrownanie roznieczkowe w spélr.z:‘}‘q ‘111.3:._“1%
fzfy,zyna inneréwnanie miedzy Sp(')ll‘z(-}(jineml' (X, i Z)
nowego elementu I tunalezy zaznaczyé, Ze mozna uwazaé wielko-
$ci (X, Y,Z) w nowem rownaniu jako spilrzedne pnnkt(.}w ukiadn {f; tego
sposobn pojmowania bedziemy sie wladnie trzymali glownic W naszej pracy.

Analityezuy dowdd prawdziwosel powyzszego twie‘rdzema po.le,g:? na
tem, ze wyzej wspomniana zmiana elementn przestrzenuego wyraza sig ua
pomoca piecin réwnai pomiedzy (z,y, 2 p,9) 1 (X, ¥, Z, P, (). Otoz, jezeli
w rownanie rézuiczkowe czgstkowe.

Iz, y, 2,00 =0,

wprowadzimy zamiast z, y, z, p, ¢ wartodel ich, wyraZone prezez XY Z,P,(),
otrzymamy wiedy nowe rownanie riZuniczkowe ezastkowe rzedu 1-go.  Greo-
metryceznie mozna to samo okazaé w nastepnjacy sposob:

lNiéchaj iz, y,2,p.0)="0 bedzie réwnaniem rézniczkowem ezgstko-
wem rzedu 1-go; oznaczmy wszystkie powierzcehinie, tworzgee t zw. calke
zupelng, przez g; przypominamy, Ze kazda inna powierzchnia calkowa jest
obwiednig oo powierzehni . Rozwazmy nastepnie @ 1 F i dowiedzmy,
#e kuzda F jest obwiednia co! powierzchui €. Z rozumowan ostatniego
§ wynika, Ze jezeli dwie powierzchnie calkowe stykajy sie wzdluz pewnej
krzywej, t.Jj. jezell maja oo! wspdloyeh elementéw powierzchniowych, na-
tenezas to samo sie stosuje do odpowiadajacych im powierzehni. Przyjagwszy
to, rozwazmy powierzehnie caliowa f, nastepnie wszystkie co® powierzehnie
@y, styezue do f, wzdlnz jednej i tej samej charakterystyki i, nakoniec,
odpowiadajace im powierzchnie F, i &,. Jasnem jest, Ze kazda &, dotyka
F, wedlug pewnej krzywej, ze zatem F, jest obwiednig powierzehni &.
Widzimy wiee, Ze nasze przeksztalcenie przeprowadza wszystkie powierzch-
nie catkowe réwnania rozniczkowego czastkowego I (z,y,2,p,9)=10 na po-
wierzehnie catkowe réwnania F(z,,2,p0,9) =0, a tego wlasnie nalezato
dowiesé.

18 Rozwazimy przeksztalcenie, okredlone przeuz
dwa odniesionedo siebie kompleksy krzywych i za-
stosujmy jedonalezgcego do kompleksu krzywyeh ¢
rownania rézniezkowego rzedu I-go ($3,9); natenczas
odpowiadajagcemurdwnanierdézniczkowe wspolrzed-
nyeh X, Y, 7 rozpada signadwa, zktérych jedno odypo-
wiada kompleksowi krzywyeh C

W istocie, weimy powierzehnig f, styczna we wszystkich punktach do
odpowiednich stozkéw kompleksu. Stozki te wyznaczajs w kazdym elemen-
cie powierzehni (§ 4, 13) n elementarnych kierunkéw kompleksn, z ktérych
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dwa zlewajg sig w jeden. Tezgce na powierzehni [ krzywe, obwiedzione
przez krzywe kompleksu ¢, dziels sie zatem na dwie kategorye: 1° na cha-
rakterystyki powierzehni £ i 29 na szereg pokrywajacyeh jg n—2- krotnie
krzywych. Punkty naszej powierzehni odtwarzajg sie zatem jako --2
krzywyceh C, ktorych powierzchnia ogniskowa rozpada sie na dwie powierz-
chaie F, i Fy; przyczem krzywe C sy styczne do powierzehni F, w dwich
panktach zlewajgeych sig w jeden, do powierzehni F, zas w n—3 punktach
lezgeyeh osobno.  Powierzehnia 7, zatem, wedlug (§3,9), czyni zadogé
rownanin rozniezkowemu ezgstkowemu rzgdn 1-go, zwigzanemu z krzywemi
kompleksu C, gdy tymezasem Fy czyni zadosé innemu réwnanin 16zniczko-
wemu, W ten sposdb dowiedlismy powyzszego twierdzenia, ktore zreszta
jest identyczne z obu nastepujgcemi: )

Jezelielement powierzchniowy ukladurjeststycz-
ny do stonzka elementarnego kompleksu, to odtwarza
sigonjako n—1elementiw, zktorych jeden musi byé
liczony dwa razyijest réwniez styczny do elemen-
tarnegostozka kompleksu *).

Krzywe kompleksow ¢ i © okreflajg dwa rowna-
niarézniczkowe czgstkowerzedu 1-go,ktorych charak-
terystyki®)sg krzywemi wzajemnemi wzgledem réownan
=01 F,=0.

19.  Ostatnie wyslowienie naszego twierdzenia prowadzi do nastepu-

Jacej metody przeksztateenia réwnan rozniczkowyelh czastkowych rzedu 1 go:

!) Danemu elementowi jednego z ukiadéw przestrzennych odpowiada n resp. N)
clementéw drugiego uktadu. Wskutek tego wzajemnie podporzadkowuja sie grupy po »
resp. N elementéw, ktore mozemy okreslié jako stowarzyszone. Jezeli prze-
ksztalcenie okreslone jest za pomoca dwoch réwnai (F,=0, F,==0), to z rozumowah tekstn
wynika, Ze istnieje w kasdym z ukiadow przestrzennyeh cof takich elementéw, ktére sig
zlewajg z jeduym ze stowarsyszonych; przytem godnem jest uwagi, ze taki element odtwa-
rza sig z drugim ukiadzie preestrzennym, jako element tego samego rodzaju. W tej formie
mozna stosowaé twierdzenie, wypowiedziane w tekécie, i do przeksztalcefi, okresionych
przez jedno rownanie F(z,y,z X, Y, Z)=0. Przyp. aut.

) Azeby znaledé rownanie charakterystyk nalezy z danego rdwnania réimiezko-
wego H(x,y,z p,q) =0 izréwnai:

dx dy dz

oo~ Iy Uspi-Iyq

wyrugowadé wielkodei p, ¢; reznltatem rugowanian bedzie zedane riwnanie. Pordw. Lie
Geom. d, Berithrgstransf., str. 511, Przyp. ttom.

Prace mat.-lizyczne, t. XI. 2
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Nalezy okreslié réwnaunie charakterystyk f(z, ¥, 2 dx, dy, dg) =0
i wybraé zalezno§é dowolna:

w (@, Y, 2, d, dy, dz, X) = 0,
w ktorej X oznacza stalg dowolna. Niech
Fy (2,9, 2 X1 2) = 0, Fo@9% X v2Z)=>"0

oznaczajg calki ukiadu réwnai spolistniejaeych: (f=0, w==0), przyczem
¥, Z sy stalemi calkowania.

" Roéwnania F, =0, Fo=01)
kosci , ¥, 2, zaleznoc:

dajg jako rezultat rézniczkowania wiel-

F (X, Y, ZdX, ay.dzZ) = 0,

ktéra ze swej strony okresla, wedlug zwyklych metod, réwnanie rézniczko-
stkowe:
we ¢z3 ‘ o oz 37\
Rlx 25y 7] =
Dane réwnanierozniczkoweiobecnie z'nalezione
(F,=0) przedstawiaja zagadnienia rownowazne w ten}
zn‘iaczeniu, ze odpowiadajgce sobie char&kterygtykx
sg krzywemi wzaj emnemi wzgledem ukladu F =0,
Fy=1. o .
" Nietrudno bedzie przekonaé sie o prawdziwodel obu nastepujgeych
twierdzen, ktore podaje jako przyklady: .
Przeksztalcajac powyzsza metodg réwnanie rézniczkowe cgastkowe
rzedu 1-go, nalezgee do kompleksu prostych (§ 3, 10) znajdziemy, ze nowe
réwnanie jest tylko stopnia drugiego. Pochodzi to stad, ze proste kongru-

)

encyi prostych styczne sg do powierzehni ogniskowej w dwoch punktach *)

.

1y Okreslajg one wiadnie oba l(oml)leksxci C, przycz‘em pierwszy '(a) skl.nd'a sig
z krzywych catkowych rownania f= 0. Fy=0jest, wedlug §3,6, 'r6w1}nnle'3111 rozniczko-~
wem, ktoremu odpowiadajg krzywe O, jako krzywe. catkowe: Pouiewas wige kompleksy
odpowiadajg sobie, to samo sig tyesy rownai II=0i F=0 Przyyp. ttom.

2) Zagnaczona tu prosts forma, jakg moZe przyjaé nalesgee do kowpleksu pr0§tycl3
réwnanie rozniczkowe czgstkowe rzedu 1-go polega, wedlug rozumowad § 2 (poréwgaj .3-c1
rozdzial tej rozprawy) na tem, e proste powyzszego kompleksu mozna wyrowadszié jako
elementy przestrzenne. Przyp. aut. )

Twierdzenia powyzszego moina dowiesé analityeznie w nastepujacy sposéb: Ponie-
waz rownania Fi=0, F,=0 przedstawiaja w ukladzie » kompleks prostych, muszg one hyé
wige 1-go stopnia w spélrzeduyeh =, 7, 2
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Tymezasem przeksztaleajac rownanie rézniczkowe, mnalezgce do kompleksu

stozkowych (§ 3, 9), znajdziemy, ze nowe réwnanie jest stopnia trzydziestego.
Wynika to stad, Ze jezeli co? stozkowych tworzy kongrueneye, to kazda ze
stozkowych dotyka powierzehni ogniskowej w szedcin punktach. Wskntek tego
nowe stozki elementarne sg széstego rzgdn, a zatem klasy trzydzieste] i t. d.

20. Podajy tu jeszeze niektére uwagi, ktdryeh unzasaduienie opusz-
czam:

a) JeZeli w N 19 rownanie f==0 ma ksztalt:
Xdz - Ydy -+ Zdz = 0 1),

wtedy charakterysbyki réwnania roiniczkowego czystkowego F,=0 s3
wilagnie krzywemi, przedstawionemi przez uklad:

Fl=0! ,F_,:O’

W przypuszezenin, Ze (2, y, ¢) grajs przytem role parametréw. Stad mozemy
wyprowadzié nastgpujaca wazng wiasnosé charakterystyk réwnan réznicz-
kowych 1zeda 1-go:

Krzywe danego kompleksu sgcharakterystykami
pewnegordwnania rézniczkowego czgstkowego rze-
dul-go, jezeli wkongruencyi dowolnej, nalezacem do
tegokompleksn, kazda krzywa? dotyka powierzehni
ogniskowej tylko w jednym punkecie. Wylacza sie
stagd powierzchnia ogniskowa, ktéraby byta wspolna
wszystkim kongruencyom kompleksu.

Fy == Az + By4+ G2+ D=0, F= 4z1- By+ G+ D =10
spotezynniki 4, B,..., 4... s funkeyami zmiennych X, ¥, Z

Réznieskujge powyzsze riwnania otrzymamy zaleznodei, zawierajgce zardwno wiel-
kodei (w, 5, 2) jak i (dX, 4¥, dZ) w stopniu 1-ym, dla tego tes rezultat rugowania (=, y, z)
Z powyzszych czterech réwnai liniowych, wyrazony w formie wyznacznika, bedzie zawierap
wielkosel (dX, dY, dZ) tylko w 1-ej potpdze w 2-ch wicrszach: Stad za$ wynika. 7e
iréwoania =0 i F;=0 bedg drugiego stopnia. Prayp. ti6m.

) X, Y, Z oznaczajy tu dewolne fankeye zmiennych (2. g, 2).

‘). Kazda krzywo takiego kongruencyi przecina tylko jedns nieskoficzenie hlisks
kr7ywa. Przep. aut.

Prawdziwosé powyizszego twierdzenia mozna okazad zwazywszy, iz stozki elementarne
kompleksu (c) przechodzg na plaszezyzny i dla tego przez dany punkt powierzchni catkowes
przechodzi tylko jeden kieranek kompleksn. Temn ostatnicmn odpowiada w drugim ukla-
dzie réwniez jeden kierunek kompleksu (§ 4, 14), & zatem i jeden punks wspbiny krzywej C
2 powierzchnig ogniskows, Przyp. tlém.
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Jezeli stozki elementarne obu kompleksow (¢ 1 C) przechodzg na pla-
skie peki promieni, nafenczas ocod krzywych kompleksu kazdego ukladu
lezy na ool powierzclniach; zuaczy to, Ze rownania:

f (2, Y, 7, do, dy, dz) = 0, 7, (X, 7, %dX, ay,dz) =0,

bedyce pierwszego stopnia wigledem rézniczek, s3 calkowalne ). Re.
zultat ten, jak mam zamiar okazaé przy innej sposobnosci, jest waznym
przy okresleniu ogdiu przeksztatcen jednoznacznych.

b) Wsazystkie przeksztalcenia, dla ktorych stycznodé jest wlasnosciy
niezmiennicza, posiadaja wlasnogé charakterystyczna przeprowadzania réw-
nania réznieczkowego czastkowego 2-go rzgdu Monge-Ampére’a:

A(t— )+ Br+ Cs+ Dt + E=0,

na réwnanie tegoz samego typu. Jezell przytem dane réwnanie posiada
t. zw. calke posrednia, to samo sig tyczy i nowsgo réwnania ?) (pordéw. roz-
prawe Boole'a, Crelle-Borchardt, Journal, tom 61).

¢) W ogdle odpowiada w naszych przeksztalceniach danemn elemen-
towi skonczona liczba elementdw drugiego uktadu. Istnieja jednakze wyjat-
kows elementy, odtwarzajjce sig jako nieograniezona liczba elementéw dru-
giego ukladu. Nie zaglebiajgc sie w szczegoly tej waznej teoryi, zauwaze
tylko, e jezeli dany element zawiera nieskoficzong liczbg kierunkéw kom-
pleksn, to jest on wowezas wlagnie wyjatkowym elementem. Polega to na
tem, Ze element przeksztatca sig w ogdle na tyle nowyeh elementéw, ile sig
w uim zawiera elementarnych kierunkéw kompleksu (§ 4, 131 14).  Jezeli
elementarne stozki kompleksu rozpadaja si¢ na plaskie peki prmn’ieni, to
otrzymujemy w tym ukladzie co® wyjatkowych elementow, ktore odpowia-
daja co* elementom, obwodzgeym w ukladzie B wszystkie stozki elemen-
tarne kompleksu.

1, Wiadomo z teoryi réwnania P fatfa (Nded- Yay+Zdz=0) por. Lie, Gteometrie
der Berlihrangstransf;, str. 193—206, Ze 16wnaniu temu odpowiadajs w ogble (t. j. jezell
nie jest omo catkowalne), dwa réwnanin rézniezkowe czastkowe, np. p =g (% ¥, 2)
g =1, (%, 3, 2). Réwnaniom tym czynip zadodé tylko wtedy kongrieneye oo’ elementéw
powierzehniowych, jezeli réwnanie Pfaffa jest catkowalne, t. . jezeli wszystkie co® krzy-
we kompleksu lezg na nktadzie co® powierzehni. Prazyp. ttom.

2y r, s, t oznaczjy b, jakipoprzednio, pochodne o—z_, "g—z“, ii, 4,B, 0 DB

oz’ dxdy ' oyt
sy funkeyami zmiennyeh (2, y, 2) oraz pochoduyeh (p, 9) Dowodzenie powyzszego twierdze-
nis zasadniczego w teoryl r6éwaan Monge-Ampere’a; poréw. Goursat, ,Lecons sur
I'integration des équatious dn 2-e ordre*. Paryz 1896, str. 5152 Przyp. tiém.
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ROZDZIATL 11
Geometrya prostoliniowa Plickera') moZe byé przeksztafcona na geometryg kulistq.

W rozdziale niniejszym rvozwazam pewien szczegdlny przypadek po-
przednio podanej teoryi ogdlnej, ten mianowicie, kiedy oba, odniesione do
siebie kompleksy sg kompleksami liniowemi. Jednak blizszemu badanin
poddaje tylko pewien przypadek znieksztalcenia. Mniemam przytem
%e byloby interesujgcem zbadaé zardwno przypadek ogélny, jakotez wszvst:
kie mozliwe przypadki specyalne. i

§7.
Oba kompleksy krzywych sgkompleksamiliniowemi.

91. Przypusémy, ze oba réwnania, okreslajgce wzajemnosé, sa linio-
wemi wzgledem (z, ¥, 2) 1 (X, ¥, Z): .

X(az+ byt azt+d) + Y(wr -+ by + oz d)

T+ Z (aym + by F ez tds) + (@@ -+ by + ezt dy) = 0
X (- By + vz + 8) + Y+ fy + 792 - 8)

A Z (@ + By + 12+ &) + (ar - By Fretd) =0

w tym przypadku punkty sprzezone z punktem danym tworzg w drugim
ukladzie linie prosta.

Oba kompleksy krzywych sz kompleksami Plickerowskiemi
linij prostych, w skutek czego réwnania(l)wyznaczajg odpowiednios¢ migdzy
r i R, posiadajgea nastepujace wlasnosei:

a) W kazdym ukladzie przestrzennym znajduje
sigkompleks liniowy, ktdrego proste odtwarzaja sig
jakopunkty drugiego ukladu.

1y . Z teoryi kompleks6w nastepujgce prace bzde uwaZal jako znave czytelnikowi:
Plickor: Néuve weometrie des Raumes, 1868—69; Klein, ,Zur Theorie der Complexe®,
Math. Aun. 1T, 2, P. Battaglini'ego prac, tyczacych sig kompleksow prostych linij nie
mogg cytowaé, gdys nie s3 mi znane. Przyp. aut.
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b) Jezeli dany punkt opisuje prosts kompleksu, to od-
powjadajgea mu prosta obraca sig okolo punktu, w ktérym
sig odtwarza pierwsza prosta.

¢) Krzywe, ktirych styczne nalezg odpowiednio do
obu komplekséw, uktadajg sig parami wzajemnie, t. j. tak, ze
stycznym do jednej z nich odpowiadajg punkty drugiej.

d) Powierzchni f odpowiada pewna powierzchnia »
wsposob podwdjuy: Najprzéd jest F powierzchnig ogni-
skowsg kongrueneyi, ktérej proste odpowiadaja punktom
powierzehni /. Z drugiej strony punkty powierzehuni F 84
obrazami wszystkich stycznych do /, nalezgeych dodanego

~kompleksu prostych 1).

e} Na wyzej wymienionyech powierzchniach krzywe
ukladaja sie parami jako sprzezone. Punkty takiej krzy-
wej przeksztalcajsy sie na tworzace powierzelni prosto-
linfowej, zawierajacej krzywa sprzezong, i stycznej wzdiuz
niej do powierzchni f Inb F.

f) Krzywej, ktorej styczne nalezy do danego kompleksu,
odpowiada jako sprzezona inna krzywa, obwiedziona przez
proste kompleksu; jestto wtasnie krzywa, oznaczona przex
nas jako wzajemna wzgledem danej.

Twierdzenia e) mozna dowies¢, opierajyc sie na tem, ze linia, kompleksu
i lezgcy na niej punkst odtwarzaja sig jako punkt i przechodzaca przezen
linia kompleksu.

22. Kazde z réwnan (1) okresla odpowiedniogd homograficzng pun-
ktéw i plaszezyzn obu ukladéw przestrzennych, w skutek tego za$ mozna
okregli¢ ktirykolwiek z naszych kompleksow, jako ogol prostych, otrzyma-
nych z przeciecia nalezgeych do siebie homograficznie plaszezyzn, Inb tes
prostych, lyczacych nalezgce do siebie punkty. Okreslony w ten sposéb
kompleks prostych 2-go stopnia jest, Jak wynika z badan R ey e’go ?) iden-
tyczny z ukiadem prostych, ktéry Binet pierwszy okreslit, jako 0gol sta-
Iych osi obrotu ciata sztywnego %), a ktdrym zajmowali sig pézniejsi mate-
matycy, szezegdlnej Chasles i Reye. ‘

. ) Ze waejennosé nie Jest tu zupelng wynika stgd, i& powierzelnin & jost zupelng
powierzehnia ogniskows odpowiedniej kongrueneyi, gdy tymezasem linie drugiej kongru-
encyi obwodzg, préez £, jeszeze inng powierzeunie. ’ Przyp. au l;.=v

2) ng e, Geometrie d. Lage, II 2S¢, 1868, str. 116 ~172. Przyp. ant,
o 3) T.j. gtéwnych osi bazwladnodei ciata sztywnego; patrz Bine t: Mémoire sur la
théorie des axes conjugués et des moments d'inertie des corys, Journ. de I’Ee. Polyt., 16 Cab.

Przyp. ttom.
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Jezeli nadamy statym réwnania (1) wartosci szezegélne, to kompleksy
moga zajaé wagledem siebie polozenie szczegélne, (np. mogg zlaé sig_ w je-
den, ktory to przypadek rozwaza Reye w swojem dziele ,,Geometlzle der
Lage“, podajac zbadane powyzej odwzorowanie komplekséw, oraz tw_xerdze-
nia (b) 1), lub tez mogy sig same sta¢ kompleksami szezegdlnemi. Nie roz-
wazajgc tu szczegblowo wszystkich mozliwyeh przypadkéw, zaznaczg tylko
nastgpne dwa najwazniejsze ): o )

1) Obakompleksy moga byé specyalnemi kompleksami han'yl?uh
Przypadek ten prowadzi do znanego przeksztalcenia Am p &re'a, polegajg-
cego na tem, ze sie wprowadza wszystkie proste, przecinajace da.nq,’ prosya,.
zamiast punktu lub plaszczyzny jako element przestrzenny. Rownania,
wyrazajace przeksztalcenie Ampére'a:

X=p Y+y=0 Z4tz-+pr=020,
dajg pomigdzy wielkosciami (2, y, z, X, T, Z) zaleznose :
Yby=0 Z4+:z-+Xx =0,

ktére rzeczywiscie przedstawiaja postaé szczegdlng i symetryczng row-
naft (1). .

2) Kompleks pierwszy moze sktadaé sig z ogélu. prostych, przecina-
jacych stozkows, majacy state potozenie w przestrzeni, wtedy’drug} jest
liniowym ogéluym 3). Osfatnie znieksztalcenie p(:\ddarln szczegolowe,! ana -
lizie, przyjmujac przytem, e stozkowa zasadnicza jest kolem wurojonem
w nieskonczonosei. .

23. Wiemy, Ze oba kompleksy krzywych s3 kompleksaml'prostych,
jezeli réwnania wzajemnosci sg liniowemi vstzglgdem. obu ukYaddw zmien~
nych (%, v, 2, X, Y, Z), 1 mozemy sobie postawi¢ pyta.me. czy tfan df)statecz-
ny warunek jest rowniez i koniecznym *). Na pytanie to nalezy, jak tego

) Reye: Ueometrie d. Lage. 3-te Abth.1892, str.12. Przyp. aut

) Repriisentation des Imaginiren. Acad. w (1hryslynnii. laty i s.ierpi‘er’x 1869.
Przestrzenne pokrewienstwo, rozwazane w §§ 17, 25, 27, 28, 29 tej rozprawy, jest identycz~
ne z naszem teragniejszem. W § 25 rozwazam pierwszy z obu szezegolnyeh wypalkéw.

Przyp. ant.

3 Nother podat juz w ,Gottinger Nachrichten* 1896 {Zul: Theorie der algebrai-
schen Functionen) to odwzorowanie, ktére ja zreszts samodzielnie znn.lujlem. .{edmuk
w wyzej wsp nunianej nocie nie jest zaznaczonem zasadnicze, wedhx‘g-nu.s, pojmowanie ‘0111;1
nktadéw przestrzenuych, jako zawierajaeych kompleksy, ktérych }Jme oellzwarz-n.m sig jako
punkty drugiego uktadu. Précz tego zauwazg, ze pomysiu oparcia zaleznedel elementéw
powierzehni na odwzorowaniu powierzehni réwniez nigdzie nie spotyknlem._ Przyp. aut.

1) T, §. czy inne ogéluiejsze rownania nie 100gg roéwniez przedstawiaé odwzoru'wa.-
nia 2-ch komplekséw prostoliniowych. P’rzyp. tiém.
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zamierzamy dowiesé, odpowiedzieé twierdzaco, jezeli tylko dodamy warunek,
by edpowiedniosé by¥a jednoznaczna.

Dodamy jeszcze, ze pytanie to, aczkolwiek przedstawia interes samo-
dzielny, nie ma znaczenia w odniesieniu do teoryj nizej podanyeh.

Jezeli jeden # kompleksow jest prostoliniowym, to stozki elementarne
drugiego kompleksu, ktory w ogdle jest kompleksem krzywych, muszy sie
roztozyé na pewng liczbe stozkéw stopnia drugiego. Dowdd tego twierdzenia
polega natem, ze proste kongriencyi ogoinej prostych sa styczue do powiers-
ckni ogniskowe] tylko w dwéch punktach 1y, Jezeli w szezegiolnosei jeden
z kompleksOw skiada sig ze stysznych do pewnej powierzelni, to stozki ele-
mentarne drugiego kompleksu przechodza na plaskie peki promieni 2). Jezeli
teraz postawimy warunek, by odwzorowanie bylo jednoznaczoem, to mozliwe
s tylko trzy nastepujgce praypadki: 1) oba kompleksy prostych sa komplek-
sami ogdlnemi stopnia 2-go; 2) jeden z kompleksow jest kompleksem spe-
cyaleym; 3) oba kompleksy s linjowemi specyalnemi 9),

Zaznaczymy tu, iz niozua styd wyprowadzié, ze rowna-
nia (1) okreslajg- najogdélniejsze jednoznaczne wzajemne
odwzorowanie dwdéch komplekséw liniowycel, przyczem je-

') W istocie, wezmy jakgkolwiek powierzchmig £, nalezgeg do 1-go ukladu i jedne
z prostyeh (1) odpewizdajgcej jej kongruencyj. Oba punkty styeznosei (/3 1) okreslajg
d.w?. elementy liniowe, odtwarzajgee sip w drugim ukladzie réwnles jako dwa elementy
liniowe. Te ostatnie przechodzg przez punkt powierzehni F, odpowiadajgey rozwazanej
pt:osrej () i less w plaszezyznie stycznej do /. Poniewaz w kazdej innej plaszeryinie
lezg rowniez dwa elementy, przechodzgee przez ten punkt, zatem stozek elementarny jest
rzgdu 2 go. Przyp. ttém,

. %) Rozumujye w ten sam 8posob, co i poprzeduio, otrzymamy na prostej (1) kongrueu-
eyl ’cylko jeden element liniowy styczny do przeksztateans] powierachni; drugi zad element
fla.lezy do powierzehni, okredlajgeej kompleks. W drugim unktadzie mamy réwniez tylko
jeden element liniowy, skad wynika, ze stozki elementarne drngiego uktadu sy stopnia 1-go.
w pod-obny sposéb wnosimy, ze kompleksowi prostych, przecinajaeych dang stozkows
odpowiada w drugim ukladzie kompleks liniowy, . j. taki, wktorym stozki elementarne
przechodzg na plaskie peki promieni (por. kuficowy wstep NO 22), Przyp. tlom.

. 3 Dwz?. nastepujgce przypadki sg wykluezone: 1) oba kompleksy prostych sg linio-
wemi ogélneml i 2) jeden kompleks jest ogdlnym linjowym, drugi specyalnym liniowym,
W istocie, krzywe calkowe kompleksow powinny w obu ukladach, wedlug N°20,a, lezed
na co! I:vowierzehuiauh, co nie ma miejsea dla ogélnego kompleksu liniowego, gdyz jego
réwnanie rézniczkowe, jak fatwo oknzad (Lie, Geom. d, Beriihrgstransf, str. 210), nie jest
calkowalue. Przeciwnie, w kompleksie specyaloym liniowyim powierzelmie puwyisze 84
plaszezyznami, tworzscemi ek plaski, kudre] osiq jest of kompleksn,

Przgp. tiém.
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dunak niezupeluie zostanie uwzglgdniony p rzypadek, kiedy
oba kompleksy prostych sy specyalnemi 1.

Jezeli oba kempleksy sy kompleksami ogélnemi stopnia 2-go, to odnos-
ne powierzehnie punktéw osobliwych nie mogy byé, jak Iatwo widzieé,
powierzehniami krzy wemi. Z kazdego bowiem punktu takiej powiers-
chni wychodzy dwa plaskie peki promieni, ktirych proste odtwarzajg sie
jako punkty jednej tylko prostej. Przytem wszystkie proste jednego z pe-
kow praeksztaleajg sig na jeden i ten sam punkt. Ogdl za$ prostyeh, nie
majaeyeh samodzielnego odwzorowania, nie moze byé kompleksem, a tylko
skiada sig z pewnej liczby kongruencyj. Poniewaz za§ wszystkie plaskie
peki promieni, ktérych wierzehotki leza na danej powierzchni krzywej,
koniccznie tworzg kompleks, zatem powierzehnia punktow osobliwyeh musi
sig sklada¢ z plaszezyzn i styd mozna wywnioskowaé, ze oba kompleksy sto-
pnia drugiego nalezg do tyel, ktore najprzod rozwazal Bine t.

Tezeli kompleks specyalny stopnia 2-go i ogolny liviowy sg wzajemnie
do siebie odniesione, to beds mozliwe & priori dwa przypadki: 1° Proste
kompleksu stopnia 2-go mogs prezecinaé stozkows, lub tez obwodzié po-
wierschnig 1z¢da 2-go.  Rozwazania, ktorych nie przytaczam, doprowadzily
muie do wniosku, 26 tylko pierwszy przypadek jest mozliwy ).

) Ustanéwmy odpowiedniodé jednoznaczng pomigdzy plaszezyznami dwdeh. linie-
wych pgkow plaszesyzn . Odniesmy nastgpuie dwoidcie pr.ste kazdej z tyeh plaszezyn
do punktow odpowiadnjgeej ptaszezyzny. Otrzymamy w ten sposob odwzorowanie wza-
jemne dwoch speryalnych komplekséw 1 niowyeh; bedzie omo ogélniejszem niz 0. kuore
wynika z réwnani Ampéren. Przyp. aut.

) Niemozliwoé drugiego przypadknmozna okazaé w nastgpujgey s;?osﬁb‘ Pui-
ktom powierzehni £, ktorej styczne twerza kompleks w 1-ym ukladzie, ludpowmdn. w dro-
gim j ewna kongruencya prostych. Poniewa? dany punkt (4) powierzchni f, ;mi'qczuny z ¢!
sgsiedniemi junktami, duje tyles rozmaitych prostych, zntem prosta (n') drugiego n}sladu,
odpowiandajgen 4, winna przecinaé co! sgsieduich prostyeh kougmenaw.. W. ogoble Jednn-k
dawa prosta kongruencyl praceina tylko dwie nieskoiezenie bliskiepros'tetl wy_]gtek;stam.mla‘
kongruencye, kréryeh powierzehuin ogniskowa przechodzi na krzyws 1!1]1;(1’ ) Oktqzmy_]esz-
cze, Ze kasda prosta (1) kompleksu nkladu 2-go przecing to kreyws. W.xstocxe,.m.ech' punkt
(L), «dpowiadnjgey toj prostej, lezy ua linii(m) kumpleksl} 1-;45:: 1 tej ostutlue,].IGZQ dwa
nieskoiiezenio bliskie punkty (4; 4,) powierzehni £0dpowiadajaee im proste ukiadn ‘Zigo "a
muszy sig praecinaé na ( /), gdyz w przeciwnym wypadkn kon'gruenc.yu, do ktéx.eJ _nu,lezq,
te proste, musialaby, procz (/), mieé jeszcze mng pewierzchuie, lub krzy wg ogniskows —
¢o jest przeciwue zalozeniu. i . Taski ek

7 uwagi, e kompleks nkladu 2-g jest liniowy, okredlnjg pr.uste (tx,ag). plaski ]jf
promieni o wierzehobizn, lezgeym na F; praytem punktowi L) Droste], suwierajgee) (4 ;)
odpowiada prosta (1) tege peku, przecinajgea oszywiscie krzyws /. w wierzchotku pgku

wynika wige, Ze kompleks w ukladzie 2-in jest specyalnym komplek+em, co przeczy zato-
Zenin, Przyp. tiom.
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§8

Wzajemnosé migdzy kompleksem liniowym i ogdfem prostych, przecinajgeych
koto urojone zerowe w nieskorczonosci.

24. Przechodzimy teraz do rownan 1):
1) —Zz=uz—(X+iY),

ktére. jak latwo widzied, sa stopnia pierwszego wzgledem (z,y,2) i (X,Y,2),

zatem wyznaczaja zalezno$é miedzy dwoma kompleksami prostych. Naj-

przéd okreslamy réwnanie tych komplekséw w spotrzednyeh Pliickera.
Pliicker pisze réwnania prostej w postaci:

(X —i¥)s = y—7

rg =z —p, sz = y—o,
i prayjmuje wielkoSei 7, s, o, 6, (ro—sp), jak spélrzedne prostej. W ten
sposdb réwnania (1), jezeli w nich uwazaé bedziemy (X, ¥,Z) jako parame-
try, przedstawiajg uklad prostych, ktdrych spiétrzedne czynig zadodé naste-
pajacym zaleznosciom:

r=—2 o=X4iY¥ s=X—iT, 0= Z

-Z tych ostatnich zag wynika :
(2) r4o =102,

'y W ,Geom. der Berithgstransf.“ str, 445 wprowadzil Liie troche odmienne vzna-
czenia; réwnania (1) majg ksztalt

oN X4 iV faZta=0, a(X—i¥)— Z—y=0.

i przechodazg nn nktad (1) za pomocs podstawienia —z, —y, —z, na miejsce =, y. 2.
Przyp ttom.
*1 ‘W oznaezeniu str. 445 kompleks liniowy (2), zwany takie ukladem zerowym
(Nullsystem), wyznaczony jest yrzez réwnanie:

—rpdssd1=0 (b q+1==0).

Mozna go okreslié jako ogél normalnych do toréw punktéw ukladu niezmienncgo, obdarzo-
nego ruchem Srahowym (skrgtem) wzidtuz osi @ (resp. z w oznaczeniu str. 445). 16 wnanie
rézniczkowe tego kowpleksn ma ksztalt:

2dy — ydz — dx = (),

Normalne, odpowiadajgce danemn punktowi ukiadu, tworzg jtaski pgk promieni. T'e z nich,
ktére odpowiadajg nieskoriczenie odlegtym punktom ukiadu, 4 prostopadte do osi X. Wzigw-
82y wige nieskoficzenie odlegly punkt plaszezyzny (zy), nie lezacy na osiy. znujdziemy, Ze
odpowiadajgea mu prosta, lezgen w tej plaszezyznie, jest nieskoiiczenio odlegty prostg.
Przyp. ttom,
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Kompleks prostych w uktadzie » jest zatem linjowym 1 do tego ogdlnym
kompleksem, zawierajgeym nieskoficzenie odlegly prosty ) plaszezyzny zy.

Azeby wyznaczy¢ kompleks ukladu %, nalexzy zamienié réwnania (1)
na réwnoznaczne:

1] ¥
T2+ 4],

| 1 .1 v
gt ) e =r—gls - L],

Z

1 1
—_,—(z———;—)ZzX—

Te ostatnie, poréwnane z rownaniami ogdlnemi proste; :

3) hz=X-P, 82 =Y-X%,
daja nastepujace zaleznogei:
. ,L L ’ L( .y
B (z . Z) P —;i(a, + 7) ,
1 1 1 Y
S e | —_ . g — =2
Ll(z+ z)‘ 21( z)’
i w. ten sposob znajdujemy réwnanie powyiszego kompleksu:
) B4 8241 = 0.
Poniewaz za$ 7z réwnai (8) wynika:
X dY
b=z 8= "7,

mozna zatem réownanin (4) nadaé ksztalt :
, dX*+dY*4dZ* = 0.

Kompleks prostych w uktadzie & jest zatem utworzony przez proste urojone
o dlugosci réwnej zeru 2).

') Prosta powyisza wystepuje przy odwzorowaniu jako twor zasadniczy. Wskutek
tego nazywam jg czasem prosty zasadnicza (Fundamencalgerade) uktadur.  Przyp. aut.
Punkty nieskonczenie odlegtego koln zerowego odtwarzajy sig jako nieskoficzenie odlegte
proste kompleksn, réwnolegle do tej prostej. Przyp. ttom.
?) Posilkujge sig wygodna terminologis francusks, nazywam kazlg prosts, przeei-
najgey kolo urojone w nieskoriczonosei, prostg o dlugodci zerowej. Prayp.aut.
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Réwnania (1) odnoszg wtaki sposdob oba ukltady
przestrzenne do siebie, ze punktom uktadu » odpowia-
dejg proste urojone o diugosdtirdéwnej zeru, gdy tym-
czasem punkty uktadu przestrzennego Rodtwarzajg
sigjako proste kompleksuliniowego r4o=0.

Nalezy jeszcze zaznaczyé, ze jezeli punkt opisuje prostg kompleksu
r—o0=0, wtedy odpowiednia linia opisuje nieskoinczenie maty kule, czyli
kulg-punkt

25. Wedlug ogélnej teoryi krzywych wzajemmych (§4,12) mozna,
za pomocy rézniczkowania i rugowania, wyznaezyé krzywa, obwiedziona
przez proste jednego kompleksu, jezeli dana jest krzywa, ktorej styczne na‘-
lezg do drugiego kompleksu, Poniewaz za§ Lagrange ) znalazt ogélne
réownanie wszystkich krzywych, ktérych styczne przecinajs kolo urojone
w nieskoticzonosei, jest wiec mozliwe napisaé ogélne réw-
nania krzywyecl, ktéryeh styczne nalezyg do komypleksu
liniowego ?). : '

Azeby nie oddalac sig od naszego celu, nie bedziemy zajmowali sie bli-
Zej prostemi zwigzkami geometrycznemi pumiedzy krzywemi obu kompleksow ¥)

Okreslone przez réwnania (1) odwzorowanie powierzehni obn ukha-
dow posiada osobliwe wlasnosci, ktére pokrdtee podam, odsytajac zreszty do
wywodéw ogélnych § 4-go.

Jezeli powierzchnia f ma ogdlne polozenie w r, to styczne jej, nalezgce
do kompleksu liniowego, obwodzg précz tej drugg powierzchnie ¢ 4). Oznacz-
my przez o; i o, krzywe lesace na tych powierzchniach i majaee jako styca-
ne — proste kompleksu. Wzajemnie odpowiednie kvzywe E,,, 1 X tworzg
jedne i tg sama powierzchnig F, bedgea zarazem odwzorowaniem po-
wierzehni f, réwniez jak i ¢ %).

Y) Réwnania najogélniejszej krzywej tego rodzaju. tj. t. zw. krzywej wminimalnej

— wedtug pézniejsze] terminologii Lie'go; patrz Geom. d. Berithrestransf., str. 433, '
‘ Przyp. tlom.

%) Z twierdzenia, podanego na str. 206 Geom. d. Beriihrgstranst,, wynika réwniez
sposob wyznaczenia wezystkich krzywych catkowyeh liniowego kompleksu. Dosé jest mia-
nowicie mie6 réwnanie co® krzywych catkowyeh (w danym razie mozna wzigé ¢* prostych
kompleksu), by wyznaczyé réwnania pozostatyeh (patrz to samo dzielo str. 234— 238 row-
nania 61, 62). . . Prazyp. tiom.

) Zauwakg tu jeszeze, Ze danej krezywej odpowinds styezna zwrotn (ytationdire
Tangente) w drugim ukindzie. W ogdle wystgpuja styczne zwrotu jako twory osobliwe
zwyczajne (regelmiissige), jezeli przytem uwazamy krzywe, jako utwory liniowe, t.j. jako
tsvory, okreslone przez proste danego kompleksu. Przyp, aut.

.h Stygzne te tworzy kongruencyq ktérej powierzchnia ogniskowa skltada siq z dwdeh
czgfel (f 1 ¢), sprzgionych wrajemnie wzgledem danego kompleksu, (Geom. d. Berithrgs-
transf,, str. 453 —457. } Przyp. thim

) Dow6d tego twierdzenia patrz Geom d. Beriihrgstrsf, str, 457—459.  Frayp. th
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Jezeli przeciwnie wezmiemy dowolng powierzehnig & uktadu R, to linie
kompleksu styczne do @ nie obwodzg Zadnej innej powierzehni ). Krzywe
3. obwiedzione przez linie kompleksu naszej powierzehni, tworzg pasmo
nieprzywiedlne, pokrywajgce powierzchnig & podwojnie. Krzywe
wzajemne ¢ tworzg odpowiadajgeg powierzehnig, = ktora nie zawiera zZad-
nych innyeh krzywych, posiadajacych jako styczne — proste liniowego
kompleksu.

Nakoniec musze zaznaczyé, ze nasze odwzorowanie przeprowadza na-
stepujgce zagadnienia jedno na drugie:

Napowierzehni ogniskowej kongruencyi, ktorej
prostenalezyg do kompleksuliniowego, oznaczyé kra-
wegdzie zwrotu powierzehnirozwijalnej —i— Nada-
nej powierzchni znalesé linie geodezyjne, ktédryeh
dlugos§éjestréwna zerun?).

26. W nastepstwie bede si¢ postugiwal czesto obu nastgpujacemi
twierdzeniami:

a) Powierzchnia n-tego rzgdn, zawierajgcanieskon-
czenie odleglte kolourojone jako linig p-krotng jest
odwzorowaniem kongruencyi, ktorej rzed i klasa sy
réwna n—p - .

Albowiem prosta urojona o dtugosel réwnej zeru przecina powierzchnie
F wn—p punktach, lezacych w skonczonodel i wskutek tego ta sama ilosé
prostych powyzszej kongruencyi przéchodzi przez kazdy punkt ukladua .
Wiadomo zas, %e w kazdej kongruencyi, nalezgcej do kompleksu liniowego,
klasa jest réwna rzedowi 3).

1) Pochodlri to styd. ze kompleks prostych mmimlnych jest kompleksem specyal-
nym, t. j. ze w dowolnej kongrueneyi, nalezgeem do niego, duna prosta przecina tylkf» jedns%.
prosta w punkeie, lezgeym pe za kotem zerowemw. Draga cze§é powierzehni ogniskowej
kongrueneyi przechodzi w tym praypadkn wlagnie na kolo zerowe. ) Prayp. !:t nm.

%) Krzywym kompleksu linjowego w nkladzie (r) odvowiadajg krzyw(? min‘malne,
ktérych kazdy element czyni zadodé rownanin dX3? - d ¥ - dZP=0, t ]. posufda, dhigodé
réwng zern. Wiadomo przy tem, 2e pldszezyzna §cidle styczna linii minim&lnelj Jea_t ‘styczn{;
do kola zerowego, jest zatem prostopadla do stycznej do samej krzywe] mxmmu.lne_]‘,
czyli inaézej przechodzi przez normalng do powierzchni, na ktérej lezy ta krzywa. Na tej
podstawie nazywa [ ie powyzsze krzywe geodezyjnem i Prayp. Lhﬁl}l.

3y Przez kazdy punks przestrzeni przechodzi w ogile stoZek n-go rzedu, gale@ey
do komplelsn n-go stopnia, 1 w kailej plaszezyzuie lezy kravwe n-ej klnﬁy, owaedz.mr}a,
przez proste kompleksu. Poniewas kongrueneyg prostych mozna uwazaé jako przecigele
dwoeh kompleksow, wiec rzed jej badzie rowny ilodel wap6lnych tworzgeyeh -dwo h ele-
mentarnyeh stozkéw (t.j n, n,); klasa zag—ilede wsp6lnych, stycznyeh do krzywych kom-
plekséw (t. j. rowuiez n,ny). Przyp. ttom,
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b) Krzywa (C) m-tego rzedu, przecinajgca kolo
uarojone (w nieskoficzonodci) w (p) punktach, odtwargza
sigjakopowierzchnialiniowa (¢) rzedu (2n—p).
Prosta kompleksu 7--o==0 przecina powyiszg powierzchnig liniowg,
w takiej samej liczbie punktéw, w jakiej przecinaja sie krzywa (' i kula-
punkt ), przyczem jednak nie nalezy liczyé nieskonczenie odlegtych punktiw.

§ 9.

Geometrya prostoliniowa Pliickera moze Dby¢
przeksztalconanageometrye kulista,

26. Wtym§uzasadni¢zamierzampodstawows za-
lTezno§é migdzy Plickerowsksa geometrys liniowa
igeometrys ktérejelementem jest kula.

Réwnania (1) ostatniego § przeksztalcajs proste ukiadu » na kule dru-
glego ukladu i to przeksztalcenie moze byé pojmowane w podwijny sposob.
Z jednej strony przeksztaleaja sig te proste liniowego kompleksu r~to==0,
ktére przecinajg dowolng prosty I, i odpowiadajgcs jej wzajennie wagledem
kompleksn prostg I, | wedtug jednego z poprzednich twierdzen (N© 26,a)] 2)
na punkty kuli; 2 drugiej strony zas punkty prostych I, i I, przechodzg
na prostoliniowe tworzgce tej kuli (25 D). Nastepujace analityczne rozwa-
Zania prowadzg do zaleznosci pomiedzy spéirzednemi prostych I, il,, oraz
spitrzednemi srodka (X', ¥', Z) i promieniem (A ') edpowiadajacej im knli,
Niech: .

1= 2—g9, $2 = i—g,
oznaczajs réwnania prostej (I,) Inb (L); przypomuiawszy sobie, Ze proste
kompleksu r+o=0 Przedstawiaja sie w sposéb nastepujacy:

(1) —Zz = x— (X-}-iY), (X —i¥Y)2 =y — 27,
widzimy, ze nalezy wyrugowaé (. y,2) 7 powyiszych czterech rownan, aby

pr?st@ (1) poddaé warunkowi przeciecia sig 7 prosty f;. W ten sposéb znaj-
dziemy, ze spolrzgdne (X, T, Z) naszych prostyeh kompleksn, lnb tez, co na

!) Krzywa n-go rzgdu i powierzelinia 2-go » przecinajy sip w 2n punktach, Punkt
ukladu R nalezy uwazsé za kule, gdyi przedstawia on yprzecigeie col prostych minimal~
nych, odpowiadajgeyeh punktom Dowykszej prostej. Przyi). thém.

) .‘-’) Kula jest powierzehnig rzedn 2 g0, zawierajacy kolo zerowe w nieskoiiezonosei

jako _hnig pojedyiicza, zatem n p=1. Otrzymujemy wige w nkladzie () kongruencyg rzedu

1-go i klasy, ktérej wazystkie proste, Jjak wiadomo, przecinajy dwic in‘usta state (4 1 L),
Przyp. ttom.
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jedno wychodzi, spétrzedne (X; ¥, Z) odwzorowujacych je punktéw, czynig
zado$é réwnaniu: -

[X— o+ P+ [¥T—ils— P+ (Z—0—r) = (6 +7)"

Tak wiec twierdzenie nasze jest analitycznie dowiedzione, przytem otray-
mujemy dla Srodka kuli i jej promienia nastgpujace wzory:

(2) X' =o-+ts; ¥ =¢—s; 2 =0c—r; H =o+tu

Iub tez réwnoznaezne z niemi:

ey

1
@ o=y (X HiTys= (X ¥ o= 5 (ZHH;
r=— 5@ F B,

w ktérych zreszty skazniki mozna opuscié, gdyz W naszem p.ojmo‘
waniu punkt uktadulR gra vole kuli ktérej pro-
mien jest nieskonczenie maty. ]
Formuty (2) i (3) ) wykazujg, %¢ dana prosta nkladu r przechnd;‘m
na zupelnie okreslong kulg, przeciwniedana kula [X,Y,2.H?]
odtwarzasieza pomocgdwdchprostych:

[X,Y,2+H],[XY,2—H],
bedgeyeh biegunowemi wzajemnemi wzgledem kompleksn
+ H=r-+0=0

Réwnania te wyznaczajg oczywiscie, jezeli H przyréwnamy do zera, zalez~
nogé miedzy kulami-punktami uktadu & i prostemi k(fmp]feksg H=0.
Plaszczyzna, t. j. kula o promieniu nieskm’mzemg w.mlklm, przekgzta}c_a
sie, wedlug réwnan (2), na dwie proste I 1L, przecinajace p1'0§t@ nieskon-
czenie odlegly plaszezyzuy (2,y) %, Przytem, wedlug }1oprze6111ego, punkty
prostych Z, i1, sg obrazem wszystkich prostych naszej plaszezyzny, prze-

) Ztych formut Igcznie z analityeznie dowiedzionem twierdze.niem poprzed_niego
numeru mozna jak zanwazyl Klein w rozmowie ze mng, bezposrednio wyprowadzié za-
leznosé miedzy geometryg prostych i kul. ) Przyp, aut, i

3 Jeseli H=r-o=oco, to s mozliwe dwa przypadk‘l: 1) r==o0, wtedyz r()v.vmm
prostej wynika z=0; 2) c=o0, wtedy z=coust; otrzymujemy zatem zawsze proste

rownolegte do.plaszezyzny (z,). Przyp. tlom.


GUEST


icm

80 N LB

chodzacych przez jej punkty arojone kolowe. W szezegdlnosei odtwarza,
sig plaszezyzna styczna do kola urojonego w nieskoiiczonosci, jako réwno-
legla do plaszezyzuy (2, y) prosta kompleksu 1),

28. Dwie proste przecinajgce sig (¢(id) odwzoro-
wujgsigjako kulestyczne jednado drugiej 2).

Poniewaz biegunowe wzajemne z danemi prostemi wzgledem kompleksu
H=0 przecinajg sig réwniez, zatem odpowiednie kule maja dwie proste
wspolne, nalezgee do dwéch rozmaitych szeregdw jej tworzgeych. Wiadomo
Jjednak, ze jezeli krzywa przecigeia dwéeh powierzelni rzgdu 2-go rozpada
sig na stozkowsy i pare prostych, to powierzehnie owe styczne sy do siebie
w trzech punktach (podwojuych pnnktach krzywej przecigcia). Obie kule
majg zatem trzy punkty stycznosei, z ktéryeh dwa nie wehodzg w rachnbe
Jjako nieskonczenie odlegle i urojone. Analityeznie mozna dowiesd tego
twierdzenia w sposéb nastgpujacy:

Waranek przecigeia sigobuprostyeh:

"R =T =, T3 == Y —0s,
812 = Y — o0y, Sy 2 = T — 0y,
wyrazasigréownaniem:

(ry —73) (o; = @) — (5, — ) (0 — @) =0

ktire przez uzycie wzordw (3) przechodzi na nastepujace:
(X — X))+ (X — I+ (4, — 4 = (B, + H,)?,

t.jona warunnek stycznosei obu kul, bedacyeh obra-
zem danyceh prostych.

Dwie przecinajgce sig kule przeksztatcajg sie
na dwie pary prostyech, ktdrych potozenie wzajemne
jesttegorodzaju, ze kazda prosta jednej pary prze-
cinaprostgdrugiej.

') Jezeli plaszezyzon staje sie styczng do kota zerowego, uatenczas oba punkty
zerowe zlewajy sig w jeden; to samo sig tyezy obu pekdw prostych minhmalaych, lezg-
nych na tej plaszezyzuie. Dlatego tez odpowindajgce tym pgkom proste ukiadu r gle-
wajg sig ze sobg. t. j. dajg prostg, nalezgeg do kompleksu (r 4 3=0).

i ) Przyp. wtém,
*) Inny dowdd pordwn. Geom, d. Berihrgstrf, str. 464,

Przyp. tlom.

©
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§ 10.

Rozmaite odwzorowania.

29. Rozwazmy proste peku plaskiego promieni w ukladzie », nastep-
nie odpowiadajgce im wzgledem H=0 biegunowe, ktére bedg tworzyly réw-
niez plaski pegk promieni, wreszceie kule ukladu R, bedace obrasem tych
prostych. Latwo zauwazyé, ze wszystkie te kule zawierajg dwie wspolne

-pruste, te mianowicie. ktére odpowiadaja wierzchotkom obu pekdw; wynika

stad, ze kule powyzsze sg do siebie styczne w punkeie przecigeia tych obu
prostych. Proste plaskiego peku promieni odtwarzajg
si¢ jakoogotkulstycznych do siebie we wspélnym
punkecie. Wynika stgd, ze dana powierzchnia f i wszystkie jej styczne
w danym punkcie odtwarzaja sie jako pewna powierzehnia i ogél kul,
stycznych do niej w pewnym punkeie (§ 5, 15). Mozna to wyrazié najpros-
ciej w nastepujacem twierdzenin:

Wszystkie elementy powierzchniowe uktadu »,
zawierajagce dwa przylegle punktyjednejitej samej
prostej, odtwarzajgsie jakoelementy kali, odpowia-
dajgcejtejprostej. o )

Prosta, leigca na powierzehni 7, t.j. styczna do tej ostatniej w nie-
skoficzenie wielu punktach, przechodzi na kule, styezng do odpowiedniej po-
wierzehni w nieskoriczenie wielu punktach, t. j. wedlug pewnej kraywei.
Stad wynika, ze powierzchnia skogna (prostoliniowa) przechodzi na obwie(}-
nig kul (powierzchnig rurowa). Powierzchnia rozwijalna przeksztalea sig
na powtéezgea oot kul, podleatych warunkowi, by dwie sgsiednie z nich
byly do siebie styczne. Otrzymujemy w ten sposéb rozwazane przez
Monge’a powierzchuie urojone prostoliniowe, w ktérych oba ukiady 111113'
krzywiznowyeh zredukowaly sie do tworzacych prostoliniowyeh. Z uwagi
Ze powierzchnia skosna przechodzi na obwiednia kul, wynika, Ze powie z-
chnia stopnia 2-go, zawierajaca, jak wiadomo dwa ukiady prostych, prze-
ksztalca sig na powierzehnie. ktéra mozna rozwazaé w dwojaki sPo§éb jako
obwiednia kul; w ten sposéb mianowicie otraymujemy najogélniejsza pu-
wierzeanig, majges te whasnosé, t. j. cyklide Dupina 7). . .

30. Z jednego z poprzedzajgcych twierdzed (§ 9 N"- 28) wynika, Ze
wszystkie proste, przecinajgce prosty dany, odtwarzajg sie jako ku?e.styczue
do danej kuli; jest to wige odtworzenie kompleksu spe cyalnegoliniowego.

1) Poréwn Geow. d. Berilrgstrf, str. 471.

Prace Mat. fiz, t. XI, - °
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4 G

8 0
Wedlug Plickera, réwnanie kompleksu liniowego ogélnego

ma postaé:
(re — sp) - mr - no+po +gs41t 4 0.

Stad zas wyprowadza sie réwnanie odpowiadajgcego mu kompleksu 1i-
niowego kul

(X4 ya+z2.~H’)+MX—{-NY+PZ+QH—}—T: 0 9.

W réwnanin tem M, N, P, @, T oznaczajy stake' zalezne od m, 2, B, t,
zad§ X, Y, 2, H muszg byé uwazane jako spéirzedne niejedno-
' Odn;;alé:;; lwidzieé jeszcze, ze rownanie DOWYyZSze Wyznacza wszystkie
kule, przecinajace staly powierzehnig kulistg pod %{@tem sta.%ym; te kule sg
wlagnie obrazem wszystkich prostych, nalezgeych jednoczesnie do kon{ple.ksu
(1) i do H=0. Jezeli niezmiennik j eduoczesn).r tych o'bzu komplekséw jest
réwny zeru, t. j. jezeli oba kompleksy lezg W inwolucyi #), to latwo okazad,
%e wyzej wspomniany staly kat jest 1'6wny. 900, . )

Kuls, przecinajgee dang powl erzchnie k'uhst@ pod ka-
tem stalym, przeksztalcajg sie na proste dwdch komplek}sbw
liniowych, sprzezonych wzgledem H=0. W szczegblno-

1) Rownaniu temu mozna nadaé ksztalt:
— X —¥,)? Z—Z)? yH—iH,) = const.
(XE—Xf + (Y=Y, 2+ (Z—ZP 4 (0 o) Prosp. ant
Nalezy zaznaczyé, ze przyjawssy (X', Yo, Z's, H'y) jako spélrzedne stalej kulir
otrzymamy inny ksztalt réwnania powyZszego Trowpleksu kul:
(X— X2+ (Tom Xy 4 (B— 2 = H® 4 Hy* — 2HH c08 o,
gdzie o oznacza kat. pod ktérym kule kompleksu przecinajg kule stals, B
7 ostatniego rownania wynpika, ze promied stalej kuli Hy jest. 1owny Ve - Hp
(Xov Yo, Zy) za$ s spolrzgdnemi jej Srodka, Przyp. ttom.,
2y Termin ten zostal wprowadzony przez Kleina (Math. Ann. t. II, st'r. 201;
porown. Lie, Geom. d.Berithrtr, str. 297). Niezmiennik jednoczesny dwoceh-liniowych
komplekséw, wyrazonyeh przes spoirzedne jednorodne proste pik:

Xogr pir == 0, Zpirpar = 0,
1 1

bedzie réwny :

(@B) =y tBro%astousBaat-BrattaatoasBogtBrartas -
Jezeli réwnanie («B) =0, wyrazone przez spéirz¢dne niejednorodne (r, s, p, o, n) zastosowaé
do komplekséw (1) i [r4-o=0]. wtedy Iatwy rachunek wykase, iz odpowiednie réwnaniu (})
rownanie kompleksu kul zawiera H tylko w drugioj potqdze; stad za§ wynika, Ze
cos =0, t.j. a==090°. Przyp. ttom,
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$ei kule, tworzgce z dang kat prosty, sg obrazem prostych
kompleksu liniowego, bedgcego w inwolueyi z H==0.
Roéwnanie ksztaltu:

) or +bo+co +ds + e = 0,

przetwarza sig na rownanie liniowe migdzy spéhrzgdnemi kuli, skad wynika,
ze kompleks odpowiedni kul sklada sie u ogétu kul, przecinajacyeh dang
plaszezyzng pod katem stalym. Mozna byloby to samo wnies¢ stad, ze kom-
pleks (2) zawiera nieskonczenie odlegty prostg ptaszczyzny «,y, ze zatem kom-
pleksy (2) i H=10 przecinajg si¢ wzdluz kongruencyi linfowej, ktorej kie-
rownice sg rownolegle do plaszezyzny x, y. Jezeli wreszeie kompleksy (2)

1 H=0 lezg w inwolncyi, to otrzymnjemy ogol kul, ktérych srodki lezg

w danej plaszczyznie.
Cztery kompleksy:

H=0=g+s i¥Y=0=p—s,
Z=0=0—r H=0=a+41r.

lezg, jak tatwo sig rachunkiem mozna przekonaéd, w inwolueyi 1 zawieraja
w skutek tego, wspdlng prosts, mianowicie nieskofezenie odlegla prosts
plaszezyzny @, y ). Wynika stad, ze nastgpujgce pieé kompleksow:

X =0, Y=0, Z=10, H=0, const =0 ¥,

z ktéryeh ostatni liczy sie podwojnie (jako kompleks spe-
cyalny, bedgcy ze sobg samym winwolueyi®, tworzg uklad,
ktéry mozna uwazaé jako znieksztalcenie ukladu zasadni-
czego Kleina %), Jasnem jest przytem, ze eztery spéirzedne

Iy W istocie réwnania tych komplekséw sy szezegdinemi przypadkami ogolnewo
réwnania (2), ktérego kompleks zawiera powyzszg prostg. Przyp. tiém,
3) Jezeli const=10 (poréw. nuwage na poprzed. str.), t.j. jezeli:
(X XY A (Y=Y 4 (Z4-20) - (EH—iHy = 0,

natenczas ket o réwna sie zern (cos = 1); kompleks kul sktada siq z kul, stycznych do

stadej kuli i odtwarza sie jako kompleks specyalny liniowy. Przyp. ttém.
%) Dowéd twierdzenian, weding ktérego kazdy kompleks specyaloy jest sam ze
8ohy w inwolueyi, poréw. Geom. d, Berithrtranst. str, 299, twierdz. 17. Przyp. ttém.

4) Wedlug Kleina (Math. Ann. Tom H) niezmiennik jednoczesny kazdych dwéck

z szedeiu zasadniezych komplekséw jest rowny zeru, 6. j. kazde takie dwa kowmpleksy sg

w inwolueyi. Przekonaé sig o tem latwo, podstawiajae w(w, ) odpowiednie wartodei.
Przyp. ttém.
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kuli (X,Y,Z,H) mozna uwazaé jednoczesnie jako niejedno-
rodne spolrzedne prostej.
Godnem uwagi jest réwniez, ze kazdy z co! kompleksow, przedstawio-
nych przez réwnanie : :
H = const,

odtwarza sie jako ogél kul danej wielko$ci. Kompleksy te styczne sg do
siebie wzdtuz wspélnej kongrusncyi specyalnej, ktérej kierownice zlewajg
sie z nieskoriczenie odlegly prosta plaszezyzny @. y '). Proste tej koun-
gruencyi odtwarzajs sie jako ogol plaszezyzn, stycznych do kola urojonego
w nieskonczonosei.

31. Wiadomo, ze bezposrednim wnioskiem z teoryi Pliickera, jest,
e jezeli §,=0 1 [;==0 sg réwnaniami dwdéch komplekséw liniowych, to
réwnanie [, +-ul,==0, wktérem u jest parametrem, przedstawia szereg
komplekséw liniowych, majgeyceh wspdlng kongruencye liniows. Nasze od-
wzorowanie przeksztalca to twierdzenie na nastepujace:

Kule K, przecinajace dwie state kule §; 1 8, pod dane-
mi kagtami ;1 ¥, s3 wpodobnym stosunku wzgledem oo!
kul §. Istniejg praytem dwiekule S, analogiczne do kierow-
nic kongruencyi i styczne do wszystkicl kul K

Kompleks zmienny l 4 ul, =0 przecina kompleks A =0 wzdluz
kongruencyi liniowej, ktorej obie kierownice vpisujs powierzchnig stopnia
2-go, bedgca przecigeiem trzech komplekséw Iy ==0, I, =0, H=0. Wynika
stad, Ze wyzej wspomniane kule § obwodzg cyklide Dupina 2), ktora prze-
chodzi na koo wspélne tym wszystkim kotom.

Zauwazg tu jeszcze, Ze odwzorowanie nasze przeprowadza pewne inte-
resujgce grupy nieciagle prostych na odpowiednie grupy kul. Np. mozna

") Réwnaniom /=rd-5=0 i r4-s==const czyniy zadodé tylke njeskoficzenie wiel-
kie wartofci 13, prostym zad. réwnoleglym do osi @, y, odpowiadajy wladnie nie-

skoficzenie wielkie wartodei », s, ¢, ¢ pray It .
s G Przyp. t16m.

*) Kule o promieniu réwnym zeru, nalezgee do danych kompleks6w, sa punktami,
lezacemi na powierzehni kul S; odtwarzsjg sig one przytem jako proste wspilne komplek-
som L-tuly=0 oraz H=0. Kierownice kongruencyi utworzonej przez te proste, odpowiadajs
w drugim uktadzie knlom S, z czego wynika, ze powierzehnia, ntworzona przez te kiero-
wnice, odtwarza sig w ogdle jako obwiednia kul 8. t. j, jako cyklida (porown, No 29). Po-
niewaz za§ powyisza powierzehnia rzgdu 2-go moie by¢ utworzona przez proste kompleksu
H=0, wige odtwarza sig ona w szezegilnosei jako kraywa. Jezeli zad oo! kul ma wspblng
krzywag, to ta krzywa moze byé tylko kotem (drugg czpéc krzywej przecigeia ragdu 4-go sta-
nowi koto urojone w mieskoficzonodei). Przyp. ttom.
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wnosi¢ ze znanej teoryi 27-min prostych na powierzehni rzedu 3-go ) o ist-
nienin grupy, ztozonej z 27-min kul, z ktdrej kazda jest styezng do dziesigcin
innych kul grupy.  Z drugiej strony pewne uklady kul przechod~a na szcze-
gélne uklady prostyeh.

§ 11.
Odpowiednio$é wzajemna zagadnien, odnoszgeych sig do kul i do prostych.

32. W tym § rozwigzemy kilka znanych i bardzo prostych zagadnien,
odnoszacyeh sig do kul, poddanych pewnym warunkom, a to mianowicie
przez rozwazanie odpowiednich zagadnien, tyczgeych sig linij prostych.

a) Wieleistniejekulstycznych doczterech kul danych?

Cztery kule przeksztalcajy sie na cztery pary prostych: (L), (lds),
(LAs), (LAy). Wezmy po jednej prostej z kazdej pary, polgczmy otrzymane
w ten sposéb linie w grupy i szukajmy obu poprzeczunych tej grupy.
Zmajdziemy w ten sposob 16 grup, ktoére jednak parami sg sprzezone wzgle-
dem H==0, np.

llv lar Zs: l4 i /117 lﬂ: }*31 2'-11

Oczywiscie, obie pary poprzecznych
by, CUR

dwoch grup takich sg réwniez sprzezone i edtwarzajg sig tylko jako dwie
kule. Istnieje zatem 16 kul (uporzgdkowanych w 8 par) stycznych
do 4 kul danyech.

b) Wiele istnieje kul, przecinajgeych cztery dane kule
pod katami danemi?

Kule, przecinajgce dang kulg pod tym samym katem, odtwarzaja sie
jako proste dwbéch komplekséw liniowych, sprzgzonych wzgledem H==0.
Musimy wige rozwazyé cztery pary kompleksow liniowyeh (L4y), (lhds), (loh),
(,4,) i uporzadkowaé je najprzéd wgrupy po cztery wien sposoh, aby
kompleksy jednej grupy mialy zawsze vozmaite skazniki, Powtore, naleZ;ﬁ
znale§¢ wszystkie proste, nalezgce do czterech komplekséw kazdej
grupy. Otéi catery kompleksy liniowe zawierajg dwie: wspoélne Prostg,
zatem, postepujge jak w pierwszem zadanin, otrzymamy jako rozwigzanie
16 kul, ugrupowanych w 8 par.

1) Twierdzenia tego dowi6dt pierwszy C ayley. Dowéd syntetyczny por Reye,
Geometrie der Lage, tom II, wyd. 3, str 83. Przyp tiom,
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Zadanie powyzsze upraszeza sie, iezeli jeden lub niektor ;2
83 rfiwne 90°, gdyz kule, vrzecinajace dang podJ katem prostyfnleorclié::vi;;?y
sig J.ako proste jednego tylko kompleksu, ktéra z (H=0) ’leiy win‘w']oq’
lucyi. ] Jezeli wreszeie wszystkie cztery katy sg rowne 90°, natenczas tr7eh'-
ok%ﬂes'hé wspdlna prostg czterech liniowych komplekséw, bedacych z ﬁ’—g
w 1nwolucyi._ Otrzymane w ten sposcb obie proste sg sprzgz’o{le wzglec{;n
H=0, t.j. istnieje tylko jedna kula, przecinajgca czter rtda-
ne pod katem prostym. !

c) Wyznaeczydé wszystki g inaj i
Kul oo t;rm Sam;rm kag:n‘:.kxe kule, przecinajgce pigé danych

Nasze (fdwzorowanie. redukuje powyzsze zagadnienie do tego, by upo-
rzgdkowad pieé par prostych (4,1,), (A1), . . ., (L) wszystkiem; s,posobami
w grupy po 5, z ograniczeniem, aby dwie proste jednej grupy nie zawieral
tego_ samego skaznika i, nakouiec, by znale$é wszystkie kompleksy lilliowg
?awxez'aJs?ce wszystkie linie ktoérejkolwiek z powyzszych grup 1) I<tnie'a’
32 {ozmalte grupy sprzezone po dwie wzglqdem H=0, wskutek cz.egol oter"-
mujemy 3'2‘sprz@zonych (po dwa) kempleksow liniowych, odtwarzajgcych s}ig
_])z);]]fioklli—hm:owgch kompleks(fw kul. Ot6z 16 kul, z ktéryeh kazda przecina
iagad%i?::i;a ym kule takiego kompleksu, stancwi rozwijzanie naszego

Dwie grupy prostych, jakoto:

Zl\ lﬂ: ;"31 l41 157 llv ]‘aa 13, l-u 7'5

{&Wl(?l‘i?]@ cztery .ws;.)élne proste (I, 2y,44,0,) 1 dlatego odpowiednie komple-
ksy liniowe przecinajy sig wzdtuz kongruencyi liniowej, ktérej kierownice
83 poprzecznemi tych czterech prostych. Kompleks H=’=O przéciua te kon-
;;rru‘ency‘(; wzdinZ powierzehni stopnia 2-go, bedacej obrazem kola przzci;(:iu,
; Z,O%h Z f‘;ukanycl{ kul, a zarazem dwdch kul, odpowiadajacym pmstych‘ d
: 59‘il1).dan ea(];slt{at]nle%lle.mozua jet.;zcze okreglié jako stycane do cztere(-lll
pl‘zecmaja}; ) u)(;d t1yn1ka, ?tq,d, ze na.kazde]' z pomigdzy szesnastn kul,
S— yel p ; ym samym katem pieé danych, mozna znalezé pie ¢ kot

Zypuszezeniu, ze mozna zbudowad kule, styczne do czterech kul danych.

¥ i s s .
i nieg)o p:z;:.?:]io, ze kompleks liniowy jest okreslony jednoznaczuie 11):‘rzez St;xgleizy:ych
7 d L. . L rzyp. t6m.
¥ul, ok r)@ﬂf:;el,’r;gwlit}:l;]s,lce ostatnie z'agat}nlenle, przecinajg pod stalym katem kou:pleks
Yo sig oltwaszee E g6 hul danych. Niektére z kul kompleksu 8g punktami; 8g to te, kt6-
9-g0 zawigra w'x'] ‘OJf'?tPT.‘fte kompleksu L=0. Wyiej wymieniona powierzcbnia rzedu
dwoeh 2 szukan 9chJ; ]Yb _p!.'osj:ych, odtwarzajacych sig jako punkty krzywej przccigein
yeh kul, t.j, jako wspélue kolo przecigeia. Z drugief strony powierzchnia

rzgdu 2-go zawiera preste (d,d, v igci
tre Koo (dyd3), a zatem odtwarza kolo przecigcia kul,P odpowiadajaeych
rzyp. tém.
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§ 12.

Nasze odwzorowanie przeksztafca linie asymptotyczne danej powierzehni
na linie krzywiznowe odpowiadajgcs] jej powiarzehni ¥,

33. Rozwazane w ostatnich §§ odwzorowanie zastuguje na szezegdlng
uwage w skutek nastepujacego twierdzenia: .

Tinie krzywiznowe danej powierzehni Fprzeksztalcajs
sie na powierzchnie prostoliniowe, styczne do odpowied-
niej powierzchni f wzdluz krzywych asymptotyeznyeh tej
ostatniej.

Poniewaz styczne do powierzehni f przechodzg na kule, styczne do F,
to samo wige juz naprowadza na mysl, ze styczne gtéwne (Haupttangenten)
odtwarzajy sig jako kule krzywiznowe (Hauptkugeln) drngiej. W istocie,
powierzchnia f przecina sig ze styczna gtéwng w trzech zlewajgeych sig
ze sobg punktach, a wige trzy proste nieskonczenie bliskie, lezgce na odpo-
wiedniej kuli, sg styczne do powierzchni F.  Krzywa przeciecia obu po-
wierzehni ma, w skutek tego, ostrze, a zatem rozwazana przez 0as kula jest
kulg krzywiznowa. '

Zwaiywszy jeszeze, 4e kierunek tego ostrza jest styczny do pewnej
linii krzywiznowej, widzimy, ze dwa punkty nieskonczenie bliskie linii asym-
ptotyeznej odtwarzaja dwie prosta urojone, styczne do Fw dwoeh punktach
nieskoficzenie bliskich linii krzywiznowej, ze zatem wszystkie punkty
linii asymptotycznej przechodzg na tworzgce powierzchni linlowej, stycz-
nej do Fwzdluz pewnej linii krzywiznowej. Stad za$§ wynika powyzsze
twierdzenie (poréwn. § 7121) 1).

Dla sprawdzenia poprzedzajgcego piech stuza nastepujgce praykiady:
Kula przeksztalea sig na kongruencyg lintowg, ktérej powierzehuia ognisko-
wa sklada sie z dwdch kierownic. 0t6z, jak wiadomo, kazda krzywa na po-
wierzehni kuli jest linia krzywiznowsa i dlatego kierownice kongrueneyi li-
niowej sg liniami asymptotyczneii na kazdej powierzchmi liniowej, nalezacej
do kongruencyi. Z drugiej strony wiadomo, Ze dana hyperboloida f odtwa~
rza sie juko cyklida Dupin a, a poniewaz powierzehnie prostoliniowe, styez-
ne do f wzdiuz jej linij asymptotycznych (b j. tworzgcych prostoliniowych)
i naiezgce do kompleksn H=0 s réwniez stopnia 2-go, a wige otrzymu-

') Dowod, podany w ,Geom. d. Beriihrtransf.” str. 472474 polega na okreflenin
linij asymptotycznych jako takich, wzdtuz ktérych dwa nieskoriezenie bliskie elementy po-
wierzchni lezg na jednej proste], i linij krzywiznowyeh, wzdtui Kktérych dwa nieskoficzenie
Dliskie elementy odpowiadajgeej powierzehni lezg no jednej i tej samej kuli.  Przyp.
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jemy znane twierdzenie: linie krzywiznowe cyklidy Dupina s 3
dwoma szeregami kol

Przytaczamy tu interesujgce zastosowanie poprzedniego twierdzenia:

Powierzcehnia Kummera rzgdn 4-go z szesnastoma pun-
ktami osobliwemi ma krzywe asymptotyczne algebraiczne
rzgdu 16-go, ktdére stanowig calkowite przecigeie danej po-
wierzchni z powierzchniami prostoliniowemi rzedu 8-go
stycznemi do niej 1),

Powierzchuia Kummera z 16-ma punktami osobliwemi jest, jak wia-
domo, powierzchnia ogniskows kongruencyi ogdlnej rzedu 2-go i klasy 2-gj.
Jezeli ten ukiad prostych stanowi czedé H==0, to odtwarza sig on (§1,264)
jako powierzehnia rzedu 4-go (7)), zawierajgca kolo urojone w nieskonczo-
nodei jako linig podwdjng ?) Otéz Darboux i Moutard znalezli, ze
linie krzywiznowe takiej powierzelini 7, s krzywemi rzedu 8-go; przecinajg
one koo urojone w o$miu punktach, a zatem (§ 8, 26, b) powierzchnie bedgce
ich obrazem sy rzedu 8-go i ich tworzace sa podwojnemi stycznemi powierz-
chni Kummera. Stad za$ wynika bezposrednio nasze twierdzenie.

Oczywiseie i znieksztatcenie powierzchni Kummer a, jako to powierz-
chm‘fL falowa, Pliickerowska powierzchnia kompleksu, Steinerowska
powierzehnia rzgdn 4-go i klasy 3-ej ?), dalej niektére powierzehnie liniowe
rzgdu 4-go z dwiema prostemi podwdjnemi, ktore moga sie zlewaé réwniez
W jedng powierzchnig prostoliniows rzedu 8-go i t. d. muszg mieé linie
asymptotyczne algebraiczne.

34. Darboux dowiédl, ze na kazdej powierzchni moina w ogélnosei
znalesé linig krzywizno w4, lezgca w skonczonosei, mianowicie linie styczno-

. ) Klein, ktéremn zakomunikowatem, ze krzywe asymptotyezne sg algebraicz-
nemi, znalazl, Ze sy one identyczne z ukladem krzywych, rozpatrywanyeh juz przedtem
Dprzez niego z innego punktu widzenia (Math, Ann. II, str, 219). Por6w. nasz wspllny refe-
rat w Monatsberichto der Berliner Academie® za grudziei 1870. Przyp. aut:

?) PoniewaZz w danym przypadku powierzehnia Kummera utworzona jest przez
kongruencyg r-}-o==0 ikompleks prostych 2-go rzedu: § (r, s, g, o, ro—sp)=0, gdzie /; Jjest
funkeyg jednorodng 2 go etopnia argumentéw r, s, g. 6, ro—sp, zatem réwnanie powierzehni,
odpowiadsjgeej tej kongruencyi, bedzie miato ksztalt:

So (XY, X—iY, Z; X4 Y24 2% = 0.
Z uwagi, ze wyraz najwyiszego, t.j. 4-go stopnia w tem réwnaniu jest:
@ (X2 Y2 27,

wynika, ze powierzchnia ta zawiera kolo urojone jako linie podwéjng. Przyp. ttom.
?) Clebsch wyznaezyl linie asymptotyczne powierzehni Steinera;j sg.to krzywe
rzgdu 4-go (por. Borchardts Journal t. LXVII). Przyp. aut,
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§ci z powierzcehnin rozwijalng, styczng jednoczesnie do danej powierzchni
i kol urojonego w nieskotficzonosei ).

Odpowiednio do tego mozna wogéle znaleséna powiers-
chni ogniskowej kazdej kongruencyi, nalezgcej do komplek-
su-liniowego, linig asymptotyczng, bedaea geometl-ywcznem
miejscem wszystkich punktéw, dla ktérych ptaszczyzna sty-
cznosei jest jednoczesnie plaszezyzna, odpowiadajsea temu
punktowi w kompleksie liniowym 2.

Dowodzenie. Kule nieskonczenie male, styczne do danej powierzchni 7.
dziely sig na dwa uklady: 1° punkty powierzelmi F; 29 punkty wyiej
wspomnionej powierzehni rozwijaluej urojonej. Zatem i linie kompleksu
H=0, styczne do powierzchni f, rozpadaja sie na uktad stycznych podwaj-
nych ina ogél prostych, stycznych do / wzdtuz pewnejkrzyweje. Ta krzywa
za$, bedge obrazem urojonej powierzchni liniowej. stycznej do F wzdtuz linii
krzywiznowe], jest linig asymptotyczng na powierzehni £ Oznaczenie to
jednak bedzie zludnem, jezeli jest dang nie kongruencya, lecz tylko jej
powierzchnia ogniskowa, lub tez jedynie czg$é nieprzywiedlna tej ostatniej
Mianowicie na danej powierzehni znajduje sig tylko skotczona liczba pun-
ktow, ktorych plaszeczyzna styczna odpowiada tym punktom wzgledem
danego kompleksu liniowego. Najprosciej mozna poprzednie rozwazania
wyrazié w sposob nastepujacy:

Jezeli dana powierzchniajestidentyczna ze swa
wzajemnyg biegunowsa wzgledem kompleksu liniowe-
go,to zawiera vna linigasymptotyczug, ktoérej styez-
nenaleza dokompleksu Te krzyws szcezegélng mo-
zna wyznaczyé zapomocg rézniczkowania I rugowa-
nia 3).

Wzigwszy pod uwage, ze kazda powierzchunia prosto-liniowa, ktérej
tworzgee naleza do kompleksu liniowego, jest zarazem swa biegunowo -

1y Plaszezyzny styczne do danej powierzchni wzdinz owej linii krzywiznowej heda
plaszezyznami minimalnemi. Sasiednie proste przecigeia nieskonezerie bliskich phszczxzn
minimalnych beds, jako proste minimalne, z jednej strony prostopadie do odpowied.me:h
pluszezyzn styeznyeh, z drugiej strony beds sip przecinaty wzajemnie jako nieskoficzenie
bliskie tworzaee powierzchni rozwijalnej. Zatem dana krzywa ma t¢ whasnosé, 2? lfn.ide
z nieskoficzenie bliskich normalinyeh do powierzchini, przeprowadzone w punkeie tej pierw-
szej, przeciuajy sig. - Krzywa ta jest wige linig krzywiznows. Przyp. ttbm.

%) Poniewaz plaszczyzna mivimalna, styezna w danym puukeie urojonej linii krzy-
wizny do powierzehni F, odpowiada punktowi stycznofei w kompleksie prostych minim?,lt
nych, zatem i piaszezyzna styezna W odpowiednim punkeie powierzehni f réwniez
(§ 6, 18) odpowiads temun punktowi w kompleksie H=0, Przyp. tt. )

3)  Krzywata jest, jok zauwazyt Kleiu, zarazem krzywa poczwérnej stycznodel
dla powierzchni, Przyp. ant.
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wzajemny wzgledem kompleksu, mozemy wypowiedzieé nastgpujyce twier-
dzenie:

Nakazdejpowierzchniprostoliniowej, zawartej w kom-
pleksie liniowym, lezy wogdlnosci pewna krzywalinia asym
ptotyczna*), ktorej stycznenaleiy do kompleksu. Linig te
mozna wyznaczydé bez catkowania,

Clebsch dowiddl (Borchardts Journal, t. LXVIIT), ze jezeli na
powierzchni prostoliniowe] wiadoma jest, oprécz tworzgeychy tylko jedna
linja asymptotyczna, natenczas wyznaczenie pozostalych linij asymptotycz-
nych wymaga wykonania jednej kwadratury. Wynika stad, 2e wyzna-
czenje linijasymptotycznyehnapowierzehniprosto-
liniowej, nalezacej do kompleksuliniowego, zalezy
rowniez tylkoodjednejkwadratury.

Stosujge nasze przeksztaleenis do powyzszego twierdzenia Clebscha,
jak réwniez i do wyprowadzonego stagd wnioskn, otrzymujemy dwa nastg-
pujace twierdzenia:

Jezelina dowolnejpowierzelhni rurowej (obwie-
dniej kul), dana jestjedna (nie bedgca kotem) linia
krzywiznowa, natenczas pozostalemogsg by¢ wyzna-
czonezapomocg kwadratury.

Jezelico'kul przecina dang kule S-podkatem sta-
1ym, tonaobwiedniejtychkulmozna wyznaczy¢ jedng
linigkrzywiznowsa za pomocsg réozniczkowania i ru-
gowaunia, pozostale za§zapomocs kwadratuory.

Ze na rozwazanej powierzehni rurowej mozna wyznaczyd jedns linie
krzywiznowg wynika bezpodrednio stad, Ze ta powierzehnia przecina kule §
pod katem stalym. Krzywa przecigeia jest zad linia krzywizny na kuli S,
a zatem, wedlug znanego twierdzenia %), bedzie w takim samym stosunku
wzgledem powierzelni rurowej.

13
Odpowiedniosé wzajemna przeksztafcer w obu uktadach.
35.  Przeksztalcenie nasze wyraza sig, jak wiadomo (§ 5), za pomocy

réwnan, ‘ktére Wwyznaczajg ktérakolwiek wielkosé jednej z grup (z, . 2, ¥ 0
(X, I, Z, P, Q), jako funkeye wielkosei, zawartych w drugiej grupie.

") Przytaczamy nastgpujgce ciekawe zastosowauie tego twierdzenia: Froste kon-
gruencyi liniowej nalezs, wedlug Pliickera, doco' liniowyeh komplekséw, w skutek
tegokazdapowierzchnia skoSna, ktorej linie przecinajg dwie
proste, zawiera oot krzywych algebraicznych asymptotyczuych,
zktérych kazda jest obwiedziona przez proste pewnego liniowe-
gokompleksu (poréw. Cremon a, Ann, di mat. ser. IT, t. I).

0 : Przyp. aut.
) Joachimsthal, Journ. f, Math., t. XXX, str. 347 (1846).
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Jezeli jeden z ukladéw, np. r, poddamy przeksstaleenin, przy ktérem
powierzchnie, styczne do siebis, przechodzy na takiez powierzchnie, to od-
powiednie przeksztalcenie w drugim ukladzie bgdzie pusiadalo te sams wha-
snos¢.  Przeksztalcenie takie bowiem wyraza sig przez pie¢ réwnan miedzy
(B1s Y15 215 P15 Q) 1 (2, Yy, o, Py Q9), Przyczem oba skazniki odunosza sie do
obu stanéw uktadu », i te réwnania przechodzy, w skutek rownah prze-
ksztalcenia, na pigd zaleznodei pomieduy (XM Z Py i (X, Y, Z, P, Q)
¢. b. do okazania.

Jezeli ograniczymy sig na przeksztateeniach liniowyeh 1) ukladu », to
w posréd odpowiednich przemian w drugiem uktadzie znajdziemy: wszystkie
ruchy (przemieszezenia, obroty i skrety) przeksztatcenia rownoleglosciowe %),
ktore oznaczajy przejscie od danej powierzehni do powierzehni, rownole-
gtych do niej, przeksztatcenie biegunowo-wzajemne, podane przez Bonne ta,
przeksztalecenie wzajemne wzglgdem danej cyklidy i t. d.; wszystkie one,
odpowiadajac przeksztalceniom liniowym, majy wlasnosé przeprowadzania
linij krzywiznowyclh na takiez linie przeksztatconej powierzehni. Ponizej
dowiods, Ze te przeksutaleenia ukladn R sa jedynemi, przy ktorych powierz-
chnie styczne wzajemnie wzdluz linij krzywiznowyech, przechodzg na takiez
powierzchnie.

36. Wedmy najprzéd pod uwage te przeksztateenia liniowo-punktowe
ukladu , ktorym odpowiadajy przeksztatcenia liniowe drugiego ukladu;
jasnem jest, Ze wejdg tu tylko takie przeksztaleenia liniowe ukladn R, wkto-
rych kolo urojone w nieskoficzonnsei pozostaje niezmiennem — i odwrotnie;
W ten sposob otrzymamy wszystkie takie przeksztalcenia. Wynika to stad,
ze posiadajg one % jednej strony wlasno$é przeprowadzania prostych, przeci-
najgeyuh kolo urojone w nieskonczonosei, na takiez proste, z drugiej strony—
kul na kule; zatem odpowiednie przeksztaleenie ukladu jest jednoczesnie
przeksztalceniem punktowen i liniowem, co bylo do okazania.

Ogdlne przeksztalcenie liniowe, przy kiérem koto urojone zachowuje
swe polozenie ¥), zawiera siedm niezaleznych statyeh i, jak wiadomo, moze
byé zlozone % przemieszczen, obrotéw 1 przeksatatcen, zachowajacych podo-
biedstwo. Odpowiednie przeksztalcenie ukladu r zawiera réwniez siedm
stalych i moze byé zcharakteryzowane w ten sposéb, ze pozostawia ono nie-
zmiennym kompleks liniowy H=0 i jedne z jego prostych (const ==0) *4).

') Przez yrzeksztateenin liniowe nalezy tu rozumie¢ rzutowe przeksstaleenin r,
przy ktérych spétrzgdne r, s, g 3, (ra—sp) przeksztaleajs sig rzutowe (por. Geom. &
Berfthratransf str. 285). Przyp. tt.

*) Zwaue przez Bonu eta rozsunigeinmi (dilatations). Przyp. aut.

%) Poriwn, Lie-Eng el, Transformationsgruppen Bd. 3, str. 310.

) Wynika to stgd, Ze odpowiednie przekszcaleenie ukladu R jest punktowem, t.j.
przeprowadza ponkty na punkty. Przyp. tl.
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Przeksztalcenie to jest zarazem najogélniejszem
z tych, ktore pozostawiaja niezmienng pewng kon-
gruencye liniowa.

Nastepujgee rozwazanie analityczne prowadzi do wyznaczenia przeksztal-
cei ukladu 7, odpowiadajgeych przesunigciom ukladu drugiego. Prze-
suuigeia, jako praeksztalcenie kul, wyrazajs réwnania nastepujace:

Xi=X+4, Y,=Y,} B, =2+ C, H =H,,
ktore po uzyciu wzoréw (2) § 9-go przechodzg na nastepujace:
"n=ryta, s=8+0b, g =0, ¢ o =0Fd.
Po wstawieniu tyech wyrazen w rownania prostej:
rnZ=x—p,, 5 2=Y —o,,

otrzymamy, jako okreglenie szukanego przeksztalcenia:

=2, T=iu+az+c, =Yy bz+d.

Réwniez Iatwo jest znales¢ przeksztateenie, odpowiadajgce przeksztatceniom
ukladu B, zachowujacym podobienistwo. Réwnania:

Xi=mX,, L=m), 2 = mZy, H, =imH,,
dajg mianowicie, po uzyciu wzoréw (2)§9:
TYSSWT,, Sy ==MS,, o =mp,, o;=mg,.

Te ostatnie réwnania okreslajg przeksztalenie, ktore mozna rowniez wy-
razi¢ przez wzory :

2 =2, T =ma,, Y = my,,
83 to przeksztaleenia liniowo-punktowe, przy ktérych punkty dwéeh pro-
stych zachowujg poloZenie niezmienne.

Geometrycznie mozna dowiesé, ze i obroty ukladu R przechodzg na
przeksztatcenia wyzej wymienionego rodzajun. W istocie, niech 4 bedzie osig
obrotu, M, N niechajbedg punktami kota urojonego, pozostajgcemi na miejscu
przy obrocie. Wtedy jasnem jest, ze i wszystkie proste urojone, przecinajgce 4
1 przechodzgee zarazem przez M i N, zachowuja swe polozenie przy obrocie;
wynika stgd, ze i punkty, bedgce obrazem tych prostych i tworzace dwie
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linie proste, pozostang réwniez niernchomemi przy odpowiednich przeksztal-
ceniach ukladu 7.

37. Przeksztalcenieprzez promienie odwrotne w ukladzie B
przeprowadza punkty na punkty, kule na kule i wreszcie proste, przecinajyce
urojone kolo w nieskoiiczonosei, na podobne linie; a wige odpowiednie prze
ksztalcenie ukladu # jest liniowo punktowem i kompleks H=0 pozostaje przy
niem bez zmiany. Jezeli nastgpnie weZmiemy pod nwage, Ze rozwazane
przeksztalcenie pozostawia bez zmiany punkty i prostoliniowe tworzyce pew-
nej kuli, to wnosimy, %e to samo stosuje sig do punktéw pewnyeh dwéch
prostych przy odpowiednich przemianach ukladu». Klein zauwazyl tu, ze
ostatnie przeksztalcenie (ukadu ») mozna utworzyé z dwéch przeksztatcen
wzajemnych wzgledem dwéch lezacych z sobg w inwolucyi komplekséw li-
niowyeh; w danym przypadku mianowicie H=0 jest jednym ztychkomplek-
sow, gdy tymezasem drugi odtwarza sig jako nklad knl, przecinajacych pod
katem prostym tg, ktéra stanowi podstawe przy przeksztalceniach przez
promienie odwrotne 1).

Powilerzchnia F, ktora pozostaje niezmienng przy powyiszem prze~
ksztalceniu, odtwarza sig zatem w uktadzie » jako kongruencya, zlewajgca
sig ze swojg wzajemng odnosnie do kompleksu liniowego, lezgcego z H=0
w inwolueyi. Odpowiednia powierzehnia ogniskowa zlewa sig ze swy wza-
jemng wazgledem kazdego z obu komplekséw lezgeych w inwolueyi, a zatem
uklad jej stycznych podwdjnych rozpada si¢ na dwie kongruencye; z nich je-

) Stusznofei tej uwagi mozna dowiesé w nastgpujgey sposéh: Kompleks kal
prostopadlych do kuli o promieniu réwnym jednofei, opisanej z poczatku ukltadu, wy-
raza sig réwnaniem:

(X2 4+ ¥4 24 HY — 1 =0,

t. j. w spélrzgdnych prostej: (rs—sp)—1=0 (t.]. —1==0). Jezeli za$ przez (», s, p. . 1)
(=ro—sp) 1 (ry. 8, 51, 51, ;) oznacaymy spoirzedne biegunowyeh wzajemnych wzgledem
(n—1==0), to, wedlug ,Geometrie d. Be iihrtransf.“ str. 457, mozna napisaé wzory:

r s [ [

o —— = —— 5 = — —
B 1 v B B 1 ’
0 .

i Ul K

ktére po wprowadzeniu w nie spéhrzednych kul: (X, Y, Z, H) (X, Y, Z,, H)) prayjms
ksztalt: . - 2 .

(6) X=—>=, Him=e—, fi=——" = —— (=X*} Y24 2° _ A",

) % K Y | :

Przejécie za§ do danej prostej do jej hiegunowej wzgledem kompleksu H=10 zmienia
tylko znak wielkodei H. Pierwsze wige trzy rownania (o) nie ulegny zmianie, ostatnie

o —

przyjmie ksztalt: H, =

Wiadnie rownania te wyrazajo analogiczne przeksztaleenie przez promienfe od-
-wrotne. Yrzyp. tiém.
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dna nalezy do kompleksu H==0, druga zas zawarta jest w drugim kom-
pleksie.

38. Rozwazmy najogélniejsze przeksztatcenia liniowe ukiadus, dla
ktirych przecinanie sig prostych jest wlasnoscia niezmienniezg i z drugiej
strony odpowiednie przeksztalcenie uktadn R, przeprowadzajgce oczy-
wiscie kule na kule, oraz kule wzajemnie styczne —- na takiez kule. Pray
powyziszem przeksztalcenin liniowem przechodza styezne danej powierz-
<hni na ogét stycznych innej powierzchni, przyezem w szczegélnosei odpo-
wiada¢ subie mnsza wzajemnie krzywe asymptotyezme ubu powierzchni,
Jjezeli przeksztalcenie jest linjowo-punktowem, jak rowniez kiedy jest linio-
wao-dualistycznem !). Przy odpowiedniem przeksztalceniu uktadu £ jorze-
chodzi 0gdl oo® kul stycznych do danej powierzehni Fy na ogél kul, be-
dgcych w tym samym stosunku do innej powierzehni Fy; w szezegolnodei zas
odpowiadajg sobie kule krzywiznowe. Wynika stad, ze linie krzywiznowe
tych powierzchni odpowiadaja sobie w tem znaczeniu, Ze z rownania:

{1) F(—Xh 1, Zu Py, Ql) =0,

majgcego miejsce dla punktow pewnej linii krzywiznowej na 7y, wynika dla
punktéw odpowiedniej linii krzywiznowej na F, rownanie, ktére otrzymamy
z Fy po podstawienin za (X;, 17, Z;, P,, @,) ich wartoéei, wyrazonych przez
Xy Y, Zyy Py, Qo).

Ponizejdowiode, 2Ze mozna otrzymaé wszystkie
przeksztalcenia, dla ktérych styeznoséjest wiasno-
Scig niezmienniczg,a z drugiejstrony linie krzywizno-
wesgkrzywemi spolzmiennemi, jezeli zastosujemy
nasze odwzorowaniedo wszystkich przeksztatceen li-
niowo- punktowyeh (lub tez liniowo-dualistycznych)
uktadu s

Dla okazania powyzszego uwazmy, ze istnieja dwa rodzaje powierz-
chni, na ktérych wszystkie krzywe sg liniami krzywiznowemi; sg to miano-
wicie kule i urojone powierschuie rozwijalne, zawierajgce kolo arojone w nie-
skotiezonodei. Jasnem jest, ze szukane przeksztatcenie musi Przeprowa-
dzaétakapowierzchnig na powierzchniv, nalezges do jednej z ol u powyzszych
kategoryj, przyczem tatwo okazaé, e w szc.egilnosei kule muszg przecho-
dzi¢ va knle. Wyzej wspomniane powierzelinie urojone rozwijalne czynig
bowiem zado$é réwnanin rézniczkowemn czastkowemu :

1 P24 Q= 0,

") Dowodzenie Darboux'a, Théorie des Surfaces, t. 1, N° 95, 109. Przyp. th

©

icm
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a zatem odpowiadajgce im w r powierzchnie musza rowniez czynié zadosé
pewnemu réwnaniu rézniczkowemu:

F(z,y,z.p 9 =0

Ze za$ posrid powierzchni calkowych tego réwnania moze byé najwyzej oo®
kul 1), zatem wogdlnodei kule nie mogg przechodzié na powierzchunie urojone
rozwijalne.

Przeksztalcenie nasze jest zatem przeksztatceniem kul i przytem prze-
prowadza ono kule styczne jedne do drngiej na takiez kule. Odpowiedn e
przeksztatcenie uktadu » jest, w skutek tego, przeksztalceniem prostych,
dla ktérego przecinanie sig tychze prostych jest wiasnoscia niezmienniczg,
coma, jak wiadomo, miejsce tylko dla przeksztalcen liniowo-punktowych
i dualistycznych.

Z uwagi, ze wszystkie przeksztalcenia punktowe, dla ktérych linie
krzywiznowe sa krzywemi spélzmiennemi, - przeprowadzajg kule nieskoficzo=-
nostkowe na takiez ize w skutek tego sg to najogélniejsze przeksztalcenia
punktowe, zachowujace podobiefistwo w nieskoficzenie malych czesciach 2),
mozna wypowiedzie€ nastepujgce twierdzenie:

Wszystkie przeksztalcenia liniowe ukladu 7
pozostawiajace kompleks H=0 bez zmiany, przecho-
dzg wskutek naszego odwzorowania na przeksztal-
cenia punktowe, zachowujace podebienstwo w nie-
skonezeniemalychczedciach

Uwzgledniajae popraednie wywody, otrzymujemy zarazem nastepujace,
przez Liouville'a dowiedzione twierdzenie: 3)

Kazde przeksztatecenie punktowe, zachowujgce
podobienstwo wnieskonezenie matychczeg§ciach, mo-
Zna zlozyé zprzeksztalcenta przez promienie od-
wrotneizpewnegoprzesuniecia.

39. Rozsuniecie (dylatacya), t. j. przejscie od danych powierzchni
do réwnolegtych do nich—przeprowadza, jak wiadomo, linie krzywiznowe

n) Gdyby wszystkie (cot) kule czynily zado$é jednemu i temu samemu réwnanin
czgstkowemu 1-go rzedu,wtedy wszystkie (co®) elementy powierzchniowe przestrzeni naleza=~
Iyby do tegoz réwnania — co jest niemozliwem. Przyp. ti6m.

2) Dowdd tej wiasnodei przeksztatcen punktowo-czastkowych patrz Geom. d. Be-
riihrgstranst. str. 422 (Satz 6). Przyp. thém.

3) Dowéd twierdzenia Liouville'a: patrz Note 2u sujet de Particle précédent

* Journ. d, Math. pures et appliqués, 1847, str. 265; r6wniez Geometrie der Beriihrtransf,

str. 425 (Theorem 16). Przyp. ttom,
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na takiez linie, dlatego tez, jak latwo okazaé, przeksztalcenie o jest obra-
zem pewnego liniowego przeksztatcenia nktadu r.
W istocie, réwnaniom:
Xl = 2{2’

V=", Z, =2, B}:]’I}—}—A,

odpowiadajg (N° 36) rownania ksztalttu nastepujgcego:

Zy=2, @ =m-az+d, y=1++d,

ktore dowodzg naszego twierdzenia.

Bonnet kilkakrotnie vozwazal przgksstalcanis, okreslone przez
réwnanial:

L=iZV1+P+ Q" L=X+PZ, Y,=Y,+Q7;

dowiddl on, précz tego, ze to przeksztalcenie jest wzajemnew, ze przepro-
wadza linie krzywiznowe na takiez linie i ze wreszcie majg tu miejsce za-
leznosei : .

L= LHh -H'1 =—ng,

w ktérych H;, H, oznaczaja promienie krzywizny odpowiadajacych sobie
punktiw, £, i ¢, zad —spétrzedne (2) nalezacych do nich srodkéw krzywizuy.

Ponizej okazemy, ze przeksztalcenie Bonneta jest obrazem wzajem-
nego odwzorowania uktadn r wzgledem kompleksu liniowego :

Z+iH = 0.

W istocie, wedtug Kleina, spohrzedne dwéch prostyeh (X3, 14,2, H;)
(X,, ¥, Z,, H,), sprzezonych wzajemnie wagledem tego kompleksu czynig za-
dos¢ réwnaniom:
X=X, 1=1Y, Z =iH, H=—iZ.
Rownania te okreslajg, jezeli (X, T, Z, H) bedziemy uwazali jako spolrzedne
kuli, odpowiadanie sobie wszystkich kul w przestrzeni, identyczne z prze-
ksztalceniem Bonneta 1).

Yy Przeksztatcenic Boaneta podporzadkowuje pnnktom przestrzeni kule, ktoryeh

Srodki lezg w pewnej plaszezyznie. Jezeli zastypimy kulezafknzdym razem kotem przeciecia

tej2e z yowyzsza plaszczyzng, natenczas otrzymamy godng uwagi zaleznodé miedzy prze-

ksztalceniem Bonuneta i interesujgeym pomystem Mibiusa (Abh. d. Sichs. Akad.

1854). Pomyst ten polega na tem, by jako element przestrzeni o trzech wymiarach przyjaé

kolo na plaszezyznie i jako spGlrzedne tego ostatniego wybraé spotrzedne érodka i promiei.
Przyp. aut.
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Posréd przeksztalcen liniowych przestrzennych graja, jak wiadomo
przeksztatcenia wzajemne wzglgdem powierzchni stopnia 2-go role pierwszo-
rzgdng; naprowadza to na mysl rozwazania odpowiednich przeksztatcen kul.
Te ostatnie odnosza sig do oba grup kul davej cyklidy Dupina, a to
W spes6b nastepujaey: Dana kula @ jest styczna do dwéeh kul z kazdej
grupy 8,,8,1 3,.3,: wiadomo, ze oprécz tej kuli istnieje jeszcze pistnascie
kul stycznyeh do tych samych 81 ¥, i posréd tych wybieramy te kulg @,
ktéra w wiadomy sposéb jest dobrgna do kuli @, Otoz @, 1 @, odpo-
wiadajg sobie w powyzej wymienionem przeksztalcenin kul. Godnem
uwagi szeargdlnie jest przypadek, kiedy tworzgce jednego uktadu na przyjetei
poczgtkowo powierzchni stopnia 2 go naleza do kompleksu liniowego He==0.
Natenczas cyklida sprowadza sig do kota, a przeksztalcenie kul staje sig
punktowem. Spotykamy tu wige szezegblne przeksztatcenie punktowe, za-
chowujgee podobienstwo czasteczkowe i majace pewne kolo w skonezonodei
jako utwér zasadniczy.

Sumujac najwazniejsze wyniki tego, § widzimy. ze przy naszem odwzo-
rowaniu odpowiadaja sobie:

a) Wszystkie przeksztalcenia
przestrzenne linjowo-punktowe (t. j.
rzutowe) i liniowo-d nalistyczne.

a) Wszystkie przeksztalcenia
dla ktérych stycznosé wzdiuz linij
krzywiznowych jest wtasu« scig nie-
zmienniczg.

b) Weszystkie przeksztalcenia
liniowe, zachowujace podobieistw o
czastkowe.

¢) Ogdt przeksztaleen czastko-
wych, bedgeyeh zarazem rzutowems,
i zachowujgeych bez zmiany kolto
urojone w nieskonczonosei.

b) Wazystkie (co!) praeksstal-
cenialiniowe, zachownjace bez zmia-
ny pewien kompleks liniowy,

¢) Wszystkie (co?) przeksztal-
cenialiniowe, zachowujgce bez zmia-
ny pewng kongruencye liniows spe-
cyalng.

Rozwazania te prowadzg do waznych wynikéw, itak np. wezmy naste-
pujacy rezultat:

Ogodtprzeksztalteen, przy ktoérych przecinajgce
sig proste przechodzgna takiez proste,mozna, wedlug
Kleina, ntworzyé zprzeksztatcen wzajemnych wzgle-
dem kompleksow liniowyeh ). Odpowiedniodo tego

) Wiadomo, %e kazde takic przeksztaleenie moze lLyé okreslone warankiem, aby
pewnemu (nie lezgcemnu na ptaszezyinie) pigeiobokowi (1, 2, 3, 4, 5) odpowiadal pewien inny
okreslony pigeiobok (I, I, IIL, IV, V)  Jezeli praytem udpowiadajg sobie wzajemnie wierz-
cholki tych pigein bokéw—mamy rzuto ve przeksstaleenie; Jjezeli za§ punktom (1...4) od-
powinda pigé [plaszezyzn, przechodzacych przez kazde dwa przyleglte (VI 1III, I,
=11, 1 i t. d), wtedy otrzymujemy dualistyezne przeksztatcenie. Otéz przy prze-

Prace mat,-fizyes. t. XT. 7
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zoajdujemy, ze wszystkie nasze przeksztaleenia,przy
ktoryehlinie krzywiznowe s3g krzywemispdétzmien-
nemi,moga byéutworzone z przeksztalceli przez pro-
mienie odwrotneizrozsunigd

Jezeli bedziemy, idac za Kleinem uwazali, geometrye kul lub pro-
stych, oparta na spéhzednych X, Y, Z, H, jako geometrye metryczng o czte-
rech zmiennyeh, to tatwo widzie¢, ze moje liniowe przeksztalcenie kul iden-
tyczne jest z ogdtem wszystkich zachowujgeych podobienistwo ezgsteczkowe
przekasztateer punktowych tej przestrzeni kulistej ?).

Zreszts mam zamiar te ostatnie teorye przedstawié wyczerpujaco
w innej rozprawie, po§wigconej w ogble geometryi przestrzeni wielowymia-
rowych %).

ksztaleeniach biegunowyeh wzglgdem komplekséw liniowych mogg byé Jane dowalnie
10 pary biegunowych wzajemnych, ktére okreslajg of kompleksu, i 29 prosta kompleksu,
pe zostajgea przy przeksztalceniu bez zmisny. Zwazywszy to mozemy przejdeie od (1,2,3,4,5)
do (LILIILIV,V) odbyé stopniowo, t j: a) proste (1,2,3,4 5) przechodza na (I, 2/, 3/, &.5");
b) drugi kompleks ckredlony tak, by (I) byla jego prosty i proste (I, 2, 374/, B’y przecho-
dzity na (1, 2/, 11T, 4. V): c) trzeci kompleks okreslony tak, by proste @21, 4y prreszly
na (I1, IV): poniewaZ za proste (I, I1I. V) przecinajg pary biegunowych wzajemnych
@"—1II) i (4"—IV), wige pozostang one przy tem przeksztalcenin bez zmiany. Tak wiee
w koficu otrzymamy transformacyg dualistyezna: (1,2, 3, 4, 5) na (I, 2/, IIL, 4/, V),
Przyp. ttom.

%) Odpowiednie twierdzenie dla geometryi o n wymiarach podatem w r.I871 w Gut-
tinger Nachrichten N° 7. Nastepnie zauwaig jeszcze, ze wszystkie przeksztaleenia prze-
strzeni Rs, zachowujace podobienistwo czasteczkowe, moga byé utworzone z przesunid,
przeksatalcen zachowujgeych podobienstwo i przeksztateer przez promienie odwrotne *¥).
W zwiazku z powyzszem jest twierdzenie, polegajgce na tem, ze jezeli z, ...,xn g takiemi
funkeyami-zmiennyeh . ¥3, . . . , ¥n, 28

Sdnt =B gy o o e, yn) Sy

to zachodzi réwnanie postaci:
=1 ‘ =1
2 @w—a) =0, .y I, ..., 3% 2 (yi—yi)r.
n i=n
Przyp. aut.

%) Por, Liie, Theorie d. Transformationsgruppen, t. Iil, str. 351; pierwszy do-
wod togo ogdluego twierdzenin podal Darbouax. Stosuje sig on-do przestrzeni o ja-
kiejkolwiek liczbie wymiardw z wyjatkiem n=2. Przyp. ttém.

0 ROWNANIU 0 POCHODNYCH CZASTKOWYCH
Au 4y - Ff=0
[ 0 FOUNKCYACH HARMONICZNYCH.

S. ZAREMBA.

I. Wstep.

1. Wiadomo, Ze rézne pytania flzyki j
. . ’ 8 mat 4
gadnienta nastopmeaze, y atematycznej prowadzg do za-
Niechaj f(z,y,2) bedzie funke i
s Ys ya dang spélrzednyeh prostokatnych
x]; y., z plll’lkt}l zmiennego, okredlong w obszarze (D), ograniczonym poawigrz~
chnig zamknieta (8), & za§ — parametrem zespolonym; wyznaczyé funkeye v

zmiennych z, y, z, czyniges zado§é w catym obszar v i
dngehs ety e y szarze (D) réwnanin o pocho-

) At fut flags) =0,
gdzie: :
AL P 2 8%
Au = e + va?/g + az2 0

1 gdzie nadto na ograniczeniu spelnia sig warunek :

@) du

v = T,

. du
w ktérym I ohacza pochodng funkeyi u, wzigty wedlug normalnej we-

wngtrznej, 1 zas oznacza stalg rzeczywists i nieuj emna.
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