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Ina odwrét: kazda krzywa stopnia 5-go posiadajjca punkt, w kto-
Ty jest stycuna do siebie samej, moze byé odtworzona na krzywg stopnia
6-go w przestrzeni przeciecia sie stozka z inng powierzchnia.
Wiedzge to, weZmy wspomniane véwnanie Valentina. Ma ono
ksztalt:
vy f@) + @) =0,

odzie fi(z), f3(x) sg wielomianami stopnia odpowiednio 2-goi5-go wzgledema,
o=ty Fa@-u® fi=Dby-+ha+...+bux?. " Wprowadzajae spolrzedne
jednorodne:

ofrzymamy roéwnanie:
EpP+EnfhG0+1f50 = 0.

Przy pomocy metody Cramera latwo znale$é, ze krzywa, przedsta-
wiona przez ostatxlie réwnanie, posiada w okolicy wierzcholka tréjkata od-
niesienia £=10, { =0 ksztait krzywej :

S0 =0,

t. j. ze w tym punkecie posiada punkt zwrotu ,podwdéjny®, w ktérym prosta
£==0 ma z krzyws pie¢ punktdw spilnych. Jest to wige rzeczywiseie punkt,
w ktorym krzywa jest do siebie samej-styczoa. ’
Nadto: Z réwnania powyzszego latwo jest znale§é réwnania stozka
i powierzelini stopnia 3-go; muozge bowiem to réwnanie przez & i podsta-
wiajac:
o =&, or =&, oz, = ¥, oz, =}

ofrzymamy:
2% — 197 = 0.
jako rownanie stozka; zas
31 3 I ) e
Ly - @2y %y - 2y Ty - ity iy, - Gaewan,

+ by by ey 4 Dyorgyyy® A Tyme® byzy® + byayae,® = 0,

Jjako réwnanie powierzchni stopnia trzeciego (jednej z pigein).

- TWIERDZENTA 0GOLNE 0 CALKOWANIU ROZNICZEK
ABELOWYCH W POSTACI SKONCZONEJ.

PQDAE

J. PTASZYCKI.

1. Twierdzenie Abela o formie, w ktorej przedstawié mozna wartos§é
calki abelowej, wyrazajacej sig w postaci skonczonej, dalo poczatek bada-
niom o najprostszych zadaniach natury algebraicznej, do ktérych mozna
sprowadzié pytanie o calkowaniu danej rézniczki w postaci skonczonej.

‘W badaniacl tego rodzaju roztrzasane byly dotychezas gtéwnie te przy-
padki, kiedy dana funkcya algebraiczna nie jest dowolng, lecz tej 1ub innej
postaciszezegolnej. Przy obeenym wszakzestanie teoryi funkeyj algebraicznych
Tatwo rozeiggnaé niektore rezultaty, otrzymane w przypadkach szezegilnyeh,
na przypadek fankeyi algebraicznej ogélnej. -Przeglad tych rezultatow
uogélnionych svanowi cel gléwny pracy niniejszej; przy tem, dla petnosei
wykladu, nie wykluezamy z niej i tych wynikdw, na kidre przed nami zwré-
cOno juz uwage.

2. Zadanie tedy, o ktérem mowié mamy, jest nastepujace:

Niech F(x,y)=0 przedstawia réwnanie niepraywiedlne danej krzy-
wej 1) algebraicznej rodzaju p; niech f(®,y) bodzie dang funkceya wymierng
zmiennyeh z i y7; zbadaé, czy calka

J‘f(w, y) dx

1y Nuzwa krzgwej nie ma tu w ogéle realnego geometryeznegs przedstawienia i nzy_
ta jest jedynie dla dogodnodei. - W podobnym colu, pojmujge przez a,b jakiebadz wartodei,
czynigee zadosé réwnanin F=0, m6wi¢ bgdziemy o punkeie (s, b) no krzywej. W nastep-
stwie pankt (a, b) bedziemy oznaczali jedns literg a.
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Wyraza si¢ w postaci skoficzonej i, w razie odpowiedzi twierdzgce;, wyzna-
czy* wartosé tej calki. ‘
Pustaramy sig wykazaé, do jakich zadarni najprostszych natury alge-
braicznej zadanie powyzsze moze byé sprowadzone. Zobaczymy réwnoczes -
nie, iZ w pewnych razach moze byé ono nawet zupelnie rozwiazanem.
W badaniach naszyel wychodzimy z twierdzenia zasadniczego A bel a-
o ktérem mowa w N. I; twierdzenie to jest nastepujgee:  Jezeli catka
-/ /(= y) de wyraza sig w postaci skoficzonej, wtedy wartosé jej moze byé

wyznaczona wedlug wzoru:
[fenis = pey + 3, dlogg @),

gdzie v, ¢ s3 funkeyami wymiernemi zmiennych x i y, A—spélezynnikami
stalemi; suma X zawiera skoficzong liczbg wyrazow.

Redukcya pierwsza.

3. Zwracajge sig do zadania N. 2 o calee / [ (%, y)dx, przedstawimy

Jjg naprzéd w postaci:

a X'y 4+ 0L “+ a, I,
F oI L 4 0,17,
+ 6 I"’l _l_ GQIWQ + """ + Yo (..'L‘,:?/),

gdule y, jest funkeya wymierna; a, b, 6—sg spélezynnikami statemi; 17, ... 1’
. cal'kami'gatunku Dpierwszego liniowo-niezaleznemi; 7, . .. 1", calk’aml} ée'tsall
dniczemi gatunkn drugiego; 1", " . .. catkami gatunku trzeciego.

Co do calek 17, 1", I", to zakladamy, Ze sg tu one normowanemi we-
dlug pewnego okreslonego sposobu, np. wedlug metody Nothera (Math.
,‘inu. t. XXXVII). Powyssze przedstawienie calki, jak wiadomo, zawsze
Jest mozliwe i da sig uskutecznic za pomocy dziatan &Igebraiczuych.,

4. WeZmy nastepnie pod uwage:

1) wlasno§é calek 1', I, wedlug ktérej zadna ich funkeya liniowa

ca%kowilta o spotezynnikach stalych nie moze réwnaé sig fankeyi wymier-
nej zmiennych ziy; ’
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2) wiasnos$é funkeyj algebraicznyeh, a takze calek I’, I", 1" co do
zachowania sie ich w miejscach nieskonczonosciowych;

8) pewna wiasno$é wyrazenia logarytmowego X Alogg (2,7} co do
zachowania sig w miejscach nieskoiiczonosciowych: jezeli w punkeie a krzy-
wej F=0, niektére wyrazy sumy stajg sig¢ nieskoficzonemi, wtedy, oczywi-
dcie, cala sama staje sig nieskofczong w ten sam sposob, jak Blog(r—a),
gdzie B=2X An, n za$ sg liczby wymierne; otéz, jesli teraz przypuseimy,
7@ nasza suma jest sprowadzong do mozliwie najmniejszej liczby wyrazow,
wtedy napewno mie¢ bedziemy B==0.

‘Wiasnosé ta, mniej znana od dwéch poprzednich, daje sie vdowodnié
w kilku stowach: przypusémy, ze B==0, t. j. ze X An=0; pozwoliloby to,
whrew zalozeniu, przedstawié nasza sume przez mniejszg liczbg wyrazéw
logarytmowyeh, nie zmieniajac weale ich natury.

5. Zasadzajse sie na N. 4, mozemy odrazu sprawdzié nastepujace
wiasnosei calki N. 3:

I. Aby catka wyrazala sig jedynie przez funkeye algebraiczne, ko-
niecznym i dostatecznym jest warunek, by w przedstawieniu N. 3 calki byto:
= .. =0,=U, b= ...=0b=0, ¢=0c=...=0U

II. Jezeli spotezynniki &, . . ., b, nie wszystkie sg réwne zeru,
catka nie wyraza sie w postaci skonczonej.

ITL. Jezeli ¢, =¢=...=0, ispblezynniki a,...,a,; by,...,0, nie
~wszysikie s3 réwne zeru, calka nie wyraza sig w postaci skoficzonej.

IV. Jezeli w,(%,7)=010,=...=10,=0, wtedy calka wyraza si¢
jedynie przez logarytmy, o ile tylko wyraza sig W postaci skoiiczonej.

6. Te twierdzenia wskazuja, ze sprowadzenie catki danej do postaci
N. 3, pozweli rozréznié trzy przypadki w zadaniu N. 2: albo otrzymamy na
to zadanie odpowiedz twierdzges i réwnoczesnie wyznaczymy wartosé calki
(twierdzenie I), alho otrzymamy odpowiedZ przeczgcg (twierdzenia IT, ITT),
albo, nareszcie, sprowadzimy zadanie do innego bardziej prostego, jezeli wna-
lezyty sposéb skorzystamy z twierdzenia IV.

A mianowicie, jezeli mamy b, =...==0,=0 i nie wszystkie spolczyn-
niki ¢, ¢;, ... sa réwne zern, W takim razie kladac:

. d, (2.
Floyy — 2D _p ),

przejdziemy do zadania nastepujgcego :

Zbadaé, czy calka , f: w,y) dz wyraza sie przez logarytmy, t. j. przez

3 Alog @(z,7). Do tego uproszczonego zadania zwrécimy sig w N. 9.
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7. Twierdzenie I przypisuja Weierstrassowi (zob. Acta math.
t. X, str. 281)

Twierdzenia JI, ITI, TV przedstawiaja nogélnienie twierdzend Liou-
ville’a (J. de Pécole polyt. cah. XXIII) i Czebyszewa (J. de math,
1853), podanych dla przypadku, kiedy y jest plerwiastkiem z wielomianu.

8. Zwriémy tutaj uwage na to, ze twierdzenia IT i III w przypadku,
wktérem p, t.j. rodzaj krzywej F=0, jest wickszy od zera, daja moznosé wska-
zania takich calek, ktére na pewno nie wyrazajg sie w postaci skoriczonej,
Ta uwaga pozwala nam wypowiedzie¢ wniosek nastepujacy:

Aby calka { f(@,y) dx przy kazdej wartosci funkeyi f(z, y) wyrazala

sig w postaci sk})ﬁczonej, koniecznym 1 dostatecznym jest warunek, aby
krzywa F(x,y)=0, od ktorej calka zalezy, byla jednobiezna.

Redukcya druga.

9. Zwracajgc sig do zadania N. 6 o wyrazeniu przez logarytmy ecalki
f fi (=, y) dx, bierzemy ja w postaci:

a I,' +
+ e L" 4 o L" +

wskazanej w N. 3.

Przeksztalémy obecnie to przedstawienie.
Cq5 Cay - -

+ wl)

Dajmy, ze spétezynniki
» 88 wyrazone przez funkcye linjowo-jednorodne ze spéfezynnikami
calkowitemi mozliwie najmniejszej liczby pewnych wielkosei statych, a mia-
nowicie, niechaj bedzie:

N ¢ )
o =n{"c, +.....F+aPq,

e g
o=ul"o F..... + nf oy,

gdzie wszystkie liczby » sg calkowitemi. Na tej podstawis czesé
aL" + el 4. L.
danej catki mozemy zastapié suma s wyrazow postaci:

ol L" 4+ my " ... ]
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10. Przepisawszy w ten sposéb catke, mozemy sprowadzié zadanie
N. 6 o wyrazeniu tej calki przez logarytmy do pytania prostszego. a miane-
wicie do s zadan typu nastepujacego:

Zbadaé, czy calke, rowrva n LW -+, L - .. ... , mozna przedsia-
wié wpostaci—%l— logp(a,y)—1’, gdzie m jest liczbg calkowity dodatniy,
I* — calka gatunku pierwszego.

Te redukeye zadania N. 6 podal Goursat 1) (Comptesrendus, 1894)
i szezegOlowy jej opis mozZna znaledé w dziele: Appell et Goursat
Théorie des fonetions algédbriques,

Odpowiada ona redukeyi, wskazanej przez Czebyszewa (Jour. de
math., 1853) dla przypadku, w ktérym y jest pierwiastkiem z wielomiana.

11. Redukeye N. 10 nalezy jeszeze nzupelnié przez twierdzenie na-
stepujace :

Aby catka N. 9 wyrazala sig przez logarytmy, koniecznem i dosta-
teeznem, by speluialy sie dwa warnnki: wszystkie s zadain N. 10 powinny
mie¢ odpowiedZ twierdzaca i opricz tego suma s wyrazdw ksztaltn ol”
(gdzie I' okresla sig przez rozwigzanie tych zadan), powinna sig sprowadzié
do czedei a1+ ... aply). N

Ze przy spelnieniu sig warunku pierwszego, drugi bedzie tu dosta-
tecznym — to oczywists; a ze bedzie on i koniecznym, wyplywa to zaraz
z twierdzenia ITI N. 5.

12. Zadanie N. 10 jest oczywiscie réwnowazne z nastepujgcem:

Zbadaé, czy istnieje funkeya wymierna g(w,y) i liezba calkowita do-
datnia m takie, ze funkeya ¢ pozostaje skoiczong i rézna od zera we wszyst-
kich punktach krzywej F(z,y)=0, przy wylaczeniu ¢ punktéw danych
(g, (g, .- -« Gg, KtOre powinuy byé miejscami zerowemi m-krotnemi, oraz ¢
innych punktéw danyeh ay, @y, ..., 0q, ktére powinny byé miejscami nie-
skonezonoseiowemi m-krotnemi dla funkeyi szukanej ¢.

- Do tego zadania zwrécimy sig w N. 16; uprzednio za$§ w N. 13 uezy-
nimy jedne uwage co.do liczby ¢, wskazane] w naszem zadaniu. )

Uwaga. Wypowiadajgc ostatnie zadanie korzystaliSmy, dla dogod-
nosei, z oznaczer odmiennych od tych, ktéryeh uzywalismy w N. 10, Jedli
pomiedzy liczbami ecalkowitemi s, %9, ..., wskazanemi w N. 10, znajduja
sig rézne od—=-1, wtedy niektore z punktéw @ naszego zadania zlewaja sig;
toz samo mieé bedziemy i odnosnie do punktéw a.

1) Zadanie N. 6 nieco sig rézni od zadamia Goursata, lecz, biorge pod uwage to,
co méwimy w nastepujacym N-rze, z latwoscig praekonamy sie, iz mozemy i nasze zadanie,
sredukowaé w sposib tu wskazany.
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Redukcya trzecia.

13, Tiezba catkowita dodatnia ¢, wskazana w zadanin N. 12, moze
by¢ dowolna. Leez katwo jest okazad, iz mozna zawsze przyjaé, ze ¢ nie
przewyisza liczby p, rodzaju krzywej F=0.

W rzeczy samej, zadanie nasze zawsze mozemy przeksztaleié w sposol
nastepujgey:

Szukamy funkeyi wymiernej 6(z,y) rzedu mozliwie najnizszego, kté-
raby, migdzy innemi, posiadala ¢ pojedynczych miejse zerowych Gy Chy s Oy,
ofaz ¢ pojedyinezych miejse nieskoficzonoseiowyeh Q, gy .oy O

Funkeya taka moze mieé kilka wartosci; my uwzgledniamy tu jedne
z nich jakgkolwisk. Znajdziemy jg, jak fatwo okazaé, za pomocy dzialan
algebraicznych.

Niechaj teraz o'y, a'y, . . ., a'y; iy dy . . ., o'y, przedstawiaja
odpowiednio dodatkowe pojedyficze miejsca zerowe i nieskohezonosciowe
otrzymanej funkeyi 6; liezba ¢;, tu wskazana, bedzie, jak wiadomo, w kaz-
dym razie = p; w szczegblnosci za$ zachodzié bedzie jeden z dwu pray-
padkiw:

Jezeli okaze sig, Ze ¢, =0, wtedy pray pomocy naszego dzialania
rozwigzaliSmy juz zadanie N. 12; otrzymujemy odpewiedz twierdzgeg i mo-
zemy polozyé:

m=1, gy ="0(1.

Jezeli zas otrgymalismy ¢, >0, wtedy zadanie N. 12 bedziemy wmogli
zastapié przez inne tegoz samego rodzaju, w ktorem zamiast 29 miejsc o, a
paczgtkowo danych, mamy 2¢; nowych miejse @', a’. Mozliwodé takiej za-
miany jednego zadania na drugie jest prostem nastepstwem tego, iz oba za-
dania majg jednoczesnie albo odpowiedz twierdzaca, albo przeczgea, co jest
oczywistem.

, Leez w zadaniu nowem, jakedmy zuwazyli, w kazdym razie misc be-
dziemy ¢, =p; a wiee twierdzenie, wypowiedziane na poezgtkn N-ru, jest
zupelnie udowodnioném.

) 14 Uwagi. W szeregu punktow o mogy znalesé sig i zlewajgce
§lg; toz samo nalezy powiedzieé i o punktach o, -

Moze okazaé sie, iz niektére z punktéw @ schodzg sie # niektéremi
z punktéw @, lub tez uiektire z punktéw o’ schiodzg sig z niektoremi z pun-
ktéw a; wtedy znaleziona przez nas funkeya 6 nie bedzie, wlasciwie nowiace,
ezynila zado$é wszystkim wymaganym warunkon, lecz, oczywiscie, okolicz-
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nosé ta nie stanowi zZadnej przeszkody i podana tu redukcya zawsze moze
byé stosowana, )
15. Wylozona przez nas redukeya daje natychmiast twierdzenie o calce
(N.9):
T R N A
odpowiadajgce twierdzenin o calkach eliptycznych, ktérem sie zajmowal
Czebyszew (Jour. de math., 1858).

Redukcya czwarta.

16. Przystepujac do zadauia N. 12 zauwazmy, 1% w 'celu jego 1'ozw.iq,-
zania bytoby naturalnem zwrdcié sie do préb, a mianowicie badaél kolejno
czy nie czynig zado§¢ naszemu zadapin liczby m:=1,23 .... Kaizda taka
préba da sig uskutecznié za pomocg dziatai a]gebramzuy(;h;‘ leez sto-
sujge naszkicowane tu postepowanie bez naleiytygh ugroszcr,zen napotka-
libysmy podwéjng niedogodnosé, poniewaz wszys%km f'lzmlama W;tpa.da'lohy
przerabia¢ nanowo dla kazdej nowej wartosei m 1 précz tego, dziatania te
coraz bylyby trudniejsze, gdyz rzad funkeyi badanej wzrasta wraz ze wzro-
stem liczby m. ]

Pokazemy jak wskazana niedogodnosé da sig usungé; zob.af,zymy’ naéw-
czas, iz nasze zadanie moznazastapié innnem, prostszemibardzie] ol'n'eslunem.
W tym celu do$é bedzie skorzystaé w odpowiedni sposob ze znanej nam re-
dukeyi N° 13. .

16. Najprzéd zastgpujemy zadanie N° 12 nastgpujgcem, bardziej okre-
§lonem : o

Znalesé funkeye wymierng wa(@,y) dla m=1,2,... rzedu mozliwie
najnizszego, dla ktérej, migdzy innemi, ¢ danych punkté?v (U, by« - -5 g PO
winny przedstawiaé m-krotne miejsca zerowe iq punktow o, as, ..., a M-
krotne wiejsca nieskoniczonosciowe. ’ _

To zadanie dla kazdego m bedzie mialo przynajmniej jedno rozwig-
zanie; jedno z nich bierzemy tu pod uwage. ]

Jest oczywistem, iz jesli zadanie N°12 ma odpowiedZ .therdzacg,,
wtedy funkeya @ (,y) znajdzie sig napewno pomigdzy fun}{cyam.l LT T
skad zaraz to zadanie mozemy sprowadzi¢ do obliczenia funkeyj v. )

Pokazmy teraz, Ze obliczenie tych funkcyi v da si¢ sprowadzi¢ do wy-
znaeczenia funkeyj znacznie prostszyeh. o i

18. Oznaczmy przez B, (z,y) funkeye wymierng rzedu mozliwie naj-

-
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nizszego, dla kiorej, migdzy innemi, q punktdw ay, G, . .., a, powinny przed-
stawiaé pojedyincze miejsca zerowe, iq punktdw ay, ay, . . ., a; —pojedyiicze
miejsca nieskoficzonosciowe; niech a,, Wy ooy 'y dly, ..., oy bedg do-
datkowemi pojedyiezemi miejscami zerowemi i nieskoiiczonosciowemi tej
funkeyi.

Oznaczymy dalej przez o, (x, y) funkeye wymierng rzedu mozliwie naj-
nizszego, dla ktirej g9, punktow Gys Ogy ooy Uy; Oy, gy oo, &y, SEANOWIG PO-
Jjedyhcze miejsca zerowe i tylez punktow aj, ay, ..., a,; a'y, @, ..
bojedyricze miejsce nieskoniczonosciowe, 1 niech @y gy s "y @y 0y
beda dodatkowemi niiejscami zerowemi i nieskoficzonogeiowemi tej funkeyi.

Oznaczmy w podobnyz sposéb przez b, (#,y) funkcye wymierna rzedu
mozliwie najnizszego, dla ktorej 9+s punktow a4y, a5, - .., ag; oy, 0y, L. apt
stanowia pojedylicze miejsca zevowe i tylez punktéow o, ay. . .. .,
a," —pojedyicze miejsca nieskofezonosciowe.

Funkeye 6,, 6,,..., w powyzszy sposéb okreslone znajda sie za pomocyg
dzialat algebraicznych i wskazane przy nich liezby g, ¢,, bedy nape-
wno =< p.

Uwagi. Jedli6, ma kilka wartosci, bierzemy tu jedng z nich ktory-
kolwiek. Do punktow am , @™ stosuje sie, co byto powiedzianem w N° 4.

19. Funkeye 6, 6,, ... wyzej okreslone majg dla nas nader wazne
znaczenie; bezposrednio przekonywamy si¢ o nastepujacych ich wlasnogeiach:

I Rzad funkeyi 6, jako réwny liczbie 94-u_; 4 ¢n nie przewyzsza
liczby statej q-1- 2p.

II. Za pomocy funkeyj 6 mozemy Wwyznaczy¢ wszystkie funkeye
Yu ¥p - . .5 & mianowicie mamy :

!
ey g =

y Ay

Yy = 613 Y == Y1 ﬂirn m > 1.
III. Aby zadanie N° 12 mialo odpowiedz twierdzgcs, konieecznym
i dostatecznym jest warnnek, aby pomigdzy liczbami Q.+ Qa5 - . . znalazla

sie liezba g, =0; przy spelnieniu sie tego warunku mieé bedziemy:
P (&) = wa(2,y).

IV.  Aby zadanie N° 12 mialo odpowieds twierdzacy, koniecznym i do-
statecznem jest warunek, aby rzad nieckreslony funkeyj 6, 6,, ... magt byé
uwazany jako peryodyeczny.

Twierdzenia powyzsze wskazujg, ze zadanie N° 12 moze byé sprowa-
dzone do obliczenia funkeyj 6 i zarazem uzasadniajg wniosek, wypowiedziany
w koicu N° 16,

20, Redukeya czwarta odpowiada dwom Znanym rezultatom, odnosza-
cym sig do najprostszego zatozenia co do punktéw a, a. Pierwszy rezultat

©
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zostal otrzymany przez A bela za pomoca utamkéw ciagl'ych i' odnosi sig d.o
przypadku, gdy y jest pierwiastkiem kw?.dratowym Z Wlelommnu: Dn.ng:
podany przez Czebyszewa, odnosi sig do przypadku, gdy y jest pier
wiastkiem szesciennym (Ouvres. t, I, Mémoire, 24).‘ . .

W szezegdlnosei twierdzenie IV N° 19 odpowiada twierdzeniu Abela
o peryodycznosei ulamku cigglego,

Przy wykladzie naszych redukeyj wskazyw.alis’n}y juz, 1z mozna Je dg-
pelnié za pomoca dzialah algebraicznych; bad_ame zas szczegolowszt‘a ‘najod-
powiedniejszych ku temu sposobéw wychm_im' po za zakres pracy niniejszej.

Nie bedziemy tu rdwniez zatrzymywali sie I_lad 'wskazamem funkeyj vy,
dla ktérych nasze zadania moga byé mniej lub wiecej uproszczone.

Zauwazmy wreszeie, Ze dla pewnych celéw jest 'korzystnem Zmo-
dyfikowaé nieco mysl niektérych z wylozenych tu redukeyj.
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