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1. Kazdy utwoér algebraiczny, okreslony przez réwnanie np.
G (w,2) =0,

mozna, jak wiadomo, dwojako interpretowaé: albo przez powierzehnie Rie-
manna, albo przez krzywe algebraiczne.

Miedzy krzywemi algebraicznemi wybitne zajmuje miejsce t. zw.
krzywa normalna @, ktéry okresla sie w ten sposéb: Jezeli przez p ozna-
czymy rod zaj utworu algebraicznego, przez j ,7,...,Jj,—p liniowo od
siebie niezaleznych catek gatunku pierwszego, to

— Y
pi=— s

przedstawiaja p funkeyj algebraicznych liniowo od siebie niezaleznych. Je-
zeli za$ wielkoSei te ¢, uwazaé bedziemy jako proporeyonalne do spét-
rzgdnyeh jednorodnych punkiu w przestrzeni (p—1)— wymiarowej: By,
to kazdej parze wartosui (w, z) utworz G odpowiadaé bedzie jeden punkt
W Ry_1 — 1 zbiér takich punktéw utworzy krzywsg normalng & 7).

Przytoczymy niektére znane wiasnosei krzywej &, ktore w dalszym
ciggu okazg sie potrzebnemi.

[
1) Por. Brill-Nother, Math Ann. t.7; Weber, t.13; Nother, ib. t. 17.

*Prace mat.-fizyczne, t. XL 1
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Poniewaz funkeya

?
P == 2. Ci i
i=1

0
posiada 2p—2 zer ruchomyech, a wigc kazda plaszezyzna X cipi = 0 W prze-
i=1

strzeni Ry, t. j. kazda przestrzen liniowa R, , przecina krzyws &
W (2p—2) punktach; a wige:

(Tw. 1). Krzywa normalna @ jest krzywg stopnia (2p—2)-go w prze-
strzeni (p—1)-wymiarowej R, ;; oznaczymy jg przez €3, -

[ W przypadku hypereliptycznym krzywa & redukuje sig do krzywej
stopnia (p—1)-go : C271, ale podwdjnie pokrytej].

Krzywa & posiada dlatego tak wybitne znaczenie, ze nie zalezy od do-
boru réwnania, charakteryzujacego ntwor algebraiczny @, t. j. Ze pozostaje
taz sama dla wszystkich réwnan algebraicznych, ktére mozna otrzymaé
z jednego z nich przez przeksztalcenie dwumierne. Istotnie prazy takiem
przeksztalcenin calki j; ulegajs, jak wiadomo, podstawieniom liniowym,
a wige krzywe &, odpowiadajgce roznym réwnaniom G, przechodza w siebie
przez przeksztalcenia linjowe; takich zas krzywych nie uwazamy za rézne:

W szczegolnosel mozna, przy pomocy krzywej @, latwo okazad, ze ilosé
»modutéw® t. j. parametréw istotnych utworu algebraicznego rodzaju p, jest
8p—38. Jakoz mamy nastgpujgce twierdzenie Weierstrassa.

(Tw. 2). Istnigje zawsze liczba skoficzona [dokladnie p3—p] punktéw
na krzywej &, w ktévej plaszezyzoa pewna przestrzeni RBy_1: ttg=Zu:0,==0
spotyka krzywa & w p punktach sgsiednich. Punkt taki nazywaé bedziemy
punktem Weierstrassa, plaszezyzng u,—0 plaszczyzng hyperoskulacyjna
Plaszezyzna ta u,==0 przecina krzyws & w dalszych p—2 punktach; przez t.
»—2 punktéw mozemy zawsze poprowadzié inng ptaszezyzng : v,—Xvip~=0;
wowezas plaszezyzny peku u,—iv,=0 beds mialy wszystkie tez same p—2
punkty spélue z krzyws. Stad wynika, Ze parametr:

rozwazany jako funkeya na krzywej @, przyjmnje kazdg warto§é w p réi-
nych punktach krzywej, a wartosé nieskonczenie wielkg wp punktach sgsie-
dnich (W eierstrassa); funkeya A jest zatem funkeyg p-wartosciows. Od-
powiadajaca wiec tej funkeyi 2 powierzehnia Riemanna sklada sig z p
lisei i posiada w punkeie nieskoficzenie dalekim (p—1) - krotny punkt rozga-
lezienia. Poniewaz jednak powierzchnia m lisciowa rodzaju p musi mieé

v Por. Klein, Vorlesungen iiber Riemann'sche Plichen, Gittingen 1892.

icm

O KRZY WEJ NORMALNET & RODZAJU p=3, 1. 3

2m—+-2p — 2 punktéw rozgalezienia, wige nasza powierzchnia, obok powy-
zej wymienionego ( p—1)-krotnego ma jeszeze 3p—1 punktéw rozgalezienia
(pojedyficzych). Z tych dwa mozemy, przy pomocy przeksztaltcenia liniowe-
2o V=al-}-0, okresli¢ dowolnie — pozostaje wiec 3p —3 punktéw rozgale-
zienia nieoznaczonych, przedstawiajacyeh wiagnie 3p—3 moduliw.

Przy pewnych warunkach moze krzywa & (i réwnanie @ do niej nale-
zy0e) posiadaé mniej niz 3p—3 moduléw. Przypadkami takiemi zajmowali
sig ze strony algebraicznej Schot tky !) dla p=3, ogélniej zas§ Valen-
tin %) i Klein w wyzej wspomnianyeh wykladach. Ten ostatni okresla
pewne szczegolne przypadki, w ktoryeh untwor algebraiczny posiada mniej
iz 3p —3 moduléw w nastepujacy sposéb:

Miedzy wyzej wspomnianemi powierzehniami p-lisciowemi o rodzaju p
istnie¢ bedg napewno powierzchaie, ktorych np. 1-y i 2-gi li$€ s3 z soba zta-
czone w (p—1)-krotnym punkcie rozgalezienia w nieskonezonosei i w punk-
cie jednokrotnym rozgalezienia 4, a wszystkie inne punkty rozgalezienia
lacza 7 soby pozostale liscie. Zmieniajac spolezynniki  odpowiedniego
réwnania @ =0, mozna zawsze do tego doprowadzié, ze punkt 4 zej-
dzie sig z punktem rozgalezienia w nieskonczonosel: w skutek tego jeden
lis¢ odpadnie, a pomimo to rodz»j powierzehni sig nie zmieni. Otrzymamy
tym sposobem powierzchnig (p—1) liseiows Rieman na, rodzaju p, po-
siadajacg tylko 8p—4 moduty. Stad, ze powierzehnia w tym przypadku po-
siada p—1 lidci, wynika bczywis’cie, ze miedzy funkeyami algebraicznemi,
nalezgcemi do utworn G, istnieje funkeya p—1 wartosciowa, stajgca sig nie-
skoficzenie wielks tylko w punkcie Weierstrassa krzywej & i to
p—1-krotnie. Z tg powierzehnig p—1 lisciows mozemy tak postapié, jak

" poprzednio z powierzehnia p-lisciows i t. d.; otrzymamy fankeye m warto-

Sciowe m<p, stajace sig nieskoticzenie wielkiemi w je inym punkecie.

Takiemi fonkeyami m wartosciowemi m . p zajmuja sie wiasnie
w swych vozprawach Schottky®) i Valentin 2. Idzie o zbadanie,
czy i ktore z przypadkow, wyliczonyeh przez Valentin a, odpowiadajg
przypadkom, nzyskanym przez Klein a, ijakie jest geometryczne znacze-
nie dla krzywych wszystkich tych przypadkéw.

Odpowiedz na to ostatnie pytanie dla utworn algebraicznego, ktorego
rodzaj p=3, podal Klein wswoich wykladach ,Abel'sche Functionen
1888 r., nie uzasadniajac jednak doktadnie swoich rezultatow.

Owoz celem pracy niniejszej jest rozwazenie szczegélowe powyiszego
zadania dla p==3 i rozwigzanie tegoz zadania dla utworn algebraicznego ro-
dzaju p==4.

B Schotky: Crelle’sJ.t. 83, str. 317—319.

?) Valentin: De aequatione algebraica ete, Dissertatio inauguralis, Ber-
lin 1879.


GUEST


4 5. KEPINSKI.

Obok wyzej opisanego przedstawienia utworu & przez krzywy &
wprowadzimy do rozwazania krzywe plaskie stopnia #n-tego: C,, Wtedy,
jak wiadomo, funkeye ¢ sg przedstawione przez krzywe dolgczone C,_s sto-
pnia n—3-go, przechodzace przez wszystkie punkty osobliwe, t. j. wielo-
krotne i mianowicie (k—1)-razy przez punkt %k-krotny krzywej C,.

{Tw.1'). Nie zwazajgc na punkty przeciecia sie krzywych €, i C,_5
w punktach osobliwyeh, powiemy, stosownie do tw. 1, ze: krzywe C,_; majg
z krzywa G, tylko 2p—2 punktow przeciecia sig ruchomych. Stad wynika,
ze przez punkt ,ogdélny“ krzywej przechodzié moze tylko p—1 liniowo od
siebie niezaleznych krzywych C,_5. W przeciwnym bowiem razie wszystkie
p funkeye ¢ stawalyby sie w tym samym punkeie zerem, a wiec nie posia-
datyby 2p—2 punktéw ruchomych. Podobnie przez dwa punkty krzywej
C, nie moze przechodzié jednoczesnie wigecej niz p—2 liniowo-niezaleznych
¢ it. d., przez p punktéw, w ogéle mowigc, zadna Cy._5. .

Wezmy na uwage m punktéw A; dowolnych krzywej; liczbe krzywych
¢@=C}—3, przez nie przechodzacych, nazwijmy z. Przez te m punktow po-
prowadzmy krzywg dolaczong f; ona przetnie krzyws C, w dalszych pun-
ktach B;. Przez punkty B; poprowadimy inng krzyws dolaczona f, . Wow-
czas wyrazenie '

—f
r=-h \

przedstawia funkeye m wartoSeiows, t. j. funkeye, ktéra kazdy wartosé M
przyjmuje w o punktach. Ticzbe stalych, zachodzgcych wtakiej funkeyi,
nazwijmy 7; wowezas, wedlug twierdzenia Riemanna-Rocha, mamy:

(Tw. 3). r=m—p—+t4+1.

Jezeli M zmienia swg wartos, to na krzywej  otrzymujemy. coraz. to
inng grupg m punktéw; wszystkie takie grupy tworza ,pasmo (Schaar)
grup punktéw z sobg réwnowaznyeh* i twierdzenie Riemanna-Rocha
mozna takze tak wystowié: * Grupa m punktéw na krzywej C,, w ktorej je-
dnoczesnie staje sig zerem 7 od siebie liniowo niezaleznych funkeyj ¢. nalezy
do pasma linio wego, (n—p-}-7)-krotnie nieskoficzonego, réwnowainyeh zsoba
grap punktéw.

Zauwazy¢ tu jednak wypada przy tem wyslowienin, ze wszystikie
grupy punktéw pewnego pasma mogg mieé jeden lub wigcej punktdw spél-
nych, ktore przy tworzenin funkeyi, odpowiadajacej temu pasmu, odpa-
daja.

Przy pomocy przytoezonych twierdzeh mozna, dla ogélnego punkiu
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krzywej , wyprowadzié twierdzenie Weierstrassa ) (Liickensatz) na-
stepujace:

(Tw. 4). Dla kazdego punktu ogilnego krzywej (C, lub &) znalesé
mozna funkeye m wartosciows, nalezgea do utworu G, ktéra tylko w tym
punkeie staje sig m-krotnie nieskonezenie wielkg; m przybieraé moze wszyst-
kie wartosei z wyjatkiem p poczgtkowych : m=1,2,3,. ., P-

Istotnie dla m=1,2, ...,p jest r=p—1,p—2..., a wige r—1=0-
Istnieja zatem w ogolnym punkeie funkeye m-wartosciowe, dla ktérych
mep41. .

Twierdzenie Weierstrassa stosuje sie, z malemi zmianami, takze
do jakiegokolwiek punktu ,szczegilnegot krzywej, w ktorym funkcye ¢
przechodzge przez jeden uktad punktow krzywej, przechodzs jeszeze przez
dalsze jej punkty. W takim razie, gdy m (t. j. wartosciowosé funkeyi)
zrasta o 1, niekoniecznie = musi, jak poprzednio, maleé o 1, a wskutek tego
7 moze otrzymac wartoSei wigksze od jednodei nawet dla m<Cp. Istniejg wiec
dla takich szczegblnych punktow krzywej funkeye mniej niz p-wartosciowe,
Zawsze jednak dla pewnych p wartodei m nieistnieja funkeye algebraiczue
tak iz:

(Tw. 5). Nawet w punkcie szczegilnym dla wszystkich wartosei m —
z wyjgtkiem pewnych p wartosei m —istnieja funkeye m-wartosciowe, nale~
zgce do G i stajace sig tylko w tym punkeie m-krotnie nieskoficzenie wiel-
kiemi.

Blizej rzeez te rozwazymy dla p==3,4.

Twierdzenia powyzszego dowiédt Nother w XCIV-ym tomie dzien-
nika Crellego, opierajac sie na twierdzeniu Riemanna-Rocha i natwier-
dzeniu nastepnjgcem:

(Tw. 6). Warunkiem koniecznym i wystarczajgéym na to, aby w grupach
zlozonych z s punktéw, réwnowaznych z dang grupa a, a,, ..., Gs, zacho-
dzil ten sam punkt a,, jest to, aby istniala funkeya ¢, ktdra sie staje réwng
zeru we wszystkich punktach a,,ay, ..., @, lecz jest rézna od zera w pun-
kcie «, .

(Tw. 7). Z tego twierdzenia wynika:p liczb m, dla ktéryeh nie ist-
niejg funkeye algebraiczne m wartodciowe, stajace sie sm-krotnie nieskon-
czenie wielkiemi w punkeie ,,szczegélnym*® krzywej, nalezy szukaé migdzy
liczbami 1,2,3,...,2p—1.

Jakoz, z uwagi, ze funkeye ¢ majg tylko 2p—2 zer ruchomych wynika,
%e dla m>2p — 2 punktéw sasiednich zadna z funkeyj o nie staje sig ze-
rem. Jezeli za§ w 2p—2 punktach sgsiednich jest réwna zeru, to, weding
twierdzenia (6), nie istnieja funkeye 2p—1I-s artosciowe—1 to jest kraticowy
przypadek. k

Iy Ni ther CrelleJ. t. 92, str. 301.
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(Tw. 8). W dalszym ciggu potrzebne nam jeszcze bedzie jedno twier-
dzenie, wyprowadzone przez Valentina 1. c.: Jezeli przez m, nazwiemy
najmniejszg z liczb, dla ktérej w danym punkeie krzywej istnieje funkeya
algebraiczna &,,, to obok &,, istnieje zawsze co najwyzej (m,—1) ,nieza-
leznyeh® funkeyj : Smys Engy - .- o Emm—y odpowiednio my, my,..: wartoscio-
wych, przy pomoey ktérych mozna wszystkie inne funkeye & przedstawié
w nastepujgey sposéb wymierny i catkowity:

(M) &= A1 (S) Smx + A-} (5) SmJ '1" - + Am—1 (E) ‘E'”m—l;

co sie tyezy liczb

mn My < My, ...
0 1 N 2

H < Mln-1,

to a) nie wszystkie maja ten sam spélny dzielnik;
b) zadna z liczb m; nie czyni zados$¢ réwnaniu;

My = yuly . Mg o=y My -1

Nadto: Jezeli mniej niz mn, fankeyj np. (mo—n) funkeyj &a, niezalez-
nych wystarcza do przedstawienia dowolnej funkeyi & w sposéb wymierny
i catkowity, fo mozna dobra¢ takich n funkeyj & ,zaleznych, gdzie
A== pa;-tygmy,, 12 wzor (M) pozostaje bez zmiany. W kazdym za$§ razie
miedzy liczbami p 1 m; (¢=0,1,...,m—1) istnieje zwigzek:

) myp = "Nimy — M‘l—:i.
1 a

Przedstawiajac fonkeye &m,, Em, &m, ... Wedlug wzoru (M), otrzy-
muje Valentin szereg réwnai, z ktérych nastgpnie wyprowadza réwnania
migdzy funkeyg £., i ktérgkolwiek z funkeyj &  Te réwnania przeksztalca
Przy pom ocy WZordw:

iy, == mm”

fm = L, + 0’1 )

Em, = y&m, + 6'2 ZCm, + (J"g N
na rownania migdzy funkeyg =, i ktérgkolwiek z funkeyj zw,;, zawierajace
prawdziwa ilo$é modulow.

Co do tych réwnai migdzy &y, i &, 1Ub (2, Zm,), t0 83 one oczywiscie
stopnia my-tego wzgledem &, () a mi~ego wzgledem Em, ().  Jezeli
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wige £, (®m,) przyjmiemy za zmienng niezalezng, to powierzchnia Rie-
manna odpowiadajaca jest my-lisciowa i posiada (m,—1)-krotny punkt roz-
gatezienia w nieskonczonosci.

2. Rownania i krzywe rodzaju p=3.

Przy pomocy powyzszych twierdzen (5—8) fatwo juz nam bedzie wyli-
czy ¢ wszystkie mozliwe przypadki, w ktérych réwnanie posiada 3p -3=6
albo mniej moduldw.

Niech mianowicie m oznacza, jak poprzednio, wartoSciowos§¢ fankeyi
albo, co na jedno wychodzi, rzad nieskonezonosci funkeyi w pewnym pun-
keie ntworu @ lub krzywej; » niech oznacza liczbe stalych, zachodzgeych
w tej fankeyi, t. j. r—1 =ilosei funkeyj; poniewaz dla p==3 moga zachodzié
tylko trzy wartosci m, dla ktorych funkeye nie istnieja, i tych wartosci (we-
diug 7) nalezy szukaé miedzy liczbami 1,2,3,4,56=2p—1, wigc mamy na-
stepujace mozliwe przypadki:

vlvx\

| 1|1 IIIlIVl |

m |r—1 'r——lrli7~—1 r—1|r—1
1(0 0 o|o 010
2‘00 011 1'1
3fo 1 1!0 o‘z
4|10 2!0 2:0
5|22 olz]ogo
6&3 3v3|‘si3’

7 tych przypadkéw I przedstawia przypadek ogélny; nim sig zajmo-
waé nie bedziemy. Lecz takze z pozostalych niektére trzeba wylgczy¢ z roz-
wazania jako niemozliwe. Zauwazmy mianowicie, ze réwnanie (N) redu-
kuje sie do
wl My . my— 1

X my—

(N7) 3m, = 2 2
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Dla IV mamy:
m, = 2, my = 5;
a wige wedlug poprzedniego rownania: 6 =5 — 1, co jest niemozliwe 1.
Podobnie przypadek VI okazuje sig niemozliwym i pozostaja do roz-
wazania tylko przypadki IL, ITI i V.
II. W tym przypadkn jest:

my, = 3, my =5, my = 1T,
.
(wszystkie trzy funkcye &, =3 niezalezne, w mysl Valentina) i réwnanie

N9 j'est sprawdzone. Liczba stalyeh w réwnanin oblicza sig, wedlug Va-
lentina, przy pomocy wzorn:

b
gdzie e==m, (mod. 3) a wiec:
¢ =6,

Réwnanie wige posiada pelng liczbg moduléw, i jako takie przedstawia
krzywa ogélng rodzajn p=—3.
IIT. My =3, m =4, m=8§,

Mamy tu £n=£,2 a wiec fanke j ; 6 i
) m== £ ya £m, jest ,zalezna%; réwnanie (N
Jest sprawdzone; liczba stalyeh w réwnaniu wmynosi: ’ i

_ 5p+e
C= —5—
= — 2p (mod. 3), a wice:
C = b’
réwnani i i .- . .
pilng, e posiada o jeden moaut mniej, a wige przedstawia krzywa szcze-
V.

my== 2, my =1,

réwnanie (N') jest sprawdzone, liczba stalych jest 2p—1=5.

I g
) Sprzecznodé IV w tem sie zreszt okazuj
nie istnieé : o foabe,

Wi Zs tu fankeya czterowartodciowa
, Dodezas gdy &2, jest wlasnie takg funkey: e

Poniewaz w przypadku tym istnieje funkeya dwuwartoselowa &,, wiec
utwor algebraiczny jest hypereliptyczny.

Przypadek ten mozna otrzymaé z ogélnego przypadku II w sposdb
podany przez Kleina, w § I-ym przytoczony. Jakoz do I nalezy po-
wierzchnia 3-lifciowa, majgea w nieskoficzonosci punkt rozgalezienia po-
dwdjny, a inne punkty rozgalezienia tak mozna dobraé, aby liscie I-szy
1 2-gi posiadaly obok punktu rozgalezienia w rieskoficzonosei tylko jeszeze
jeden pojedynezy punkt rozgalezienia (A). Jezeli ten punkt przesunie sie do
oo, to 1-szy 1i§é odpadnie i otrzymamy powierzchnie 2-lisciows rodzaju p=3-

Przedstawienie geometryczne powyzszych przypadkdw
I, IITi V.

ad II. Dla p=3 krzywa & jest krzywa plaska (w przestrzeni R,)
stopnia 4-go, nie posiadajaca punktéw podwojnych. Wedlng tegn, cosmy
powiedzieli na str. 2-ej, krzywa ta posiada 24 (=p®—p) punktéw Weier-
strassa, wktéorych p=3 sasiednie punkty lezg w przestrzeni ##,, t. j.
na prostej. Sa to wiec punkty przegiecia krzywej.

W takim punkeie poprowadimy styczng ¢; ona przecina Kkrzywg
& = C, jeszeze W jednym punkcie P. Przez ten punkt poprowadzmy prosta
dowolng ¢'; wéwczas pek prostych ¢ —Ap=0 okregli nam parametr:

L =
¢

jako funkeyg &, trojwartosciows, stajgcy sig nieskofczenie wielky tylko
w punkeie P, w stopniu trzecim.

Poniewaz proste na ptaszezyinie, sa to wlasciwie krzywe p=0,_s=C;
dolaczone i jedna z tych funkeyj ma z krzywa G, trzy punkty wspélne, wige
wedlug tw. 6, nie moze dla tego punktu istnie¢ funkeya 4-wartosciowa.

Znaczy to, ze jezeli przez punkt przegiecia P poprowadzimy krzywa
dowolng algebraiczng F, majgeg z €, eztery punkty sgsiednie wspélne,
a praez pozostale punkty przeciecia sig F z C, poprowadzimy inng krzywa F
tegoz samego stopnia co F, to krzywa F' przechodzi takze przez punkt prze-
giecia].

Istnieé jednak beda funkeye pieciowartosciowe, kidre mozemy otrzy-
maé nastepujacym sposobem: Przez punkt przegigcia poprowadzimy do-
wolng krzywsg stopnia 3-go F, majacg z C, w tym punkcie pieé punktow sg-
siednich wspélnych. Przez pozostale siedm punktéw przecigeia sig krzywej F7
2 krzywy €, poprowadzimy inng krzyws F. Takich krzywych 7, mozna,
jak wiadomo, poprowadzié co?. Wiwezas

. I
t=7

przedstawia zadang funkeyg pigeiowartoseiowa.
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ad ITT. "Réwnanie w tym przypadku,wedtug Valentina, ma ksatalt:
Y (G ~+ 20,8~ 030%) y by - 4,54 65,02 4D, - bt — 0,

ezyli po podstawienin
21

@€ ==

y = 22
. o e
P 2y

w formie jednorodnej
By* &y (g By? + 2005, + 4y, %) ey g~ by 2yt
+ 42yt - 60y 2 z,? + 4byy, Iyt = 0.

Zakladajge w tem réwnaniu Z; =0, otrzymamy a*=0; a wiee -
zuwagi, ze krzywata, bedaca rodzaju p==3, nie moze mieé punktn wielo-
krotnego, wynika, ze punkt 2 =0, x, =0 jest punktem undulacyjnym
i mianowicie w, =0 jest styczng do krzywej w tym punkcie, t. j. ma z krzy-
Wy cztery sasiednie punkty spélpe. [Punkt taki, jak wiadomo, nalezy uwa-
zad za przejscie graniczne miedzy dwoma punktami przegigeia rzeczywistemi
a urojonemi ]. )

Naodwrét, latwo jest utworzy¢ funkcye algebraiczne, istniejace w tym
punkeie krzywej. Jakoz niech =0 przedstawia styczng w takim punkeie,
zas$ ¢’ dowolng prosta, przez ten punkt przechodzacs. Wowezas

; .

A=

'G’G

przedstawia funkeye tréjwartosciows g, , stajgcg slg tylko w tym punkeie
nieskonczenie wielkg w stopniu trzecim,

Funkeye czterowartosciows &, otrzymamy,

biorge obok styeznej ¢ =0
dowolng prosts na plaszezyinie " i tworzae - '

Poniewaz takich pekéw prostych "
czterowartosciowych jest ool ‘
Z uwagi na twierdzenie N Gthera (6) nie nogs istnie¢ funkeye pig-

ciowartosciows w punkeie undulacyjnym, istnieje bowiem funkeya ¢, majaca
z krzywy cztery i tylko cztery punkty spélne.

Takze dalsze funkeye tatwo otrzymaé: £ = g2 E=§&,1t d

—Ap==0 istnieje co?, wige i fankeyj

0 KERZYWEJ NORMALNET & RODZAJU p = 3,4, 11

3. Rdwnania i krzywe rodzaju p==4.

Niech podobnie, jak poprzednio, »—1 przedstaw.ia liczbg fun-kcyj m wa;—
tosciowych, istniejacych w pewnym punkeie krzywej. Z uwagi, ze 2?1_'-_1=h’
a wige, ze cztery wartoSci na odnoszace sig do funkeyj nie lstnlejc%c'src_,
znajdo;)vaé sig mogg tylko w pierwszych siedmin wierszach, mamy mozliwie
nastepujace przypadki:

w | | o | > ““lw wo = E
b=
e | w | o | = c‘o Oic"l..\H
— T T T T
- | w | e | o ...‘o;ozo L F
el o lalalalllz
RN R N R I i
‘l | | < e
o o e e B P
| : ‘
: [ | |
| S
JR— —““\_“ | *‘.14
- . - L\"to’_ c%v Ll)—\
|
} S
- (=] w NJ]O . ° = — =
i
=
5 < < T =
il B T - =
_ < -
4_10 o > 02 - @ e .I- ™
. olc vz o = o'o >|—~ M
I = b
e | e wle|o s|~]|e L ﬁ
| | N
e | Wl o wio SO B B L =
TE
-~ o [SU) [ < < = < r‘—n =
= s
SO S 3 P
. =] w‘o oo < = < J-- R
D e e e B B R
sleleleiel=]=i=]Ll]15]
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—_—
Z tych przypadkow nalezy. usunaé, j: iemozli
: 36, jako niemozliwe,
YI[I, [X, X, XI, XII, XTII, XIV, XVIit. d. W kazdym bowiem z ni
]ziaghod@ ta sprz.eczpo.s’c, iZ ma nieistnieé fankeya np. m;-warto%'mdl
tora jednak ?xlstm‘ﬁjacych muiej Wa.rtos’ciowych‘ utworzy¢ umoina ° ZI[O’:V ?’
np. W VI ma nie istnie¢ funkcya 6 wartosciowa £, — istnieje jednak 'f "
troj-wartosciowa &,, a £,*= &g, 16 d. Jenak finkeya
i\x:;\dtg wahg.czymy z rozwazania przypadek I jako ogdlny.
) W praypadkach II, ITT, IV najmnie] wartosciows
] : s s e] wartoseiow istni
Jaca Je_sg 'fuukcya czterowartogciowa :m=4. Réwnanie ?I?mitfcyl@ lSt{ue-
redukuje sig do rownania: ) Valenting

przypadki VI,

AT 4
(N My =ty -, = 29,

ad IT

mo=06, m=7, m =9

Fuﬂkcve ::‘:4 f & 34 nie?aleZue Ved 1 V
g b} 71 59 s e i
. i 1e t)‘ EY] (‘ 1 g ust. II alentin a, L c.

Tloé statych modutow jest 9
przypadek ten przodstawia ogbln:
wg algebraiczng rodzaju p=—4.

ad IIT.

» @ wigc jest pelna ilogé modutow. . j
e rownanie algebraiczne albo ogolng ‘krzy-

Mmoo =05, m=T7, m, = 10.
Jest wige & =§,% t. j funke

§6 ) atr 2o ya &n, jest zaleina (por. Valentin

Tlo§¢ modutow jest réwna 8.
ad IV,

mo=5 m = 6, my = 11,

Jest wige &n,=¢, £, t. j ;
. . == Sm Smy, b ] &, Jest' znown funke .
lent}JI; §6,4) str, 23. Liczba modutéw jest tu rdea:V"; zalezng (por. Va-
<hnig R?e?ﬁsltxl;m?ztteyc?‘ trzech przypadkiw mozna zbudowaé powiers-
P voliSciowa, posiadajaca, mi ’ v
galgzienia trzykrotny w nieskoriezonodci (;gl‘;@;tr lg;lzy innemi, punkt roz-

B) W przypadkach V i VII najmniej warto

wartosciowa, £, =g, “howg funkeyy jost brdf-

Réwnanie (N) redukuje sig do

"
(N") my4omy = 15.

Mamy wiec:

ad V. :
=3, m =17, m=_4.

Funkeye &, & §
Y& < &1y & 53, w mys] Valentina, niezalezne Liczba mo

e ©

icm

O KRZYWEJ NORMALNET D RODZAIU 1 == 3, 4. 13

dutéw, nalezacych do utwordw algebraicznych, jost 8 (Valentin str. 15),
t. j. o 1 mniejsza niz w praypadku ogblnym.

ad VIL m=238 m =25, m=10.

Funkeya &, = &2 jest zalesna; liczba modutéw utworn algebraicznego
tu nalezgcego jest 7 (Valentin str. 17).

Powierzehnie Riemanna, tym przypadkom odpowiadajace, sg trdj-
liscicwe (jezeli &, jest zmienng niezalezug) i posiadajg, migdzy innemi, punkt
rozgalezienia dwukrotny w nieskoficzonosci. Mozna je otrzymaé z odpo-
wiednich powierzchni cazteroliSelowych, uiywajge przejfcia granicznego
Kleina (str. 8), przy ktérem jeden lisé sig odlacza.

C) Nakonicc w przypadku XV najmniejwartosciowa funkcyy jest
dwuwartosciowa &, a wige utwor algebraiczny jest hypereliptyczny.

Powierzchnig t¢ Riemanna dwuliSciows otrzymaé mozna sposobem
Kleina, odlgczajae z odpowiedniej powierzehni tréjligciowej jeden ligé.

4. Znaczenfie gsometryczne.

Krzyws normalug & rodzaju p=4 jest krzywa stopnia 6-go (2p—2=6)

w przestrzeni By(=R,_;). Weber?i Nother ?) okazali, Ze przez te -

krzywa przechodzi jedna powierzchnia stopuia 2-go i pigé roznych powierz-
chni stopnia 3-go (dwie powierzchnie 2-go nie moga przechodzié, krzywa
bowiem bylaby stopnia 4 go). A wigc: .

Rrzywa $=C;® jest zupeinem przecigeiem powierzelni stopnia 2-go
i powierzehni stopnia 3-go.

Dla blizszego zbadania tej krzywej nzywa sig z korzyseia odwzorowa-
nia powierzchni stopnia 2 go na plaszczyzng %), Przy tem odwzorowaniu
wystepuje na powierzchni stopnia 2-go punkt szezegilny A (Srodek rzutu)
i dwie proste rodzgce, przechodzace przez A, zwane prostemi zasadniczemi-
na plaszezysnie za§ odwzorowania wystepuja 2 szezegdlne punkty 0, 0’ zwane
zasadniczemi i prosta je laczaca. Owdz jako odwzorowanie kazdej krzywej
stopnia 6-go na powierzchni otrzymamy krzyws stopnia 6-go K, ktora o
razy przechodzi przez punkt 0, zas a'= 6—a razy przez punkt 0. Z krzy-
wych jednak takich stopnia 6-go tylko krzywe, dla ktérych o=a'=3 s4 krzy-
wemi rodzaju p=—4. Takie krzywe K, nie posiadajy, obok powyzszych
punktéw O i O’ potréjnych, zadnych innych punktow wielokrotayeh.

Na odwrét wigc wniesé mozemy, Ze nasza krzywa & w przestrzeni nie

1) Math. Ann. t. LXXIIL
7y Math. Ann. t. XVIi.

5. Clebseh-Lindemann Vorl. iber Geom. t. II, str. 414.

»
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p?siada p!‘mktéw istotnie podwéjnych, tylko punkty pozornie podwdjne.
Liczba za$ tych punktéw pozornie podwdjnych jest h==6. Nadto z uwagi, ze
pray tem odtworzeniu obie rodziny prostych rodzgcyeh na powierzchni sto-
pnia 2~.g0, odtwsfrzm sig jako peki prostych, o wierzeholkach w punktach
za‘sadmczych 010, akazda prosta takiego pgku przecina krzyws K, po-
]r\mngwszgj punkty Oi O, jeszeze w trzech innych punktach, wynika, ze
Krzywa 2 przecina kazda prostg rodzaca w trzec 167
Bayw 3 3 3,02 rzech punktach réznyeh od
» Dla krzywych. W rrzestrzeni wyprowadsit Cayley szereg wzoréw,
ktore 53 zastosowaniem wzoréw Plickera do krzywych ptaskich otrzy-
manych w nastgpujacy sposéb: ,
Niech # bedzie rzedem krzywej w prz zeni jej
‘ d przestrzeni, » jej klasa, » porzad-
kllem (Rang), a liczbg punktéw hyperoskulacyjnyeh (t. j. punktéw zwrztu
ph?szczyzn é_clsle styc.zn yeh), p liczba punktéw zwrotu krzywej, 7 ilo§¢ pun-
kt.ow pozornie p.odw()gnych, g liczba prostych stycznyeh do krzywej, ktére
lezg w QOWGIneJ piaszczyz.m'e,  liczba punktéw praeciscia sig dwu stycz-
?(ycltl, ‘Ieflacly;ch w dowolnej plaszezyznie, y lezba plaszezyzn styceznych dwu-
rotnie do krzywej i przechodzgeych przez dowoln kt i i
bedzie rodzajem krzywej. 7 Pkl nekonie  niech
Wowezas: 1) biorge rzut krzywej w przestrzeni z dowolnego punktu
na dowolng pl‘a.szcz.yzng, otrzymamy krzyws ptasks, rodzaju p, rzedu w=m
klasy y=r, posiadajaca 6=h punktéw podwijnych, z=y stycznyéh podwéji

nych, k=4 punktsw zwrotn i i=— ; R
P lii.’c co - 7 punktéw przegiecia. Stad mamy wzory

P o= m (971—1)—2]1—3/3,
n = 3m(m—2)— 6 ~ 84,

m == r (r—1)2y—3n,
B = 3 (r—2)—6y—8n.

a)

2) TUtwoérzmy dla krzywej w przestrzeni i i
. 2) Utworz przesirzeni powierzchnie  odwijaln
1 przetnijmy jg dowolng plaszczyzna. Otrzymamy krzywa plaskg, dla th;ére?
P=p, p=r, v=n, f=z, k=m,

=4, 7;=v(l,

a wige wedlng wzeréw Plickera:
P % = r(r—1)—2x—3m, r=mn (n—'l)—Zg— 3a,
@ =3 (r—2)—6x—8m, m = 3n (n—2)—6g—8a.

W obu zas razach: 2p—9 — m—-n—2r,

PlZy pOl[lOCy tych rownan, ma ac dane tlby 7 wielkos 1P, m .
3 J [ My, Zﬂa.lesd

O KRZYWEJ NORMALNES ¢ Rovzasu p==3, 4. 15

Dla krzywej @ ogélnej stopnia 6-go, rodzaju p=4, znamy: p=4, m==G0,

Ji=6; stad otrzymamy:
n=236, r=18, ¢g==531, a=10, p=0, =126, y=96.

Obok wymienionych wlasnogei krzywa moze w szezezegdlnyeh przy-
padkach posiadaé inne. Z tych na jedne wlasnosé szezegdlng zwrécimy uwage.
Krzywa @ moze posiadaé prostg styczng, majgeg z krzywg trzy sasiednie
punkty spolne (stationire Tangente). Idzie oto, czy zjawienie sig takiej
osobliwej stycznej wplywa na inne wlasnosei krzywej, i o ile.

Niech wige krzywa posiada 6 punktéw (miejsc), w ktérych prosta stycz-
na ma z krzywy trzy sasiednie punkty spélne; wowezas. w ukladzie wzordw
a) podstawié nalezy i=n--6 zamiast i=n, gdyz iloé¢ punktéw przegievia
rzutu powigkszy sie o 6; w ukladach za$ wzoréw b) za& k==m nalezy podsta-
wié k==m-}6; tu bowiem ilo§¢ punktéw zwrotu sie powiekszy o 6. Otrzy-
mamy wiet wzory :

r = m(m—1)—2h — 38, m = r{r—1)—2 — 3(n}b),

a')
10 =38m(m—2)—31—8p, p = 3r(r—2)—86y —8(n+9),

I

n =7 (r—1)=2z—3 (m4-6), r = n(n—1)--2y—3a,

o)
&) a = 2r(r - 2)—6x—8(m—~+8), m+6=3n(n—2) - 6g=="8a.
Zauwazmy, ze jakkolwiekby sig krzywa & zmienila, to” w naszem ba-
daniu z géry musimy Zadaé, aby jej rodzaj p=4 1 rzad m=6 pozostal oez
zmiany, gdyz krzywa jest przecigeiem sig powierzchni stopnia 2-go i 3-go;
nadto z odtworzenia powyzszego krzywej na plaszezyzne widaé, ze takie
h=~6 zmienié si¢' nie moze. Stgd wynika f=0; jest bowiem
p=4(m—1)(m—2)—h—p, a 7 powyzszych réwnai a’) i V') otrzymamy
dalej:

r o= 18, y = 96, n-6 = 36, 28 = 126, a--206 = 60,
g = 531 —46(65—6).

Zie zwigzku o426 = 60 wynika, ze najwieksza liczba mozliwa pun-
kt6w (6) jest 6=30 i ze punks taki (W ktérym styczna ma 2 krzywa 3 pun-
kty sgsiednie spolne) jest rownowazny = dwoma punktami (a) zwrotu plasz-
czyzny $cisle stycznej, t. j. dwoma punktami, w ktérych plaszezyzna Scisle
styczna ma z krzyws cztery punkty spélne, czyli staje sie plaszczyzng hyper-
oskulacyjng .

Zauwazymy, ze punkty (o) sa to wiasnie punkty Weierstrassa
(ilogé ich p*— p==60).
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Przejdzmy do oméwienia oddzielnych przypadkéw:

4) TIstniejg funkeye 4-0 warto§ciowe, jako najmniejwartoseiowe,

ad II) Istniejg funkeye 4-0, 6-0, T-u,... . wartosciowe. Funkeye
te otrzymamy w nastgpujacy sposéb geometryczny (por. § 1).

W jednym z 60-u punktéw Weierstrassa W poprowadzimy plasz-
czyzng hyperoskulacyjng =0 (majgca cztery punkty sasiednie spélne
z krzywa). Ona przecina krzyws jeszcze w dwn innyel punktach P, P,.
Przez prostg £, P, poprowadimy dowolug plaszezyzng ¢'=0, wowczas

7
@

1=

)

jest wiadnie funkeya 4-wartosciows.

Pek plaszezyzn @'~ 2p=0 wycina na krzywej pasmo grup punktéw
réwnowaznych z sobg, a miedzy nimi jedne .z grup $4 wlagnie cztery punkty
sgsiednie w punkeie Weierstrassa W. Poniewaz istnieje g, stajgce sig
zerem tylko w 4-ch punktach sasiednieh, a ktére w 5-ym jest od zera rézne,
wige (wedlug tw. 6) nie moga istnieé funkeye pigeiowartosciowe, it. d.

ad TII) Istniejg funkcye 4-0, 5-0, 7-0 i t. d. wartosciowe.

Jezeli dwie plaszezyzny hyperoskulacyjue schodzg sig z sobg w punkeie
W tak, Ze plaszczyzua przez to powstata ¢ ma w punkeie W pieé panktow
sgsiednich spolnyeh, a szésty punkt P przecigeia sie @ z kraywa leiy oso-
bno, wéwezas, prowadzac przez prosty WP plaszezyzne dowolng ¢’ i two-
rz3c iloraz

1=
P

)

otrzymamy funkeyg eztevowartoseiows &, , stajgea sig czterokrotnie nieskori-
czenie wielks tylko w punkcie W.

Prowadzae za$ przez punkt P dowolng plaszezyzng ", nie przecho-
dzgeq jednoczesnie przez punkt Wi tworzac )

=7,
P

otrzymamy funkeye pieciowartesciows & | nieskoticzenie wielka 5-krotnie
w punkcie W

Wskutek dowolnosei w doborze plaszezyzny ¢" mieé bedziemy oo!
réznych pekéw plaszezyzn @"'—lp=0; isinieje wige oot fuukeyj & .

Wedlug twierdzenia (7) nie istniejs funkcye & istniejg dopiero &, &,....

Ze krzywa B, powyzej opisaua, nalezy rzeczywiscie do przypadku
III-go, mozemy sprawdzi¢ bezposrednio przy pomocy nalezgcego tu réwna-
nia Valentina. : -

O XRZYWET NORMALNEJ D ®ODzAJU p==3, . 17

Odwzorajmy mianowicie kvaywy & znanyn sposobem na dowolng plasz-
czyzng, przyjmujge jako Srodek rzutw 4, np, punkt P. Wéwezas na plasz-
czyZnie rzutu otrzymamy krzyws stopnia 6-go, rozpadajgeg sie na prosts
00" i krzywy stopnia 5-go K. Pray tem odwzorowanin kazde przeciecie
stozkowe na powierzehni stopnia 2:go, przechodzgce przez punkt P, prze-
chodzi na prostg 00’ i prosty T .

Poniewaz przecieeie stozkowes S, powstalte wskutek przecigcia sie ptasz-
czyzny ¢ zpowierzchniy stopnia 2-go, posiada zkrzyws & pigé spélnyeh pun-
ktow sgsiednich w punkeie W, a wiec odpowiednia prosta 7' posiadaé musi
pie¢ punktéw spélnych z krzywa K, i nawzajem.

Owoz réwnanie Valentina dla przypadku ITT ma kszialt:

VA 0 09y + g = 0,

gdzie fi, gi, N s3 wielomianami stopnia 4-go wzgledem 2.
Podstawiajge w tem réwnania

otrzymamy:
ELHAEC)ELHE ) B+l 92060 EC+ 0,67 g2 (L) = 0
Mamy wige w okolicy punktn n=0, =0 w pierwszem przyblizeniun
#L+ Ay =05

to znaczy: krzywa C; poéia,da,, jak przewidywalismy, w punkcie ==0, =0
punkt przegigeia taki, Ze prosta =0 ma znia pied punktéw sgsiednich
spolnych. . ) )

Przy pomocy rownania powyzszego krzywej X, nie trudno jest zna-

le$¢ rownania krzywej @

Zauwazmy mianowicie, ze punkty podwojne krzywej K; sa oznaczone )
przez:

E=0 1 ¢ (Cn) = (an+0)(yn—8E) = 0.

Zamiast & 9, { wprowadzmy nowe zmienne &, ', &'

g =g,
= an + pL, -
U'=yn + o6&

»

Prage mat.-tizyez., t. XL
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otrzymamy (opuszczajge kreski) rownanie krzywej K, w formie:
Aty B A+ AL 48T+ A + AiE
T 4808 - AL+ AoEg - Ay EP0 - Apinl® 4 Ayt Ay’ 0P=0;

punktami podwdjnemi O, 0’ sg obecnie punkty:

Mnozgc ostatnie réwnanie przez £ i podstawiajge:
ory =&, owmy =&, om = &L, owy = ni,

otrzymamy réwnanie powierzelni stopnia 3-go (jednej z pigeiun):
Ay Py A Ayzi P, + Ay, - w2y, + Asiay® + gy S - Ay 2,

+ day2,® - dgwy® - Ayowa? oy S Agyirgym, + Apwyta, 4 Ay32,m,2

+ Ay 22t =0,
ktéra razem z powierzchnig stopnia 2-go
BTy — Lgiry = 0,

wyznacza krzywa @ stopnia 6-go.

ad1V) Istniejg funkcye 4-o, 5-0, 6-0, 8-0 1 t. d. wartoseiowe.

Krzywa & posiada punkt Weierstrassa W, w ktorym plaszezyzna @
ma z krzyws sze$é punktéw sgsiednich spélnych. Prowadzae tu przez
punkt W plaszesyzng ¢, majacs W tym punkeic z krzywsg tylke dwa punkty
sgsiednie spélne, otrzymamy w wyrazeniu:

funkcye czterowartodciows &, (stajacy sig nieskonczenie wielks tylko w pun-
keie W.

Jezeli " przedstawia dowolng Dlaszezyzng, poprowadzong przez punkt
W (majaca z krzywy tylko jeden punkt spélny), to
"
A= 2
P

przedstawi nam funkeye pigciowartosciows & .

O KRZYWEJ NORMALOET & STOPNIA p=3], 4. 19

Z powodu dowolnosei plaszezyzny @" otrzymamy es! réznyeh pekéw
plaszezyzn
¢ —ip =0,

a wiec istnieie col funkeyj pieciowartosciowyeh.
Jezeli nakoniec ¢ przedstawia dowolng 1daszezyzne w przestrzeni, to

T

1=2

()l')

Jest funlzuy@ szesclowartodeiowy £. Rézmych takich fankeyj jest cof
' Z uwagi na tw. (6) nie istniejs tunkeye 7-0 wartosciowe.
B) Istniejg funkeye tréjwartosciowe jako najmniej wartoseiowe.
Mamy zastanowié sie nad tem, jakg wlasnosé szezegolna posiada wtym
przypadku krzywa &.
ad V. Poprowadsmy, jak w [4,11), plaszczyzne byperoskulacyjna ¢
w punkeie Weierstrassa W i plaszezyang ¢ przez prostg PPy, Wow-
czas z funkeyi

czterowartosciowe] otrzymamy funkeye tréjwartosciows, jezeli wielomiany
@ 1 ¢’ bedg mialy obok P,, P, jeszcze jedno zero spélne na krzywej w pun-
keie 7, t. . (jezeli kazda plaszezyzna ¢f przechodzgea przez P, P, przecho-
dzi przez W, czyli) jezeli prosta P, P, spotyka krzywg w punkcie V. Stad
wynika, Ze trzy z szescin punktéw Przeciecia sig krzywej & z plaszezyzng
hyperoskulacyjng ¢ leza na prostej. Ale te sze§¢ punktéw leza na .przecie~
ciu stozkowem, powstalem w skutek przecigcia sig powierzehni stopnia 2-go
(na ktorej lezy &) z plaszczyzng o. Stad wynika, ze:

Przecigeie stozkowe, powstale w skutek przecigeia plaszezyzny ¢ z po-
wierzehnig stopnia 2-go, redukuje sie do dwu prostych, ktore moga byé oczy-
widcie tylko prostemi rodzacemi tej powierzchni. .

Tnnemi stowy: Jezeli istnieje w punkeie Weierstrassa funkeya
tréjwartosciowa, to plaszezyzna hyperoskulacyjna wtym punkcie jest styczna
do powierzchni stopnia 2-go. Trzy z czterech punktéw sasiednich w pun-
keie W lezy na jednej prostej rodzgeej powierzchni; punkt ezwarty i punkty .
Py, £y lezg na drugiej prostej rodzacej, przechodzacej przez punkt stycznose.

* Istnieje wige whedy styczna @ do krzywej, posiadajgca z nig trzy pun-
kty sasiednie spélne (por str. 16). '

Ten warnnek konieczny jest zarazem widocznie dostateczny.

Z tego warnnkn wynika ograniczenie polozenia wzajemnego powierz-
<hni stopnia drugiego 1 trzeciego.
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Mianowicie, poniewaz trzy punkty sasiednie prostej © leig takze na
powierzchni stopnia 8-go, zatem prosta © jest jedng z asymptot krzywej
wskazujacej w punkcie W tej powierzehni, ezyli jest styczny przegiecia tejze
powierzehni. A wige powierzchnia stopnia 2-go i 3-go muszg byé tak poto-
zone, aby jedna z prostych rodzgeych powierzehni stopnia 2-go byta styczng
przegigcia powierzehni stopnia 3-go.

Jeszcze jedna uwaga. Zdawaé by sie moglo, ze funkeyj

/

i=Z

@ "

tréjwartosciowych jest col; mianowicie przez styczng @, nalezgeg do jedne-
go zuklad6w prostych rodzgcych powierzchni stopnia 2-go, mozna popro-
wadzié statg ale dowolna plaszezyzne w, ktéra przetnie krzyws & jeszcze
w trzech punktach lezgeych na prostej, nalezgcej do drugiego ukladu prostych

. rodzgcych. Przez te prostg poprowadimy znowu dowolng plaszezyzng v,
wowezas

p——
P

bedzie takze funkeys tréjwartosciows, stajaca sig nieskoficzenie wielky tylko
w punkeie W.
Owoz zauwaimy, ze peki plaszezyzn

\)JI—-ZJP:O H w'zl’ip’zo
sg z sobg jednokreslne, a wiec
pe 4itD
T e ac

albo doktadniej z uwagi, ze dla 1= co jest ¥=co
M= al —|— b

i funkgye X, 4 nie s3 siebie rézme.

) Ze w tym przypadku obok funkeyj trojwartosciowych A=4¢, istnieja
dopiero szesciowartodeiowe §==§" 1t. d., mozna znown latwo sprawdzié
przy pomocy twierdzenia (6).

Jakoz: - a) istnieje plaszezyzna =0, majgea z krzywa tylko trzy
pun_kty_sgsiednie spilne, a wigc nie istnieje fankeya czterowartosciowa;
b) istnieje plaszezyzna ¢ (plaszezyzna byperoskulacyjna), majgca z krzyws
tylko cztery punkty sgsiednie, a wige nie istnieje funkeya pieciowartoseiowa.

©

icm

O KRZYWEJS NORMALNEJS D RODZAJU p=8, 4. 21

ad VII. Rozwazmy obecnie pytanie, ¢zy krzywa &, nalezaca do B),
lezeé moze na stozku stopnia 2-go i jakie w siutek tego posiada wlasnosei.

Zwazmy, ze przy przejein w sposob ciggly od powierzehni stopnia
2-go, ogdlnej np. hyperboloidy, dostozka—pary prostych rodzacycl, z ktorych
kazda nalezy do innego ukladu, schodza sig zsobs W prosta (podwdjng)
rodzacy stozka. Jezeli wisc przy tem przejScin krzywa @ ma zachowad
swojrodzaj p=4 1 te wlasnosé, ze plaszezyzna hyperoskulacyina ¢ w punkeie
Weierstrassa ma byé styezna do powierzehni stopnia 2-go, 1o sze§é pun-
ktow przecigcia sig tej plaszezyany ¢ z krzyws & schodza sig parami z soba
tak, %e krzywa posiada z jedng z prostych redzacych stozka znowu trzy pun-
kty sgsiednie spolne, t. j. prosta rodzaca jest prosta 6.

Dla usunigeia wszelkich watpliwosei co do tego przejseia granicznego,
okazemy niemozliwosé innego.

Obok powyiszego schodzenia sig punktéw parami zajéé by mogly jesz-
eze tylko na nastepujace przypadki:

1) Sze$6 punktow przeciecia sie plaszezyzny ¢ z krzywy sa od
siebie rozne: trzy z nich sgsiednie w punkeie W, trzy pozostate P, |
Py, P, roze.

2) Jeden z punktéw P unp. P, schodzi sie z punkiem W, dwa
pozostate P,, P, rozne. .

3) Dwa punkty F np. P, P, schodza sig z punktem IV, P,
lezy osobno.

Owoz z uwagi, ze te punkty Wi P, Jezace na prostej 8, lezg takze na
powierzchni stopnia 3-go wynikaloby, ze prosta @ lezalaby cala na tej po-
wierzehni. A wiee stozek byiby styezny do powierzehni stopuia 3-go,
wskutek czego krzywa & rozpadiaby sie na krzywa stopnia 4-go i prostg
podwdjna, przez co rodzaj p==4 nie bylby, whbrew zaltozeniu, utrzymany.

Pozostaje wige istotnie tylko przypadek powyzej omowiony.

Poniewaz w tym razie istnieje funkcya @, majgea z krzyws tylko trzy
punkty sgsiednie spolne, mianowicie jestto kazda plaszezyzna przechodzgca
przez prostg rodzgeg O, wiee nie istnieje, wedtug tw. 6, funkeya czterowar-
tosciowa. Nadto istnieje jedno ¢. t. j. plaszezyzna styczna do stozka
wzdluz prostej ©, majgca w punkcie I szesé punktdw spélnyeh z krzywa;
stad wynika (na mocy tw. 6), ze nie istnieje funkeya siedmiowartoSciowa.
Istnieja wige tylko funkeye &, &, &, & 1 t. d., zgodnie z przypadkiem VIL
Valentina, omawianym ns ser. 12-¢j.

Zgodnosé te mozemy zreszta latwo jeszeze okazaé, opierajac sie wprost
na rownaniu algebraicznem Valentina, obliczonem dla przypadku VIL.

Jezeli stozek stopunia 2-go, va ktorymn lezy krzywa &, odtwa-
rzamy w zpany nam sposob na plaszezyzne, to krzywa & edtworzy sig na
prosta przeciecia sie ptaszezyzny rzutu z plaszezyzna styczng do stozka
w srodku rzutu 4 i na krzyws stopnia 5-go styczna do siebie samej w punk-
cie fundamentalnym O (= 0') plaszezyzny rzui.
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Ina odwrét: kazda krzywa stopnia 5-go posiadajjca punkt, w kto-
Ty jest stycuna do siebie samej, moze byé odtworzona na krzywg stopnia
6-go w przestrzeni przeciecia sie stozka z inng powierzchnia.
Wiedzge to, weZmy wspomniane véwnanie Valentina. Ma ono
ksztalt:
vy f@) + @) =0,

odzie fi(z), f3(x) sg wielomianami stopnia odpowiednio 2-goi5-go wzgledema,
o=ty Fa@-u® fi=Dby-+ha+...+bux?. " Wprowadzajae spolrzedne
jednorodne:

ofrzymamy roéwnanie:
EpP+EnfhG0+1f50 = 0.

Przy pomocy metody Cramera latwo znale$é, ze krzywa, przedsta-
wiona przez ostatxlie réwnanie, posiada w okolicy wierzcholka tréjkata od-
niesienia £=10, { =0 ksztait krzywej :

S0 =0,

t. j. ze w tym punkecie posiada punkt zwrotu ,podwdéjny®, w ktérym prosta
£==0 ma z krzyws pie¢ punktdw spilnych. Jest to wige rzeczywiseie punkt,
w ktorym krzywa jest do siebie samej-styczoa. ’
Nadto: Z réwnania powyzszego latwo jest znale§é réwnania stozka
i powierzelini stopnia 3-go; muozge bowiem to réwnanie przez & i podsta-
wiajac:
o =&, or =&, oz, = ¥, oz, =}

ofrzymamy:
2% — 197 = 0.
jako rownanie stozka; zas
31 3 I ) e
Ly - @2y %y - 2y Ty - ity iy, - Gaewan,

+ by by ey 4 Dyorgyyy® A Tyme® byzy® + byayae,® = 0,

Jjako réwnanie powierzchni stopnia trzeciego (jednej z pigein).

- TWIERDZENTA 0GOLNE 0 CALKOWANIU ROZNICZEK
ABELOWYCH W POSTACI SKONCZONEJ.

PQDAE

J. PTASZYCKI.

1. Twierdzenie Abela o formie, w ktorej przedstawié mozna wartos§é
calki abelowej, wyrazajacej sig w postaci skonczonej, dalo poczatek bada-
niom o najprostszych zadaniach natury algebraicznej, do ktérych mozna
sprowadzié pytanie o calkowaniu danej rézniczki w postaci skonczonej.

‘W badaniacl tego rodzaju roztrzasane byly dotychezas gtéwnie te przy-
padki, kiedy dana funkcya algebraiczna nie jest dowolng, lecz tej 1ub innej
postaciszezegolnej. Przy obeenym wszakzestanie teoryi funkeyj algebraicznych
Tatwo rozeiggnaé niektore rezultaty, otrzymane w przypadkach szezegilnyeh,
na przypadek fankeyi algebraicznej ogélnej. -Przeglad tych rezultatow
uogélnionych svanowi cel gléwny pracy niniejszej; przy tem, dla petnosei
wykladu, nie wykluezamy z niej i tych wynikdw, na kidre przed nami zwré-
cOno juz uwage.

2. Zadanie tedy, o ktérem mowié mamy, jest nastepujace:

Niech F(x,y)=0 przedstawia réwnanie niepraywiedlne danej krzy-
wej 1) algebraicznej rodzaju p; niech f(®,y) bodzie dang funkceya wymierng
zmiennyeh z i y7; zbadaé, czy calka

J‘f(w, y) dx

1y Nuzwa krzgwej nie ma tu w ogéle realnego geometryeznegs przedstawienia i nzy_
ta jest jedynie dla dogodnodei. - W podobnym colu, pojmujge przez a,b jakiebadz wartodei,
czynigee zadosé réwnanin F=0, m6wi¢ bgdziemy o punkeie (s, b) no krzywej. W nastep-
stwie pankt (a, b) bedziemy oznaczali jedns literg a.
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