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Wyrazenia te sg odpowiednio rowne:

gdzie g,, 0, 54 promienie krzywizn przecie¢ normalnych gléwnych.

dwaorowania, nie mienigjae pil powierzehni
JAKO PRZYKLAD
DO TEORYI NIEZMIENNIKOW ROZNICZKOWYCH.!

E. WIERZBICKI.

Grupa odwzorowas, nie zmieniajgeych pol powierzehni, posiada nie-
skoiiezenie mate przeksztaleenie, kidrego symbolem, otrzymanym z warunku

S {Hdudv) = 0,

jest:

Ea

e 8f af 2F 2y
OF =gy +nay —H g + 50 5

w T 3w
gdzie u i v sg spélrzedne krzywoliniowe na powierzehni, £1iy dowolne fun-
keye zmiennych i v, a H funkeys tychze zmiennych w wyrazenin elementu
poles do = Hduwdr, t.j. H=VEG — F=2.

Zamiast H wprowadzimy jako zmienna zalezug:
@ (u, ) = logH (u, ¢),

) Z seminaryum matematycznego prof. K. Zorawskie go w Krakowie.

Prace mat.-fizyes,’t. XJ 9


GUEST


130 . WIERZBICKI,

4 wiec bedzie:

O F — — s} e
er ¢ ou v u or | dw

3 8 2, oy of
7 + f . (____ + / )
Zbadamy najprzéd, czy istnieja niezmienniki rézniczkowe n-tego rzedn
tej grupy, zalezne tylko od pochodnych funkeyi w.
W tym celu uzapelniamy grupe Q7 wzgledem wspomnianych pocho-
dnyeh, mianowicie, uzywajge oznaczen:

itk ®
G EE = P
tworzymy grupe n-krotnie uzupelniona:

_ L3 3 2ongd don Lef
Qf=¢ Tu +n e T 2‘,“ ot Con

gdzie przyrosty dw.., obliczone wedlug przyrostéw dw, du i v, majg postaé?)

S . iood .
‘43—; =B Sid 1k ™ Nike1 Zu X' i,va ((D:—,,+1,k~—y Ew —]- O —p - -p41 7]#7)
i i

i szokamy niezmiennikéw rézniczkowyeh tej grupy.
Otrzymujemy zatem na wyznaczenie ich nastepujgey uklad ro6-

wnafi rézniczkowych czgstkowych 1-go rzedu, liniowyeh i jednorodnyech,
dla f:

o g & o _
O f = e - ZiZkz,,k Wimpeb1, kv =0,

wp_u v aw:‘k

B f = ol + Bt il =0,

L r—1 Swip

(u =0,J,2,.‘.,n—i—1: ve=0,1,2,...,n+1—pu)

wyrazenia QU 1 GO0 f wtych réwnaniach sg to, bez wzgledu na znak,
spotezynniki odpowiednio pray ., 1y, W réwnanin Qmf=(.
Te z owych réwnan, w ktérych »==n-}1— u, nie zawieraja widocznie
wyrazéw pod znakami sumy i redukujg sie do ukiadu:
of

L Pap—

=0 {u=0,1,2,...,%).

'+ Wedlug wzorg, podanego w rozprawie: K. Zoraws kiego .,0 pewnem odksztalt~
oenin powierzehni ‘Rozprawy Akad. Umiej. w Krakowde, t. XXIII, str. 237).
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Niezmienuiki grapy Q%f nie zawieraja tedy pochodnych n-tego rzedu
funkeyl w.  Pozostale rownania dla tyeh niezmiennikéw, po skresleniu
w nich. owyeh pochodnyel, sg to widocznie réwpapia dla niezmiennikoéw
(n—1)-go rzedu; tak samo przekonywamy sie. ze i tych niezmiemnikiw
niema weale, a schodzge do coraz nizszyeh rzeddw, przekonywamy sie, Ze
nieistnieja zadne niezmivnniki rézni czkowe, zalezne
tylkood pochodnych funkeyi w. a temsamen i funkeyi H.

Otrzymany wlasnie resultat wyraza znany fakt, ze z kazdej po-
wierzehnimoezna otrzymaé zapowocsg odksztalcenia,
niezmieniajgcego polpowierzehni, inna dowolna po-
wierzehnie. :

Zbadamy teraz, czy istniejg niezmienniki rozniczkowe, zalezne, procz
od pochodnyeh funkeyi w, takze jeszeze od funkeyj dowoluych.

Uzupelniajac grupe Qf wzgledem pochodnyeh (n—I1-go rzedu funk-
cyi o i pochodnych n-tego rzedn funkeyj dowolnyeh wzgledem « i 2, a wiee
tworzae grupe:

o Qi B S5 0w Cf

Df = Q—1if 28 > 21 = _EL}I‘”,;

przy zatozenin, ze warto$é liezebna fnnkcyj dowolnych ¢ przy przeksztal-

ceniach grupy nie ulega zmianie, t. j. 2e dp* =10, widzimy, Ze niezmienniki,

zalezne od funkeyj dowolnyeh, otrzymuja sie przez calkowanie nastepujgcego

ukiadu rownad rozuiczkowyeh czastkowyeh 1-go rzedu, liniowych i jedno-
rodoych dla f:

- 2

1
{m a -0
-F.m'f—‘ !J,:n / T 2 X v’- iy ]», «-——., H“‘_"__E?T-;_
n el

=},

L 2fF

»

i (=1

T =000+ Fszle T
C'{‘ ik

=0,

(u==0,1,2,....m »=0,1,2,... . 0—u).

Ze wzgledu na znaczenie geometryezne takich niezmiennikow, ktire
wyrazaja pewne wlasnosei krzywych ¢(w,2)=const na powierzehni, nie-
zmienue przy uwazanem odwzorewaniu powierzshni, wystarcza wprowadzié
dwie funkeye dowolne.

Jezeli bierzemy jedue tylko funkeye . to te z powyzszych réwnan (I)
w ktoryeh y=n-—u. majy postac:

2 2
ro f___‘iwjr,“, L S
— _— “ 1y " 1
i 3w;;-1, Ae—pt 3(} o H—p
2
f:‘m f__ f T G ~ af;,,, —
1 — 1} - ¥
i a(r)u P — ' aq’pun—[z

(n=0,1,2,..., 7).
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‘Wyplsujac te réwnania wyrazuie, zobaczymy, Ze z nich wynika, iz wszy-
stkie pochodne funkeyi £ wzgledem wy, nw1_n 1 @y, n—p SaTOWDE ZEIW. Podobnie,
jak poprzednio, wyprowadzamy stad wniosek, iz nie istniejg zadne
niezmiennikirdzuniczkowe s jedng funkcyg dowolna.

Z tego wynika, ze zapomocg odksztalecenia, o ktérem
mowa, mozna kazds rodzing krzywych na jednej po-
wierzchni przeprowadzi¢ w dowolna vodzing krzy-
wychnadrugiejdowolnej powierzchni.

Co sig nareszeie tyezy niezmieanikéw z dwiema fankeyami dowoluem
to. aby wyznaczy¢ ich liczbg, wystarczy zanwazyd, Ze niema zadnych nie-
zmiennikéw, zaleznych jedynie od pochodnych tych funkeyj, czyli ze ich 16-
wnania (I'), ktéryeh liczba jest rowna liczbie wszystkich tych pochodnycl
do n-go rzgdu, 53 od siebie niezalezne. Skoro sa bowiem niezaleznemi, gdy
w nich epuSeimy wyrazy, zawierajgce o i jej pochodne, to pozostajg takiemi
1 wtedy, gdy tyeh wyrazéw nie opuszczamy. A poniewaz nadto réwnania te
stanowig uklad zupelny, przeto niezmiennikéw n-tego rzedu jest tyle, ile jest
pochoduych fankeyi o rzgdu n—1, zatem niezmiennikow tych jest a.

Jeden niezmiennik rzgdu 1-go otrzymuiemy, calkujgc uktad zupelny iI"
przy n=1, t. j. uklad czterech réwnan :

o af I af we_ 3 s
T = E P10 Mo 0, I'yf= S T P 3w + ll’;ua‘t;’);~0s
T 2 + Ui S =0) 2 of of

e __ ! B — e o ! —
Iy f= T T P £ T Yo S 0, I'Jf=0y e T Yo1 £y 0.

- Niezmiennik ten jest nastepujacy:
log (@10 Wo1 — Par ¥i0) — ©,
czyli wprowadzajacznowu zmienng H:

7 = 1oV — Por ¥

Obliczenie niczmiennikéw rzeddw wyzszych z ukladéw (/°) byloby
bardzo uecigzliwe, mozna je jeduak wyznaczy¢ na innej drodze. Poniewaz
mianowicie funkeye g 1w nie zmieniajg sig co do wartosei liczebnej wsku-
tek nwazanej grupy przeksztaleen, zatem, jezeli zamiast nieh w niezmien-
niku L podstawimy tenze niezmiennik, otrzymamy znowu dwa niezmieuniki
rézniczkowe, mianowicie 2-go rzedu. Przez te same dzialania ofrzymamy
nastepnie niezmienniki 3-go, 4-go i kolejno niezmienniki rizniezkowe coraz
wyzszyeh rzgdéw. Trzeba tylko zbadaé, o ile tak otrzymane niezmienniki
83 migdzy sobag zaleZne i czy wyczerpuja ogél wszystkich niezmiennikéw.

icm
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Oznaczmy pomienione dzialania przez Uf i V7, t. j.

. 1 of 3 . 1 of ef
Uf = H P1o -Szf; — P ’55’) y V= T Yo gp — Yo “g;) .

Wykonywajac te dziatania n—1 razy po sobie.fna,
niezmiennikn 1-go rzedu, otrzymujemy n niezmiennikéw
n-tego rzedu:

UYLy, U*ViL), ..., UT¥ L), V"i{L);

z tych niezmiennikdw przez przestawianie dowolne dziatan Uf1i T’;f wyni-
kajg wszystkie inne niezmienniki. Niezalezno§¢é u powyie] w_yplsanyc.h
niezmiennikéw nie trudno wykazaé. Jezeli mianowicie wezmiemy pod
uwage tylko wyrazy. zawierajgce n pochodnyeh (n—1)-go 1zgdu funkeyi H,
to widzimy, ze sg one liniowe wzgledem tych pochodnyeh i twar?@ wyra-
zenia, ktére, pomijajac wspilny im spéiczynnik, mozna przedstawié symbo-
licznie w postaci:

e QN 3 2 1k

(‘Plo En H— @y oz H) . (’{"m ) H—y, @H) -

2=012...,2—1).

(dy w tych wyrazeniach opuscimy pochedne funkeyi H, otrzymau.ny 7
zwyklyeh iloczynéw, widocznie od siebie liniowo-n.ieza%ez.nych. St@d. wplosgk.
iz te wyrazenia, a w nastepstwie i uwazane niezmienniki, s3 od siebie nie-

alezne. .
et Wszystkie inne niezmienniki, réznigce sig od t:amtych porzadkiem
dziatan Uf1 Vf, musza byé od tamtych zalezue. Istotn’le;, tworzae symbol
Poissona dla owych dzialai, dochodzimy do tozsamosci:

(TR — TN = [ VI U= U 7

7 ktérej otrzymuja sie wszystkie zwigzki miedzy niezmiennikfmi, jezeli za f
podstawiaé bedziemy niezmienniki kazdego rzedu w klolejny’m p?rzaqku;
w szezegolnoscl, z podstawienia L za /, wynika tozsamosé dwéch niezmien-
nikéw 3-go rzedu:

T ULy = UV

Gdybysmy teraz zapytali, jakim warankom ezynié zadfséé muszg dwi.e
rodziny krzywych: ¢ (u,v)=const., v (2, v) :cans_t.‘na pow1'e1"1,chn'1 da.ne‘]-:
aby przy jakichkolwiek odksztalceniach, nie zmieniajgcych pol powierzchni,
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przechodzity w dwie dane rodziny: @' (W, v") = const., ' (w’.1') = const na
dragiej danej powierzehni. to dla rozwiazania tego zadania nalezaloby ulo-
zyé pelny uktad niezmiennikow rizniczkowych. Ale
widoezna, ze w tym razie uklad pelny stanowig funkeye: ¢, pi L. Z ré wn ai

@, ) = @ (u, v}, W, ¢) = v (. v)

otrzymujemy w' i+ jako funkeyeiloseiuniev ktore ja-
ko warunek mozebnosei takiego odksztalcenia mu-
8z3 spelniaé rownanie:

L, o) = Liu,r).

Jest to warunek konieczny i dostateczuy.

Whioski, uzyskane tu dla teoryi odksztalcen, nie zmieniajacych pél po-
wierzchni, mozna proseiej uzyskad przez dyskusye znanego réwnania dla
tych odksztaleen:

i’ & Ju' 2wl Hu, r)
2u oo dr  du Hyw, o) ”

Podajemy je jako prosty przyklad traktowania zagadnien w teoryi nie-
zmiennikiw rozniczkowych.

0 ROWNANIACH STOPNIA TRZECIEGO 1 CZWARTEGD

NAPISAL

J. SOCHOCKI.

Praca niniejsza ma stanowié wstep do teoryi funkeyj eliptyeznych,
ktérg mamy zamiar wylozyé w nastepstwie.

§ 1. Modut i mnoznik réwnania stopnia 3-go.

Niechaj bedzie rownanie rzeczywiste postaci
¢)) 43— g — g3 = 05
i j redlong wzorem
oznaczmy pierwiastkijegoprzez e, &, &;- Rozwigzujgca,okreslong

- Ml W

@ Erea

. . T 2k
nazywad bgdziemy modutem r ownania (1) 1 dla skrécenia oznacz

. ilosei 2 dut
plzeyﬁl’chkutek wszelkich przestawien ilosei ¢, eég,. e3d v;e :‘z;ri?l iﬁ’ggiggm-
Sei 6 jest mieé jedne,
i $6 wartosci, z kt6rych dos¢ jes : y os¢ poto-
Is)::i‘;bleiratzz;rzy pomoey dziatan bardzo prostych, weale mezaleznyc

spblezynnikow ga, ¢ -
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