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Rzeez szezegilna, ze wtedy powietrze i wodér maja prawie to samo
przewodnictwo, jak to mozna wyrachowaé z wartosci, podanych powy-
zej dla 5. . )

l Teostatnie zjawiska nie zostaly jeszcze zbadane doswiadezalnie. Badania
takie przedstawialyby zapewne dosé znaczne trudnosei. Jezeli one potwier-
dza powyZsza teorye, bedziemy mieli nowy dowdd prawdziwosei teoryi cyne-
tycznej gazow.

Wiededi, w listopadzie 1898 r.
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ZASADY RACHUNKU ITERACYJNEGO.

NAPISAR

L. E. BOTTCHER.

Czedé pierwsza.

Rachunek iteracyjny, jako specyalny rozdzial teoryi
Jjednoparametrowych ciaglych grup przeksztalcen.

1. Pojecia ogiélne.

§ 1. Uogélnienie pojecia zmiennej i funkcyi. W celu osiggniecia na-~
lezytej ogdlnosei pojecia iteracyi, wog6lnimy pojecie zmienne] i funkeyi.

Polozenie dowolnego puuktu w n-wymiarowej przestrzeni jest dokia-
dnie wyznaczone, skoro znamy wartoscei wszystkich jego # spolrzednyeh
(@, ..., o). Uklad zatemn (#yy + - ., @), jako obraz polozenia pewnego
punkte w 2 wymiarowsj przestrzeni, uwazaé bedziemy za liczbe nogolinions.
Skoro punkt X, odpowiadajacy ukladowi @4 - .., @), pozostaje wagledem
ukladuspéhrzednyeh w spoczynku, wéwezas _liczba® (@g;...,&,) ma charakter
»liczby stalej*; skoro zag punkt X zmienia ustawieznie swoje polozenie
wzgledem ukladu wspbirzednyel, wowezas ,liczba (g, .« ., «n) ma charakter
sliczby zmiennej“. Uklad réwnan Te=flotyy o o0y ); (i=1,82,...,n) wyraza,
Ze przestrzen n-wymiarowa ulegla takiemu przeksztalceniu, iz punkt X po-
lozenie swoje zmienil i zajgl pewne nowe polozenie X ', lub, co na jedno wy-
chodzi, ukiad (2, ....2,) przeszed! na uklad (&'4. .., 2%) albo uktad (%gy i}
zostal przeksztalcony na uklad [T

Réwnania Ti=flz,... 5 i=1,2... 0 okreslajg nam pewne
przeksztateenie (). ..., &)= T(x,....2,), ktive w rezultacic daje nam
uklad (..., &) jako pewng ,funkeye* ukiadn (24, ...,0).  Uklad
Gy ey 2), wystepujacy w charakterze »Zliennej niezaleznej*, nazywamy

Prace mat figyez, t. X. 5
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<, uklad za$ (', ..., %'s), wystepujgey w charakterze ,zmien-
nej zaleznej®, nazywamy ,funkeya“. Uogolnione pojecie funkeyi nalezy
rozumieé tak: uklad (:c,, L) nazywamy pewng funkecys
unklada (@4-..5%) wtedy, gdy na mocy pewnego prze-
ksztalcenia T{(z,...,2,) uklad (z,... &) przechodzi na
aklad (..., o) 6] gdy gachodzi Waol (@,. .., n)=T (@4 .. Tn)
Jub ruwnowazny znim uktad réownai s = fi(%, --., )
i=1,2,.,.,

§2. Uogélnienie pojecia iteracyi.

sargumentem

Szereg wzorow:

wyraza, ze do ukladu (ry, ..., ®,) zastosowano przeksztalcenie T(zy, ..., )
i powtdrzono je (iterowano) N-razy. W rezultacie ofrzymamy pewne prze-
ksztalcenie wypadkowe 1 pewien nowy uklad (r,¥,...,2,Y), jako pewns
Jfunkeye* danego ukladu (zy,...,2,), t. j. argumentu (..., %), 2a
lezng od wartodei wykladnika N, t.j. licsby wskazujgcej, 1Ie razy do
ukladu, argumentu, zastosowano przeksztalcenie 7T'(z,...,z,) i od istoty
przeksztalcenia podstawowege T'(2y,....z.). Ukltad (o™, ... x¥),
otrzymany w skutek N-krotnego zastosowania prze-
ksztalcenia T (z,...,%), nazywaé bedziemy iteracys
uklada (&,...,24) 0 wykladnlku Nio podsta,vue T2y ennn);
przeksztalcenia zas, s pl awiajagceprzejfcie od uktadu
{Zy;.-0,%,) do ukladu (™, ... ., 2,™M) — iteracyg przeksztalce-
aia T(zgy, ...,2x) 0 wykladniku N. Symbolicznie przedstawiamy to
Za Pomocy Wzorn:

¥
(X Rt 1)) zI [ I(“*x ) Eal e
Tioneensdy - fIi(e el

Vi=12...,1)

Zwykle nzywane skrocone symbole: T%(zy,....2), Ta(ry, ..., &),
TNy, . oo, (), T0xy, ..., 2,) nie s3 bez powaznych bralow,; dlatego tez
w wyjatkowyeh tylko przypadkach do nich bedziemy sie uciekali.

§ 3. Waina mwodyfikacya wystepuje w przypadku, gdy fnnkeya
I(z...., 2,) nie jest dana wyraznie wzorami: 2'=f{z,,..., 2.0 =1,2,..., %

lecz wsposob uwiklany wzorami: Fi(z,s ..., 8" 2, ..., 20=0; i=1,2,...,2
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Miejsce kolejnego przeksztatcenia ukladu (z,,....x,), zawartego we Wwzo-

rach @0 ==fay, ..., 2.); mM=flon ... 20 L. 2N =i, 5D, L 3
i w wypadkowym wzorze xM==f) er. ...y, zajmuje kolejne lugo“ anie
ukladéw (2,0, ..., ™), (2.2, ..., %) ... (2,0, L 2,5) 2 réwnaf
Pz, ...,z “) Ly yeeny Ba) ._0 Filo®, ..., 2,2 "”:1.‘ “) @y =0,
e F,rl(‘, w“hf‘—“ ..... LTV = 0,

Rugowa,me to da nam wypadkowy uklad réwnan

Fn™, e, o)=0; i=1,2,..,n

Jezeli réwnania Fy(z,0...... Mz i,z5) =0 i=1,2....,n

okreslajg nam przeksztalcenie T(z, ,.. ., 2x) jako uktad przeksztalcen o m
galezisch, to rownania FiV(z), ... 2™z ..., 5)=0; i=1,2,...,8
okreSlajg , N-ta iteracye® pr Leksztaicema. T(zy .. .5 22) Wogblnodei, jako
uklad N przeksztaleen o m* galeziach. Staje sig to W ten sposob, ze jezeli
réwnania Fi(zy,...,5% 2;,...,2,) =0 okreslaja nam ogét przeksatalcen
T;(21..,72) 0 m gateziach; j=1,2,..., m, to rownania F,(z, V.., 2,V 2 ....2,)=10)
okreslajg nam przeksztalcenia o mY galeziach; przeksztalcenia te sa zloze-
niami N-tego stopnia 7,75, ..,7T;,(2...2,). Uklad ten, oprécz istotnych
N-tych iteracy] przeksztalcen poszczegélnych T4, Ty,..., T, zawiera
caly szereg innych.

Uwaga. Przeksztalcenia T3,..., T, moga tworzyé uklad nieprzy-
wiedlny, gdy tymeczasem uklad zlozen 7},...,T;, moze nie byé nieprzy-

wiedluym. Tak np. oznaczajgc
B 5_ —
e Ve Vo “,
mamy T{z) =z v z; T (z)=azl" :"; Ty(2) = a®z ¥ a; .+ .« . . uklad

oczywiscie nieprzywiedlny. Tymezasem ich pigte iteracye przedstawiajg
sig tak:
2 4
1 /i
¥ 2% Tyiz)=a L 20

L) = 2% Tia)=a

co dowodzi, ze uktad stozen T,%z), T)%2). T,%(2). . . jest przywiedlnym.

11, Prawa zasadnicze.

§ 4. Zasada dodawnicza. Pod nazwa ,zasady dodawniczej* pojmu.
Jjemy nastepujgce prawo: Jezeli uklad (4,...,4,) jest pewng
M-tgiteracygnktadu (By,...,B:) przy pewnej podsta-
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wie T(z,...,2,), uktad (By,...,B,) jestpewng N-tg itera-
cyg ukladu (Cy,...,C) przy tejze podstawie T(2gy ..., 24),
woéwezas ukla.d(Al,....,A,,)jest(M—{-N)-tegiteracyg nkla-

du(C,...,C) przy tejze podstawie T(21, -0 2a).

Mamy tedy
pre Ry M+ X
I I(:z*l, ey i) = I(ﬁu ceey Tp)
T (g a2y) (Tl ) Tty iy

Doniostosé zasady dodawniczej Wyplywa zjej nastepstw, z ktérych
podajemy dwa najwazniejsze:

1) Jezelidwaprzeksztalcenia sgiteracyami trze-
ciego, to zlozenieich odich nastepstwa nie zalezy.

A wiee jezeli

r- kY
U(li}l} s ’mﬂ) = I (1:17 [RE 1"""); 14 (xl-, ey wﬂ) = I (1'1’ rrey ;7’-“.)7
T(ogenn s 2y TTisears o)
to zarazem UV (zy,...,2,) = VU(a, ... s Lu).

2) Dwa przeksztalcenia T, ...,x,) i Vs, ..., au),
witedyijedynie wtedy mogg bycéiteracyami trzeciego,
jezeli ich ztozenie od nastepstwa ich nie zalezy, Czy
wartnek UV = VU jest zarazem wystarczajgeym, na razie osadzié niepo-
dobna. )

§ 5. Jeszeze wyraznie wystepuje doniostosé zasady dodawniczej,
Jjezeli zanwazymy, Ze liczni autorowie przyjmuja ja za punkt wyjscia przy
definicyi pojecia iteracyi o wykladniku dowolnym.

Jedni uwazajg iteracye przeksztaleenia 7 (7,...,2:) o wykladniku y
jako funkeye, czynigeg zado$é tozsamosciowo wzorowi:

T (g, 2)=TT9 (z,....200. . . . . . (1

Tuni za$ uwazajg iteracye przeksztalcenia 7 (71, . .+, 24) 0 wykladniku
y jako przeksztalcenie, czynigce zadose tozsamosciowo wzorowi:

) E. Schrsder. Mathematische Annalen . 111, 1871, str. 296--322. a mian,
str. 296298,
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forer 1) €] () i#;
I (%y,....2,)= I I (@4, .0ym,) =I I [CETR
Lizgeney 20 TA‘:,.....:I‘ ]‘f:,,...,:“,v Tiznen.y, I{:;.A..‘:,ﬂ
() i1
I By ooy ) = (2, .. ., @), I (o) = Tiay, .. ey} oL
T (reensty) T(:,,...’,:,

3

§ 5. Zasada mnoznicza. Pod Dazwg zasady mnozniczej pojmujemy
nastepujgce prawo: ,Jezeli przeksztalcenie Uz, ..., 24) jest
rewng M-t iteracys przeksztalcenia T(z,...,2), prze-
ksztalcenie zag Ty, oo, 2,) bewng ¥-tg iteracya prze-
ksztalcenia T(2yy...,2), toprzeksztalecenie U(zyyen..zy)
jest ﬂ[.]\'—t@iteracyg przeksztalcenia T (e, zn)

Mamy tedy:

M

¥ LN
1 (a:l,...,(r:,,)=I(z‘l,...,;r,,l: 1 @y, ym)
¥ s Tlaen,12,)
_[‘:,,....:n) ](zp...,:,ﬂ
Tl oyiy) Tlhoee,ty)

§ 6. Zasade mnozniczg bedziemy nwazali za podstawg pewnej metody
badania, ktorg tutaj pokrétee wylozymy. Metoda ta bezposrednio prowadzi
do pojecia iteracyi o wykladnikn utamkowym. Podstawe jej stanowi naste-
Pujgce prawo:

E. .
t4 RY X
I (150 enyin) = I(m,,. ey W) == I (@gs - ..y am)
Tizg..o.zy) Tnnsszy) o

N

' Farkas Journal de Mathématiques pures et appliquées. Serya II1, t. X, 1884,
str. 101—108, a mian. str. 106. A. Korki n, Bulletin des sciences mathématiques et
astronomiques, serya I, t. VI, 1882, czgS¢ pierwsza str. 228—242, a mian. str. 299,
L. Léau, Annales de Iz Faculté des sciences de Toulouse, t, XI, 1897, E, str. 61.
C. Bourlet, Annalesde la Faculté des sciences de Toulouse, t. XII, 1898, C. str. 1.
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Jezeli przyjmiemy, Ze

N . [ g Sp,“;',...,i.'
lim Im“...,uf“) = [J +0} b 7")]

=0 i=1,%.0..0.8
Tz y)

t. j. uogdlniong hypoteze Korkina !), wedlug ktérej

fim 12C =2 gy,
a=0 a

to otrzymamy:
I‘ (1 o eeyiy) == limo I (Fge v v v vt s o).

T(zyen. 43,
¢ " [zi+—:;¢1"’l='-~v"ll,']
i=1,2,,..,n

§ 7. Zasada fgcznodci iteracyjnej. Pod nazwg zasady lacznosel ite-
racyjnej rozumiemy nastepujgce prawe: Jezeli migdzy dwoma
przeksztalceniami 7(z,...,2.) 1 Ulz,...,2) zachodzi
zwigzek tozsamosciowy

SU Az oo 2) = T8 (24005 2a),y

totensamzwigzek zachodzi pomiedzy dowolnemi ite-
racyamitychze przeksztalcen. ’

Mamy tedy obok SU(zy,...,2,):=T8{z,..., 2,) Waor:

¥ N
Y I(.L‘l, ey i) = IS(-”x---wxn)-
Tiz, .. a2y) Tty eyr2y)
Bezposredniem nastepstwem tej zasady jest wzor:
N

et
To =50 S, 2.

S TNy g Tty erip)

Zasada ta posiada wazne znaczenie pod dwoma wzgledami:

) A Korkin, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques. Serya II,
t. VI, 1882, czgd6 pierwsza str. 228—242, a mian.str.231. L. E. Bottche r, .Zasa-
dnicze podstawy teoryi iteracyi®, odbitka z Pamigtnika Towarzystwa Politechnicznego we
Lwawie, 1897, str.§, a mian. str. 6—7.
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1-0. Jezeli umiemy iterowaé przeksztaleenie T'(zy,...,2.), to kla-
dge rozmaite definicye przeksztafeenia S(z,....,z,), otrzymujemy tablice
réznych wzoréw iteracyjunych.

2-0. Jezeli mamy iterowaé przeksstaleenie I7(z,,...,2,), t0 Toz-
wigzujae réwnanie funkeyjne SU(zy,...,£.) =TS8 (2, ...,%), Sprowa-
dzamy iteracye danege przeksztalvenia Uiz, ..., z,) do iteracyj znanego
przeksztatcenia T'(z;,.. ., 2.), & to za pomocs wzoru:

I (@, ooy 0m) = 8. I 8wy, - ).
Uty e eazy) T(@aeenna 2yl

§ 8. Zastosowanie zasady tgeznosci iteracyjnej do rachuuku iteracyj
o dowolnym wykladniku wprowadzone zostalo po raz pierwszy przez
Babbagea?)

Nasuwajg sig tu nastepujace nwagi: -

1-0. Czy rownanie funkeyjne SU(z,...,2) = TS (21,... . 2.) jest
w ogdle calkowalnem, przy danej naturze przeksztalcenia [(zy,. .., 2.}
i dowolnym wyborze przeksztaleenia T'(z;,...,z,).

2-0. Jezeli réwnanie funkeyjue ST (z,,.., 2,0 = T8(z,. -, 2u),
przy pewnym wyborze danego przeksztalcenia U (z,..,,z.) i dowolnego
przeksztalcenia T'(zy,...,2}), jest wzgledem nieznanego przeksztatcenia
8(2z1,-..,2.) calkowalnem —jak przedstawia sie ogolna po-
sta¢ owego nieznanego przeksztalcenia S(z... .,z
Jjakie ezynniki dowolne zawiera, w jakim zwigzkn te ostatnie stoja =z prze-
ksztalcenien; dowolnem 7'(z,,...,2,)?

3-0. Jaki wplyw wywiera dowolnosé wyboru przeksztalcenia pomo-
ceniczego T'izy, ..., 2,) i czynnikéw dowolnyeh, zachodzgceyeh w skutek cal-
kowania rownania funkeyjuego ST (21, .., 24) = TS (21, .+, 27

W przypadku prostym =1 pytanie 3-e rezstrzyga nastepujgca teorya.

Jeieli ¢2) jest jedng z valek szczegélnyeh row-
nania gu{z)=te(z) a funkeya A(z) jest caltkg dowolng réw-
nania A#(z)=Alz), wowczas iteracya o podstawie u(z),
a2 wykladniku » jest pierwiastkiem réwnania prze-
stepnego

A @iz »+ A g (o
I @ (2) = I ea(2) o . . L .. (A)
4L 1)

') Ch. Babbage: Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
1815, str. 3%9—423; 1816, str, 179. ' Examples of the Solutions of functional equations. Do~
datek do dziela J. F. W. Herschela: Collections of Examples of the Applications of the
Calenlus of finite differences. Cambridge, 1820.
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Kazda funkeya szezegdlna t(2) wprowadza nieskoriczong rozmaitoss
funkeyj, przedstawionych z Jjednakowem prawem do tytuin iteracyi o pod-
stawie u(2) i wykladnika ».

Iteracya odanejpodstawie u(z) i wykladniku do-
wolnym» jest funke¢ysg nieskoficzenie wielopostaciowa.

Wizystkie pierwiastki réwnania (A) tworza uklad przywiedlny, skoro
» jest liczbg calkowity, dodatnig, wskutek czego wystepujg pierwiastki zgo-
dne z definicya osobno, pozostale zas nie wehodza z niemi w eykle. Gdy
za§ v nie jest liczbg catkowita, wéwezas rownania () juz nie tworza ukladu
nieprzywiedlnego.

M. Uogdinienie pojgcia fteracyi. fteracye o wyktadnitu dowolnym.

§9. Zadanien niniejszego rozdzialn jest nogdlnienie pojscia iteraecyi
przez wprowadzenie pojecia iteracyl o wykladniku catkowitym dodatnim,
calkowitym njemnym, ulamkowym dowolnego znaku, niewymiernym dowol-
nego znaku, zespolonym dowolnym. Mamy zamiar to uezynié na mocy ana-
logii, jaka zachodzi migdzy dodawaniem, muozeniem, potegowaniem z jednej
strony, a iterowaniem dowolnyeh przeksztalecen z diugiej strony. Jak je-
dynie tylko catkowita, dodatnia liczba, wielokrotnosé, potega daje sig otrzy-
maé na drodze bezposredniego rachunku, ak samo jedynie tylko iteracya
o wykladnikn calkowitym dodatnim daje . sie bezposrednim rachunkiem
otrzymaé,

Tteracye o wykladnikn catkowitym, njemnym, wamkowym dowolnego
znaka, niewymiernym dowolnego znaku, zespolonym dowoluym, dajg sie
otrzymaé na drodze posredniej.

§10. Iteracya przeksztaleenia T(z,-..,2) o wykladniku catkowi-

tym ujemnym — i¢ otrzymuje sie, jako rozwigzanie réwnania analitycznego
L] algebraicznego, resp. przestgpnego, a to na mocy wzorn:
i'g

—Jr
I(y;, v Yn)==(21, i, ), skad wyplywa (,,..., y")=I(:U DR A N (a)
Tl 2y} Tizy ..., )
Iteracya przeksztalcenia Tz, .02, 0 wyktadniku wamkowym

M
7 Otrzymuje sie jako calka réwnania funkeyjnego:

be

x i Y
I(zl,...,z,,)—_—_I(z,, s zliskad U,z = J iz, o). ().
Oty o) Tloewity Titiyenn,ty)
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Znane w literaturze iteracyi prawo inwers y11) stwierdza?jistnienie
analityczne iteracyi o wykladniku catkowitym ujemnym, gdyz wigze ja bezpo-
sredniofz teorys rownan algebraieznych lub przestgpnych. Dzialanie za$, znane
pod nazwg interpolacyi 9, daje mozliwosé iteracyi o wykladniku ulam-
kowym, zalezng od catkowalnosci réwnania funkeyjnego typu

kY M
I(Z“""Z":I(zh"":”‘

Uty nnnndy) T{t..., 1)

§ 11. Roiwnanie to wproseil Babbage, wprowadzajac zasade lacz-
nosei iteracyjnej. Pomyst Babbage's da sig nog6lni¢ w sposéb nastepu-
Jjacy:gERownanie funkeyjne iteracyjue (t. j. rownanie. w ktérem dany jest
zwigzek miedzy argumentem, fankcys nieznangijej pierwszemi N iteracyami)

A Py
I(zl,...,z,,):I(:l,..-,zn) B ¢ &)
Tlhonty) Tlheaty)

sprowadzamy do rownania funkcyjnego

M

ST(:I,...,Z,..J=IS(::1,.‘.,:?‘) e e (2

Kty ty)
Calkujemy te ostatnie wzgledem S(zy, ..., 2,) 1 otrzymujemy
) N
Uiz zo=5"1 [ S(zyc..0z0 . . . . . (3.
El{ty.. .ty

§ 12. Pojecie iteracyi o wyktadnikn niewymiernym mozemy trakto-
waé w nastepujgcy sposob:

) R. Hoppe, Zeitschrift fir Mathematik uad Physik, t. V, 1860, str. 136—139,
& mian, str.136. E. Schriid e r, Mathematische Annal.en, t. IIL, 1871, str. 296—322,
o mian str, 317.

) Hoppe Le. . . .

%) Ch. Babbage. Anessay towards the calculus of functions' Philosophical
Transactions of the Foyal Society of London, 1815, str. 389 —423.Problem. XIX, 5. 417—420.
Autor bada réwnanie funkeyjne iteracyjne rzedu n-go: Flx, v(z), v(z), . ‘e Ya(z)] =0
iredukuje je za pomocy podstawienia w(z) = @—1fp(x) do rownania funkeyjnego podsta~
wniczego tegoz samego rzgdu: Flp-1z), o—1f(z), o=1f30x), ..., o~ Yu(®)] =0, w kté-
rem funkeya f{z) jest znang, za§ o—1z) ma byé znaleziona.
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) I.’rzypus"émy, #e liczba niewymierna v jest wartoscig graniczng, do kté-
rej zmierza szereg ulamkow

N A A

-:V; s _Z\} . T,;, ...y

bedgeyeh np. reduktami liczby » rozwinigtej na ulamek ciagly.
W takim razie iteracya o wykladpiku ntamkowym —%ﬁ w miare nieograni-
3

czonego wzrastania w skaznika k bedzie w granicy okredlata iteracy

kiadniku niewymiernym ». g0 wy-

s . .M
T.j. jezeli » = lim —é’i , to
k=co IV
My
v Nk
1(’21, e, 2) =lim I(zl,...,z,.)
) k=00 ’
Tity.... 1) T(lyeoiaty)

13. Do kazdej li 7 j i : i
ak, §ze azdej liczby @ mozemy, jak wiadomo, dobraé drugg liezbg o

lim (1 + %)ﬂz a,

n=co

wtedy dowolna »-ta potega liczby @ wyraza sig wzorem

lim (1 —+ ﬁv—)n: ar.
n=co n
Wazbr ten utrzymuje sig nietylko dla wszystki i

/ 7 ystkich wartoSei v, a wiec dla
ca_;lkomtych dodatnich, calkowitych ujemuych, wymiernyeh ’lub n?ewy-
1.n1erny.eh dowolnego znaku, zespolonych. Na podstawie analogii przyjmu-
jemy, ze: do’ kazde_go przeksztaltcenia T(z,...,2,), okre-
s]one‘go rownaniami: gi=fi(z,...,z,) mozemy dolgczyéd
drugie przeksztaleenie Uz, ...,2,), okreslone réowna-

nlami zi“‘li("lv"'!z")s itak dOblaHEw b} Za‘ChOdZI{a toi
,

x
_\l-lzmocI(a)U Cee ) = T(‘Tls sy Tak
Iu—%——i: Fi(y,....,zn\}

i=1 % .0

icm®
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‘Waowezas zachodzi tez i tozsamosé:

v Ry
I(x“ Cayidy) :_\’EH; I(J'], ey X))
Tzy...,2u) jz,‘_}__%_ Filzys o yey2u }

=12 ..

1V, Zastosawanie teoryi ciagiych jednoparametrowych grup przeksztafcsi
do rachunku iteracyjnego.

§ 14. Pierwsze prawo zasadnicze. Uwazajac zasade dodawnicza za
punkt wyjsecia calej teoryi rachunku iferacyjnego, przyjdziemy do przeko-
nania, ze ogot iteracyj o wykiadnikach ecalkowitych dedatnich tworzy nie-
ciggla, jednoparametrowa grupe przeksztalcen. Podobngz gruppe tworzy
ogo6t iteracyj o wykladnikach calkewitych wogéle. Ogdliteracyj o wykla-
dnikach wymiernych tworzy jednoparametrowa niecigglg grupe przeksztal-
cen, ktéra tak sig ma do grupy jednoparametrowej ciaglej, jak ogoél liczb
wymiernych rzeczywistych do ogétu wszystkich mozliwyeh. Dopiero wpro-
wadzenie pojecia iteracyi o dowolnym wylkadniku, tak zespolonym jak
irzeczywistym, pozwala nam ogél wszystkich mozliwyech iteracyj trakto-
waé jako grupe jednoparametrows a ciagls. Odwracajgc tg zasade, otray-
mujemy warunek konieczny, ktoremn dane przeksztalcenie podstawowe
musi czyni¢ zado$é, by jego iteracye o dowolnym wykladnikn mialty racye
bytu. Warunek 6w, ktory* jak okazemy, jest nietylko koniecznym, ale
i dostatecznym, stanowié bedzie pierwsze zasadnicze prawo rachunku itera-
cyjnego, traktowanego ze stanowiska teoryj jednoparametrowych, ciaglych
grup przeksctaleen.

Warunkiem keniecznym idostatecznym, ktdremu
musi czynié zadosé przeksztalceniepodstawowe, aby
iteracye jego o dowolnym wyktadnikn mogly mied
racyebytu jestistnienie przynajmniejjednejjedno-
parametrowej cigglej grupy przeksztalcen ktoraby
zawierata wsobieprzeksztalcenie podstawowe, jako
przeksztalcenieszeczegdlne.

Konieezno$é owego warunku jest oczywista; rozehodzié sig moze je-
dynie o jego dostatecznosé. W tym celn okazemy, Ze zasada lgeznosei
iteracyjnej daje sig bezposrednio zastosowad, skoro tylko warnnkowi powyz-
szemn stalo sig zadodé. Przedstawmy jednoparametrows ciagly grupe prze-
ksztalcen, ktéra przeksztalcenie dowolpe zawiera pod postacig kane-
niezng:
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Q) = Dz, z,) \

L,(#,...,2) 9, (a4, ..

-5 a)

.

Doy (2. .. v ) =02y (2, ... 3 Zn)

Wy, .2 = Wiz ... z2,) + ¢ ;

Wowezas przedstawienie

’ podstawowe 7'(z,, ...
80D nastepujgey:

+ @) przedstawi sie W spo-

Dy, = 2 (2.0, 24)
L,(, ... ) = Doz, 2m) ’
. 2).
Oy i (... N el CH s Zn)
Wiy .. 2)=W (Zy - ,2) b
Wobec tego przeksztatcenie, charakteryznjgce sie forma kanoniezng -
(2, 2y = O (z..... Zn
Q._,(z',,...,z'n):_QQ(ZI,....zn) /
. .) ) (3)
Qyi (2., ) =2y (2,,..., )
W'y, .., 2,) = Wiz,...,2,) +
przedstawia nam y-tg iteracye przeksztateenia podstawowego 7T Tisge ety 2n)

§ 15. Drugie prawo zasadnicze.
dn‘oparametrowa ciaggtla grup
rajgeadane Przeksztalcenie podstawowe jako prze-
ksztaltcenie Szczegidlne, wowezas Wszell}a iteracya
owego Podstawowego przeksztalceniajesb W grupie
zawartg.Parametr kanoniez

z 20y przeksztaleenig rupy,
ldeutycznego Zpewngiteracys przekszta}cenig; pog-

Jezeli tylko istnieje je-
a przeksztalceﬁ, zawie-

©

icm
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stawowego réwna sigiloczynowi wyktadnika itera-
cyiiparametru kanonicznego przeksztalcenia grupy
identycznegozprzeksztalceniem podstawowem.

Rozwazywszy tresc § 8 dochodzimy do nastepujacego pogladu:

Istnieje nieskoficzenie wiele jednoparametro-

wyechciaglyceh grup brzeksztalcen, majacych wspél-
ngnieciagily podgrupe, na ktora sig sktada przeksztal
cenie podstawowe i jego iteracye o wyktadnikach
catkowityeh tak dodatnich, jak ujemnyeh.

Stad zadanie nasze gléwne przedstawia sig tak:

Do danego przeksztalcenia podstawowego i do lascucha jego iteracyj
o wykladnikach catkowitych dowolnego znaku, tworzacego nieciggly grupe
przeksztaleer, dolgezyé grape jednoparametrowa ciagla, ktoraby ow tancuch
zawierala jako podgrupe niecigely i wyznaezy¢ ogolna postaé nieskori-
czenie malego przeksztalcenia tej grupy cigglej, ktire dla kazdej poszeze-
golnej jednoparametrowej cigglej grapy bedzie wlasciwe i jednoznacznie
z nig sprzezone.

Zadanie to pragniemy w studyum ninigjszem rozwigzaé, jezeli nie wy-
wyczerpujaco, to przynajuniej wskazujge metode rozwiazania. .

$ 16. Twierdzenia Korkina i Farkasa ! *).  Wprowadzenie po-
jecia iteracyi o dowolnym wykladniku, jakkolwiek problematyczne co do
swojej prawomocnosei, pozwolilo jednak niektorym badaczom mowié o ite-
racyl, majacej wykladnik zmienny, a tem samem mysleé o rozniczkowanin
itoracyi wzgledem wykladnika, a mianowicie A. Korkinowi w 18721 J.
Farkasowi w1884r. Autorowie ci traktujg iteracye o podstawie f(2) i wy-
kfadniku y jako funkeye & (y, 2), czynigeg zado$é tozsamosei:

YAy x) = PlyY, Pya) = B[y, By ay].

Rozniczkujge ten wzor, otrzymuja oni dwa prawa:

Jezeli ‘
o a ] B
TR R A
Sl

0 '

3 ¥ Y 3 4 é !
W glo=cle glo=s0. 516 @

Fi T Jn Ed

.

* A. Korkin. Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, Serya II,
t. VI, 1882, czgdé pierwsza, str. 228 —242, a mian. 231—232.

®) J. Farkas. Journal de Mathématiques pures et appliquées, Serya III, t. X,
1884, str. 101—108.


GUEST


&. B. BOTTCHER.

iom®
) w qotatce nZiasadnicze podstawy teoryi ileracyi* (
Pol'ltechmcznego we Liwowie, zeszyt I, 1897, str.
;vzor IEzz), Wp;owadzony przedtem przez Korkina, nazwalismy funkeye £(z)
unkcyatemiteracyjnym funkecyi £(z): oni Z ¥ Do
wyzsze prowadzs do wnioskéw: 717() poniewas O pes

Pamigtnik Tow.
126—133) omawiajzc

R/ (’)Zt Fula)
(1) “ s dt
/ &b ¥ 2) . ?F = t—u
: Tats)
przeto funkceye
/ Tt
J O£

nazwaliSmy logarytmem iter

acyj g i
Mamy nastepnie yinym funkesi f(z).

¥y u
(1) 7. 1 %
J‘s, 1) . an f$(1)I(:) du
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§ 17 TVogdlniajge twierdzenia Korkina i Farkasa, otrzymu-
jemy nastgpujgce dwa twierdzenia, ktore sg tylko szczegélnym przypadkiem
pierwszego zasadniczego prawa teoryi ciaglych grup Liiego 1).

Jezeli

¥
(g;lly), ey 2:,80) :I @y o« vy ),

to pierwsze pochodne czgstkowe zmiennyceh o,%....,2,0,
uwazanyeh jako funkeye (n4-1) zmiennych: z,...,2, 9,
wzigte wzgledem wykladnika y, sa funkeyami tylkon

zmiennyeh z®,..., 7. Mamy zatem:

2x,

3y = & (r,Wa®,...

)

t8)

c e 0 e . ys J— .
3) =l @ = e ¢ & o= " Przyczem zachodzi nogélniony wzér Korkina:
T I
ot lim T g iy ).
k4 K HUY{ET 2 a=u

(5) o o tu Fo

_[ﬂ(a) I(l’)"‘ ""’ dz Obok prawa (1) wystepujeteZszereg wzorow:

Tt ] ‘e

. B oxw Ny dxdy . ;'
{6) é:le — g]{.yz% £ =& (T, e s Ln) y 4 &y(yy. .+, T0) oz, + o Sl ""”")a_x;f .
Z) v(z

Ostatni wzor Sprowa,

dza ki rukey - S
fuskeyi 2 do calkomants onstrukeye fankeyonalu iter acyjnego &(z)

réwnania rézniczkowo-funkeyjnego

 _ ap
o5 = 07z Iab Qf(Z}:f"'(z)Q(z‘), )

) . 3
Lehmat tr Bléfrname to podal w t. VII, (relle's J ournal, 1830, wart. L illa
tionek ’( fe ‘atr._]02~‘-104, ‘d-r SternzGetyngi, i sformutowsl stowami:
Syinvenire funetionem #(z) ex aequatiune
P

~Aufgaben nund
-data fune-

Ffiz) = f)z) F(z). str. 104, przyklad 16.
W tem samem ezasopidmie probowal rozwigzaé to zadanie Ramus wart

sur IEquation @ fiz = £0) (e; w(z), C ~Remarques

relle’s Journal, ¢ IX, 1832, str. 250 —261%, zbijajge

§ 18. Najwazniejszem nastepstwem uogélnionyeh twierdzen Kor-
kina i Farkasa jest nastepujgce
Trzecie prawo zasadnicze. Jezeli ,

I(ml, [N % I

Tinmeeeydy)

woéwezas istnieje taki niezaleizny od podstawy ite-
racyi uklad » réwnan rézniczkowych czgstkowych

mylne rozwigzanie tego zadania, jakie tamze podat Th. Clausius. W tym celz R a-
mu s stosowal rachunek iteracyjny. Na wlasciwem miejscu w czefei trzeciej blizej omé-
wimy rachunek R amusa. W ostatnich ezasach réwnanie to, przy pomocy teoryi zhiez-
nodei iteracyi, zostato rozwigzanem przez Le m e r a y a (Bulletin de la Sociéte mathéma-
tique de France, t. XXV, 1898, str. 92—95) i przez L éawa (Annales de la Faculté de
sciences de Toulouse, t. XTI, 1897).

L Sophus lLie Theorie der Transformationsgruppen.
Lipsk, Teubner, 1888, Capitel 2, str. 37—45.

Erster Abschnitt.

@)
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—

rzedu druglego ktoremu wyrazy z,

cye zmlennychnxeya,leznych Ly

Niezaleznie od podstawy iteracyi.

-sxWjako funk-
;%aY Cz¥nig zadogé,
A mianowicie:

Sy Qg Qo |
U Tay e,
! ! v
! ] .1y ! }
| < oy CTy'Y) \,.’I’ i) |
| SE Byt duy Sy ) O ez,
H 1 i
i ‘, !
A
| S 3, dur,ur |
oz, . ’ | =
|
i - . - . . - . . . - . . . . . /
32 i) PR l
; B B AW B,
| exudy o da, ity T ax
B
§ 19. Réwnanie
Sae#)
*ag—-—sz{"ﬂm < aY),
jezell polozy my
El
— F
3z, SEA L a) =g N, : &n)
da nam po réznjezkowaniu wzgledem y:
‘)‘—?l
. 8x, W v=n 3
20y P v t1)
Elw( 1 s T ) -~ =3 ‘fi,v'."uxwa-- e -<":1(5')) Sy(<l‘1fy), -
3 MR >

ay pt]

t. j. = &1 (;l‘lw}b’ .

'),

- w podobnyz sposdb otrzymamy :

At
E7 Eip (w0, .| Za), 1t d. .

W ogélnosei
Brar

Ty,‘ AT C R TN
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Stad wyplywa tozsamosé:

R S

yr T &y

Qv fus le )

T T,

orzM axlm gy
-

R X0}

xSy 1’

§ 20. Czwarte prawo zasadnicze. Zachowujae powyzsze
znakowanie, mamy dwie tozsamosei:

s Ty)
u

przyczem zastrzega sig, Zeby [C| 1 | Cy| nie byly lezbami zhyt wielkiemi.

Zajmiemy sie tem prawem w niniejszym rozdziale, kladac n=—1.

§ 21. Zatézmy, ze w punkcie z funkeya £(z) jest skofczong i réina
od zera; ciaglosé jej w tym punkeie nic nas nie obehodzi.

Zatoczmy naokdlpunktu z pewnym promieniem » koto i oznaczmy
maximum, jakie | £(£)| w obrebie tego kola przybiera, przez M, . Stosunek
r: . oznaczmy przez S,... Jezeli r=0, to wobee 0<C|£(2)|<Coc mamy
8,,: = 0. G:dyby promieni » byl tak wielki,; Ze w obrebie kota znalazlby sie
punkt x taki, ze £(x)=0, to dla kazdego r od tej wartosei nie mniejszego
byloby stale S,.=»:cc = 0. A wiee w miarg tego, jak promien r rosnie,
poczgwszy od zera, stosunek S,.. réwniez roénie, poczawszy od zera, nie
moze jednak sig sta¢ nieskoriczenie wielkim, bo licznik r jest skotiezony,

6

Magenst, g
Tty 2 [1i_r_¢%$‘_[,1'__
i=1,2,. ..,

Prace mat-fizyes., t. X,
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a mianownik 1/ nie moze by¢ zerem. a wigc S,. moze albo rosnaé stale lub
vscylujac do pewnej skoficzonej granicy, od ktérej poczgwszy bedzie ma-
le¢ do zera. Dla dalszego wzrastania » bedzie S, .==0 stale. Otéz war-
to$6 najwieksza, jaka moze §,. . otrzymad, jest wielkoscia Scisle od polozenia
punktn z zaleing i bedziemy jg oznaczali krétko: przez S(z), odpowiedni
promien oedziemy oznaczali przez E(z), a odpowiednie maximum. na |&(3)
t. j. odpowiednig wartosé 17, ., przez 1f(z).
§ 22. Poczyniwszy te zalozenia, zbadajmy znaczenie szeregu :

(2)
z)
z&'—zl'_}_s(lvl
1
i )'(Z\_.H
Iy = It T N

w ktérym kladziemy lim N=oo,
Punkt 2, bedzie sig znajdowal na obwodzie kota o s’rodku z 1 promienin

4]7\[ £(2)1, a wige wewngtrz kola C) o §rodku z i pmmlemu M\z) Mo-
zemy N dobraé tak wielkie, ze punkt z, wypadnie w nbri;bie kom o srodku z

ipromienin R(z),albowiem B(z)>> ~-i¢ M{z). A wi«gc punkt z, bedzie sie zuajdo-
wal wewngtrz kota o érodku z, i promieniu rownym— ,\. A(z), a wiee tembardziej

9’
w obrgbie kota C; o Srodku w z i o promienin réwnym w M (z). Mozna punkt

Zq uwaﬁaé_jako zawarty w obrebie kola o $rvdku z i promieniu RB(2), gdyz

.R(z)/ N M(z)it. d. Wsaystkie punkty szeregn z,z),2z,..., az do
do punktu z; mozna uwazaé jako zawarte w obrebie kola ¢ Srodku z1i o pro-
mienieniu B (2), jezell tylko & (z) > —1\~ AMU(z).

Zachodzié tu mogsg nastepujace 1§1‘zypadki:

a) Sz 1, wowezas B(z)> —fr (2} zawsze, dopdki &< N, t. ].

e b . :
dop0k1~—, << 1. Jukoz wtedy Riz) > M(z), a wiec tem bardziej

R(~)/ H(z), gdyz i-IN.

ZASADY RACHUNKU ITERACYJNEGO. 83

W przypadku (a) zaiem szereg (11 wyznaeza calkiem oznaczona war-
to$é graniczng.

b) S)<1, wowezas R (2)> %Ji (2) wymaga, by stnsunek—%,— byt

od jednosci mniejszy 1 szereg (1) bezposrednio nie doprowadza nas do zad-
nego rezultatu.

Oba te przypadki mogg byé sprowadzone do jednego, gdy zamiast sze-
regu (1) wezmieimy szereg

==z + H{Z) E(zim1),
. R(z)4 .
gdzie M) uwazamy za ilodé stalg.
§ 23. W przypadku a) piszemy :
L: L= B—%H B _ Zy —2hy
N £(2) &(z) (=) T §exy—)
skad wyplywa
L-\.
T dit
1= ’ Eh

przyczem droga catkowania zupelnie zawiera sie w obrebie kota o drodku z
i o promieniu R(z), odbywajac sie wzdluz toru calkowicie oznaczonego.
Stad wynika, ze jezeli tylko |»|~S(z), to szereg wzoréw

»ro
Zy=1z 7 52

¥

Zy=32; + T

- E(zy)

ev=zya + 5 Elav)

zcata dokladno$eiag wyznacza wgranicy wartosé Z
bedgca pierwiastkiemréwnania
7

V= /;ft) :
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Latwe zastosowanie zasady Igcznosel iteracyjuej okaze nam prawdzi-
wosé czwartego prawa zasadniczego.

§ 23. W przypadku (b) prowadzimy szereg 2, z,, 2, 2, . . . , tak
dingo, dopoki nie stanie sie zado$¢ nieréwnosciom
i1

; .

2),

oznaczamy wtedy z;= 2™, poezem piszemy dawny szereg od punktu z%
pOCZgwWszy.

Szereg 2V, 2™, 2,0, ..., wiadeiwie zy, 24, Zigs, ..., prowadzimy
tak diugo. dopdki nie bedzie:

11+1

& < 8. > S(zm)

ioznaczamy z; M =z%,poczem piszemy szereg dawny od punktu 22 POCZaWszZy,
Szeveg 2%, 2%, W, . . ., wléciwie 2,14, Zipias, Zitarn - . .,
prowadzimy tak dkugo, dopdki nie bedzie
-1 .
N Sz). = > 8(=1%)
it d.
Dzialania te powtarzamy tak dlugo, dopoki nie okaze sig, ze

e e e R
N

nie stanie sie wigksze od jednosei.

Mamy dwie mozliwodci:

1% Szereg S{z)+ S(z0) - S{z@) - ... jest rozbiezny. W tym
razie szereg

. Ly L=
Zigp1 = 2,1 % .

wyznacza dokladnie warto§é graniczng na zy jake pierwiastek réwnania

‘a
T dt
1=l

Jjedyny, raczej najblizszy do punkin z pilerwiastek, liczac droge od punktu
z wzdinz oznaczonego.
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Jezeli teraz ¢ bedzie liezba dowolna rzeczywi-
sta, dodatnia, toszereg

Zigi= % —F —(,l\— Sz

i=0.1,2,... X=1

wyznaczauamnowa funkeye /o), ktora jest o-ta itera-
cya funkeyi fi(s), okreslonej przez szereg:

s
Rl == & T;(w‘). .

20 Szereg S(2) -+ S(&v) 4 Si2®) ..., jest zbiezny, ale suma
jego jest wigksza od jednosci.
£(zs) wyznacza pewng funkeye f(z),

) 1
Wowezas szereg zpn =2 +

ale drugi szereg zyq1 = z; 4 E(z; przy wartosel rzeczywistej dodatniej

N
¢ wymaga, by g bylo mniejsze od pewnej wartoscl granicznej.
30 Szereg S(z) -+ S(z") + S(z%) ... jest zbiezny, ale suma je
20 jest mniejsza od JedllOS(‘A.

: .1 : - | .
Wiwezas szereg 24 = 2 + = £(z nie okresla nam zadnej fun-
keyi oznaczonej, bo z; juz dla i<C N staje sie rownem nieskonezonodel.
{ - . . P .
Jedynie szereg 2,43 = z; + ,1\— E(z) przy g rzeczywistem dodatniem,

wymaga, by ¢ byto mniejsze od pewnej warto§ei od 1 mniejszej. Stad
wyplywa:

1. Kazdemn punktowi plaszczyznye odpowiada
pewna krzywa ktoraobwodem swym dzieli plaszczy-
zne zmiennej zespolonejna dwa obszary: do jednego
z nich nalezy sam punkit 2 Wszystkim wartoseiom
zespolonym ¢ zawartym wobszarze. punktz zawiera
jacym odpowiada zbieznosé utworu

hm I(

W=
Sith

X

Dla wszystkich wartoscizes spolonych g po za obrg-
bemtego obszarnznajduajgeych sie jest owutwdorroz
biezunym.
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Obszar 6w, punkt z zawierajaey, jest jednolity
B2 owale. Nazywaé go bedziemy obszarem
bunktu z dotgczonym.

2. JeZeli.punkty Gigzuajdujy sie w obrebie ob-
szaru za,sadnu;zego do punktu 2 dolqézonego to po-
migdzy funkeyami f(z) i p(z), okreslonpemi przez’ Wzolrv-

& AY
(z)=1 (2) v (z) = Ii ;
re)=ln J), p(2) = lim Jiz)

4
FRER. S V]
¥ 422
T 50

zasadniczym do

-
zachodzg zwigzkitozsamosciowe:
e

F = J oy

L aU]

%

o
7(2) = I (2) .
I
Wrécimy do tego przedmiotd w czescl traeciej naszej pracy

Czeéé druga.

0 zbieznoseci iteracyi.
V. Ogilne uwagi i pojgcia.
§ 25. Uwagi wstepne. Z

fnimy zakres tej pracy. Najpr
dun n zmiennych niezaleznych,

powod.u trudnogei natury teoretycznej scie-
}zé&i zamlast mowi¢ o przeksztalceniach ukta-
; nien L lgdziemy mowili o funkeyach jednej zmi j
i{;ﬁizﬂﬂ;g}.’ Nastgpuie ograniczymy sig do funkeyj tylko ilgebiaiczlzﬁﬁj
' , & W szezegblnyel przypadkach oddzieli i i
algebraiczng, wymierns, calkowit Rt e R
1 , 4 od podstawy algebraicznej, wymierne;
wlamkowej. Dla weiggnieei k . s belziony sto.
: gela punktu co w zakres badania, bedzier
. . n -
sowali nie plaszezyzne, ale powierzchnig kulisty zmiennej’ zfspolongj St:a

ktorej obrazem punktu 0 bylby bi i
biegn pilaony Lo yiby biegun polmndniowy, a obrazem punktu co

m, hie rozpadajacym sie

icm
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§ 26. Lamana iteracyjna. Punkty z f(2), fo(2), /u(&). - - polagezmy
tukami k6t wielkich. otrzymamy w ten sposb wieloksing tamang sferyczng
ktirg bedziemy nazywali famang iteracyjng punktu z Rozréz-
niamy nastepujace typy lamanych: )

1) Zamknigta tamana rzgdu m-tego, w ktorej punkt 7m(2)
schodzi sie z punktem z.

2) Sygmatyczna lamana rzedu m-tego klasy n-tej,
w ktorej punkt foim (2) schodzi sig z punktem 7.(2) .

3) Otwarta Yamauna, w ktérej 2adnej skohezouej parze warto-
$ci m i n nie odpowiada fopa (2) = ful2).

§ 27. - Zarys schematyczny teoryi zbieznodci iteracyi. Odtwarzajac
pa powierzehni kuli szereg liezb 2,2, 2. 25 ... W punktach Z, Z,, Zy, Zs,s- -
otrzymujemy w ogolnosci nieskonezenie wielky liczbe punktéwna powierzehni
skoficzonej: Mozemy zauwazy¢ tu nastgpujgce przypadki:

1Y Szereg punktéw Z, Z,, Z,, Z; - - - niezaleznie od potozenia punktn
Z sprowadza sig ‘do skofezonej liezby punktéw, a to na mocy tozsamosei

o= =Ly == .. .;Z1_=_.Zm+IEZ2,,,+,=_—~, 2y = Zprr=Lami2 = ..}
..... Fr = Zom1 = Zgm-1==.~... W pewnych specyalnych przypadkach
nie jest wylaczona dalsza redukcya na mocy Z=Fy=ltu=...= Zm

gdzie m jest przez r podzielue.

2 Funkeya, czynigzea zadosé tozsamoscel fnk2) =2,
nazywa sie funkeysg iteracyjunie peryodyczng o pe-
ryodz ie wymiernym, rownym m ).

§ 28. Szereg punktow Z, Z,, Zy, Zy ... W ogolnodei sklada sig z nie-
skoficzenie wielu punktoéw odrgbnych, tak jednak rozmieszezonych na po-
wierzchni kuli, e istnieje przynajmniej jeden punkt P taki, ze w jego otocze-
nin znajduje sie nieskoriczenie wiele punktéw szeregn Z, Zi, |/ /N
grupujacych sig tam nieskofczenie gesto.

~ Tutaj mogs sie zdarzyé dwa przypadki: 1) poczawszy od pewnego
skoticzonego miejsca caly ogél punktéw Z, Z, Zoy Ziy - - -, grupuje sig coraz
geseiej kolo punktn P;  2) poczgwszy od pewnego miejsca ogobl punktéfv
Z, %y, Zgy Zy, . . . , rozdzieln sig na dwa szeregi, z ktoryeh jeden grupuje sig
niesgraniczenie gesto w otoczenin punktu P, dla drugiego za$ musimy obmy-

1y Blizsze préby badania tego redzajs fankeyj podjat Ch. Babbage, i eyto-
wanych powyzej rozprawach. W nowszyeh pracach cytuje go Loaur e.n t wswolm po-
dreezniku ., Traité d’Analyse”. t. VI, Gauthier-Villars, Paryz 1890, Rozdzial VI, s, 146—254.
Dzieki badapiom N e tto (Vorlesungen iiber Algebra. Tom 1L Leipzig, Taubner, 1896..Roz-
dzial Tteration, str. 314—323), wiemy, Ze iteracyjnie peryodyczng, azarazem algebraiczng,
wymierng, moze byé funkeya jedynie tylko linipwa utamkows. Wymiet{iam jeszeze artykut -
Hills ,Exemplum usus functionum iteratarum.... « Journal fiir die reive und angewandte
Mathematik. Crelle, t. XT, 1833, str.'193—1987
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Sle¢ drugi taki punkt P,, okolo ktérego grupowaloby sig nieskoiiczenie wicle
elementéw owego drugiego szeregu.

Tu znowu mogs sie zdarzy¢ dwa przypadki: 1) poezawszy od pewnego
skoniczonego miejsca, caly og6} punktéw 2,2, 2, Z, . .. grupuje‘sig wdwa
szeregi, z ktdrych plerwszy zawiera punkty, grupujsce sig nieskoniczenie ge-
sto kole punktu P, dragi zawiera punkty, grupujace sig nieskonezenie gesto
kolo punktn P;; 2) poezawszy od bewnego miejsca szereg Z, Ty Zy Zy .
rozpada sie na trzy szeregi, z ktérych pierwszy grupuje sig nieograniezenie
gesto koto punktu P, drugi nieograniezenie gesto koto punktu 7, dla trze-
clego trzeba obmysle¢ nowy punkt Fyit d.

Fatwo przewidziec trzy mozliwogei:

1) "Poczawszy od pewnego miejsca caly szereg Z, Z,, Z,, Z, ...
grupuje sie nieskoicezenie gesto okolo punktu £, Taki szep 88 nazy-
wamyregularnie zbieznym, a punkt P—punktem itera-
cyjnie granicznym regularnej zbieznogei o podsta-
wie f(z). -

2y Poczgwszy od pewnego miejsca szereg Z, Zy, Zy Zy ... . rozdziels,
sie na skoiiczong liczbg szeregow, z ktéryeh kazdy osobng grupuje sie nie-

skonczenie gesto okolo odpowiedniego punktu, nalezgeegn do grupy
PP, R, .., P, Taki Szereg nazywamy rytmicznie

zhieZnym. orytmie m a punkty P P, ... s Py Stanowig
grupeg iteracyvinie granicun 3 zbieznogei rytmicznej
opodstawie f(z). Oczywiscie kazdy punkt, nalezaey do M-Wyrazowej
grupy iteracyjnie granicznej o podstawies f(2), jest punktem iteracyjnie gra-
nicznym o podstawie fulz). )

3) Poczawszy od pewnego miejsca mozem Yzszeregn Z, Z, 7, .. ..
wylaezaé coraz to nowe szeregi czedciowe, z ktfrych kazdy amierza do in-
nego granicznego punktn, a liezba tych szeregéw moze, w miare wylgczania,
WZ!:astaé do nieskonczonosei, Takij SZeregnazywamy przest e-
buie zbieznym, a punkty P, P, Py, +> Stanowig nie-
skoﬁczonq, grupg iteracyjnie graniczng o przestepnej
zbieznogei Przy podstawie f(a

$ 29. Twierdzenia zasadnicze.

) Twierdzenie 1. Jezeli pewnemy punktowi Z odpowiada regu-
larm? zbiezny szereg iteracyjny, te punkt granjezny, Jjaki ten Szereg wyzna-
©za, jest stalym, od punktu z niezalezuym, a mianowicie jednym z piep-
wiastkéw rownania fit) - t=0.

) Twierdzenie 2, Jezeli pswnemy punktowi Z odpowiada, rytmicz-
_ nie zbiezny szereg iteracyjny, to grupa punktéw graniczu yeh, jakg ten sze-
reg wyznacza, jest stalg, od punktn Z niezalezng grupa punktow, ztozong

ZASADY RACHUNKU ITEI;ACYJI\'EGO: Si

2 pierwiastkow réwnania f,¢) — t=0, polgczonych zwigzkami P, =/ /",
Pg:f(P1J, ceey -Pm:f(l)a—-l), sz(,Pml N

§ 30. W razie przestepnej zbieznosel moga zachodzis dwa przypadki:
1) nieograniczona grupa graniczna zalezy od polozenia punktu Z, yunkty ja
sldadajaee sg funkeyami punktu Z Otiz ten przypadek obowigzuje wszystkie
punkty kuli zmiennej zespolone], wykluezajae tem samem regularng 1 ryt-
miczng zbieznogé; 2) nieggraniczona grupa graniezna uie zalezy od poloze-
nia punktu Z, punkty Ja skladajace sy punktami stalemi, od punktu Z nieza-
leznewi.  Przypadki te rozdziela:

Twierdzenie 5. Jezneli punktowi Zodpowiada nie-
ograniczonu grupa punktow graniczunyeh to ona wte-
dyitylko wtedy moze zawierac punktyod Zzalezne,
jezelimiedzy niemiipunkt 2 zawiera

Jakoz wybierzmy z szeregu 72, 2\ Zy. Z,, . . ., te mianowicie punkty
ktore zmierzajg granicznie do punktn P, niech to bedg wyrazy Z,,, Z,., 2, ..
brzyezem nie vpuszezamy zadnyel. Oezywiscie roznice kolejnyeh skaznie
kéw rosng do nieskofiezonosei. Wzorowi:

M (2, = Zo) =0, L4 lim {0 (2, ) — Z, y=0...(1)

n=oo .

moze sig stac zado$é w dwojaki sposéb: a) rownanie (1) w granicy przecho-

dzi na tozsamosé, a wiee tem samem fvnpi—vudz)—z =0 dla n=c-. Pg-

niewaz lim (Pur1 — 1) = 2, wiee tem samem wsréd nwunktdéw nieskonczo-
o

=

nej grupy granicznej znajduje sie i punks Z. Jest to warunek konieczny,
gdyz wdrugim przypadku: 2) w ktérym réwnanie (1) nie ma charaktern
tozsamodel nawet w granicy, punkt 2., wzgl. P ledzie pierwiastkiem pewne-
go réwnania, a wiec tem samen punktem statym.

—_—

'} Uba puwyzsze twierdzenia znane €3 od pierwszyeh prawie ehwil powsta:nia ra~
chunku iteracyjnego. Twierdzenie 1 stanowi nawes impuls postawienia rachun.ku ltut&cyj:
nego, jako metody przyblizonegy richunku pierwiastkéw rownat liczebnych. jako pomyst
Newtona, blizej badany przez Fouriera i Oayleys, a w pra.l‘{t?cznych
swoich stronuch rozwiniety praez Schridera. Wszystkie prawie - podreczniki, oma-
wiajace rownanis liczebne, znajg go.  Literatura: Ne wt o n. Analysis per aequa!:mnes
nmnero terminoram infinitas.  Kozdzit: Exempla per resolutionem Aegumatiornm, s 10—23,
Opuscula, t 1. Fourier, Question d'analyse algébrique. Oeuvres com)?ln‘*ce?, tom II,
SET. 248—253. Cayley, Application of tne Newton-Fourier method to an imaginary roft
of an equation. The Collected mathiematical Papers. Tom XI, str. 114—122. E. Sehri-
d er. Mathematische Anpalen. t. II. 1870. str. 317—365. C. Isenkrah e Mathema-
tische Aunalen. t. XXXI, str. 309—317; tndziez broszura tegoz antora ..Das Verfahren der
Funktienswiederholung, seine geometrische Veranschaulichung und algebraische :Aung-
dung*, Lipsk, Teubner, 1597; wreszeie . Netto L c. Pomijam bli?sze, jakkolme}: eie-
kawe szczegoly, — Twierdzenie 2 spotykamy wopracy G. Koen igsa, Bulletin rd“es
sciences mathématiques et astronomiques, serya II, +. VIL, 1888, czg$6 pierwsza, s. 339—557.
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§ 31. Zbierajac powyzsze badania, dochedzimy do nastepujacego po-
dzialu:  Wszystkie funkeye dzielimy na dwie kategorye:

1* Do pierwszej kategoryi zaliczamy funkeye, ktére dla kazdego pun-
ktu Z wyznaczajy badz eykl zamkniety, skoflczony, bgdz tez wyznaczajg
szereg przestepnie zbiezny, ktirego nieskonczona grupa iteracyjnie grani-
czna zawiera miedzy innemi i punkt wyjscia Z. Sy to funkeye iteracyjnie
peryodyczne, o peryodzie w pierwszym przypadku wymiernym, a w drugim za$
niewymiernym. .

3% Do drugiej kateguryi zaliczamy funkeye, ktore spowodowuja po-
dziat kul i zmiennej zespolonej na obszary réznych kategoryj: do pierwszej
kategoryi nalezg obszary, dajace zbieznosé regulurng; do drugiej kategoryi—
obszary, dajgeg zbieino$é rytmiczna, o rytmie 2,3, 4,...., w ogdle skon-
czonym; do trzeciej kategoryi — obszavy, dajgce zbiezno$é przestepna.
Tak np. funkeya

4z (1 — 2 (1 — k%)

f(Z) = (1_/{222)2

na ealej kuli zmiennej zespolonej ma obszar trzeciej kategoryi.

V1. -0 punktach granicznych.

§ 32. Klasyfikacya punktéw granicznych regularnej zbieznosci. Punkt
a wtedy 1 tylko wtedy moze byé punktem gramiczuym regularnej zbieznosci,
jezell f{w) —x =10, a zarazem 0.<|f™W(z)|< 1. Punkt za§ co wtedy
itylko wtedy moze by¢ punktem 'granicznym regularnej zbieznosci, jezeli
f(cz) = oo, 1 zarazem

W obec tego wprowadzamy nastepujgca nomenklature:

Pierwiastki réwnania f{z) —r=0, a zarazem punkt co W razie
f(oo)=cc nazywamy punktami granicznemi regularnej zbieznosel, z tem
zastrzezeniem, ze pierwiastek x réwnania flx) — z = 0, czynigey zadodé
nieréwnosei 0.<|f®(x)]| <1, podobniez jak punkt oo w razie f(oc)== oo,
czynigey zados$é nierdwnosel

_ 1)

1 <Z lim ‘
EI

2 ==o0

nazywaé bedziemy punktem granicznym zbieznosei dodatniej.

icm
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Eudubnlez punkt w, czynig
zem nierownosel w < ifil )
czynigey zadosé nierdwnosei

¢y zadosé rownaniu [ty —xr =0, a zara-
oo, tudziez punks oo w razie /105) = co

N k]
Fla) |
T —

R

1‘/11'm~I >0,

nazywa¢ bedziemy punktem granicznym zbieznosei ujemnej. a to dla tego ze
bedzie on whasciwym punktem granicznym dla jednej z galezi funkeyi /‘?__1(:)

Wreszcle punkt a, czynigey zadosé rowaanin fla)—x=0, a zara.zem'
wzorowi | /1 (w) | =1, tndziez punks co w razie flec) =cg uz’yni@cy za-
dosé wzorowi ' '

lim M =1
*= oo Lo ' ?
nazywaé bedziemy punktem granieznym zbieznosel osoblisvej.

. '§ 33. Klasyfikacya grup punktéw granicznych o rytmicznej zbiez-
nosci. Grupa graniezna 2, P, Py ..., Pn_, sklada sie z punktow, zwia-
zanych wzorami P, =f(P), P,=fp, .. ., P r=f(Pas), P=f(Pu_y)
¢ ktorych -kazdy 0sobno jest punktem granicznym regnlarnej - zbieznoSei
0 p0d§t'dW1e [n(2). Stgd powyisza klasyfikacya stosnje sie tu calkowicie,
jedynie drobna modyfikacya stanowié bgdzie pozornie nowy temat:

Grupa grauiczna P, Py,..., Py, zwizgzana wzorami Py =f(P)
P, = P, ezynigca zado§é réwnanin fa(z) — =0, w razie, gdy nie zawiera
pukanu ©o, stanowl grape graniczng o zbieznosei dodatniej, ujemnej, lub osobli-
wej, stosowniedo tego, ezy itoczyn /fOH( P/, IR TO(BY, . O Pas))
jest mniejszy od jednosci, wiekszy od Jjednodcei, Tub réwny jednosei. »

Gdy za$ powyzsza, grupa graniczna zawiera punkt oo, czynigey zatem
22d0SE Prawn f,, (co) = co, wiwezas stanowi ona grupe graniczng o zbieznosei
dodatniej, ujemnej lub osobliwej, stosownie do tégo, czy

Yim [ (w)]
r=cc x/

Jest wigksze od jednosei, mniejsze od Jjednosei, lub réwne jednosei.

) § 34. Kilka uwag o grupie ‘nieskoriczonej punktéw granicznych.
(}1‘ypa graniczna P, P, P,, . .. do nieskonczonosei, sklada sie z punktow,
?WIazanyuh wzorami P, =f(P), P,=f(P,), P,=f(P), . .., zktorych kazdy
Jest jednym z pierwiastkow réwnania f,(z) — z = 0, w ktérem = rosnie do
nieskonezonosei.

Jezeli funkeya podstawowa jest algebraiezng, wymierna, calkowitg, to
punkt oo jest punktem granicznym regularnej zbieznodel, a wige nieograni-
czona grupa graniczna sklada sig z samych tylko“skonczonyeh punktéw,
tworzgeych pewne continoum, rozsianych nieskonczenie gestonapewnej krzy-
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wej, ktorg up. w przypadku 7(2)=2" jest koto o §rodku w punkeie 0 i o pro-
mieniu réwnym jednosei: a w przypadkach f(z) = 222 — 1, f(s) =32z —4z285,...
jest odeinek osi liczb rzeczywistych, miedzy punktami —11 -1 zawarty.
Jak podobue krzywe budowad, jakie sg ich whasnosci zasadnicze —na
razie niewiadomo. To tylko pewna, ze teorya ich stoi w zwigzku =z teorya
rownania lim f,(z) —2=0. Dyskusyi takiego rownania literatura itera-
E—Ranl

cyj nie zna.

V11. Nisskoriczenie mafe otoczenie punktdw granicznych,

§ 35. Lamana iteracyjna punktu granieznego regularuej zbieinodei
a wige punktu, w ktérym /() = 2, niezaleznie od tego, czy punkt ten ma
charakter zbieznodel dodarnief, ujemnej, ezy osobliwej, sprowadza sie do
jedunego tylko punktu. Jezeli jednak promieniem nieskoiiczenie malym za-
toczymy kolo naokolo takiego punktu granieznego, to przekonamy sie. ze
Jjezeli punkt 6w graniczny ma charakter zbieznosei dodatniej, to wsz yst-
kie punkty categoowego nieskoficzenie malego oto-
czenia dajglamane iteracyjne zbiegajacesie dopun-
kKtu o Jezeli fil(z) jest liczbg rzeczywisty dodatnia, to tamana iteracyjna
przyjnje eharakter prostoliniowego szeregu punkiéiw, - zmierzajacych z je-
dnej strony do punktu .-

Jezeli £ (a) jest liczbg rzeczywista ujemna, to Yamana iteracyjna przyj-
muje charakter prostoliniowego sseregu punktow, zmierzajgeych z obu stron

Ao punkin . Jezeli f0(x) jest liczba zespolong /1 {x) = ref V=1 tolamana
iteracyjna wypadnie wpisang w spiralng logarytmows, ktirej réwnanie
w odniesienin do ukladn biegunowego (£, ¢) o biegunie w punkeie # i o osi

w—i,
rownoleglej do osi liczh rzecsy wistych wyrazi sig wzorem RBR=R,r %
Jezeli punkt graniczny 6w ma charakter zbieznndei ujemnej, to ani jeden
punkt owego categonieskofczenie matego otoczenia
niedajetamanej iteracyjnej, zbiegajgcejsiedopunktu
«. Famana iteracyjna dowolnego punktu takiego otoczenia moze dgzyé, ale
do inuego punktu granicznego. Stosownie do jakosei samej zbieznosei i do
wyborna punktn granicznego lub grupy granicznej, otoczenie takiego punktu
granieziiego o njemnej zbieznosei dzieli sig na nieskoriczenie male obszary,
z ktoryen kazdy wyznacza inaczej zbiezne lamane iteracyjne. Zachodzi
kwestya, jak owe ubszary sig grupuja.

§ 86. Jezeli punkt « jest punktem granicznym osobliwszej zbiezuosel,

t. j. dajacym obok f{z) —w==0 zarazem [f%x)] = 1. wiwezas nieskon-
czenie wale otoczenie punkeu x dzieli sig w pewien wilasciwy sposob dobra-
nemi promienjami na parzysty liezbe wyeinkow, kiore kolejno przedstawiaja
to pelne obszary zbiegajacych sie do punkin x famanych iteracyjnyeh, to

icm

ZASADY RACHUNKU ITERACYINEGO. 93

obszary uie zbiegajgeych sig do punktu tamanych iteracyjnych. Jeduem
stowem puunkt 2 zachowuje sig wagledem Jeduych obszaréw jako punks gra-
niczny o zbieznodei dodatniej, wzgledem pezostalych jako punkt graniczny
o0 zbieZznosci ujemnej.
Dokladna teorya tego przypadku nie jest dzi§ jeszcze zupelnie Scisle
poznana, a niedawno dopiero stata sie przedmiotem badan naukowych ).
Pozwolimy sobie strescié odnosne badania Lemer aya i Léaua.

§ 87, Jezeli w najblizszem otoezehin punktu @ zachodzi rozwiniecie

. — g (e—-apH
7(2) J (2 —x) 4 EEESN
przyezem dla krotkosei oznaczymy ju+n {z) =res!, wiwezas promienie,
wyrazone rownaniem cus(pf-}-a)=0, odniesionem dv uklada bieguno-
wego z punktem x, jako biegunem i prostg «f rownolegla do osi Jiczb rze-
czywistych jako osia, dziela nieskoficzenie male vtoczenie punktu » na 2p
wycinkéw, kiore przedstawiajae kolejno cos (p 6+ a)<<0 i cos (pht a0
dajy nam obszary, wigledem ktérych punktz zachowuje sie odpowiednio
Jjake punkt graniczny zbieznosei ujemne;; wzgledem za$ rozgraniczajseych
promieni zachowuje sie obustronnie. To znaczy, ze wszystkie punkty, zawarte
wewngtrz obszarbw, dajaeych cos(p - a)<<0, dajglamane iteraryjne
zbiezne do punktu 2. Wewnatrz pozostalych obszaréw zbiega sig do punktu x
iteracya f* (x), gdzie f2.(2) oznacza te galez funkeyi f—(x), ktors daje
f2 () —x="0. Same zas owe obszary, na wzér opisanego w § 35 obszaru
otaczajacego punks graniczny o zbieznosei ujemnej, dziela sie na obszary,
oczywisvie nieskoiczenic male, z ktéryeh kazdy z osobna wyznacza inny
typ zbieznych tamanyeh iteracyjnych. L. Léau %) przypuszcza, ze wirod
tych podobszaréw znajduja sie i takie, ktére daja tamang iteracye zbiezng
do punktn ». Takie obszary, ktére daja lim f12) = lim f1.,(z) = » nazy-
H=00 ¥ == o .

') W literaturze niemieckiej mamy prace: E. Netto ,Vorlesungen iiber Algebra~
t. 1,5 814—323, i J. Isenkrahegu ,Das Verfahren der Funktionenwiederholung. . ...
stk 24—39. Obaj autorowie ograniczajy sig do wypadku rzeczywiste] [mukeyi zmiennej
rzeczywistej. Ogélniejsze stanowisko zajgt Lemeray. kiory w swoich artykulaeh:
»5ur la convergence des substitutions uniformes®; Bulletin de la Société mathématiques de
France, t. XXIIT, 1895, str. 255 - 263; Nonvelles Annales de Mathématique, serya III, t.XVI,
1897, str. 306—319, t. XVIL, 1898, str. 75—80; i Leopold L e a u  Etnde sur les éjua-
tions fonctionnelles & une on A plusieurs variables*, Annales de la I'aculté des Sciences de
Toulouse, t.XI, 1897, E, str. 30 i nast. Obaj autorowie badajg wypadki: ADx)=+41
Jile) | =11 arg fii (z) jest liczha wzgledem = wymierng. O gdilny przypadek,
w ktorym |AJ(2)f==11 arg fD(=) jest liczba wzgledem = niewy-~
mierng jest w literaturze iteracyi nieznanym

& Le.
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wamy obszarami naturalnemi. Otdz promienie, rozgraniezajgee owe wyeinki,
naleza do owyeh neutralnych obszardw.

§ 88  Jezeli w najblizszem otoczenin punktu 2 zachodzi Tozwiniecie

-
o)+ S o

f2) — o = alz —

to rozbijamy lamang iteracying na m szeregiw, przyczem m jest najmniej-
szg calkowita lczby, dajacy o” = 1.
Beda to Jamane iteracyjne z, 2y Zom,

Bamye-e3 Bty Bmaty Bumtls Zamly ..ot
23y Zmt2;y Zamt2, Bamdey 0 n . .

5 Zn—1; D201y Zm—1y Rgmeiy o .. ..

Lemaray udowodnil, ze w tym razie zachodzié bedzie rozwinigcie;

(Z — bl

fmle) — o = (2 —Zz) + W—f“—l?_ Folemtn =) 4+ ... .. 1),

Promieniami, dajgeemi cos [pmb4-a]=0). dzielimy nieskorczenie
male otoczenie punktu » na 2pm wycinkéw, ktore graja taz sama role dla
funkeyi £.(2), co i powyzej przedstawiony podzial dla funkeyi £(z).

Eamang iteracyjng punktu Z mozemy podzielié na m lamanyeh, ktire
w granicy dadza prostoliniowe szeregi punktéw, z ktorych kazdy osobno
z jednej tylko strony zmierza do punktu .  Wypadajg one kazdy w jnnym
wryeinkn., Jezeli oznaczymy przez wycinki Sy, 8, &, S,, ..., Sapu—ia Suy
iprzyjmiemy, ze wycinki parzyste dajg zbieznose ujemng, nieparzyste doda-
tnia, i ze punkt 2 zawierasie wodcinku S, to punkty Z,, Zom, Zam, . . . przypa-
dng wewnabrz 8, punkey Z,, Z.i1, Zowis, - ... . Wewngirz S,q, punkty,
Zy, Zimsry Zorpgsy o -« . . WeWQtrz Syp.. punkty Z,, Z,.s, VAR (W
wnatrz 8, it d.

- § 39, Jezeli praypadek ugolny, w ktorym zachodzi |fuw () =1
farg fO (@) jest liczha wzgledem = niewymierns, nie zostat nalezyeie zba-
dany, to jedynie dlatego. ze nis uwzgledniono kwestyi dokladnego podziala
otoczenia punktu o,

WidzieliSmy podziat otoczenia punktu 2 na dwie kategorye wycinkéw,
z ktérych jedne catkowicie byly wypelnione punktami, dajgcemi famane ite-
racyjne zbiegajgce sie do punktu «, drugie za$ zawieraly miedzy innemitakze
Ltakie obszary, ktore wyznaczaly tamane iteracyjne do punktu x zbiezne,
A wiec podzial na obszary, dajacy lamane iteracyjne zbiezne do pnnktu
jest daleko bardziej skumplikowanym w tym przypadku, anizeli podany przez

9 Lémeray.

»Nouvelles Annales de Mathématiques®, serya III, t. XVII, 1898,
str. 75 -8
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Lemeraya i Lénu'a podziat promieniami.
razie niewiadomo,
§ 40. Streszczenie.

Juki 6w podzial jest — ua

Nieskoiiczenie male atoczenie punktun graniczne-
go dodatnej zbieznosci przedstawia obszar peiny, WYyznaczajycy zbieznnscé
fen(2¥do z i wykluczajacy zbieinose f-wt(2) do tegoz .

Nieskoficzenie male otoczenie punktu granicznego o zbieznosei ujenmej
przedstawia obszar pelny, wyznaczajacy zbieznosé fo1(z) dox i wyklucza-
Jacy sbieznosé £y, (2) do teguz .

Nieskonczenie male otoezenie punktu granicznego oscbliwej. zbieznosei
przedstawia nam trzy kategorye obszaréw. z ktéryeh pierwszy wyznacza
Im f,(z) ==, a wyklueza lim 7., (2) =w. drugi paodwrét wyznacza
w== oo HI=00
im 7., (2) ==, a wyklucza lim /4, (2) =, trzeci zas i jedng i drugg zbie-
R==00 H=oC
Znosé wyznacza. = Linie demarkacyjne sg nieznane.

§ 41. Punkt oc, jako graniezny, ulega analogicznemu rozwazanin z tg
tylko réznica, Ze jezeli nieskonczenie mate otoczenie skonczonego punktu »
stanowi czesé powierzehni kulistej zmiennej zespolonej, Zawarty wewnatrz
kola 0 bardzo malym promieniui srodkn w punkeie =, to nieskonczenie
male otoczenie punktn oc stanowi czgsE plaszezyzny  zniennej zespolonej,
zawarte we wngirz kota o bardzo wielkim promieniu i srodku w po-
czgtku ukladu spohrzednyci.

§ 42, Grupa punktow graniczanych sklada si¢ z punktéw granieznych
o regularnej zbieznosei, tylko o vdmiennej podstawie,

Grupa m punktow granicznych skada sie z punktow granicznych o re-
gularnej zbieznosci, tylko o podstawie /,, (2).

W tym razie, skoro tylko jeden z nich jest punktem granicznym zbiez-
nosci dodatniej, ujemnej lub osobliwej, to wszystkie pozostale punkty grupy
Dosiadaja dokladnie tez samg wilasnoge, . :

§ 43. Klasyfikacya funkcyj algebraicznych wymiernych. W czesei
trzecie] naszej pracy bedzie bardzo wazng pewna klasyfikacya funkeyj pod-
stawowych, oparta na punktach iteracyjuie granicznych.

Do pierwszej klasy nalezy funkcye, dajgce /'(co)=oc.

Sy to: 10 wszystkie funkeye algebraiczne wymierne, calkowite, tudziez
2° algebraiczne wymierne, utamkowe, ktoryeh lieznik jest stopnia przynaj-
mniej o jedno$é wyzszego od mianownika. '

Do drugiej klasy nalezy funkeye, dajace f(cc ) == liczhie skoficzonej, ale
zarazem dajgee bgdz f,(co) = oo, byds fy(cc) ==oc i t. 4, bydz w ogdle przy
skofiezonem m ... fu(co) == oo, Tutaj punkt co staje sig jednym z elementéw
ktérejkolwiek grupy granicznej stopnia skoriezonego, lub nieskonczenie
wielkiego.

Do trzeciej kategoryi nalezg funkeye, dla ktoryeh punkt oo daje lal-na-
ny iteracyjng réwniez regularnie, rytmicznie, lab przestepnie zbiezna, jak
i kazdy punkt skoficzony.
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Vill. 0 obszarach zbieznosci.

§ 44. Problemat Cayleya. Kazdemu punktowi granicznemu dodat-
niej lub vsebliwe] zbieznosel, kazdej grupie granicanej, skoiczonej lub nie-
skofiezonej dodatniej wzgl. osobliwej zbieznoSei odpowiada pewien ogo6l pun-
ktow, ktérych tamane iteracyjue majg w tym punkeie, Iub w tej grupie pun-
ktow, wspoluy element graniczny wagl. wspdlng grups elementow graniez-
nych. Chodzi tylko, zeby z caly Scisloseiz wykazad istuienie calego obszarn,
oznaczy¢é charakter konturu tegoz obszarn i zbadaé zasadnicze tegoz wia-
snosel. Zagadnienie to, postawione przez Cayley'a (Quarterly Journal of
Math., t. XVI, str. 179—185), do dzi$ dnia nie zostato rozwigzane w calej
swej ogdlnosei, i z wyjatkiem paru przykladow, w ktorych za pomoca zna-
nych nam funkeyj pomocniczych iteracya sprowadza sig do iterowania funk-
cyj linjowyeh. nie zuamy ani jednego przypadku, w ktérymby podobne roz-
wiazanie bylo podane.

§ 45. Zajmiemy sie naprzod kwestyy istnienia vhszaru zbieznosei do
punktu granicznego x dolgczonego.

Kazdemu punktowi plaszezyzny odpowiada wiadciwa zbiez-allamana
iteracyjua. Mogy byé tu dwa przypadki albo z wyjatkiem odosobnionych pun-
ktiw, na calej plaszczyznie wystepuje zbieznosé do jednego i tego samego
punktu graniczuego. W tym razie cala powierzchnia kuli zmiennej zespo-
lonej przedstawia obszar zbieznosci do punktn z dolaezony, a jedynie punkty
adosobnione stanowia niejako wyjatki.

Albo tez istuieje przynajmuniej jeden jeszeze punkt graniczny, ktdry
powinien spowodowaé rozpadnigeie sie kuli zmiennej zespolonej co najmniej
na dwa obszary. Powiadam, Ze kontury tych obszaréw rzeczywiscie istniejg.
W tym celu przez punkty ay ia,, oba graniczne (zaden z nich nie ma cha-
rakteru ujemnego), przesufmy nieskonczenie wiele kot matyeh. Pozwolmy
punktowi z biedz od punktu 2, do punktu @, wzdluz jednego z takich Iukéw,
poczawszy od punktu «,. Z poczatku punks z bedzie biegt wewnatrz obszaru
punktu iy, ale on do kofiea drogi, . j. do punktu z, nie moze biedz wewngtrz
obszarn punktn «;, bo punks &, nietylko Ze sam jest punktem granicznym,
ale zarazem posiada swoj wlasny obszar zbieznosci. A wiee na kaz
dym luku, lgezaeym punkty z, iz, znajduje sig ostatni punkt, nale-
zgey jeszceze do obszaru punktu oy, tudziez pierwszy punkt, nalezgcy
juz do obszaru punktu 2,. Ponlewaz oba te punkty sg scisle ozoaczone
ioba lezg na kazdym luku punkty o i, Iaczaeym, wiee geometryczne
miejsca ich sg krzywemi oznaczonemi, zamknigtemi, wyznaczajgcemi po-
dzial powierzehni kult zmiennej zespolonej na obszary zbieznodei, z ktérych
kazdy ma swdj wiasny typ zbieznoseci, o wspélnym punkeie granicznym wzgl.
grupie punktéw granicznych.

4A8aDY RACHUNKLU ITERACYINEGO. 97

§ 46. Riwnoezednie 7 kwestyy stosowalnosel iteracvi do rachunku
plerwiastkéw rownah liczebnyeh powstala takze kwestya ‘pndziah plasz-
czyzny zmiennej zespolone] na obszary, z keoryeh kazdy obejmuje inmy
pierwiastek danego rownania. Pomijajac catkiem bledne postawienie
kwestyi, jakoby cala powierzchnia sfery zmienuej zespolonej drielita
signa tyle tylko obszarow,ile jest pierwiastkéw wyrachowaluyeh, i row-
niez bl@dm? rozwigzanie jej, podane przez E. Schrodera a zacytowane
przez K. Zorawskiego 1), musimy zwrécié uwage na obeigzenie jej pe-
wnym warunkiem, ktiry jedynie tylko prak tyczue wzgledy usprawie-
dliwié moga. Mianowicie Cayley usituje wykryé te jedynie obszary,
w ktoryeh nie tylko lim (¢,—o}=0, ale zarazem le—ai>lz a2y —r =

n=zco

Wzglad ten obowigzuje 2 punktn widzenia praktyeznego jedynie dla teyo,
ze pozgdany jest rzeczy, zeby iteracya zaraz byla zbiezna; jego zastosowanie
za§ ogranicza sig jedynie do badania nieskenczenie malego otoezenia pun-
ktu granicznego, w celn rozpoznania charaktern Jego granicznodei*) OQlszar
zatem zbieznoscl iteracyjnej, dolaczony de punktn granicznego 2, W pojmn-
wanin Cayley’a, oznacza wlaseiwie pierwsze przyblizenie pelnego ob-
szaru zbieznosel do punken o dolgezonego.

Drugie przyblizenie stanowié bedzie ogdl punktiw. ktoryeh pierwsse
iteracye wkraczajg w obreh obszaru pierwszego przyblizenia.

Trzecie przyblizenie stanowié bedzie ogél punktow, ktoryeh pierwsze
iteracye wkraczajg w obreb obszaru drugiego przyblizenia,

Tak dalej rozumujge, otrzymamy w granicy obszar szukany.

§ 47, Jezeli mamy do czynienia z punktem granicznym zbieznosci

. regularnej, a zarazem dodatniej, wiwezas mozemy pierwsze przyblizenie

oznaczyé w sposéb, podany przez G. Koenigsa ?. Naokolo punktu grani-
czuego » zataczamy kolo bardzo malego promienia. Jezeli promied tego

iz} —a .
kota wzrasta, poczawszy od zera, to max. —‘t—(;}—;—— W jego obszarze ro-

$nie od | (x)| poczawszy. a w miare tego coraz to maleje pewnosé, ze
punkt 7(2) znajdzie sie wewnatrz kola, gdyz # wypada tamze Iub na obwo-
[f5)—x|

stanie
z—uz|

dzie. Skore promien kota wzrosnie tak dalece, ze max.

sig véwne jednosei, a wypadnie oczywiscie na obwodzie kola, to otrzymamy
~bierwsze przyblizenie* obszaru zbieznosei do punktn x dolaczonego.

B K. Zorawski. .0 zbieznodei iteracyi.* EKrakéw, nakladem Akad. Umie-
Jjetnodei, 1893, str. 3.

*) Aito z pewnem zastrzezeniem.

% 6. Koenigs. Bnllerin de scienres mathématiques et astronomiques: seryall,
1883, str. 340357, a zwl. str. 344

Prace mat.-fiz. t, X. 7
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§ 48. Cheac oznaczyé ,przyblizenie drugie*, rozwigzujemy réwnanie
f(z) —a=0. Otrzymane punkty nazwiemy punktami izolowanemi
Zorawskiego pierwszej kategoryl. Ogél punktow wchodzacyeh
w sklad ,druogiego przyblizenia® obszaru zbieznosei do punktu 2 dolgezo-
nego, t. j. ogot punktdw, ktéryeh pierwsze iteracye wehodzy w obszar ,pier-
wszego przyblizenia®, obejmief catkowicie obszar powyzej opisanego kola,
a zarazem wszystkie punkty Zorawskiego pierwszej kategoryi do pun-
ktw o dolgczone, Oznaczymy je xy, oa, 2y, . . ... .

Chege oznaczyé .trzecie przyblizenie®, rozwizzujemy réwnania
flg) —wi==0, i=1,%,8,.,... Otrzymane punkty nazwiemy punktami
izolowanemi Zorawskiego drugiej kategoryi. Ogél pmktow
wehodzgeych w sklad ,trzeciego przyblizenia obszarn zbieznosei do z doty-
czonego, t. j. ogot punktow, ktérych pierwsze iteracye wchodza w obszar
»drugiego przyblizenia®, obejmie catkowicie obszar ,drugiego przyblizenia®,
a zarazem wszystkie punkty Zorawskiego drugiej kategoryi do punktu
x dolgezone.  Oznaczny je .y, wiq, Lig, . .., 4=1,2,3,. ..

Postepujac tak dalej, otrzymamy w granicy szukany obszar zbiezno$ci.

§ 49. Zajmiemy si¢ z badaniem zasadniczych wlasnosei obszaru zbie-
znosci do punktu granicznego = dotaezonego.

Twierdzenie 1. Wewnatrz obszaru zbieznosei dowolnej
kategoryi nie moZe zawierad sig ani jeden punks, czynigey
zado§¢ réwnanin )

Futn (2) — fulz) = 0,

nie schodzgey sie z punktem z, lub z ktéorymkolwiek jego
punktem Zorawskiego.

Jakoz. fakt przynaleznosci punktu z do obszaru zbieznosei punktn z
dowodzi, Ze juz dla skofezonego k bedzie

Hipnga(2) — o
N L ok S S N |
Hinl(2)— 2 =

1

gdy tymezasem Wzor fupa (1) — fu(2) = 0, w obec Dowyzszego zastrzezenia,
daje nam
[ friminle) — 2
[fitntz) — ]

=1,

co dowodzi, ze taki punkt z do obszarn zbieznosei punkin :» naleze¢ nie
moze.

icm
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Twierdzenie 2. Obszar zbieznosci punktu » ma kon-

r,ur., kt‘()ry wzgledem przeksztalcenia Z...f(z} zacho-
wujesie wsposob niezmienny.,
Jakoz, jezeli punkt z znajduje sig na vbwodzie obszaru zbieznosei do
yunkta = dolaczonego, to punkt £(2) znajduje sie albo na jego obwodzie,
oW W drngim przypadku iteracye jego
powolniej Iub predzej zbiegtyby sie do punktu 2 i Jjuz od skoficzonego miej-
sta poczgwszy. znalaztyby sie w obszarze »blerwszego przyblizenia® punktu
&, & wige punkt z nie méglby lesed na obwodzie obszaru zbieznosel, tylko
réWme‘i wewngtrz niego, co jest niemozebnem. W trzeeim przypadkn ite-
racye jego powolnie lub predzej zbiegalyby do jakiegos innego punktu gra-
nleznego y 1 juz,od skonczonego miejsca poczawszy, znalazlyby sie w obsza-
rz7& ,plerwszego przyblizenia“ punktu ¥ a wige punkt z nie mégiby

. lezeé na obwodzie obszarn zbieznosei punktu .z, tylko zewnatrz niego, co Jjest

niemozebne. Pozostaje zatem pierwszy przypadek: punkt f(z) znajduje sig

wraz z punktem 2 na obwodzie obszarn . ¢. 4. d.o.

Twierdzenie 3. Obszar zbieznosei punktu « stanowi
figurg pojedyncza zamkniety, w obrebie ktéorej za-
wsze od dowolnego punktu z do punktu flz) mozna przejsé,
ble przecinajgc obwoduohszarun.

Skoro tak rzeezy sie maja, Ze kazda droga, lgezaca punkta = i f(2),
wusi przecigé obwod w jakim punkeie /i niemadrogi, ktéraby nigdzie gonie
przecinata, to odpowiednia droga, lgezaca punkty /(z) i 22), fal2) 1 flz), ...,

(2) 1 /i41(2), musialaby przeciaé obwod odpowiednio w punkeie f{ M), f,(M),
fs(M). ..., filM) i nie byloby ani jednej drogi, ktoraby laezyla punkty
ful®) 1 fuga(2), nie przecinajacej obwodu. Co jest niedorzecznem, albowiem
kazdemu punktowi z, wzietemn Wwewnatrz obszaru zbiezuosci pnnktu », od-
powiada skofezona wartosé k, dla ktore] punkty fi(2) i fir1(2) znajds sie
w obrebie ,pierwszego przyblizenia~ obszarn zhieznosei, ktéry, jak wiemy,
Jjest kolem i daje moznosé najrozmalitszego polgezenia punktéw fa(2) 1 frqal2)
nie przecinajgcego ohwodu kola, a wige tembardziej obwodu obszarn. Do-
wodzi to prawdziwosel naszego twierdzenia.

Twierdzenie 4. Ol wod obszaru zhieznosei punktu =
stanowiogét pierwiastkow rownania

) (fuals) = fu(2)) = 0, ‘

dajacych fufz) =, czyli ogél punktow Zorawskiego
do punktu =z nalezgcych, wmiare nieograniczonego
wzrastania kategoryibgdZ uklada sie wzdluz obwodu
obszaru zbieznoseci badz dyzy dofi asymptotycznie.
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§ 50. Jezeli punkt  ma charakter osobliwej zbieznodei, woéwczas
.pierwsze przyblizenie* obszaru zbieznnsei przedstawia sie daleko bardziej
skomplikowaunem. W przypadkn

(z— )t

1
{(p+1)!

fie) —w=(z—u) + [ ) = e
miejsce kola [A—const, w odniesieniu do uktadu spolrzednych biegunowych
Z 1;unktem &, jako biegunem i prosta réwnoleglg do osi liczb rzetelnych
jako osig] opromieniu edpowiedniej wartosel, zajmuje réza B2 = a* cos (pp-+0 )',
przyczew a ma odpowiednig warto§é. Roza ta swojemi listkami, dajacemi
cos (pp4-0) <0, przy odpowiednio niezbyt- wielkiem «, obejmuje tylko
takie punkty, ktérych iteracye zbiegajg do punktu z, jako do granicy.

W przypadkun
fiz)—w= a(z) —+ _(LE_!EC); () L
wagl sl — o= e i) EZEI iy
e my e~ ~ g ([ﬂll——)l*l)l 4 g

wobee f.,P1) () ==red? wystepuje grajaca podobuaz rolg roza
Brm = @m cos (pme ~F B).

Konstrukeya zas doktadnego obszaru zbieznosei, t. j. takiego, ktory procz
jednostronnej zbiezno$ei do granicy = daje obustronna zbiezno$é zaréwno
fn(2) jak 1 f— a(2) do 2, teoretycznie nie jest jeszeze poznang. Praktycznie
mozna ja uskutecznié w nastepujscy sposéb: wykre§lmy kolo o Srodku
w punkeie x i niewielkim promienin, przeksztatcajae je za pomocs podsta-
wienia z.../(2) raz po razie, Zauwazymy rézyczkowate wypaczanie sie tego
obwodu po kazdem podstawieniu (jezeli na obwodzie kolta, ani wewnatrz
niego niema ani jednego z punktéw Zorawskiego). Taz sama czysto
mechaniczna konstrukeya pozwala nam wyznaczyé ~pierwsze przyblizenie®
ohszara zbieznosci punktu = w razie [f™(x)] = 11 arg V(=)= jest liczba
niewymierng ).

. § 51.. 'W przypadku grupy granicznej o s punktacl, obszar zbieznosei
.plerwsze przyblizenie“ rozpadnie sig na m nieprzecinajgcych sig koY, a na-
stepne przyblizenia beds tworzyly cbszary zamkniete rowniez obwodami,
nie przecinajgee sig i obszarami swemi nie nakrywajace zadnych wspdlnych
platéw. W graniey, jak latwo przekonaé sig, caly vbszar zbieznosei, dotg-

!} Patrz uwage na str. 101.
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czony do grupy m punktéw granicznyeh, skiada sie z o zamkuietych
owall, tak ustawionyeh, ze od punktu z do 7(2) przejsé nie moina zadng
drogg obwodu nie przecinajaca; jedynie wtedy mozna od ¢ do fi(z) przejic,
nie przecinajac obwedu ktdregokolwiek z ubszariw, jezell k& jest podzielnem
przez m. Na dowdd tego roznmowania mamy nastepujace fakty: przy-
pusémy, ze Yancuch z, fu(z), fan(2) . . . zbiega do punkiu P; wowezas wy-
pada on calkowicie wewngtrz obszarn zbieznosei dolgczonego do punktu P
pray podstawie fi(z). Budujae przy tejze podstawie £.,02) obszar zbieznosel
do punktu f(P) dotgezony, przekonamy sie, Ze tancuch f(z), far 1, fimmil i
zbiega do-punktu A P), calkowicie pozostajac w obrebie obszara zbieznosei
Py ={(P). Poniewaz obszary zbieznosci, dolgezone do dwich roznych pier-
wiastkOw réwnania (e} —z =20 nie majac wspbloych obszaréw i, nigdzie
sig nie nakrywaja, ani obwodami przecinaja, przeto droga, laczaca punkt
zawarty w obrebie abszaru punkta P, z punktem f(z), zawartym w obrebie
obszarn punktu Py, musi przecigé raz ehwéd obszaru P. a potem dragi raz
obwdd obszaru P, . :

Uwaga. Zdaje sie, ze punkt «, dajacy flz)=r, fi(x)=c ¥ =7 wobecp
niewymiernego wzgledem =, nie moze Lyé punktem granicznym ani do-
datniej, ani njemnej, ani nawet osobliwej zbieznogei. Kwestya jest nadzwy-
czaj ciemny, albowiem rozwiniecie 2y — L= —& )@ 3~ 2+ b e—ax) 2.
daje wgranicy n=co, z,—w=0(z—%)+0, (z—z) o {z—u)2+..... onie-
oznaczonych spélezynnikach, wskutek czego wymyka sie
badaniom. Natomiast okazuje sie, ze liczba wsz ystkich obszaréw do-
datniej 1 osobliwej zbieznoscl, tak regularnej jak i rytmicznej, nie moze prze-
wyzszaé liczby zer i biegunéw w pierwszej pochodnej funkeyi iterowanej,
przyunajmnie] w tym praypadku, gdy ta ostatnia jest algebraiczng wymierng,
Liezba tedy pojedyficzych obszaréw zaleznesei jest tedy stanoweczo skoi-
czona.
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