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A jedli przyjmiemy nadto, ze swoboda ruchu nie zalezy od kierunku, 1. j. ze
(33) y=p§=a,
bedzie dalej, na moey réwnan (27) i (28):

e W & oy dy dz

aSVﬂ-J

P =

(34)

Jest to wiademe prawo Maxwella rozdzialn predkosci. Wymaga
ono, proez zasadniezego (§ 1), dwdch jeszeze warnnkéw: 1) pewnosci
[wvm,)dm=1, ze uktad punktéw materyalnych o réwnych sobie masach n:oze
by¢ modelem pewnego ciata fizycznego: 2) niezaleznosci swobody ruchu od
kierunku.

Warunek 1) wyraza hypoteze zupelnie dowolng; nie mamy howiem
zgola pewnosei, Ze istnieje choé jedno takie cialo fizyezne, ktoregoby mode-
lem mégt by¢ uktad punktéw materyalnych o riwnych sobie masach. Wa-
runek 2) wyraza znowu, ze clalo jest tylko izotropowem, a nie anizotropc-
wem, jak to ogélnie byé powinno. Dla tych powodéw prawo Mazwella
jest niescisle i nieogéline.

Warszawa, w sierpuiu 1868 r.
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Clausius wypowiedzial zasade, ze energia swiata zachowuje war-
todd staly, a entropia $wiata dazy do maximum, weigz rosuge.

Przeciwko powyzszemu pogladowi moznaby jednak podniesé ten za-
rzut, ze powieniona zusada ustanowiona zostala na drodze dodwiadezalnej,
a nie rozumowej, t. j. Ze byla stwierdzony zaledwie na ukladach odosobnio-
nych szezegdlnyceh, podezas gdy §wiat caty, choéby nawet juko nktad odoso-
bniony, jest przeciez wzgledem kazdego do-tepnego doswiadezenin ukladem
nieskonczenie ogdlniejszym.

W pracy niniejszej zamierzamy okazaé, ze zasada. wypowiedziana
przez Clausiuxa, lezy w samej istocie naszego mnyslu, jak oraz i zasada
przycezynowosci.

§ 1L

W badaniu fizyko-matematycznem ziawisk przyrody usilujemy. zwy-
kle sprowadzié kazde zadanie przyrodnicze 4o rozwazania pewnego ukladn
niezaleznych miedzy sobg parametréw zmiennych, w pelnem zaufaniu, ze
pomieniony uklad wyobraza model odnosnej dziedziny zjawisk. Gdy jednak
ukiad parametréw niezaleznych zmiennych ma wyobrazaé model caiego §wiata,
wdéwezas pelne zaufanie powinno ustapi¢ miejsce prawdopoedobienstwu, t. j.
powinnismy zastrzedz wyraznie, ze uklad taki wyobraza model $wiata tylko
prawdopodobnie.
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Oznaczamy przez oy, s, . . . , 2y, kritko miwige, przez (z). nklad
% parametrow niezaleinyel zmiennvel, ktiry ma wyobrazaé model S$wiata
az po chwile bi-zaca 4, z prawdopodobieinstwem /- Zalozny

lub, co jest to samo :
P4 dP = P (l+dtloge),

gdzie log vznacza symbol logarytmu naturalnego. Zwazywszy przytem, Ze
dt jest nieskofczenie mate, mamy

1+ dt.log ¢ = e%.logg — g,

a tem samem

F dP = Py, .

Stad czytamy, ze prawdopodobiefistwo P4-dP, zktorem uklad parametrow
zmiennyeh (2) wyobraza model Swiata #2 po chwile ¢4 dt; sklada sig z pra-
wdopodebienstwa P, z ktérem ten uklad wyohraza model §wiata az po chwile ¢,
oraz prawdopodobienstwa @®, z ktérem ten uklad wyobraza model Swiata
jeszeze przez czas dt. To prawdopodobietistwa ¢ redukuje sie dla jednostki
czasu do p; a poniewaz uklad wartosei (a, ). gdzie a';==dx; ! dt, okresla
stan naszego meodeln réwniez dla jednostki czasy, prawdopodobienstwo
p zalezy jedynie ijednowartosciowo od (e, ).

To wszystko wiedzge, latwo zauwazyc¢, ze prawdopodobienstwo, iz
uktad parametrow zmiennych (z,) pozostaje modelem §wiata od chwili f=¢,
az do chwili ¢=1% >t,, jest prawdopodobiefistwem zlozonem z prawdo-
podobiefistw ¢, i réwna sie

(1) Pl = &7,
gdzie
(2) — sy = ;' log 4 . dt

i gdzie prawdopodobienstwo ¢ jest funkeyy (@ 24).
Zadanie nasze polega teraz na przyjeciu, ze fankeya ¢ (2, o) juz jest
oznaczong, jakkolwiek zgola niewiadoms, a jeszeze nisoznaczonemi sa funkeye

czasu x{f) oraz granice calkowania fy,t;. Wowezas prawdopodobienstwo P,
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a tem samem i catka —s;, zalezy jedynie od wyborn uktadu parametrow (o),
jako funkeyj cxasu, i granic calkuwania #, t,. Azeby wiee ten uklad uezy-
nié modelem $wiata najprawdopudobniejszym, funkeye () oraz granice
calkowania 4, ¢ nalezy tak dobraé, i2by calka —s, stata sig maximum, be
wiedy i Py osiggnie takze maximun.

Stosujge, w zalozenin powyiszem, zwykle reguly rachunku waryacyj-
nego do calki (?2), znajdujemy:

/ 1,

i ol d 2log
TR =i (In,rrqmé[ +Zali§?” 5,1.€)+ ‘,uE( BP_ = “W) dr,.
Zn 7 f

E aury dt 2a;

29 v

Stad widoezna. ze warunkiem kooiecznym max. P, (a jak W tym
razie i dostatecznym, poniewaz jest mowa o prawdopodobienstwie) jest
réwnanie — ds; =1, spelniajace sis przy wszelkich wartosciach warjacyj:
Ofy, (82dy . Oby, (B, 1 6. Z rownania tego wyplywaja zatem: 19 warunki

- { Blngr» ) )
(4) log go =0, (5) ('a;vf, f),: 0, =13, .o
odpowiadajgee chwili poczatkowej #,; 2° warunki:
- 2log ¢ : )
i) Lygg, =0, {7) ( ) == Y, [ - )
1

2,
odpowiadajace chwili koficowej ¢;; oraz 3° rownania

2logp a 2loge

—_— 2 =102, ..., 8)

8) 3, dt 3y ’

odpowiadajgce chwili biezgcej £, zawartej miedzy ¢, 1 7;.

Pomnézmy réwnania (8) odpowiednio przez dir; i dodajmy stronami od-
powiedniemi; zwazywszy przytem, z2 da; = 2';dt, otrzymamy:

2lo ,
(9) d (]ng‘(p _z-%ﬂ 2t =0,
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a po uwzglednieniu warunkow granicznyceh (4) i (3) lub (8) i (7), znajdziemy
nastgpnie: )

(10) L N4 P,
- B, T

7

log o

jako rownanie podstawowe w dalszem badanin.

Zguodnie z okresleniem calki —s; (2), mamy dla ehwili ¢:
(11) § = —.{'rll)g @ . dt,
a zgodnie z wyrazeniem waryacyi --- dsy (3) 1 z powodu rownan (8) i wa-

runkdw (4, f5" oraz warunku d¢=0, poniewaz chwila ¢ jest 0zZnaczona,,
mamy odpowiednio:

(12 8 = — YEIUg(p. or, .

-t O

. Stz‘ui.rz’egz Jasna, ze calka s (11) nie zalezy zgola od predkogei (x')), ale
moze zalezyé jedynie-tylko od (xy, 1), przyczem '

(13 25 2log ¢

gz Sy

=12, ...u

Na tej zasadzte i positknjge sig réwnaniem (10), zuajdujemy:

(14) T L P
i s T g
a poniewaz z (11) widoczna, ze ds ‘df = — log @, zatem s/ 8t =0, co zna-

czy, :"ae s jest fankeyg samyeh parametrow (x,), 1 jest funkeya przytem do-
datniy oraz z czasem rosnaeg albowiem log @< 0.
§ 4

] Positkujac sig powyzej okreslona funkeyg s, uwzgledn’jmy w réwna-
niach (8) podstawienia (13); otrzymamy:

icm
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Jdloge 3%
{15) N_T =0, =L m
S + = O3 7

t. j. ukiad rownan, z ktérego okazunje sie, 2ze predkodei (af) =3 funkeyami
parametrow (). Uklad (15) wyraza zatem zasade przyczynowosci,
stormulowang przez Liaplace’a wtyeh stowaeh: stan Swiata obecny
jest jednoozednie i skutkiem stanu przeszliego i przyczyng
stanu przysziego.

Azeby zasade Laplace'a uczynié sylko wyraznie zalezng od samego
prawdopodobieistwa o, zauwazmy, Ze na mocy réwnania (13) mamy:

16 — % d dluge  loye | S 3%logp I
(16) Soaa, T dm A, Mm w1 el 8030 a

ze zatem, zamiast (15), moZemy polozyé:

2 dloge Sy _Ploge 3y
17) =— (logg — Y —FT a4 — R e U i
10 5, lorr =2 =7 “'”") LG da Y v
ik

o

J

Predkosei (#'), jako catki réwnan rézniczkowych czgéclowych rzedu
pierwszego (17), zawieraé w sobie beda » funkeyj dowolnych, ktére jednak,
7 prayczyny zwiazkéw (13) i réwnania 10), daja sie wyznaczyé z warunku,
ze te wladnie calki (x;) powinny przywodzié wyrazenie

(18) : fs = — S0lugy
s 20

Wy

do rozniczki zupetnej, a réwnanie (10) do tozsamosel.

Jak widzimy, uktad rownan (17) tgcznie z warunkiem (18) i rownaniem
(10) pozwala na wyznaczenie bezposrednio predkosei (#) oraz calki s
w funkeyi parametrow (), gly wiadome jest prawdopodobietistwo @(x;, '),
i wyraza zasadg Liaplace’a w calej ogdlnosel. ‘

§ o,
Poznajmy teraz wiasnosei funkeyi s, zalezne od warunkow gra-
nieznych.  Zauwazmy przedewszystkiem, ze poniewaz max. log g = (.

przeto warunki (4) 1 (5) oraz (6) i (7) wymagajg takze, aby bylo w chwili /,:

2l
(19) ( i ”gg},)n_—_ 0, =1,2 ...,

oraz w chwili 4;:
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(20) (%ﬂ}lz 0,  d=voiw.
Ale z prayezyny réwnan (15), warunki (19) i (20) dajg odpowiednio:
(21) Z (%{% &’y )Uz 0, przyezem (z/;),==0, =2 e
oraz '
22, - Z (g};ﬁ—xj— a:’,-)‘z 0, prayezem (o), = 0, i F=1 2,
J

:il')({w&em z zasafiy Lapl'ace’a wyptywa, ze jak tylko predkosei stang sig
’z Jjeden W.?z‘ystkle zerami, to pozostang zerami na zawsze: predkosei zate
(') w chwili poczatkowe]j ¢, zerami wszystkie byd nie n;uv y a w :} i
kodcowej ¢, zerami wszystkie by¢ muszg . 8% & W clmll

Zakladajae wige

i 9% N % J
! Bt o |
(23) H, = ; . (¢=1,2.... 2
3% 3%
Sppop, e oY }

i biorge pod nwage, proez (21) i (22), ukfad réwnan (15)
y + Jest, ogdlnie méwige, rozuy od zera W,
Eiglgl ,h Z wyjatkiem chwili poczatkowej ¢, y
, hesyan 4, jest zasaduiczo réwny . ili kon
21 : 4 Y zéru, oraz chwili koncowej <to-
te], z przyczyny warnnkow (22), hesian H, Jzest zasadniczo 222:{? s
. Na mocy zwigzkéw (13), warapki (8) i (T)
takze postaci nastepujgce:

spostrzegamy latwo,
et przedziale cxasu od 1,
w ktorej, z przyezyny warunkow

od zera.
przyjmujg odpowiednio

24) 3 ) oen [ 2
(24) ( EXS )D—- 0, (.35) ( s ) = O, (i=1,2,..., )
1

ktérym zadosé czynig uklady parametriw (2.),,

b t, 014z prgwatance funbers (o (%), odpowiadajace chwilom

do wartosci

9a
(26) s(&y)g = 5,=0, (27) 8{2y), = 8

icm
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a rownanie (1) do postaci

(28) Pyo= e= s,

gdzie s, 1 %, majg wyrazenia (26) i (27). Waryujae P, wzgledem parame-
trow (2.)g, (2 1 baczae praytem na réwnania (24) i (25}, znajdujemy:
(29) or, =0, (30 82P, = P, (8%, — 8%,).

Zauwazmy w kotica, ze warenki (4) i (6) wyrazaja, iz uklady parame-
fraw (a7, (2y), wyobrazaja stany Swiata prawdziwe w chwilach £, #,. Ale
ze zdarzenia, Zeby stan Swiata prawdziwy mozna bylo oznaczyé iloSeiowo,
nie mielidmy dotad nigdy, ani sig tez spodziewaé w przyszlosci nie mozemy,
chwile 4, 1 #, sg nieskoliezenie oddalcne, jedna w wstecz, a druga na przéd,
t. j. = Przez przedzial czasu od chwili 7, do chwili £,
nalezy wice tu rozunmieé cala wiecznosé.

To ws ystko majae na uwadze, latwo spostrzegamy, ze prawdopodo-
biefstwo Py (28) adnosi sie do calej wieczuosei, podezas gdy prawdopodo-
bienstwo £ + 6“P; /2 nie vdnosi sie do calej wiecznosei, z tej racyi, ze pa-
rametry poczgtkowe (. duy), nie sprawdzajg warunkdw (21) i (24), a pa-
rametry koncowe {z,—}-&ry), nie sprawdzaja warunkdw (22) i (25). Owoz
rzecz jasna, ze uklad parametrow zmiennyeh () prawdopodebniej wyobraza
model §wiata przez pewien ezas tylko, anizeli przez caly wiecunosé; zatem
P+ 8P, [2>>P,. Stad §2°P,>0. a na mocy (30) mamy 1):4%,>0,
8%, <20, Tub 2): 0%, > 0, 8%, <70, lub 3):4%, >0, 8%, 0. W obec je-
dnak okolicznosci, Ze hesyan (H,), 16wna si¢ zeru, a lesyan (H,), rézni sig
od zera, spelnia¢ sie moga tylko nieréwnosel 2):6%s, >0, 8%,<C0, gdyz
wymagajg one warunkow

co, f = -~oo.

(30 (Hy), > 0, (Ha)y = 0, = 2=

(321 (_H,v‘ <7 0, F=1,2,. . ..m
ktore jedyne zgadzaja sig z warnnkami (Hi)y = U, (H.) =3=0.

Z nierdwnosei (81) i (32) wnosimy, ze kazdy hesyan H, zmieniaé moze
zak w calej wiecznosei tylko nieparzysta liczbg razy, z wyjstkiem hesyanu
H,, dla ktorego ta liezba moZe by¢ takze parzystag. Ta zmiava zna-
kow jest zapewne w zwigzku z rytmicznodcig zjawisk ota-
czajacego nas §wiata.

Majac za$ na uwadze ogdl naszvch wynikéw, t.j. rownanie (10) oraz
fankeyg s(2) w catym jej praebiegu, od samego poczgtku, okreslonege wa-
runkami (26), (24), (8111 (21) az do koiiea, okreslonego warunkami (27), (25),
(32) 1 (22), otrzymujemy twierdzenie nastepujgee:
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Jesli wogole istuieje nkliad parametréw niezaleznych
zmiennych, ktéry mozemyuwazaé z m niejszemlub wiekszem
prawdopodohiefistwem za model categodwiata, toze WSzZyst-
kich tego rodzaju ukladdéw 1mjpmwdnpndubnie,jszy jest ten,
dlaktéregopewna funkeya {10), parametrow i predkosei ich
zmieniania sig, pozostaje weigzrownag zern (staty), a inna
znowu fankeya (11), samyeh tylko paramerrow. zmierza, po-
czawszy od zera w nieskonczonej przesztosei do maximum
oznaczonego, weigZ rosngc inigdy tego maximum nie osig-
gajge, i przyezem uklad zmierza do rownowagi, ktorej row-
niez nie osigga.

Wtiem wlasnie twierdzeniu zasada Clausiusa znajiduje swe uzasa-
dnienie, niezaleznie od wazelkiego dogwiadezenia.

§ 6.

Na moey zwigzkow (13), mamy oczywiscie

dlo 23
If)g P — Z a_fgi 'y = ]Og @ + EJT?T JJ’J; hi=12.. 0
7 7 7

a poniewaz predkosel sy funkeyami pgrametrivw, przeto takze

6’Iog ¢ — ? Slogg 27y =

{ ;3 !
balogqa LR dlog g du'; A
2,-( T NPATh T P “ ) o

Inb proseiej. w mysl zwinzkéw (13):

loge 2loge A\ %
ks T cge o) S
Zi oy ') Z.( o0y T/dj Sy I’) Oy

(33) o‘(lug @ —

Laezae réwnanie (33) z réwnaniami (15), okazuje sie, ze zasada Lia-
place’a zawiera w sobie sama przez sie prawo zachowania energii; a wiec,
ze wymieniajge zasade La placea, zbyteczna jest nadmieniaé o prawie
zachowania energii. W ten Sposob prawa natury redukujy sie do dwoeh,
kidremi sa: prawo przyezynowosei i prawo wzrostu entropii. - Nie dos¢
zatem powiedzied, jak twierdzg determinisei, ze Swiat rzadzi sie tylko pra-
wem przyezynowosel, nalezy oraz dodad, ze podlega spilezesnie prawn
WZrostu entropii.

Warszawa, we wrzedniu 1898 r.
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Zbadanie zjawisk, wystepujacych przy przewodzeniu ciepla przez gazy
Jjakkolwiek nie przedstawiajg one szczegolnego interesu pod wzgledem prak-
tycznym, ma wszakze wielkie znaczenie dla fizyki teoretycznej, poniewasz
dostarcza materyatéw bardzo waznych do dalszego wykoficzenia teoryi
atomistyeznej gazéw, oraz sprawdzania jej zasad podstawowych.

Szezegélniej doniostogei w tej mierze s3 takze zjawiska, zachodzgce
W warstwach gazu, przylegajgcych do powierzehni ciat stalych; dopiere
W ostatnim czasie zwricily one na siebie uwage i zostaly blizej zbadane,
chociaz po czesei juz ze znacznie dawniejszych spostrzezen mozna poznaé
ich prawa, jak to pokaie sig w § 5-tym.

Streszczenie ogélne poszukiwan dotychezasowych nad przewodnietwem
cleplnem gazéw moze te byé przydatnem ze wzgledn na postepy, doko-
nane w ostatnich czasach wkierunku do§wiadezalnym. Ze sprawozdania tego
okaze sig, co w obec zawilych kwestyj doéwiadezaluych i teoretycznych.
mozna uwazat za rezultat pewny, oraz w jakim kierunkn dalsze prace pro-
wadzone byé musza.

§ 1
Obliczenie wadtug teoryi kul sprozZystych.

Maxwell ) pierwszy wskazal, w jaki sposéb wytlomaczyé mozna
przewodzenie ciepla przez gazy i za pomocg rozumowan teoretycznych.
obliczyl wartosé przyblizong spélezynnika przewodnictwa dla powietrza.

I Maxwell Phil. Mag. IV (207 & 81 (1860,

Prace mat.-fizyes., t. X. 3
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