O ROZDZIALE PREDKOSCI

W UKLADZIE DYNAMICZNYM,
0ZYWIONYM RUCHEM UMIEJSCOWIONYM.
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Wi GOSIEWSKL

J. C. Maxwell pierwszy ustanowil odnosne prawoe rozdzialu pred-
kosci. Ale, niestety, jego prawo nie jest ani §ciste, ani ogélne: niedeiste
dla tego, Ze nie uwzglednil zgola rozdzialu mas, a nieogdlne dlatego, Ze
rozwazal tylko uklady, wktorych swoboda ruchu nie zalezy od kiernnkn.

W pracy niniejszej zamierzamy rozwigzaé zadanie Maxwella dci-
$le i ogdlnie.

§ 1.

Rozwazaé bedziemy uklad nieskoriczonej liczby punktéw materyalnych,
ozywiony ruchem umiejscowionym.

O ruchu umiejscowionym mowi sig wprawdzie dos$é czesto; wszelako
7 okresleniem jego istoty nigdziesmy sie dotad nie spotkali. Sprobujmy
wige przedewszystkiem to okreslenie zrolié.

Ruch umiejscowiony przypisnjemy ukladowi dynamicznemn jedynie
wowezas, gdy uklad ten uwazamy za model ciala fizyezuego w stanie s dwno-
wagi; a skoro uklad ma by¢ modelem ciata w stanie rownowagi, to srodek
ciezkodci kazdej jego czesci, tak malej jak sie podoba, powinien byé naj-
prawdopodubniej nieruchomym. Oto i wszystko, co o ukladzie, ozywionym
ruchem umiejscowionym, powiedzieé wogdle mozna.

Azeby wyrobid sobie jasniejsze o pomienionym ukladzie pojecie, od-
viesmy ten uklad do osi prostokgtnych stalego polozenia i, rozizieliwszy go
plaszezyznami rownolegiemi do plaszezyzn spohrzednych na elementy nie-
skoiiezenie male, zaliczajmy elementy o frodkach eiezkodel, majacyel pred-
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keo:téi ';[;-jl ne do }2;1115 kategoryi, ktoryeh przeto bedzie w ukladzie tyle,

. v \\.m;xi:k \r;e;k Owg uz) 7godnie z okredleniem istoty ruchu unneﬁco
o, ofel elementu wogole jest najprawdopodubuie] nie-

i z pomiedzy wszystkich zatem, najliczniejszg jest kategorya el

mentdw ¢ srodkach ciezkose: umexuphummuJ(h sg one, jak zr [es7t : el .
menty kazdej ks uegoryl. roziieszezone w ukla lzie Jjednorodnie i, 3L; nio.
ruchome. tworga Jjakby jego szkielet, podezas gdy elementy rue lf me:
szhielet zewsuyd obwrajgre, twiorza Jakby migzsz ukladu, e o

) Oznaczmy teraz przez % (M4, & Y; 2;) prawdopodobienstwo punktu
masie m; i predkosei (; #: 2:) 1 niech punkt}, i=1,28,.. . tworzg nie-

skofe: enie nmly elenwut rawd ] anstw stanu te e
% P A obi t (8] ] i
oern " £0 el mentu. b(}dzle

(1) ‘ P= ’II @ (M, 75 4: 20
ktirego logarytm naturalny wyrazimy sumg
(2) log P= 12 log @ (my, 2, y; z,).
Zmiefimy predkosé Srodka cigzkosci tego elementu o wektor (6 8y oz);

znajdziemy
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Otoz widzimy, ze §rodek cigzkosci naszego elementn stac sie moze
nieruchomym jedynie pod warunkami )

(4) Zomp; = 0. 2771,{9,- =0, Zmz = |
pad temi zatem warunkami log P osigga ozenia

4 maximum, co wymaga
Znow, aby bylo spélczesnie dlog P— )7 szelkich wartosciach oz, g/
Sz, Stad, weding (3), uktad réwnan ! '
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jest tozsamy z nkladem poprzedzajgeym (4), a nastepstwem tego sg tozsa-

mosei :
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e _ TN s iZi
?E = 2 ;= Uy 2': migfi =t —): Mizi .
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\ _ iy lege Z ot 4 gy E myi - ey E miz;
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. byleby spotezynniki @ zadodé ezynily warankowi
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Zréiniczknjmy powyzsze tozsamosei wzgledem ktorego badz punktn,
np. (M, @ yi 2); otrzymamy trzy nowe tozsamosei, a z nich plel wsza 1.
jest taka:

== dtg . gy ity = Gy et Gg23) ~F M (g = gy~ @y id2))

gy X mgr + diagy . Tyt diagy . X omg zi
i i i

1 . 2loge
—d o

Poniewas strony ich lewe zalezg tylko od samego punktu (m;, 2y EAN
przeto te strony sa zgola niezalezuemi od istnienia lub nieistnienia warun-
kow (4). To samo stosuje sig zatem i do stron prawyeh naszych tozsamosei,
skad wniosek, ze spolezynuiki o s stalemi. Dla tej prayczyny i zwa-
zy wszy na rownania (6), mamy po opuszezeniu skaznika ¢:

dlogy
EAd

== 1 (g & Oyg Y+ 03 8)

3loge
ey

dloggp
3z

== W (g @ tgo - Moy 21

= M (€ @y Y gy 2)

©

» o O ROZDZIALE PEEDKOSCI. 19
. —_— 19
gdzie nadto
@ =

Uay == ttyg, gy = q,,, O1g == Qg .

Stad wyplywa réwnanie

) Iu
(10) %GV di alf)glp &loy
+ 3y ay + *-ﬁ dz = — mdH,

w ktérem

(11) = a;, 2 :

(11) H=oa,x +“sa.’/9+a"3331+ 235y 2 + 204 22 -+ 2a, zy
s ’
i ktore po zeatkowanin daje

(12
@ = ¢ ® (m) e—mE,

rozumiejge przez ¢ stala, a przez @{(m) funkcye masy .

War
unek, ze ¢ ma wyobrazaé prawdopodobieristwo, wy

stale maga, aby byto

(18) ‘ H> 0:

& )

H jest przeto formg kwadratowsy dodatnig,
Staty ¢ wyznacza sie, jak wiadomo, z réwnania

i

(14) e T 7 GV—[ wi/””:lm
dmdrdjds I @ (m) dm U/ e dedydz = 7B v " =]
s Drlmdz ayds ’

pOHleWﬁZ masa, 7&W\B]ﬂ, ?I@ DGWDON}I@ m edzy Oioo a asa o~
kaz ze skiad

Stad mamy ostateezme

Vmil e -»E g dy de
—_—— RS

Vas ’

(15) @ =1y (m) dmn .
gdzie

Vi @ (m) dm
Vm®
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Z rownatl (15) i (16) czytamy, ze prawdopodebiedstwo ¢, 1z w ukiadzie
dypamicznym, ozywicnym ruchem umiejscon ionym, zquduje sig punkt ? ma-
sie m i predlosel (v y 3, sklada sig z prawdop dobienstwa z,u(:m)dmt Ze Gw
punkt posiada masg i, uTaz prawdopodobienstwa g/ w(m)dm, Ze posiadajge
wase 7, porusza sig # predkosely (v g #). ‘

To prawdopodobienstwo ¢, jako funkeya punktu (m, vy z), zalezy nadto
od natury funkeyi ¢ 1 wartosei stalych ¢, okrediajacych fu‘rme‘ kwadratowsg
H (11). Funkeya y i stale @ odpowiadajg zatem n-turze clala, ktérego nasz
uklad jest medelem, i zmieniajg sig od ciala do ciala.

Zatozmy dla krotkosel
117 m = ? y (m) mdm

i zastapmy stale @ stalemi a/m. Wowcezas wyznacznik D (7) i forma H (11)
zamienig sie na D m® i H/m, a tym sposobem wzor (15) przyjmie postaé
nastepujgcg:

P 1) e=miim dx dy dz

1, == Y dm =
(18; & LA Vit

Wyrazenie m (171, wyolrazajace warto§é prawdopodobng masy punktu
materya‘lnegu, wyobraza tem samem, za wyjatkiem czynnika st.fa.}elgo, ma,§§
prawdopodobna elementn uktadu, a wige takze i mase czasteczki ciala, kto-
rezo ten uklad jest modelem. Na mocy réwnania (17), czgsteczka sklada
sie zatem, ogblnie mowige, ze wszystkich mas rawartych mi(;dz:y 0 i.as,
tylko w réznyeh stosunkach dla roznych cial, zalezuie od natury funkeyi .

Catkujge prawdopodobiedstwo ¢ (18) wzgledem m od 0 do oo, znaj-
dziemy wyrazenie

o0

_ Vidzdydz |

(19) @ ’ w{m) Ym® e=mlm dm |

Yin?a® .
v

zalezne tylko od predkosci (xyz) 1 wyobrazajace prawdopodobieiistwo, ze
punkt o masie, ktérej wartosé prawdopodebua wynosi m (17), pornsza sig
# tg3 whadnie predkoscia. Jest to zatem wyraz analityczny prawa rozdzialu
predkosei w ukladzie czgsteezek o réwnych sobie masach, proporcyenalnych
do 7, ktore to prawo, jako zalezne od natury funkeyi y, przostaje wraz z ta
funkeyg nicoznaczonem. Owoéz Max well pomienionej funkeyi nie nwzgle-
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dnial, i tym.sposobem, zamiast nieoznaczenego @ (19), wywisdl prawo ozna-
czone rozdziatu predkosei dla ciala jednorodnego.

§ 4.

Ze wzgledu na rozréznienie w nkladzie szkieletu od wiazsza. nasuwa

sie samo przez sie zadanie oznaczenia wartodei tego szkicletn i wartoesei
-tego migzsza. Rozwiazmy oba te zadaaia.

Podstawiajac we wzorze (18) : (oy 2)=(000), otrzymamy prawdopodo-
bienstwo punktu nieruchomego o masie m. Mnozae to prawdopodobienstwo
przez w, ealknjyc wagledem m od 0 do co i dzielge przez m, otrzymamy
wyrazenie

(20) "=

w kt6rem

21) IE = f w(m)lmidm,

i ktére wyobraza wartosé prawdopodobng szkieletu jednostki masy.

Co do warto$ci miazsza ukladu, to z nwagi, ze w ukladzie NASZym po-
ruszajy sie jedynie punkty skladajgce sam jego migzsz, przyjmujemy za
element migzsza warto$é prawdopodobna energii cynetycznej punktu. Owoz
widoczna, ze pomieniona wartosé rowna sig

moo, o, R
ey (a1 y* 4 27),

e
—
—

-
=

gdzie p ma wyrazenie (18), a sumowanie od 0 do co odnosi sig du m, zas su-
mowania od — oo do --cc odnoszg sig do o, y, 2. Z drugiej znowa strony,
stosujae do tezsamosel

e
operator )
n 2. . 2.
B (aau dag, ‘9—“537)
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i uwzgledniajge w wyniku tak powstalym tg samg tozsamogé (22), otrzymamy:

ec + cc — — J—
23 SN :J_‘—L(?LQ VD | 2D
) (!‘JL’ ¥ 2 it 2VD \ duy, l Oag, - a”':;:; )
Zatem
1 WD , WD , &aD
24 o= —— [0 —= 1 Y
@4 2V D \day, E Dty )

wyobrazaé hedzie wartosd prawdopodobna migisza jednostki masy.

§ 5.

\Ta mocy réwnania (7), oraz wynikéw § poprzedniego, widzimy, ze
wartosci prawdopodobne szkieletn i migzsza zaleza ostatecznie od m (17)

¥ms (21), oraz od szedein stalych a, ktére okreglaja postad, wielko§¢ i po-
tozenie elipsoidy, majgcej za réwnanie
123) Oy XP - 9y ¥ - @30 2% + 20, VZ - 20, 2X 4 20, XY = 1.

. .J ezeli brzeza, B, v oznaczymy wartosci polosi tej elipsoidy i zgodzimy
ich kierunki z kierunkami osi X, ¥, Z, vedziemy wéwezas mieli :

(26) W =10% gy = 1/ % gy == 1/97, ay, =a;i1#alg=0.
4 tem samem, zamiast (11):

(21) B=o]a+ty)p+2)p

a zamiast (7):

(28) D = 1]a2gy?

wige takze, zamiast (20):

29) Vs, dedyde

Vindiad . afy
a zamiast (24):

(3u) T =4 (o 8249,

©
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Okazemy teraz, ze a, 8, y sa wartosciami swobody ruchu w kierunkach

- osi elipsoidy (25).

Znlozmy w tym celn, ze jedna z wartosel ¢, g, y, up. a rowna sie zeru.
Jesli weedy skladowa @ prediosel (ry 2y, oduiesione] do nowyeh osi X, ¥, Z,
ma warto§é rozng od zera, bedzie, wedlug (27), H=co, a na mocy (18) be-
dzie wspilezesnie @ =0. Znaczy to, ze w przypadku ¢=0 nie ma ani je-
dnego punktu w ukladzie. ktéryhy nie poruszal sig rownolesle do plaszezy-
zny osi fi, y, a wiec, ze a jest wartoseia swobody ruchu w kieranku osi a.
Podobnie § i y sy wartoseiami swobady ruchu w kierunkach osi g i y; wogéle
zas wartofeis swobody ruchu w kiernnku jakimkolwiek jest promien wodza-
cy elipsoidy (25) w tym kiernnko. Styd elipsoide (25) nuzywaé bedziemy
elipsoidg swobody ruchu, a jej pélesi a, B, y wartosciami gléwnemi tej
swobody.

‘W mysl powyzszyeh okreslen i na mocy wzoriw (29) i (30), mozemy
sformutowad twierdzenie nastepujace:

Wartodeia prawdopodobna szkicletn jednostki masy jest, za wyjgtkiem
ezynuikalnd de dy ds | b z®, odwrotnoss iloczynu wartodei gléwnyeh swo-
body ruchn, & wartoscig prawdopodobng miazsza jeduostki masy jest, za wy-
jatkiew czynnika Y, suma kwadratow tychze wartosci glownyeh.

Weding wzorn (29), wartosé prawdopudobna szkieletu jednostki
masy jest wogble nieskonczenie maly rzedu wrzeciego. Powiadamy ,wogdle®
dla tego, Ze maze by¢ takze inaczej. Moze sie bowiem zdarzyé, ze elipsoida
swobedy ruchu posiada jedne lub nawet dwie osi nieskoniczenie matle.
Wtedy, w przypadku pierwszym, staje sig ona krgzkiem nieskonczenie cien -
kim, a u (29) staje sie nieskoficzenie malem rzedu tylko drugiego; w przy-
padkn drugim za$ staje sie ona drazkiem nieskohczenie cienkim, a p
staje signieskonczenie malem rzedu tylko pierwszego.

§ 6.

Powréémy wreszcele do wzorow (1711 (19) i zalézmy w nich, ze funk
eya yw(m) jest zerem dla wszystkich wartosei m, zawartych miedzy 01ico
7 wyjatkiem tylko jednej: m==1m,, dla ktorej w(m,)dm=1. Wtedy bedzie-
my mieli:

(3D) m o= Ny
oraz

1D e #dedydz

3

(321 D=

Ve
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A jedli przyjmiemy nadto, ze swoboda ruchu nie zalezy od kierunku, 1. j. ze
(33) y==f8 = a,
bedzie dalej, na moey réwnan (27) i (28):

e W & oy dy dz

aSVﬂ-J

(34) P =

Jest to wiademe prawo Maxwella rozdzialn predkosci. Wymaga
ono, proez zasadniezego (§ 1), dwdch jeszeze warnnkéw: 1) pewnosci
[wvm,)dm=1, ze uktad punktéw materyalnych o réwnych sobie masach n:oze
by¢ modelem pewnego ciata fizycznego: 2) niezaleznosci swobody ruchu od
kierunku.

Warunek 1) wyraza hypoteze zupelnie dowolng; nie mamy howiem
zgola pewnosei, Ze istnieje choé jedno takie cialo fizyezne, ktoregoby mode-
lem mégt by¢ uktad punktéw materyalnych o riwnych sobie masach. Wa-
runek 2) wyraza znowu, ze clalo jest tylko izotropowem, a nie anizotropc-
wem, jak to ogélnie byé powinno. Dla tych powodéw prawo Mazwella
jest niescisle i nieogéline.

Warszawa, w sierpuiu 1868 r.

0 prawie zachowania energii i wirosin entropii

PODAL
Wil GOSTEWSKI.

Clausius wypowiedzial zasade, ze energia swiata zachowuje war-
todd staly, a entropia $wiata dazy do maximum, weigz rosuge.

Przeciwko powyzszemu pogladowi moznaby jednak podniesé ten za-
rzut, Ze powieniona zusada ustanowiona zostala na drodze dodwiadezalnej,
a nie rozumowej, t. j. Ze byla stwierdzony zaledwie na ukladach odosobnio-
nych szezegdlnyceh, podezas gdy §wiat caty, choéby nawet juko nktad odoso-
bniony, jest przeciez wzgledem kazdego do-tepnego doswiadezenin ukladem
nieskonczenie ogdlniejszym.

W pracy niniejszej zamierzamy okazaé, ze zasada. wypowiedziana
przez Clausiuxa, lezy w samej istocie naszego mnyslu, jak oraz i zasada
przycezynowosci.

§ 1L

W badaniu fizyko-matematycznem ziawisk przyrody usilujemy. zwy-
kle sprowadzié kazde zadanie przyrodnicze 4o rozwazania pewnego ukladn
niezaleznych miedzy sobg parametréw zmiennych, w pelnem zaufaniu, ze
pomieniony uklad wyobraza model odnosnej dziedziny zjawisk. Gdy jednak
ukiad parametréw niezaleznych zmiennych ma wyobrazaé model caiego §wiata,
wdéwezas pelne zaufanie powinno ustapi¢ miejsce prawdopoedobienstwu, t. j.
powinnismy zastrzedz wyraznie, ze uklad taki wyobraza model $wiata tylko
prawdopodobnie.
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