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Gdy zalozymy, Ze funkcya calkowita wymierna lub przestepna y (u)
posiada whasnosé

(1) y(u420) — y(u) =

edzie 2w jest ilodeig stalg skoficzong 1 rozng od zera, a ¢ jest rowniez state,
rézne od zera ipozostaje to samo na kazdem dowolnem miejscu , to
z toj wlasnosei wynika

(2) y (- 20) —p tu) =0,
s ooy @y (u)
7 okreleniem y' (u) =—r

Pochodna y'i#) jest wiee funkcvq pel_yodyczna ¥ peryodzie 2w, a Ze

musi bydé réwniez catkowita, przeto jej postad jest:

wmi

(3) P = G \e %
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gdzie prawa strona jest funkeyy wymierny calkowity, albu szeregiem bez-

Hmi
ustannie zbieznym argumentu e @ .
Z (3) wynika, Ze i sama funkeya y (1) wyrazié sie musi funkeya calko-

uei
wita wymierng, lub przestepng argumentn ¢ @ 1), Stad odrazu wnosimy,
ze fuukeya y(w), z wyjatkiem jeduego bardzo prostego wypadkn, o kti-
rym raraz begdzie mowa, nie moze posiadaé wlasnosei (1), bo musialaby byé
zarazem peryodyczng o pexyndne 2w, a to sie sprzeciwia zalozenin ¢-=0.
Lecz potozmy p'(u) =c¢'; taka funkcya posiada widocrnie wiasnogé
(2), a jej funkeyg pierwotng }'est

y(w) = ¢'u -+ ¢"

I’udhx.g (1) ma tu byé:
u’(u—%—" )= = e 20 = ¢

Potozmyz ¢’ = ¢/ 2w, to mamy p(u) = )—CJ) u—+¢" idostajemy takie

twierdzenie:
A, Ze wszystkich funkcyj calkowityeh {wymiernych
i przestgpnych), posiada tylko funkeya 3’5 e, z dowolna

statg ¢, wlasnodé: yu + 20) —y(u)=c

IL.

Funkeya o(w), dajaea podstawe Weierstrassowej teoryl funkeyi
eliptycznych ma ksztalt:

®

" w1 we
, — 5 =
(1) glw) = u.IT' 1__) g 2w
w
”’t‘ ﬁl:{l"
N Poloimy e @ ==z, iy () =X dne » = X dmz, to stad dostajemy
maiu
w e o [ - Am
- . e = .
(L Am e e

Jezeli szereg X Awzm jest bezustanmie zbieinym, to tembardziej' szereg
‘ s 2 . . e .
) 3""}1-’"’ jest takim szeregiem, co stwierdza prawdziwoi¢ wriosku, wypowiedziznego

w tekdeie,
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jest iloczynem bezustannie, bezwzglednie 1 jednostajnie zbieznym, daje sig
rozwinaé na szereg bezustannie zbiezny, jest funkeyy nieparzystg argumentu
u i posiada miejsca zerowe

w = 2v w; + 27305,

> " z . .
w ktorych », % py=0.£1,+2 ... ; 20, 2w, za$ majg by¢ parg pler-

wotnych peryodéw tworzaeych sie funkeyj eliptycznych. [ Kreska nad I
wskazuje, e w iloczynie nie zawiera sie czynnik, w ktérym w= 0.]
Zanwaznmy iloczyn

L, AW
sin? ——
\ =) 2
(&) s(u) = sin :;m olr— — 22
201 =t sint A%

Posiada on widocznie wszystkie tezsame miejsca zerowe, o funkoya
o(u), 7z tem samem powtérzeniem = 1, a da sie latwo dowiedé, Ze mozna go
rozwingé na szereg bezustannie zhiezny argumentu w.

Dowéd. Iloczyn (2) bedzie dla wszystkich skoficzonych wartodei

zhieznym (bezwzglednie), gdy sig okaze Ze szereg

o
®) 3 1
., V0
o sz 222

oy

jest bezwzglednie zbiezny. Polézmyz .

5T Oy .
0 =a + bi,
Wy .

gdzie | b | koniecznie jest > 0, to mamy :

i 3 ety @ +b)i . gmm(atbi)i
sin (a+b2) vy = 5 ’

21

ev,ai . g—v;b — g e+v,b
2 :
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Stad dostajemy:

: . 1
sin (a + bi) vy | > 5 grai | g=mb | g—wai| ghvd
= -‘13— enbs — ptrd
- |
= _1_ "’_ab + vl PR |
R VI TR R L

Lecz, poniewaz

V.

b xx i
a! _{_Zs?:;_+_.._t>]b'1.vs,

i
tak przy dodatniem, jak i ujemnem &, wiec

| sin? vy (@ 00)|>>] 01 22,
a stad dostajemy :

°° ) PRI~
2 Sty @ T 0 |~ [UF E e
= =1

Z tego widzimy, ze szereg (3) jest bezwzglednie zbiezny, a wiee i ilo-
czyn (2) jest w ten sam sposéb zbiezny dla wszystkich wartoseiwidasig

rozwinaé wediug poteg rosngeych dodatnich argumentu ( sin %u'—) (por. Tan-
0

nery i Molk ,,Eléments de la théorie des fonctions elliptiques® T. I, str.
182). Lecz takie rozwiniecie bedzie zarazem jednostajnie zbieznem dla
wuzelkich skoficzonyeh wartosei w, a stad wynika, ze s(u) mozna przed-
stawié bezustannie zbieznym szeregiem samego juz u, co byfo do okaz.

Funkeye o(w), s(u) sa wige funkeyami catkowitemi (przestepnemi)
o tych samych miejscach zerowych. Ich iloraz musi przeto byé postaci:

= C.e#™ 1),

gdzie g(u) jest funkeys calkowita, ktorg doplero trzeba wyznaczyé tak, aby

% o(u) = C.e7® s(u).

) Weierstrass. Abhandlungen aus der Functionenlehre.
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Rozwijajac tu lewg i prawa strong wedlug w, destaniemy poréwnywa
jac spolezynniki przy w:

2
(3 0= 2P

T

aby wyznaezy¢ funkeye g(u), ktora bez wolnego wyrazu zatozyé
mozemy. zauwazmy naprzod, ze stosujac wzor z trygonometryi

sin? f — sin?a = sin (f -+ a) . sin (§ - ai,

mozemy (4), uwzgledniajac juz znaleziong wartosé (5), w ten sposob napisaé:

. 7T . T
5 e N (2vy005— 111510 5 (293005 — 1)
) 2wy . 2w, 20,
o (1) = ——= sin 5— e II &
a (1) = . V3T
= »= sin? —2——%
w,

Ta forma daje taka pochodng logarytmowg:

‘ a'() Jd 7 il o
( Clu) = = — (U) = — COig — (U
\ L= o = (0 = 5 cotg 50+ 4w
(ﬂ.) § za
LN (Zvyoy 1) (2,005 — W) ]
coty ——t——e— — g0ty - e
’ + 20, s [ # 2, 2wy,
==l

Zmieimy tu u na w20, i uwzgledaijmy. ze (w— 2e0,) =L (10)+29,,
gdzie y=C_(w,) [por. Sehwarz ,Formeln und Lehrsitze ... % sti- 9} to
mieé bedziemy:

C(u) -+ 2, = % cotg —;%% + g'(u-+ 20;)
X 2

() =
7 Cwoy+u)w (2vg0, — W) J
+ Qa),}i [ cotg 2w, cotg 20, '

Odejmujge (a) od (b), dostajemy :
29, = g'(u + 20,) — ¢'(10).
Wedlug twierdzenia A nstgpu L. musi wige byé:

g'(u) = :T; w e,
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a stad mamy :

) = L w + " u "
2w, o

Leez g(w) prayjeliémy bez wolnego wyrazu; wskutek tego trzeba polo-
7y6 ¢ = 0. Leczic¢" musi byé = 0, bo inaczej funkeya o(u) nie bylaby
parzystg. Stgd wynika, ze

—mw
(6) g(w) = 7

a przez to forma (4) funkeyi o(u) jest juz zupelnie wykonezona.

.

IIL

Kazdg funkeye eliptyezna ¢(w) [jednoznaczng, o peryodash 2w, 2w,
bez miejsc istotnie osobliwych w skofezonosei], wyrazit Weierstrass
WzOrem :

6 (1—ay) 6(u—ay) .. ... o{u—a,)

M plu) = o(t—0by) o(u—by) ... .. o (16— by)

. ev®) H

g, 8y, .. %, G, 3 tu miejscami zerowemi, a by, b,, . .. s miejscami nie-
skoticzonogeiowemi funkeyi ¢(u). Funkeya (i) ma byé calkowity (wy-
mierng lub przestgpng) argumentu .

Zmienmy w (1) « na w420, , to z uwagi, ze:

o(u—a, + 2w) = — o(u—a) etnltel  g=ini
1

i ze analogicznie wyrazg sig o (t—Dby -+ 2w,), .-+ .« [Schwarz L ¢ str. 9]
mieé bedziemy :

@ (- 2oy) = (w) [ (—1)— . nr) ke
(2) > g—m (Za—2b) | ew(u-f-md—-w(u)]

Aby funkeya @(w) byla peryodyezng i posiadala peryod 2w,, musi
wostatnim zwigzku caly czynnik wykladniezy, po @(u) nastepujgey, byé=-1,
aby potrzebne do tego warnuki znalesé, zauwazmy, ze z réwnania (2)mamy;
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log ¢ (4 + 2wy) — log 9 (u)
= log(— L)y~ ¥ 2, (r—3) (w+w;) — 20, ( Zu—I2b)Fw (u-20,) — ()

Stad przez rézniczkowanie dostajemy:

FutRo) S0 5 o b ko) — v
(3) q;(u,—;—-‘z-(ul) - 9}(“) == -—7]|(’) 5)+1'u(u+ (D]) w(u)‘

Leez fankeya g /() / ¢(x) musi byé réwniez peryodyczng i ma posiadaé,
jak gu), peryody 2w, 20;. Z tego wynika, ze prawa strona w(3) musi
byé zerem. Mamy wige

p' (Tt 2w) — @)= — 2y (r—3).

Pochodna w(u) jest oczywiseie rowniez funkeya catkowita, tak jak
jej pierwotna funkeya w(w). Zastosujmyz tu znown twierdzepie A uste-
pu 1., to polozymy :

(a) ) =— o r—sutd

Lecz analogicznie, prowadzac powyisze rozumowania na podstawie

drugiego peryodu 2w;, dostaniemy:

1)) w!(u) = — 177*; (r—s u + ¢",
a poniewaz %1— =+ ’—(i)*;—, bo pw; o, = —ZZZL.‘ wiee z form (a), (B)
wnosimy, ze r==s, ¢'=¢," i p'(u) =¢, a stad wynika:
w () = d'u 4 "
Po uwzglednieniu tego w (1), dostajemy:

clu—ay) . ...

o(u—a,) oo
ot —by) . ...

cu—>b,) !

pw = C.

réwnanie (2) ma teraz postaé
@ ut2w,) = @) . e In(Fe—I)+ " 2o,

Analogicznie mie¢ bedziemy :

icm®
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@ U+ 2m,) == qu{ut) . @I ITem TN 2o
4 wskutek peryodéw 2w,, 20, fankeyi gp(u} musi byé:
20, ¢" — 2 (Za — Xb) = 2my 7
204 " — 2y (B — Zb) = 2myai,
gdzie my , my sg catkowite. Z tyeh réwnan otrzymamy:
¢ = Zmgy — 2myy, =

(Za— Zb)y = 2m,0, - 2wy = 26,

no
=

a funkeye @(u) mamy juz w zupelnosel wyznaczong.

Gdy niektére z miejsc @, Ggy - « « 5 @r, by, Do, . . ., b, zastapimy
miejscami réwnowaznemi, lezacemi juz po za obranym riwnoleglobokiem
peryodéw, to stosownym doborem tych nowych/miejse mozna, gdy te nowe
miejsca wraz z miejscami niezmienionewmi nazwiemy: a;', #g’, ..« @', b/, by’ ..
U ,, uzyskaé zwiazek o' = Ib. Wtedy

slu—a) ... .. o(u—a,)
otu—b) .. ... o(u—b,) '

¢ (u) =0

gdzie C jest ilosciy stala.

W ustepach II, ITT stosowatem twierdzenie A, dowiedzione W uste-
pie I, a zdaje mi sig, ze przez to uzyskalem pewne skrécenia i nproszezenia
w oznaczeniu potrzebnych czynnikéw wykltadniezych.

We Lwowie, w Pazdzierniku (898 r.
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