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pomyst mial w naszej epoce dwu wielkich przedstawicieli Weierstrassa
i Kroneckera. Cay ten kierunek ku zalgebraizowanin, — powiemy wig-
cej — ku zarytmetyzowaniu analizy moze osiggngé rezultaty naukowe

W zupelnej niezaleznosei od kierunkn drugiego — nazwijmy go intuicyj-.

nym — jest to pytanie, ktirem nie mozemy zajaé sig obecnie #1). Zdaje
sig wszakze, ze wspéldziatanie obu kierunkéw Jjest poteznym czynnikiem
postepu umiefetnosel. ,Teorya funkeyj analitycznych* Lagrange’a dzia-
fala tak wjednym jak drugim kierunku, pobudzajge umysty tworcze, stoso-
wonie do ich indywidualnodei, do rozszerzenia i doskonalenia zozonych
w tem dziele pomystow .

#) Porown. Klein ,Ueber Arihmetitierung der Mathematik®
kg./1. Ges. der Wiss. in Gottingen 1895, 5. 82—91). Por. tez cytowang prace P oin ¢ a-
ré'go oraz artykut Pringsheima sLrrationalzahlen und Convergenz unendlicher
Prozesse w Encyklopedyi nauk matematyezuyeh. Tom I, zesz. I, str. 64.
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C. Metodyka. symhbolika i procesy niezmiennicze.

b) Procesy niezmiennicze niesymboliczne.

Rozpatrzymy najwazniejsze procesy rézniczkowe, stosowane do utwo-

‘16w niezmienniczych w celu otrzymania z nich ubworéw nowyeh. Przypadek

szezegblnie wazny, w ktérym przy stosowanin takiego dziatania wynika
warto$é zero, oméwimy nizej w rozdziale o rownaniach r(‘)zniczkowych;‘w od-
powiednich tez rozdziatach rozpatrzymy dzialania r(’)iniczl‘(owe g ,recy-
prokantach* i, péiniezmiennikach. Procesy te same przez sig, a przynajmoiej
w pewnej modyfikacyil), majg wlasno$é niezmienniczg, t. j. otrzy-
mujemy ten sam rezultat, gdy wykonamy najprzéd proces, a nastepnie
przeksztalcenie liniowe, lub tez odwrotnie. .

Zgodnie z rozwojem historycznym nalezy procesy te podzieli¢ na f)dno-
szace sig: do zmiennych, do spétezynnikéw form pierwomych,. wreszcie do
sp6tezynnikow podstawien. Zresztg te trzy rodzaje wielkofel mozna roz-
wazaé wspolnie jako spotezyoniki form lniowych.

#) Patrz ,, Prace matematyezno-fizyczne® tom VI, str. 17—68; tom VIII, str. 139—171;
tom IX, str. 222142,

Prace mat.-fiz, t.X. 13
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Zakres pracy niniejszej nie pozwala nam zajaé sig glebszem zbadaniem
znaczenia abstrakeyjnego oraz pokrewienstwa wewnetrznego oddzielnych
dziatan, i dla tego w tym wzgledzie odsylamy czytelnika do ,Metod*
Study'ego i do I-ej czedci tomu IT dziela Gordan a.

a. Proces Aronholda .

Pod tg nazwe podeiggamy wszystkie procesy postaci

'DP’l = qu ?j?,— 9

gdzie p;, ¢; sa dwoma spélpodstawieniowemi szeregami wielkosei, t. j. szere-
gami, poddanemi tym samym podstawieniom.

Rozwazmy najprzdd przypadek, w ktérym p i ¢ sg zwyczajnemi (pun-
- ktowemi) zmiennemi i uzywang jest pospoliciej nazwa procesn biegu-
nowego.

W geometryi rzutowej proces biegunowy wystapil do$¢ wezesnie i na-
stgpnie z biegiem czasu stat sig jej podstaws ¥); w teoryi form, przeciwnie,
dopiero w ostatnich czasach udalo sig procesowi temu nadaé roleg kierowni-
czg W tem znaczeniu, ze wszystkie stosowane tu dzialania rémiczkowe uie-
tylko do tego procesu biegunowego sig sprowadzaja, lecz zarazem daja sie
one przezen wyrazié algebraieznie za pomoeg wzoréw wyraznyeh.

Rozpatrzmy najprzéd tak zwane | rozwiniecia szeregowe® 4), stuzgee do
sprowadzania form o wigksze] liczbie spélpodstawieniowych szeregdw zmien-
nych do form o mniejszej liczbie szeregéw. Pojedyhcze wyrazy takich roz-
winieé sg iloczynami spéltzmiennikéw ,tozsamosciowyeh (t. j. zaleinych
jedynie od zmiennyeh) przez biegunowe owych form prostszych. -

Dila form dwéjkowych przeprowadzili podobne redukeye Gordaw
i Clebsch ®; Clebsch i Capelli ¢ nogélnili to zagadnienie w dwu
réznych kierunkach, Capelli’emn ) ateli nalezy sie zasinga postawienia
procesu biegunowego w punkeie srodkowym calej teoryi form. Stato sig to ,
Jjuz w traktowaniu zagadnienia zasadniczego o wyznaczeniu liczby wszystkich
spélzmiennikow linjowo-niezaleznyeh (ukladu form pierwotnych) danych sto-
poi irzeddiw. W pizniejszych pracach 8) wychodzi Capelli ogélnie z n
szeregdw o » zmiennych jednovodnyeb (ay, %, ..., %), (Uy Yo+« v ),
(Giy By v o5 20), e e 1 szuka praw, laezgeyeh N==n? dzialan , elementar-
nyeh* D, Day, Das, ..oy Dy, Dy Dy - . L. !

Przedewszystkiem mamy tu znane prawo (podane przez Clebscha)
wedlug ktérego ,wyrazenie klamrowes Dy Dy — Dim Dis jest zawsze prosty
formg liniowa wielkosei D.. W szezegllnosel, pray czterach réznych skazni-
kach, Dy i Dy, sa wzajem przemienne, a takie Dy i Dy, Diw i D4y ®) Jezeli N
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proceséw D w jakimkolwiek porzadku oznaczymy przez D,. Ds, ..., Dy,
to bedziemy mieli twierdzenie zasadnicze: ,Kazda forma F wielkosei D
(uwarunkowana nietylko swym sktadem algebraicznym, ale i szeregism ezyn-
nikéw operacyjnych D w kazdym wyraziej daje sie przedstawié pod postacia

F = X0D¢D%, ....  Di.

Polega to na tem, %e réznica dwich iloczynow, utworzonych z tych samych
2 czynnikow D, wzietyeh w réznym porzgdku, jest funkeys liniows iloczy-
néw, ztozonych z 2—1 czynnikéw D+ Nastepnie zwraca sig autor do ogdl-
nego zagadnienia o wyznaczenin najogdilniejszem dzialania F, prze-
miennego z kazdem innem dziataniem tego samego gatunku, a wiec w szcze-
golnodei i z kazdem dzialaniem elementarnem. Rozwiszanie tego zaga-
dnienia lezy w tem, ze F jest fonkcys symetrycznag m szeregéw
iloScei zmiennyeh, dajaes sie przedstawié jako forma dowolna pewnyeh naj-
prostszych, liniowo niezaleznych dziatan, ktére sa przemienne. Np. wprzy-
padku n=2 takiemi dziatanjami sa:

Dpr+ Dy, Dy Dyw+ Dyo— Dy Dy

Na tej podstawie wyjasnia Capelli, wjaki sposéb inne procesy
niezmiennicze sprowadzajg sig do dzialan D. Do§é rozwigzaé to zadanie
dla przypadku dziatania Ca yley'owskiego Q %), na ktérem polegaja wszy-
stkie procesy nasunieé. Symbolieznie proces Q przedstawia sie tak:

2 8 |
oy T T T T T dmy
) 2 2 i 2 2 ]
- oy, AN Z*“?x, T
> 2
S l
. . . . . . . 2 2
gdzie nastegpnie po stronie prawej nalezy kazdy wyraz T e

n

zastapié n-tg pochodng —————
astgpién-ta p G 02 Yy OO )
Dzialanie 2 jest przemienne z kazdem dzialaniem elementarnem J,,,

poki p i ¢ sa réznemi; iloczyn zag
AR Q= (g ... P (h>0)

posiada wlasnosé prostszg, mianowicie przemienno$é z kazdem dzialaniem
D,, dla réwnych i réznych skaznikow piq.
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Szukany zwigzek pomigdzy dzialaniem 2 i proce-
samibiegunowemiprzedstawia piekny wzoér

Divy Dayy + « o o« 5 D i
01— Dyey 14Dy« v o . 3 Dy
s
gdzie Dy Doy o oo, =14-Dyp
O
y Yis 2+ o« o o 4 Un

-
|
-
I L N

Wyzej wspomuiane dzialanie F mozna zlozyé w sposib przejrzysty
z proceséw typu A L.

Wspomnijmy jeszeze, ze z N—n* dzialan elementarnych mozna wybraé
uklad takich n-+1 dzialan, aby wszystkie inne dzialania daly sie przez nie
wyrazié catkowicie i wymiernie.

Nie wchodzimy w blizszy rozbidr badain Capelli'ego nad niezale-
znodeig liniowg niektérych z pomiedzy omawianych tu proceséw (np. nie
moze nigdy zachodzi¢ zwigzek liniowy pomiedzy potegami jeduego i tego
samego dziatania D).

Proces biegunowy odgrywa role zasadnicza w innym kieranka w sym-
bolice Gordana ). Dla prostoty ograniczymy sie na rozwazaniu przy-
padku typewego formy dwdjkowej o jednym szeregu zmiennych ;. .
Forma f, ktéra niechaj bedzie rzedn m-4-n, moze byé uwazana za iloczyn
dwoch czynnikow symbolicznyeh af, b). Biegunowa k-ta f, szeregu
(1)=1#,,Ys, odpowiednio f, tylko czynnikiem liczbowym rézni si¢ od spoi-
czynnika przy ¥ w rozwinigein dwumianowem (a4-im, )™ (b.—-AD, ), Jjest
wiee sumg k1, wyrazdw* e, G, gdzie r, jest liczba wymierng, @, zaé
powstaje z az Uy, gdy o dowolnych czynnikéw «, oraz (k—g) czynnikéw b, za-
stgpimy odpowiednio pizez a,, b,. Mamy wtedy wazne twierdzenie ¥3):
Nietylkoréznicadwoch wyrazow, ale i réznica mig-
dzybiegunowg ajednym zjej wyrazéw posiada za w-
sze czyunik (ab,—a,b) (2,y,— x,3,). Stosujac pewnaliczbe razy to twier-
dzenie, zaraZem W jego uogdlnieniu do liezby czynnikéw wigkszej od 2,
dochodzimy do zasadniczego reznltatu ¥*): ,ze kazdy wyraz biegu-
nowej. a wiec i kazdy iloezyn symboliczny o dwdeh szeregach
zmiennych (%), () daje sigrozwingé na sume bieguno-
wyeh, postepujgcg wedlugpotegilo§ci (wy,—aatn)
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Twierdzenie to stosuje sie do form o wigkszej liczbie, szeregéw zmien-
nyeh dwéjkowyeh, do dziedziny tréjkowej i t. d.

Przechodzimy do procesn Aronholda, stosowanego do kolumn
spotezynnikow (#), (q:), (), . . . przeksztaicenia liniowego (punktowego}, t.J.
do dzialania, bedgcego w najslejszszym zwigzku z dziataniami biegunowemi.
W samej rzeczy juzu Aronholda znajdujemy twierdzenie ogélne, ze
spotezynniki rozwinietej formy pierwotnej przeksztalconej w nowych zmien-
nych sg biegunami formy pierwotnej, napisanemi tylko weding ,kolumn pod-
stawien® iloei (p), (), (1) :

Wazny stad wynik znajdujemy u Grama '), mianowicie: dla nie-
zmiennika jednorodnego J (szeregu form pierwotnyeh o n zmiennych) ofrzy-
mujemy n(n—1) réwnai rozniczkowych charakterystyeznych'®), gdy piszemy
e#o w spotezynnikach przeksztaleonych, przez co J przechodzi na J; , re-
zultat zad dziatai biegunoewyeh D,,, wykonauych na J; (p nieréwne ¢),
uczynimy réwnym zeru. Dla form dwéjkowych pokazal Bruno %) wjaki
sposéb przez bezposrednie przeksztaicenie zwyktych réwnan rézniczkowych
dla niezmiennikéw dochodzimy do postaci powyzszej.

Przechodzimy nakoniec do tej modyfikacyl procesu Aronholdo-

o © . C e . e s
wego D=2 T gdzie a;, b; sg odpowiedniemi spélezynnikami dwéch

form fu, @n. Juz doéé wezesnie %) postugiwano sie tem dzialaniem w celu
rozeiggniecia pojecia i tworzenia niezmiennika J formy pierwotnej f» Dna
wigkszg liczbg form fy. @. i t. 4. WV zastosowanin do form liniowych sinzy
ono u Clebscha 19 jako fundament symboliki, gdyz wskazuje Dbezpo-
srednio, w jaki sposéb niezmiennik (formy pierwotnej).stopnia » mozna na-
pisaé jako niezmiennik jednoczesny % form pierwotnych liniowyeh. Dopdki
spotezynniki b sa zupetnie niezalezue od spélezynnikéw a, latwo wielokrotnie
wykonaé proces Ly, J==207; potrzeba do tego tylko prostej ,,iteracyi, t. j. D*/
powstaje W ten sposéb z DJ, wjaki DJ powstajez Jit.d. Lecz nie
ma tomiejsca®), gdyilodei & zalezg w pewien sposdb
(spolzmienniczo) o d ilo§ci a; whedy, jak to pokazal Gordan, nalezy
uciec sig do wzoréw zwrotnych, albo tez, co teoretycznie jest wlasciwszem,
zastosowaé pewne rozwinigcia szeregowe.

Proces Aronholdowy shuzy u Gordana i do uzasadnienia
kombinantéw* 1), J staje sie kombinantem form 7, @, jezeli DJ znika toz-
samodeiowo lub odwrotnie. Fatwo to ngélnié dla przypadku wigkszej liczby
torm. Przypadek, w ktérym zachodzl zaleznosé pomigdzy formami pierwo-
tnemi f, @, ..., nie jest dotad jeszcze ogdlnie zbadany. Zbadano tylko
wazny dla geometryi przypadek szczegolny w dziedzinie dwéjkowej i tréj-
kowej, mianowicie przypadek formy pierwotnej f i takiego spolzmiennika ¢;
se Df=p, Dp=Mf, gdzie M jest czynuikiem stalym (niezmienniczym) 22).


GUEST


Ty FR. MEYEL.

Specyaluy przypadek procesu Aronbhnldowego. ,proces ewek-
tantowy * posyskal znaczenie dla budowy ukladéw niezmienniczych. Otrzy-
wujemy . plerwszy* ewektant formy ¢, jezeli przyjmiemy, ze forma f jest
realus potega u-g formy linlowej, gdy ¢ W najwigkszej liczbie przypadkow
przedstawia niezmiennik J stopnia u-go (formy pierwotnej F'). Symbolicznie
wykonywamy to w ten sposéb, Ze kolejno kazdy z u szeregéw symbolow nie-
zmiennika J zastepujemy szeregiem zmiennych x, a potem bierzemy sume
wszystkich wyrazdéw %), :

Gordan *) zastosowal to do rdwnan rézniczkowych  nieziniennika
dwdjkowego J; zastusowanie to padaje bezposrednio niezmiennikowi zna
czenie dla teoryi form. Mianowicie réwnania mozna tak przeksztalcic, ze wy-
razajy nastepujace twierdzenie: , Nasunigeis (n—1)-¢ formy pierwotnej na
plerwszy ewektant niezmiennika J znika tozsamosciowo; n-te za$ przesunig-
cie vdtwarza niezmiennik (bez uwagi na czynnik liczbowy).

Odwrotnie, na podstawie tego twierdzenia mozna réwnania rézniezko-
we bezposrednio napisaé.

p- Proces nasunigcia i proces Q.

Na procesie nasunigeia polega w zasadzie praktyezne upostaciowanie
dzisiejsze] teoryi form. Ogéinie nasunigcie okreslié mozna jako utwory jedno-
czesno-niezmiennicze dwdch lab wiecej form plerwotnych o dowelnych szere-
gach zmiennych, liniowych wzgledem pojedyfczyrh szeregéw spotezynnikiow.

Przedstawienie ponizsze dla wyrazistosci ograniczamy do przypadkéw

prostych.
' Niechaj bedg dwie formy F,(x) i ®,(x) dualistycznie przeciwstawne;
utwirzmy %-te biegunowe form Fi & wzgledem nowych szeregéw zmien-
nych (y) i ()} i wyobrazmy je sobie rozwiniete wedlug poteg i iloczyniw
itodci zmiennych. , Nasuniecie k-te formy F na @ otrzymamy, jezeli dwa
odpowiadajace spétezynniki rozwinieé pomnozymy przez siebie i przez wia-
Seiwy spolezynnik wielomianowy *), a nastepnie utworzymy sume tyeh
iloezynéw*. Symbolika pozwala w sposéb bardzo tresciwy przedstawié to
postepowanie. Jezell Fy(x)=a*, P.{u)=1 sa formy dane, a wigc w-rak
w~F ¢k ich I-te biegunowe, to i-te nasunigcie formy Fna & ma wyrazenie
nastepujace:

(F, & = arF 2~ (aaf .
Mozna to wyrazenie otrzymaé symbolicznie w ten sposéb, ze w iloczynie

FP=ayu;, zastgpujemy kolejuo I razy po sobie parg czynnikéw a,u, przez
»Wyrazenie klamrowe (#a), co daje sig wyrazié wedlug G or dana *%) tak:

@
icm .
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,Nasunigcie k-te dwdch form
Fa) =a.,*, Du)=1u,"

powstaje przez k-krotne faldowanie iloczynu F&*.

Dla pewnych badan dobrze jest uogolnié w mowie bedgce nasunigeie.
Aby rzecz te wyjasnié¢ dla dziedziny np. tréjkowej, wezmy trzy formy ze-
zmiennemi spotpodstawienionemi (), (y), (3):

Fu= ", Gy=0bp, Hy= ¢

do iloczynu FGH zastosujmy k razy proces ,faldowania®, zastqp_ujgc za ka.z—
dym razem iloczyn a.b,c. ,czynnikiem klamrowym® (abe); wynik dzialania

(F, G, HY = (abey as™* Wt

nazywa sig takze J-tem nasunieciem* trzech form., W rzeczy .samej 13‘1'zt?z
odpowiednig specyalizacyg moina stgd powréeid flo pom-zedmego pojecia
(F, §)¥. Niechaj najprzdd rzedy piqbedg réwnemi oba » 1 po’ddat]my szereg
symboléw b, ¢ warunkom, aby iloczyn by c. byt funkcy:a} zngkdzmienna, t. j
aby polgezenia ilosci b, ¢, prcz (bicx — bre)=a, znikaly. Wtedy Y & Wy~
stepujg tylko w analogicznych polaczeniach (¥i2x — Y z,‘)?:u,-, iloczyn
b, ¢. przechodzi na forme liniowy ua (a Wige e nawy), czynuik klamrowy
(abc) na (aa) inakoniec (F, G, H) na (F, D).

Przedstawione depiero co nogdlnienie wykazuje fatwo nam éci:ﬂ@ za~
lezno$é pomiedzy procesem nasunigeia i progcesem Q. Dla dziedziny np
tréjkowej proces £ ma postac:

23 FE 38 24
Q= 22, Yy 024 iy, g 024 0y 3y, 02y 3y 0y, 02,
o 2

T Tar, Qs 97 dm, Oy, 0z5

Wykonanié procesu £ na iloczynie (symboliczaym lub realnym al bg ¢ daje
odrazn np. ¢.ar~ 0P, A k-krotne jego stosowanie:

n! ! q! et b rk o
('nik)!’(pzk)!’(q—k)!(a’bc)”"# ot i,

stad twierdzenie zasadnicze *7):
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sProces Q, stosowany do ilvczynu u;b;:,f. L, jest—
jezell pominiemy czynnik liczbowy — réwno wazuy
zprocesem faldowania; k-krotna zag iteracya procesu
Qjest w ten sam sposob rownowazue zk-tem nasu-
nigeciemr ‘

Tak wige zwigzek miedzy nasunieciem i procesem biegunowym jest
ustalony.

Do procesu nasunigcia mozna, wedlug Gordana *) nawigzaé analo-
giczne rozwiniecie jak do procesn biegunowego; zasadg kierowniczg jest
znowu wykonanie nasunigcia na dwéch iloczynach czynnikéw symbolicznych;
rezultat uklade sig przez to sam jako suma wyrazéw. Rézuica dwoch
Wyrazow oraz roznica pomiedzy nasunigeiem a jedoym z jej wyrazow jest
podzielna przez pewne czymiki klamrowe. Stad nastepnie wyprowadza sie
twierdzenie. Ze ,kazdy Wyraznasunigcia daje sie przed-
stawicéjako sumavasnu nigé* i takze, ze wkazdy iloezyn
symboliczny daje sie przedstawié jako suma nasunieé
prostych (& j.zawierajgcych tylkopodwasymbole).

Wybornym przykladem nasunigl sg: wyznacznik funkeyj ny 2)
n form (z m jednorodnemi zmienuemi) i jako szezegblny jego przypadek
Wwyznacznik Hessego %), gdy te m form stanowiy caly uklad pierwszych
pochodnycl jednej i tej samej formy.

0 podciagnieciu nasunigeia pod pojecie ,pol aczenia“ dwoch wiel-
kosei, jak to uezynil Stro b, a zwlaszeza o spozytkowaniu prawa lgczno-
sSciowosci dla teoryi syzygij (w dziedzinie dwojkowej) wspominalismy juz
poprzednio. Méwilismy takze o zasadniezej wlasnosei procesu 9, badanego
przez Gordana, Mertensa i Hilberta, weding ktorej przez odpowie-
dnie wielokrotne tegoz powtarzanie z dowolnej formy jednorodnej i izoba~
rycznej przeksztatconych spétezynnikow otrzymujemy niezmiennik formy
Pierwotnej.

Badanie znaczenia, jakie ma znikanie nasunigeia, stato sie Zridtem teo-
ryi apolarnoéei, ktira znow Jest najscislej zwigzana zteoryg kombinantow 1),
W innym znéw kierunku znikanie tegu nasunigeia (dwojkowego) nabralo
niedawno znaezenia dla teoryl réwnai rozniczkowyeh liniowyeh. Réwnanie
(/,9V¥=0 przy oznaczonem stale @ przedstawia réwnanie rézniczkowe
liniowe (o czynnikach, ktére sg funkcyami catkowitemi, wymiernemi; dla
formy f{z,, ). Alei odwrotnie jestrzeczg mozliwgstroneg
lewg kazdego danegoréwnania rézniczkowego linio-
wegarzedulkzjedns zmienng niezalezng o spélczyn-
nikach wymiernyeh przeksztalcié za pomocg ujedno-
rodnienia na agr egatpewnej liczby nasunieé funkeyi f
zszeregiem funkceyj ¢, ¢, " ¢

. : - =) '1
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Daje sig to, jak to niedawno pokazal Waelsch *?), okazaé w spo<oh
pastepujgey: W danem réwnaniu rizniczkowem

P‘lj(’” __}_ Q_Z/”""l’ + L. . =0
- j vierdzeni o o funkeyach jednoro-
pyzmy &= —; stosnjac twierdzenie Eulera o 3 j
polozmy 2= o stosnjac
dnych, nadajemy rawnaniu postad: )

r=k
]
4

r=u

aF N
—l =,
dxr dut—r

& ij i ¥ ezell przyjmiemy
gizie ilosci A sg formami jednego i tego samego 145@(111 7. Jez;:h pr Ijtja‘e Si§e
symbolicznie niewiadomg . jako forme a* {mz=n), to slrm.m .ewa‘ ls 1 sie
najogolniejszg forma dwoch szeregiw spolpndstamcm?wp‘; :)Ste
—a, ;’bl. Rozwijajac ja wedlug Clebscha i Gordana na azgr:e,{{;tyle]-}ill
puja(’:y wedlug poteg formy ., i kladae n--r=m, vadamy pierwotr
réwnanin rézniczkowemn postaé:

( ! ( N =0,
o (@us /)" 61 (@, ¥ €3 (P40 ) + ...

gdzie ¢ sa formy dowolne rzedéw oznaczonych przez skaznll;, udzga
fa. ne A . < 9 " . -y . 508 {,) o "
spétezynniki liezbowe, ktéremi mozemy rozpfnzadl,zc. w s,jos O‘Edgﬂ_
wiedni. Jezeli podstawimy teraz wyrazenia mesymb‘nhczne 7 p JWZ%
cze. nasmiiecie i uczynimy w konen ay =1, to wrdcimy do pierwotueg
réwnania rézniczkowego. o L y
Opisane .normowanie* rownah rézniczkowyeh llmowyuhlsl\}zis
o 1s 2 o
przedewszystkiem do przejrzystego scharakteryzowania specyaluye 11 klc 11
6w, 2wl j Z j jedyniczych przypadkach
0 vtaszez tecznem, jak to w pojedynczy A
typéw, a zwlaszcza jest ono pozy 3 ojedyiiczyeh przypadkac
xg';jkazai Hilbert %) wtedy, gdy idzie o wyznaczenie rozwigzan calkowity ch
ey o alt o) ‘Iliﬁ.
wymiernyeh takiego rowna ) o
Tak np. juz Pick ) nadal byl zwyczajnemu réownaniu rozniczko
wemu Lrameg o postaé:
(puf)?= @0/

j 6 AN ‘0w igeiem
gdzie @, jest staly, a iloczyn @, f jest rownowazny zzerowem nasunig
‘ " i - rzedow
@ f Jezeli zamiast form ¢, , @ NApISZEMY Pus q;,,,ﬁi (f:;} mynilezgfgiuiw:
m—4), to bedziemy mieli, wedlug Kleina ) ,,0g6lne I \vnlaézniwkowem

: y i je si { dwnaniem v g
: amé "o nstatnie staje sig ogaluem réwna;

kowe Lamégo. To ustatnie s ; pent OICEROTe
drugiego rzedu, jezeli w formie @, zrownamy pewne €zy nm%\xv lulfonZIl a(cza
alne) JeZé]i za§ W powyzszej postaci rownania razniczkowego
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rzeczywisty forme /o rzedu a(Zzn), o jego swrona lewa staje sig tormg
Fyrzedu p=n+r+a—2n=yp+a-—n Wtedy nietylko kazdej formie fx
odpowiada forma F,, lecz i kazdemu ukladowi lniowemn form 7, ‘odpo-
wiada uklad liniowy form £,“. Waelsch ) opiera na tem specyficzng
teorye odwzerowan geometryeznych.

y. Podstawienie pochodnych niejednorodnych.

Jezeli dogodnem jest sprowadzanie réwnania rozniczkowego do postaci
normalnej niezmienniczo-teoretycznej (jednorodnej), to i odwrotnie dla pe-
wnych celéw. np. dla tworzenia réwnan rézniczkowyeh utworéw niezmienni-
czych jest 1zecsg pozyteczna przedstawianie form pierwotnych i ich pocho-
dnych w postaci niejednorodnej. .

. . n . .
Niechaj f=a, a:"+( 1 )a, an-ld . 4-a, bedzie forma dwéjkowa;
utworzmy szereg wielkosei ;

h=f fi=e oL L@ 1

n dx’ nin—1) - =

n! dar "

Bruno *) wr. 1880 podal wazne twierdzenie:

Jezeli w wyrazie gléwnym C, spélzmiennika ¢
formy fspétezynniki g zastgpimy przez 7, to C, przej-
dziena C".

Ungélnienie tego twierdzenia na ukiad form pierwotnych nie przedsta-
wia tridnogei.

Zjawisko to, jak zauwaiyl Hilbert ), ktéry rozwingl je w dal-
szym ciggn, jest wspilnem #rédlem szeregu -pojedynczych metod dawniej-
szych badaczy: metody Cayleyowski ej wyprowadzania spolczynni-
kéw formy C z wyrazu gléwnego C,, rachunku wyrazéw gléwnych Ro-
bertsa, oraz réwnan rézniczkowyeh Cayley'a dla niezmiennikow i spol-
zmiennikow. Te ostatnie przyjmujg obecnie postad prostszg, poniewaz spro-
wadzajy sig do jednego, na podstawie twierdzenia: .

wKazda funkeya calkowita, izobaryczona Cyjedno-
stronnych pochodanyel £, o, . . . , wagi p, jednorodna
co dotych wielko§ei wstopniach odpowiednioy, yif...,
Jest niezmiennikiem lub spotzmiennikiom jednocze-
suymformf, ¢ ...rzedu m=ny~+ry +...—2p, skoro czyni
zadoséréwnaniurézniczkowemun:
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2 C 3G, 2C,
g d ¢ 2 i . . - -
fn af; + ""fl aff! + 3f2 af’t +
26, 3Gy = 0«
+ @ 30, + o 30 + .-

Jednym z najwazniejszych wynikéw z tego sposobu przedstawienia

. . s st
" jest oczywiscie ten, ze kazdy zwiszek pomigdzy niezmiennikami i spotzm

s i ot 39
nikami ukfadu form przechodzi na réwnanie 1:6zmczkowe. Hilbert 39
dal godne nwagi zastosowanie tego tw1erdzgn1a. ] o
P ]%zis’ daleko lepiej niz dawniej, mozna juz oblicz gé niezmienniki
i jonniki y ) h form pierwotnych.
i spétzmienniki dla danych specyalnyc . ; L
’ Dalszego udoskonalenia doznaje teorya ta wedlug Hilberta, jezeli
obok procestt D wprowadzimy proces nowy A:

Az(nfl%—}-(u—l)ﬁ—é%+ )

+(v<pl§%+w—1m£g+ . )

ie izobarycznej) form

yko i : : rm
onanie procesu A na fo A
NN l aniem wzgledem zmien

fijestrownowazne z rézniczkow
nych x *). ‘

Pomiedzy dzialaniami /7
prawa zwrotne, takie jak:

i A oraz ich powtérzeniami, zachodzg proste

DEA = NP be A DE 4 e AR DR 4
ALDF = DEX f dy A 4 dy Dr-2A2 b

ie ¢, d s3 czynnikami liezbowemi. o o .
gt &a te‘(; opiera sie rozszerzenie pojgcia spolz.nnenf:ika 81 Za:zx?gic;di)_
Forma (izobaryczna) F form fis @5 ... DAZywa su? po tfv gréw huthdetiy
kiem (Semicovariante) klasy (Rang) 7, gdy WtSZfﬂ ean ° Wediug e

7 Sciowo jest utwor (r -y.

jerwszym znikajgeym toZsamofclowo Jes : e
S;stzy(K\ wzoréw F jest tedy rzedu m-r Wzglqd.em @ E" 0 Isp é_i: (Iln‘:,fl) ™
nik klasy v jest zwyklym spotzmiennikiem @
tnie). '

Nalezy zauwazyé, Ze t.a.
pomoey proceséw Diad
wicie zbudujemy proces
1

NS S
[(I=1— T mT2) T 1.2 n2) (m-3)

ka forma F wmoze bys otrTzymana przy
ze spotzmiennikdw. Jezeli, miano-
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;?“\‘v “"’“'”"*3?,{‘ [F},_[DFJ, R []?’ F| olrzymamy r—+1 spélzmiennikéw Fio)
R - “.tedy polspdétzmiennik Fklasy » daje si ,
przedstawié jakoagregatliniowy 4. ‘ ®

>

F= v LAY pie 1, — ~—-—(m—+—k)—!-—
P o (m—4- 200! k1T

§ ; :
. er(‘v::ieg [1odgrywa przytem role uogdélunionegonasuniecia
brzechodzl na to ostatnie, mianowicie na (7, p)r, jezell zamiast & )ds
wimy fluezyn f, p,. ‘ t posie:
P fy 3 A2} ymad H ¥ 3

errin *) rozeiggngt twierdzenia tego rodzsju na dziedziny tréjko-

ra 1 YAYA 1 po IQZH.}( ] -
d W £ Ze sSwojem zed. L
\17‘ WYZSze € SW prz stawieniem uktadéw stowa

6. Rozwinigcia szeregowe.

ngmi:([l ezve;l wyspec;rg]izgjemy wzir Capelliego, wyraiajacy zwiszek
omigdzy procesem £ i biegunowym, biorgc za podstawe dwa d'w.'(ﬁkmve sze-
].9 3 zZ 1 Y, RS .3 i

7‘51 Z;nj;ennyc}ii Zy, 1oy Yi, Yo 1 stosujge go do formy f(:;; ,;), to otrzymamy
2wigzek, na ktorym Clebseh i Gordan ®) aparli swoje rozwinigeia

szeregowe formy fiaiy) w ilo&ci (x (
reres ftesy) wedlug poteg ilo&ci (By) = (>y1y —itay,), wiano-

I n
. = ADf + —— (x
f f m e Lr

gdzie trzy procesy A, D, © majg nastgpujgce znaczenie:

3,

Af = ,Tle(ylji‘l”y:e‘a%), Df = iﬂ( of -+, Bf)

of=_L ( ¥
i \ 3y 2y, Sy dx,i

koot sosomaic ey gt 11553 bi2 o 15
o zmiennych z, i z,, albov;iem [;0 gaiv;;t;; 1255;’31;2,;:;33:;1; o fom
1I. F=25Dnf Lo, {wy) A=t prt QF 4+ a, (wy)? Ar=2 pr—2 2 .

Szereg przerywa sis przy wyrazie Qnf, poniewaz Q*+ f znika tozsamoseio-

wo; f “f. D*—1Of, Dv—20% 78 j
ormy D+f. D*10Qf, D20 zalezs jedynie od z. To rozwini ecie

icm

©
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formy f wedlug poteg ilosci (xy), gdzie spolesyuniki
sgbiegunowemi funkecyamiilodciz, jest jednoznaczne ).

Za posrednictwem przedstawienia symbolicznego mozna wyrazy po
prawe]j napisaé jako proste nasuniecia. Jezeli polozymy:

By = D'f =+, Fy = D10 = bn2,

B, = D3 == gntri it d.,

to wtedy pojedyicze wyrazy po prawej przechodza bezposrednic na n-te,
(n—1)-e, (n—2)-e,... nasunigeia form E,, B\, E, ... na forme (zy)* -

Lecz jest yzeczg nieréwnie odpowiedniejszg forme pierwotng [ odrazu
wzigé w postaci symbolicznej: f==1r" 5,8 dopiero potem odpowieduim iloczy-
nom symbolir isnadacznaczenierealne. Wt e dy formy Eotrzym uje-
mybezpod§rednio ™) zapomocg procesi faldowania (ze
sréwnaniem nastepnem ilogcl « i y), mianowicie |

By=mst, B =({s)rm s, B= (rs)m 2et, L

Teoretycune znaczenie rozwinigeia szeregowego jest bezpodredniv wi-
doezne, albowiem wynika z niego, ze forme f z dwoma szeregami zmiennych
spolpedstawieniowych mozua ze wagledu na uklad jej utworéw niezmienni-
czych zastgpidzupe Inie szeregiem n-1 form pierwotnych E(spdl-
zmiennikéw elementarnych wedtug Gordana), zaleznych tylko
od jednego szeregu zmiennyeh. Toz samo ednosi sig do formy f wiecej niz
2z dwoma szeregamizmiennych, jezeli tylko opisane postepowanie powtérzymy
odpowiednia liczbg razy.

Mozna takze dojsé bezposrednio do wzoru snalogicznego dla formy
[z dwoma trojkowemi szeregami zmiennyeh (£, En -t )y (9 %20 - - e Jezeli
wraz 7z Clebschem *) za f wezmiemy specyalnie x,™ " i wprowadzi-
my symbolicznie wyrazenia liniowe

T = x5, Yo = T3 Ly = Sz, Yy = Sy
to roznica (zy) przejdzie na (rgsy — 7y s:), & spolzmienniki elementarne
mozna bedzie zastgpié szeregiem

— gmg o pm—1 g (ppd e 7, Sk
Wy =175, ¥ =7 13; (resy—ry8s)y -« o - -

Na podstawie tego rozwinigeia formy rETy Clebsch ¥) udowodnil zasa-
dnicze twierdzenie, ze przy budowaniu nkladnutwordéw nie-
zmienniczych, nalezacego do szeregu form pierwo-
tnyeh o szeregach zmiennyeh (&, ..., &) ey o - Ynd
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yt:.‘...,:c,,)momm ograniczyd sie Daprostszym szeregq
rmpierwotnych ktory z kazdego Aypu zmiennycg}rr

Tey  wp
o, 2 ] LEBELY Ly
Tis Py = 2 Pon =

Yoy Uiy Yels ...

Yes Yy

zawieranajwyizej po jednym szeregu
.‘X/, s P . e . )
. t‘ a‘meg Tzeczy wspomnlane rozwiniecie szeregowe zachodzi i wiedy
gdy &y przedstawiaja dwa szeregi jednego i tego samego ,typn© .
Prostsze formy pierwotne, w70 ,

zas j i i i
tego bye e dobraps astepujgee zupetnie poprzednie, mogs procz

, aby czynily zado$é réwnaniom rézniczkowym

a2
Py A Ny 0, gdzie pryi..., prwr... sy zmienne dualistycznie

przeciwsts '0ZCi i
llnamyx i ;:Wélfziksuma.zaé rozeigea sig na wszystkie pary tego rodzajun. Jezeli
Jedng tylko zmienng punktows i spélpodstawieniow: jest
p g u, to suma to jest
Wprost Yo .
il 27 B
U Gordana®) 0z winigei
proces rozwini Y j i § i
rachunku symbolicznego Wsponi?;;jzel o todsts sy srodkiom
rachunk mb A E y up. o metodzie obli i 6
zmiennikéw -ni anych ( } e RO
i prmds:;m?w? me:zalez.nj C%i (.8yzygetyczuych=) danej formy piervfoz—
tne’j > dowoaﬁ:ﬂamu spélzmiennikéw za pomocy pier wiastkow foruy pierwo
2N dzie prawawzajemnosei Hermitea, o i .
1j;0 dzie g 2 4, oraz zasadniczego twierd,
nia symboliki, ze kazdy s ienni ; sarogat flo.
potzmiennik moze byé napis jak i
- symbolik, 2 sany jako agr -
czgnn}vg symbolicznych postaci z géry przepisanej 7 gt To
formy ozclqufmgf:zlem rozwinigeia szeregowego Clebscha-Gordana na
o wigkszej liczbie spotpodstawieni ]
) sze niowych szeregow i y j
wowal sie najwiecej Capelli. e B o m umiennyeh -
DI - WAY i B g
‘ a formy np. tréjkowej 39 z trzema szeregami f(; ; zl) — jezeli
(.« ¥ z) oznacza wyznacznik zmiennveh - Y,z —j;st‘ T e
\ A jest:

— ¥ v, R X mru-g wiv-g
/ -2 (ryz)e Dy Dbsopy, (s ¥; )

(tr+oi=1

\ P Lo
Ta @,,s3spolzmienniki, zawierajaee tylko x, y;
v 1’ 7

spouth 2 powstajg one z formy 7 wten

Pur = Xk, DL DY, D5, D" Q«f,

dzie & sa czynniki li feni i
g © 85 czynniki liczbowe, ¢ zmienia sie wew

% i3 ~ n i ) i
a wykladniki = s3 zwiazane w sposéb okreslony z Hez 2o pewnyel granie,

by o.

e ©
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W pierwszym dowodzie swoim postuguje sie Capelli symbolika
Aronholda. Wyszedlszy z przypadkn specyalnego =1, bierze najprzod
rozklad )

[y 2) = a b;z = D¢ -+ Dy + tyz) (ah) H ,

w ktorym formy ¢, v, H nie zawierajg zmiennych z. Badanie rownan dio-
fantowych pomiedzy wyktadnikami czynnikéw symbolicznyeh da, ay, Uy by
¢ay ¢, W formach @ iy pokazuje, Ze ostatnie dwie formy skladajg sie z pe-
wnej liczby form liniowo-niezaleznych, powstajacych wyprost z formy am b2
przez biegunowanie wzgledem y. Stad za$ kolejne otrzymuje sig podany
wzér ogolny. mnozgc obie strony przedstawienia dla a b; ¢, przez dalsze
czynniki ¢;.

Odtad autor pracowat weigz nad uproszezeniem dowodzenia. Powoli
doszed! do tego, ze twierdzenie to nalezy raczej nietyledoteo-
ryi form, ile do teeryi abstrakeyjnej proceséw biegunowych
D. Momentami gtéwnemi najnowszego dowodu s3: po pierwsze — roznica
pomiedzy dwoma iloczynami tych samyeh 1 dzialan D, réznigeyeh. sie tylko
porzadkiem, daje sig utworzyé liniowo z iloczynéw mniejszej liczby dzia-
Tan D; dalej niezaleznos¢ liniowa pomiedzy pewnemi takiemi procesami,
wreszeie sprowadzenie procesu 2 do procesow D.

Czesto stosowanym przypadkiem szczegdlnym rozwinigeia formy

f(;’:; Y3 ;) — jezeli pozostajemy przy typie trojkowym—jest ten, ktéry po
wtaje gdy n=1, y zas i z wystepujg tylko w polgezeniach u, = i ;J/ B z:, Lt
iy iy

gdy forma pierwotna f zalezy tylko od zmiennych x i przeciwpodstawienio-
wych u. Clebsch nazywa wtedy forme f ,koneksem* ). Juz wI. 1872
wykazal Gordan *), ze koneksy nadaja si¢ do bardziej bezposredniego ba-
dania; forma f daje sie rozwinaé na szereg skonczony weding poteg iloScl
Uy == Uy~ U TsUUa Ty W TER sposib, Ze spokezynniki stajy sig ,koneksa-
mi normalnemi®, t.j. takiemi, dla ktéryeh znika tozsamosciowo pewna
forma posrednia, Aby to jasno pokaza, pijdziemy za wykladem Stu-
d y'ego ).

Jezeli forma / jest dana symbolicznie przez al u, to przez faldowanie
otrzymujemy:

Arf = (aayay i (k=1,2.. ... )

t. j. najprostsze nasunigcia formy f; jezeli w szezegblnodel Af znika tozsa-
mogciowo, f nazywa sie ,koneksemnorm alnym*, Dowodzisie najprzod:

Ze kazdy koneks o liczbach rzedowych m, n (wagledem spétezyn-
nikéw formy f) posiada spotzmiennik liniowy o tych samyeh liczbach rzgdo-
wych, bedgey koneksem normalnym. )


GUEST


208 FR. MEYER

W samej rzeezy, agregat

I Gy = f+au A+ agu,? A - L L.
przedstawia przy jakichkolwiek ezynnikach liczbowych (wymiernych) a spil-
zmiennik linfowy formy £ z liczbami rzedowemi m, n. Tu mozemy spolezynniki
@ Zd pomocg zwrotu wyznaczy¢ jednoznacznie wten sposib, aby bylo AG=0,
t..j. aby &, bylo koneksem normalnym.

Dowiedzione w ten sposéh twierdzenie I stosuje sig tak do samej formy
7. jak 1 kolejno do utwordw Af, A%, .. _, przez co powstajg koneksy elemen-
tarne &, Gy, Gy, . .. .. ’

W takiz sam sposoh bierzemy agregat

1I. Gy b G+ by Gy 4.

i staramy sie go przez odpowiedni wybor spblezynnikéw liczbowych b utoz-
samié z formg . To mozna uskutecznic jednym tylko sposobem, giyz ilodei
b otrzymujg sie przez rozwigzanie ukladu réwnah liniowych. ,,Tak -wiec
kazdy koneks f(, u) daje sie wedtug poteg formy w, rozwingé na szereg,
ktérego spétezynnikami sg koneksy normalne.« ,

Rdwnoczesnie z tego dowodn wynika wainy wniosek, z» spélczynniki
konekséw elementarnych G,— pricz ograniczenia, jakie naklada na nie za-
chodzenie warunkéw AGQ=—0 —s3 od siebie niezalezue.

Study uczynit teorye takich rozwinigé szeregowych jeszeze bardziej
przejrzysty preez weiggnigele dualizmu do rozwazan. Jezeli z Rosanesem
nazwiemy dwa koneksy f=a2 uy, g==brur .sprzgzonemi®, wtedy gdy
znika niezmiennik riwnoczesny

[fig]l = art, .
to rozwinigeia szeregowe (wedtng koneksow elementarnych) dwdeh konek-
$6w o liczbach rzgdowych m, » lub n, m wigze godny uwagi zwigzek, miano-
wicie ,kazdy wyraz u” G jednego szeregu jest sprzgzony z kazdym wyra-
zem g G drugiego, wyjawszy przypadek, w ktorym skazniki 4, k 5§ réwue.

Zupelnie analogiczne twierdzenia zachodza dla form z dwoma spétpod-
stawieniowemi szeregami zmiennych.

Study dowisdt w dalszym ciggn, ze omdwione wlasnosei pozostajg
w swej mocy, gdy koneks dany £ nie jest juz ogdlnym, lecz jest normal-
nym ).

Tenze sam autor, na podstawie starannego zbadania rozmaitosci przed-
stawione] przez spélezynniki podstawienia oraz pewnych nizszych dziedzin
niezmienniczych w njch zawartyeh, wyjasnit znaczenie geometryezne lub
raczej pojeciowe rozwinieé szeregowych %),

icm
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¢. Podstawienie pochodnych jednorodnych.

Jak juzpowiedziano we Wstepie, S ylvester przez podstawienie pier-
wsze]j pochodnej formy G{u) zamiast spitpodstawieniowych z nig zmiennych
o« w formie F(x), otrzymal utwér jednoczesnie-niezmienniczy. Gdy w szcze-
golnosei forma F{x) byla juz spélzmiennikiem, forma zas G(u) przeciwzmj‘en-
nikiem danych form pierwotnych, to proces ten prowadzil do nowego przeciw-
zmiennika. W nowszym czasie Sylvester podat jeszcze inng zasade *¢)
w celn otrzymania z dwoch utwordw niezmienniezych trzeciego. Zashluguje
ona na uwage przedewszystkiem ze wzgledu na Zrédlo, z ktérego pochodzi,
gdyz wynika z prostego zwiazku pomigdzy grups podstawien spélezynnikéw
a formy pierwotnej. .

Aby ten zwiazek uwydatnié, forma pierwotna najprzéd ,preparuje
sie* %), t.j. spotczynniki o mnozy sig przez pierwiastki kwadratowe odno-
$nych spolezynnikdw wielomianowych. Wtedy ,dwa wzajemne pod-
stawienia zmiennych x dajg zawsze przez indukeye dwa wza-
jemne podstawienia spélczynnikow®. Jezeli wiqc. mamy
znowu spolzmiennik F(xz) i przeciwzmiennik G{u), to zastgpmy iloSci ¢ we-
wnatrz formy F(x) przez pochodng i%"aﬁi i zarazem ilodei « przez ilosci
u, & dojdziemy takze do nowego przeciwzmiennika.

W sposéb podobny z dwoéch spélzmiennikéw mozna otrzymaé nowy
spélzmiennik. :

Opisany proces podstawienia daje sig przenies¢ na wyrazy glownle
form Fz), G(u). Jezeli w jednym z tych wyvazow zamiast ilosei & napi-
szemy odpowiednio pochodne drngiego, otrzymamy nowy wyraz gléwuy
spdtzmiennika lub przesiwzmiennika. . L

Sylvester vkazal to twierdzenie zasadnicze kolejno -dla dz1fzdzm:y
dwdjkowej, trojkowej it.d, Lipschitz38)zasdat dowod tegoz'beZp.osredm.
‘WigZe on to twierdzenie z innem podobnem, nzupelniajgeem .z'mnej st.ron'y
pokrewienstwo pomiedzy grupa zmiennyci i grupa spoiczynnikow. Okixz?Je
sig mianowicie, ze ,dAwa podstawienia ,transpon owane* je-
dnegorodzajn warunkujg takiez dwa podstawienia
innegor . ) .

Study % rozciggnal to ostatnie twierdzonie na koneksy 1 wyprowa-
dzil styd niektére wnioski, z ktérych widaé, ze Zrédto tych zjawisk tk»w1
w zasadzie wzajemuoseci (dualizmu).m . .

Jezeli obok koneksu pierwszego f(z, ) wyobrazimy sobie koneks

E . O N ' al - ~
drogi @ (z, ;) z przestawionemi liczbami rzedowemi 1 takze w postaci ,pre

Prace Mat.fiz.,, t, X, . 14
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parowanej*, to wtedy obie grupy spélezynnikéw bedg wzajemnie transpono-
wanemi®.

W rzeczy samej, jezeli obustronne spolezynniki oznaczymy przed a, b
przeksztalcone przez &, V', to agregat Xah= Za'll, t. j. Zab jest spol-
zmiennikiem tozsamosciowym, podobnie jak X zu 6°).

Stad dalej wynika, ze jezeli F jest funkcys iloscl a, to wielkoSei
saspélpodstawieniowemi z iloseiami &.
Na tem opiera sig wprowadzenie pojecia ewektantu przy kone-

ksach; dodé bowiem zamiast —aa% napisaé b.
preparowang. Proces ewektantowy mozna dowolnie powtarzaé, spélezyn-

niki %-go ewektantu s3 pochodnemi czgstkowemi k-tego rzgdu koneksu F.

Ewektant jest zuow forma

{. Rownania rézniczkowe.

Juz we wstegpie mowiliSémy o udziale Aronholda, Sylvestera,
Cayleya, Brioschiego, Betti'ego w ustanowieniu réwnai réznicz-
kowyeh, ktérym czynig zadosé niezmienniki jednej lub wigeej form pierwot-
nych. Postep, dokonany pod tym wzgledem w okresie nowszym, sprowadza
sig do poznania istotnego znaczenia wzajemnego zwigzku oraz wynikajgcej
stad redukeyi tych réwnan.

Juz Clebsch stwierdzil, Ze dla tworzenia niezmiennikéw ukiadu
form pierwotnych z wickszg liczbg zmiennych koniecznem jest wprowadzenie
podwyznacznikOw Py, P o, Dalezacycl do wyznacznikéw, utworzonych z n
takich szeregéw, jako zmiennych samodzielnych. Powstalo skutkiem tego
zadanie zmodyfikowania rownan rézniczkowych dla niezmiennikéw forn;y
pierwotnej fizy,&y,..., £4) W ten sposdb, aby réwnania te stosowaly sig do
utworn niezmiennego formy 7, ktéry, oproez ilosci 2 i spélpodstawieniowych
ilosei u, zawiera zawsze po jednym szeregu z kazdego typu posredniego p.,
P, ,---- Oghluie to zadanie rozwigzal dopiero niedawno Forsyth €').

Idac za Liem, wychodzi on z podstawienia nieskonczenie matego ilo-
s'c:i i, t.7j. z takiego podstawienia, ktérego spélezynniki roznia sig od ,,podsta-
wienia jednostkowego™ a;= X; tylko o ilosei nieskoiiczenie mate §; oblicza
nastgpnie zmiany, jakich doznaja przez to powyisze podwyznaczniki
Pikes Pints - - - W, jakotez spolezynniki o formy pierwotne]. Wystarcza do
tego uwzglednienie tylko pierwszych poteg ilosei 8. Tak np. dla uatworu nie-
zmienniczego J formy czwérkowej fliy, 2y, 24, @) 0 spélezynnikach wyp, do-

stajemy szes$¢ réwnan czgstkowych liniowych typn

] _ aJ a7 a7 a7

— o 27 o oy .o
1 oz, + s e Psr EI Uy Sy

2 ik, m =
Oitim
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Nie przedstawia tez zasadoiczej trudnodei uwzglgdnienie na tej drodze
form pierwotnych, w ktoryeh zachodzg wszystkie lub niektére z ilosel a,
Piry P - - - w.

Fakt, ustalony przez Clebscha, ze réwnania rézniczkowe A ron-
holda wlicabie n* dla niezmiennika bezwzglednego tworzg nklad zupelny,
1. j. ze stosowanie procesu klamrowego prowadzi zawsze tylko do kembi-
nacyj liniowych rownai dawniejszych, staje sig niezwykle przejrzystym
7 punktu widzenia ogélniejszej teoryi Liego. Gdy bow iem rowna-
nia rézniczkowe niezmiennika wprost wyrazaja, Ze
niezmiennik ten dopuszeza wszystkie nieskoficzenie
matepodstawienia zmiennych (albotezi spétezynni-
kow), to wiasno§éuktaduzupelnego oznacza, zZe pod-
stawienia tworzag grupe.

Study ) blize] badal ten zwiazek dla niezmiennikéw rzutowyeh,

a w szezegblnosci wykazal, ze pewne uklady réwnad rézniezkowych maja
bezposrednie znaczenie w teoryi fora, tak w kiernnku symbolicznym jak
i niesymboliczuym. Gordan, jak to juz wspomniano, wykazal to samo
dla dziedziny dwojkowej. Study ) przedstawia najprzéd przeksztal-
¢cenie liniowe ilosui « ze pomocy formy 7, dwuliniowej wzgledem « i w. Na-
stepnie —w dziedzinie tréjkowej—odwzorownje rozmaitodé form 7T w prze-
strzeni liniowei R o 9—1=8 wymiarach; przestizei ta przeksztalea si¢
przeto za pomocy grupy o§mioparametrowej.Przeksztatceniu tozsamosciowe-
m1 . odpowiada punkt niezmienny-—jednostkowy; podobniez ogdlowi prze-
ksztalcen T o znikajgeym wyznaczniku rozmaito$é siedmiowymiarowa li-
piowa R’. Kazde przeksaztalcenie nieskoficzenie mate odwzorowuje sig na
.prostej** w przestrzeni B2, przechodzgee] przez punkt jednostkowy. Jezeli
oznaczymy te prosta przez jej przecigcie zR,toprzez
to przyporzadkujemy jednozuacznie 1 odwracalnie
kazdemu przeksztatceniu nieskolczenie malemu okre-
§lone przeksztalcenie skodczone T' o zuikajgeym wy-
znaczniku, a skutkiem tego forma dwuliniows T jest
symbolem przeksztalcenia nieskonczenie matego. Na
tej drodze dochodzimy do przejrzystego symbolicznego przedstawienia ro-
wnafi vézniczkowych niezmiennikéw J formy pierwotuej f.

Znaczenie niesymboliczne rownain wyraza sig wten sposdb, ze ewektant
J niezmiennika.” pozwalanautworzenie pewnego sp6lzmiennikajednoczesnego
form Ji7, kiory réznisie tylko czynnikiem liczbowym od iloczynu Fu.. W twier-
dzeniach tego rodzaju niezmienniki catkowite wymierne nie wyrdzniaja sig
zreszty od innych; zamiast nieh, mozna brad niezmienniki wymierne, alge-

braiczne lub analityezne.

Nasuwa si¢ teraz pytanie inne, mianowicie do jakiej liezby minimalnej
réwnai niezaleznych daje sig zre dukowa ¢ nklad calkowity »® réwnah
rozniczkowych. Tu liezba minimalna musi posiadaé te wiasnosé, Ze przez
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wielokrotne powtorzenie procesu klamrowego otrzymuje sig wszystkie pozo-
stale réwnania ukladu. Z powyze] omdéwionego przedstawienia podstawien

nieskoficzenie malych za pomoeg form dwuliniowych ze znikajaeym wyzna-

cznikiem wyplywa, Ze szokaua liczba minimalna jest rowna 2 &),

Inng metodg redukeyipodalt Kronecker ). Zestawia on ogélne
pedstawienie liniowe o » zmiennych z szeregu podstawien prostszyech w ten
sposob, ze kolejne wykonywanie tych ostatnich podstawienr jest réwno-
wazne z wykonaniem pierwszych. Za takie prostsze podstawienie przyj-

-muje sie te, w ktoryeh podstawienie rozciaga sie tylko na dwie zmienne,
a w szczegdlnosei te, w kiérych zmienne zmieniajg sie tylko o czyuniki
stale. Witen sposéb dochodzimy n. p. do n—2 prostyeh ,ukladéw zesta-
wienia“ (Decompositionsysteme) ze spétezynnikami liezbowemi; odpowiada-
jace 2n—2 réwnan rézniczkowyeh, ktore kolejno wyrazajg, ze niezmiennik
pozostaje niezmiennym przy kazdem z 2n —2 podstawien, zastepuja zupelnie
uklad »? réwnan rézniczkewych Aronholda. Dla niezmiennikéw bez-
wzglednych do kazdego z 2n—2 réwnan przybywa jeszeze jedno. K ro-
necker sam zwraca uwage na to %), Ze jego rownania zostaly otrzymane
bez wszelkiej symboliki; dalej, ze przy charakteryzowanin niezmiennikéw
nie mozna pomingé zadunego ztych 2n-—-2 lub 2n—1 rownan, Ze wreszcie
przéprowadzona przez niego redukeya #° riwnai pierwotnych do 2n—1
réwnai daje zupelne pojgeie o zwigzkach pomiedzy »? réwnaniami, warnn-
kujaeych istnienie tychze.

Na zakoficzenie wspomnijmy jeszcze o tem, Ze znaczenie rownah rézni-
czkowych, ktérym czynig zadosé niezmienniki, oprdez ulatwienia praktycz-
nego przy ich obliczanin, polega przedewszystkiem va tem, ze az do ostatnich
czasbw dawaly one jedyng ogélng metode niesymboliczng traktowania wie-
kszej liczby zagadnieri teoryi form. Gdyz i niesymboliczna metoda , form
kanonicznych* daje sig catkowieie uzasadnié jedynie przy pomocy tych Tow-
Jnah rézniczkowych 7).

PRZYPISY.

'} Tak np. lewa stronia pojedyiiczego z pomiedzy »? rownat rozniczkowyeh Aron-

holda nie posiada j wiasnodei ni iczej. lecz posiadajs ja odpowiednie kombi-
nacye tych stron. Por. Study ,Methoden i t. d.,~ str. 175.

o ’3_ 0 stosowanin tego procesu do tworzenia pewnyeh ,zupelnyeh podukladéw® mé-
wiliémy jn% poprzednio. Niedawno Wiltheiss zwréeil awage na znaczenie, jakie po-
siada ten proces przy postaciowaniu niezmienniczem réwnan rézniczkowych dla funkeyj 8-

icm
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(por. Matk. Ann. XXXVIII, zwl 5.23,1890); Hilbert za§ pokazal, wjaki sposéb przy
pomocy tego procesu dojéé mozna ogélnie do zupelnego ukiadn form zasadniczyeh (Gatt
Nachr. 1892, zwl. str. 6). ‘

3 Por.up. Thieme, Math. Ann. XXVIIT, 5. 133—151 (1887).

4y Por. 1, C.b.3

5) Gordan, Math. Aun.V, str. 593—122 (1872): Clebsch, Binire Formen.
§ 7 (1872).

§ Gott. Abh, XVIL s. 1—62 (1872); patrz cytaty w ILC.b. 2 Clebsch wprowa-
dza zmienne réznostopniowe(wy iki ntworzone ze spitpodstawieniowych szeregdw ilosei.
smiennych), Capelli za§ zachowuje szeregi zmiennych jednego gatunku; jego wzory ss,
przeto bardzie] przejrzyste, gdy wzory Clebseha nadajy sig lepiej do zastosowad geo-
metryeznych. Por. uwagi Capelliego wjego ,Fondamenti (1882) str. 3. O analo-
gicznych badaniach Deruyts’a patrz II D. a.

7} Podstawowe znaczenie ma tu praca ,Fondamenti (18%2)

8) Capelli zebral rozproszone po roznych yismach swe badapis w rozprawie oglo-
szonej w Math. Ann. XXXVII, 5. 1-—37 118910, Poréw. Nap. Rend. XXV, s. 13t—141 11886)
taumze (2) T, 8. 110—115, 236— 242 (1887); Aui R. Ace. Nap. 12), I (1887), Math. Ann. XXIX
8. 331—338 (1887). -

9) Do mniejszej liczly tozsamosei charakterystyeznych tego rodzajn sprowadzié moina

i pozostate zaleznosei pomigdzy procesawi biegunowemi. Sg to w tagnieréwnania
charakterystyczne dla biegunowych tordwn Math. Ann. XXXVIL str. 4.
10 ddpouiedni wzér dla dwun szeregéw zmienmych dwoikowych znajdnjemy
u Clebscha, Bintire Formen § 7. '

1y Dalsze wzory w Atti d. R. Ace.'di Napoli (2) I, (1882). ;

1) Vorlesungen ét. d. IT, § 2. Dla dziedziny trijkowej Math. Anp. XVIi, 8. 217—23%
11880).

®) Vorlesuneen i t.d. IT, s. 26, Twierdzenie to opiera sig ua wlasnofciath dwich
wyrazéw ,sgsiednich®, ktére powstaja jeden z drugiego w ten sposéb, e W parze czynni-
k6w oz by przestawismy symbole a, b E. Pascal zbadal szezegélowiej dzialanie tego
procesu, dla ktéreso wprowadzil symbol osobny. Napoli Rend. (23, 1, 5. 210—207 (1887,

1) 1 c.8 32

1) Math, Ann. VIt s 230—240 (1874). Twierdzenie to wyptywa zreszty hezpo-
srednio z defimicyi niezmiennikéw, wedlug krérej niezmiennik przeksztateony rézni sig
rylko o potege wyznaeznika pedstawienia od niezmiennika pierwotnego.

1) Dalsze réwnania w liczbie n, wystepujgce n Aronholda, orzekaja tylko, Ze
niezmienniki s jednorodnemi i izobarycznemi wzgledem szeregiw spotezynnikéw form
pierwotnych.

17) Bin#ire Formen, s. 152.

18y Porfwn. uwagi we Wstepie do tej praey.

%) Poréwn. n.p. wyklad przejrzysty tej rzeczy w odezytach Clebscha-Linde-
manna I, 8 183 i past.

20, Gordan, Vorlesungenit. d, L, § 5.

L e §6.

32 Lc. s T4 Porart, Gundelfingers, Math. Ann. IV, str.164—168 (1871).

5) L. str. 128. Pordwn Stu a7y, Methoden i t. d,, str. £1.

#) L ¢, str. 129 i nast. Co do form tréjkowyeh parrz Study, Methoden i t. 4., str
170 i nast.

25, JezeliwrazzClebschem iSylvesterem wprowadzimy formy pierwot.ne
,Dreparowane*, w kiorych zachodzg pierwiastki kwadratowe ze spotezynnikéw wielomia-
n6w jako czynniki liezkowe, wredy nasunigeie staje sig WpTost.sumy iloczynow dwoceh.
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spolezynnik6w Lhomologicznyeh, Wiasnosé niezmiennicza nasunigcia wychodzi na to. Ze
oba, szeregi spolezynnikiw sg spéipodstawieniowemi.

.5*’1 ) Vorles?ugen, 11, 5.33. Jezeli w dziedzinie trojkowej mamy dwie formy. ktire
obok ilosei « zawierajg ilodel u: °

o
e == LG, g0 == b

w73

-

’U“ .

wtedy kazde nasunigcie form /i # daje sig symbolicznie przedstawic tak:
u;‘ Bl tabujin by o b ul el

gdzie r, 47, + ry =ri it.d. Tu oznacza

. __ .z v B
ai = & ftamitaly,
a  ay, a!

@hur = b, by, b, ind
!

wy My, Wy |

{‘Ia‘sunigcia te “.rszyslkie mozna wyprowadzié przy pomocy ,fatdowania® z iloczynu [, je-
zeli puzy czyunikow agu3, batta, o be, uquz zastgpimy odpowiedniy liczbg razy przez ;mry
czynnikéw ag, ba, (abu), (2fz). Patrz Gordan, Math, Ann. XV‘III, s. 217—233 (1881).

27} Pordw. dajace sig atwo unogoluié przedstawieni ¥ 5
5.22—23; Vivanti Pal Rgend. Iv, 3%261 ~gt‘>8 (lb;g()o.eme w frordana, Vorlesmgen fL
) Vorle'sungen 11, §3. Math. Ann. XVII, 5. 217—239 (1881).
. . 2, § o BWig kach pomigdzy wy ikami fankeyjnemi patrz II D. b. Zastosowanie
ich mjawnilo sig juz pray wyprowadzenin syzygij.

) 0 formach, ktérych hesyan znika toisamodeiowo, poréw. IL D. d.

31) Pordw. I, D, b.

325 Prsg. Abh. 1892, s. 7899

33} Disser. Krolewiee (1885); Math, Anun. XXX, s, 15--29 (1887 —
446 (18875 Perriu S M F,XVL s 823—100 (1888); Hirss h,(’DS;Z.) ' K}iﬁ::rliicti&ggzl

. 34y Wien: Ber. lipiec 1887; Math. Ann. XXXVIII, s. 139—143 :1891 i Hs: iph ;% n

Traité des fonet. ?]ﬁpfu 11, 1888; B d ¢ h e x, Gits, Preisarbeit 1851, rozdz. IL ' ?

if ; ;iﬁf.s. Nachr,, marzec 1899, s, 85-95; Math. Ann. XXXVIIL s. 145—152 (1891).

) Loe.

37y (. R. XC, 5. 1203—1205; Jonrn. f. Math. X(, 8. 186—188; Am. J. 54—164;
?&ath. Ann. )_{vm, 8. 280288 (1881). Mys! zasadnicza dowodu, i%danegi 1pIrIz’:z‘: ?t ulnbi X
jest nastgpujaea: Jezeli # jest jedna z pomiedzy form f,, to szereg Maclaurina daje: )

- 'x? .
?={rl+zlie] + 75 (¥:] +
gdzie ? przedstawia znany proces rozniezkowania

o ae D g, &
'*’da,—r“a‘da,+ ’da-;_"— oot

klamry za8 ozuaczaja, %e po w, konaniu dzialauis nalezy podstawic 23 )
k9 ¥ ¥ pods ¢ zero zamiast z. Dia
spé}zm!ennlkéw formy dwéjkowej /" zachodzi, weillug ¥yie zu h HEWI-

. 3} sy g Cayl g

‘ ‘ ya, pelnie podobne rozwi
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2
wo=omt Ben b5 Fom b o - -
Porownanie tych dwéch rozwinigé prowadzi do twierdzenia, podanego W tekdcie. Sylve-
ster zualazl to twierdzenie niezaleznie od Bruns. ale nznat pierwszedstwo tego osta-
toiego W Am. J, 11, 5. 357. Poréw. tez 8 troh, Math. Ann. XXII, 5. 402 (1885

%) Diss.,, Krélewiee 1885; Math, Amn. XXX, 5. 15—20 (1887). J eseli w twierdzeniu,
wymienionem w tekdcie, dowolnej zmiennej z nadamy wartoé6 pierwiastka rownania =0,
otrzymamy twierdzenie, ktére Briosehizastosowal z powodzeni do przeksztatcenin row-
nenis (Math. Ann. XXIX, 5. 327—330. (1887).

33 Math, Ann. XXX, L ¢ & 21 i nast. Por. II b, d.

) Twierdzenie to wigze sig bezpodrednio ze znanem twierdzeniem, wedlug ktérego
forma izabaryezna spélezynuikéw ai, ezynigea zado§é dwom rownaniom roniczkowym
D=0, =0, jest niezmiennikiem jednoczesnym form f, ¥ ... Weding twierdzenia
gtownego w tekdeie forma ta nie moze sig zmieniad, jezell spotezynniki ai zastgpimy for--
mami fi. i dla tego jako forma tyeh iloser /7 nie moze ona zawieraé zmiennej . Odpowie~
—dnie twierdzenie stosuje sig zresztg, Wediug Mae Mahona, i do wzajemnikéw. Patiz
I CoeB.

) Na tem polega dowéd Hi 1berta, dotyezgey liezby utwordw niezmienniezych
jiniowo-niezaleznych.

s#, Ball. 8. M. F., XVI s. 82—100 (1888)-

) Clebs ch, Binire Formen, §7; Gordaun, Vorlesungen 11, s. 23,

4)  Jednoznacznodé nalezy rozmmied w ten sposéb. Ze nie istnieje drugie rozwinigeie
wedtug poteg iloscl (zy), ktirego spotezynniki sg biegunowemi form jednej zmiennej.

#) Gordan, Vorlesungen, I,§7.

) Gott. Abh., XVIL zwk 5. 22. Por. Gordan, Math. Ann. V, 8.95—122 (1872)]
gdzie podane sg zarazem rozwinigeia dla biegunowyeh ~5pblzmiennikow elementarnyeh®.

uy Lo g1

iy Forsyth podal w Quart. J. XXIIT, s. 102—138 11888). szereg przykladow
takich ,,nkiad6w zredukowanyeh® i trzymajae sig drogi Clebscha, stwierdzit, Zze liczba
spbéiezynnikéw dowolnyeh,wystepujacyeh w ‘formach zredukowanych, zgadza sig jeisle z Hezba
form pierwotnych. Mertens zagtosowal formy zredukowane dziedziny czworkowej do
ustanowienia nkladow zupelnyeh form zasadniczych (Wien. Ber. XCOVIIL, 5. 691—1730; 1889
i prace pbzniejsze, tamie). Gordan w programie swoim (Dodatek, 1875) rozwingl w dal-
szym ciagu pojgeie zredukowanej. W wyznaczniku wielkoficl

(D Bay e v s T)y (yl,yg,.,.,ya), [CTE TR TR

uwazajmy niektére szeregi za zmienne dowolne, inne zas, jak prey procesie {2, zastgpny
‘ symholicznie przez odpowiednie pochodne. Wszystkie takie agregaty niezmiennicze, przy-
réwnane do zera, daja nam rownania rézniczkowe, ktorym poddaé mozna ,,formy zreduko-
wane®. Mertens w budaniach swych korzysta wiele z takich proceséw. Cap elli
w swoich ,,Fondamenti* (1882) zamiast tyeh proceséw wprowadza uklad prostych dziatai
biegunowyeh: podobniez Dernyts wswojej pracy: ,Théorie générale des formes algé
brigues* {1891).
19 Tozsamo stosuje 8i¢ do rozwinieé trojkowyeh 8 tu dyego. Oryginaine przedsta
wienie rozwinigeia Gordana podal Baker, Mess (2), XIX, 2. ¥1—96 (1889).
50) Capelli, Batt. G. XVIII. 5. 17— 34 (1880), Fondamenti, 1882, Rend. Pal, 1, 8. &
(1886;. Math. Ann. XXXV, s 1—37 (1891); Rend. Acc. L. V11, 5. 161—167 (1891} taxmke
s 3—9 (1892).
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) @ott. N. 1872, 5. 429—449; Math. Ann. VI, 5. 205—215 (1872). Por. Clebsch
u. Gordan Math. Anp. I, 5. 359—400 (1889).

2, Math. Ann, V, s 95—122, zwlaszeza §§41i5.

3} .Methoden ete.t II, § 3.

) Le Il §8.

%) Le Il §12.

) Journ. f. Math. LXXXV, 5, 89—114 {1878).

) Te spblezynniki ,,preparowanes wystepujg zresztg juz u Clebscha, Gott. Abh.

XVIL s. 14 (1872).

*%) Am J. I, s. 336—346 (1878): - poréw. uwagi Sylvestera, tamss s, 341—343.
Ls Paige podal prosty dowsd symboliczny twierdzenia o podstawie
nyeh*, Math. Ann. XV, 5. 206—210 (187« ), Sharp (Proe. L. M. 8. XIIJ s. 216 —239, 1882)
podal interesnjace zastosowanie dawniejszych twierdzed Sylvestera o podstawieniach
pochodnych jednorodnyek; wykazal bowiem, ze niezmienniezoéé, odnofinie do podstawien
ortogonalnych, wigkszej czedei wyrazen rozniczkowych fizyki matematycznej podlega g~
sadzie Sylvestera. Study zastosowal rozniczkowanie wzglgdem spéiezynnikéw
podstawienia ortogonalnego do tworzenia niezmieanikéw grop skoiczonyeh (Leipz. Ber.
1892, 8. 122—164). :

) ,Methoden ete. str. 36 i nast,

)

niach ,fransponowa-

Tak dawne jak i nmowe gwierdzenia S8ylvestera o zamianie zmiennych lub
spbiczynnikéw przez pochodne dajg sig oczywideie rozcisgnaé i na przypadek jakichkolwiek
dwoéeh dualistyeznie przeciwstawnych szeregéw zmiennych pi, .
suma _F'piri, . .., prrr, ... . jest ovzywideie spéizmiennikiem toZsamoziciowym i t. d.

O odkrytym przez Clebscha zwigzkn koneksow z réwnaniami rézniczkowemi
i o wynikajaeej stad mozliwosei traktow ania tych ostatuich wedtug zasad algebraicenych,
patrz Clebscha-i.indemann 8, Odezyty o geometryi, I, 2, dzial 7.

) Proceed. L. M. 8. XIX, 5, 24—46 (1888;.

) ,Methoden ete. IT, § 18,

) Le §15.

#) Patrzowagi Kroneckera {Berl. Ber.
wadza do twierdzenia z dziedziny teoryi padstawied.

) Berl. Berl. 1889, 5. 349—362, 475—505, 603—614.  Pokrewne badania Der-
nytsa przedstawiliémy w rozdziale o pélzmiennikaeh, I1, D, a.

%) Tetsamo stosuje sig zressz
Jak i do nowszych wywodow rownan

s PR ..., glyz

1889, 5.504), ktéry zjawisko to Spro-

t4 do wspomnianyeh réwoah rozniczkowyeh Forsytha
dia wzajemmikow. Patrz 11, G ¢. &

) Inne postepowanie niesymbaliczne, oparte na uZyein procesu &, zwigzal Mer-
tens hezpiéreduio z réwnaniami rozniczkowemi dla form ,7redukowanych® (Wien. Ber,

XCVIIL, 5, 691—739 1889). Najnowsze badania Hilberta przybieraja coraz bardziej
charakter ezysto-arytmetycany.
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DOPELNIENIA.

Do IT. C. ¢ a

UVUogdélmienia

Przeksztatcenia wyzZsze.

; O , ary - 1 A Wa
Na zakonezenie tego rozdzialu glownego. mzpamz),m}' J?s;_ciiW$Ch
wogdlnienia, z ktorych jedno odnosi sie do grup przekszta{cen' 11;(;1:“‘ a‘}bo‘
wymiernych ilosei zmiennyeh, drugie do grupy t. Z'-L’ZM /6:/; clzi - (;Jh“ N
j i Al i ,uiezmiennikow 10z rch®.
na jedno wychodzi, nalezy do teoryi ,, : 6 wycl N
* ',é’rzekszts;]‘ceniaj wyzsze wymierne z punktu widzenia teoryl form zb
icie tylk iedzinie dwijkowej.
no catkowicie tylko w dzie ¢ ) ) .
da Juz méwilismy o postaci, nadanej przekszt_alcem‘u T Insclll(lr ;E:‘}E :wit,a
iemu pr rmite'a, wktérej nowa zmienna jest funkeys catkowita
skiemu przez Hermite'a, w ) A 2t 2. fuokeyg calko s
it ; 2) wykazal, ze i w jaki sposéb teory nik
dawnej 1). Gordan?) wy ' h b teoryt kon
dW(')jkl.;])W_)YCh przeksztalcenia wymiernego daje sle sprow ad7;§ kd(; ;’iogvyi Py
towej. - Idzie tu tylko o niezmienniki wzgledne, gdyz, jak ial 3
mozliwosé niezmiennika bezwzglednego jest tu w:vh}czgnta‘,.menie
Na formie dwéjkowej f (i, ;) wykonywa sig podstawie

2, = @u (T, &), 2y == (®1,7)

i $ni bu
w ten sposéb, Ze tworzymy wypadkowa‘, (Ijllg'OWHlk) 11:’ ('(;1;;1‘;):;1;& (2110 2;(1 :me
form £ 1 zy—zp. Wtedy Fnazywa sig fnr‘mfa‘, Ij“z; s;/;L om(;;g, iy
sprowadza sig do wyrazenia ni zmiennikow folm.y n I;noma e
szych jednoczesnych niezmiemllikéw fnrm. f cp,‘ ‘y;;, 'przy
tnie formy o, v zastapi¢ przez ich , kombinant® %)

) # (@) = (@) wy) — o) (@)

Odwrotnosé wszakze niezawsze zachj»dzi: nie ka‘zd.ji) 1{15:2;;1;:1)};{]52::3322
form £, @, w lub fi 9 jest nieznﬁenuﬂ.{mn% .fO}-my' F ol _yo copew p{;dal 2
jeszeze speiniaé sie pewne réwnania ru.znwzl«:owj.d : oW mypadke
réwnania i dowiodl zarazem, ze stanowig one ukiad zupeiny.

—2 mozna je zcalkowar, o . .
m=32 Pmeksim}ceuia wyisze stesowano Woeelu naldm;x:nx fé\?lvﬂ?(}rlllioglo 27,1;1 "
wnyeh wlasnosci niezmienniczych ®). W przypadkach szezeg ¢
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\!l.’eldlug Clebseha®), przeksztatcenia wyzsze sprowadzié bezposrednio d
}mm’“:ego, :jak np. przeksztalcenie szeseienne formy f,. To 1-elli\W3’* ryl 70
wi.ja.scxwe Zrédio tego zjawiska w pewnej t02sambéci 0 spélczynnifaclg
ktor‘e sg spolzmiennikami liniowemi, zachodzacej pomiedzy trzema dowol’
nemi formami szeSciennemi. Dwie nawzajem przeksztalcalne formy l'ézni-
sie tylko czynnikiem stalym, ktory jest iloczynem dwéch niezmiennikéw *
Cle.bsc.h %) zwigzal przeksztatcenia wyzsze form dwijkowyelh z p;'ze—
k.szt,alcemamxliniowemi przestrzeni wielowymiarowejinadal im,skutkiem tego
plerwszym przejrzysty interpretacyg geometryczng. Gdy mz’tmy np u‘fe,
ksztalcenie kwadratowe rownania rzedu 5-go fii)=0 z pierwiastkarixi 71-' )
i

£ = % +}.y.,—}—l—'y3_

Zy o vy + Hay
:g'dy (y)., (€] pf‘zedstawiajq, spolrzedne dwdheh punkiow plaszezyzny, to
px.erwmst-kl & réwnania przeksztalconego sa dazne
przez punkty przecigeialinii,Yaczacejpunkty '
2y == i — Exy,

zpigeinprostemi

k=123

2+ kizy F APz, = G
Teostatniezas$ sg pigecioma stycznemi stoZkoivej

2 SRR
2t —dz,z, = 0 %),

) Skad za$ wynika wprost. dlaczego przy badanin tych rownan wystar-
czajg przeksztalcenia kwadratowe. Rozmaite sposoby, jakiemi mozna jeszcze
;V){braé pu'r.ﬂ%y {z), () na Prostﬂj (z,), odpowiadajg riznym przeksztatceniom
inlowym, jakie dopuszeza jeszeze rownanie przeksatalcone; albowiem zasts-
pxeme. tyvh dwéch punktéw przez jakiekolwiek dwa inne imnkty linii je ;}
ezgeej jest réwnowazne podstawieniu linfowemn zmiennej £ Cle bJs cah
Zwraca uwagg na to, ze wlisnie skutkiem tego elementy .w tadciwe
Y,kwjmce. w przeksztalceniach wyiszych, wystepujs niezaleznie od wpl wu’
Ja}]u moze wywrzed jeszcze péiniejsze przeksztalcenie liniowe Uixim' .
sig %ez tu cala oczywistodé twierdzenia Gordana, ze nie}nliel;lrlikg 6 -
nania ’przeksztalconego zalezy tylko od kombinax’ltéw forin iy (133“1[-
Zt;\;m‘m rzedu szé’stego;‘“; i siddmego wystarcza podobne pl’szszzﬂceuiz
sm-;:;?.me’ do ktdrych interpretacyi trzeba wziaé krzywa szedcienng w prze-

.Jakn zastosowanie opisanej zasady Clebsch rozwingl catkowicie

przejrzysty przeglad zwigzkéw, zachodzgeych pomigdzy réwnaniami rzedu

icm
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pigtego i ich rozwigzujgcemi, a w szczegdlnosei z formg Jerrar da irew-
naniem moduiowen.

Niedawno ukazala sig praca Maurera ') o przeksztatceniach wyi-
ezych jednoznacznych w dziedzinie n 7miennyeh; celem jej jest ustanowienie
réwnai rozniczkowyeh dla istniejaeych wtedy niezmiennikéw,obok nowyeh n*
rownan rézniczkowyeh Aronholda. Autor wychodzi z uwagi, ze dotad
7 punl:tu widzenis teoryi niezmiennikow badano tylko w pojedyiczych przy-
padkach'?) takie whasnodei torm specyalnych, kitére majgswapodstaweg
w zwigzkach (algebraicznych), zachodzgeych pomigdzy spot-
¢zynnikami. Dzieli on formy oznaczonego rzedu p o » zmiennyeh x na
klasy: ogot form tworzy klase Q, ; teformy za$, ktérych spolezynniki nalezy
do oznaczonego {nieprzywiedlnego) ukladu réwnan algebraicznych, stanowis
klase ©,. Jezeli spolezynuiki czynig zado§6 dalszemu takiemn ukiadowi
réwnah algebraicznych, to z klasy 0, wydziela sig klasa 2,1t d. Pozorna
dowolnosé tego podzialu na klasy znika, jezeli, celem dojScia do piezmienni-
kéw, wykony wamy przeksztateenia. tworzgee ,grupe. Pomyslmy w samej
rZeczy, 4e przy pumocy réwnaf, charakteryzujacych klase Q,, wyrazilismy
niektére z pumigdzy spotezynnikow formy jako funkcye jednorodne alge-
braiczne ¢ pozostalyeh. za zupelnie dowalnie nwazanych wielkosel uy, gy 2
forme oznaczymy przeto przez fiz,u). Poddajmy oba szeregi zmiennyeh
&, w pasmu przeksztaleet .

(8) 2=, (yp), W = pi(t(D)

nastepujgeej natury: Funkeye ¢ s3 funkcyami wymiernemi ') jednorodnemi
zmiennych @, w ktéryeh zachodzi algebraicznie m parametrow p; funkeye v
sg funkeyami algebraicznemi ilosei ©, p, jednorodnemi wzgledem . Rowna-
nia (S) maja tworzyé procz tego ,grupe* przeksztalcei, zawierajgeyeh prze-
ksztalcenie tozsamosciowe; odwricenie ma znowu tedy prowadzié do 6 wnaifl
tej samej natury: == @ (i, r=1'(vlp"), gdzie parametry nowe p’ zalezy
algebraicznie od parametrow dawnych p. Jezeli jest rzeczg MmO zliwsg,
by dla wszystkich wartoscl parametréw » forma flx,u) prze-
ksztaleala sig na f(y,v), b0 grupa (S) nazywa §ig ,przypou-
rzadkowang® do klasy Q,. I odwrotnie, takie uktady grup
() fstnieja; te wszystkie 44) yklady prowadzy do zupelnie ozna-
czonego podzialu na klasy €., a takie do jednego i tego samego
ukladu niezmiennikéow klasy Q;.

Dowéd polega na wspomnianem juz twierdzenin Chr istoffela ),
wedtug ktérego — procz pewnych przypadkéw wyjatkowych —ré6wnowa-
zn08¢ cechuje sig rownoseis piezmiennikdéw bezwzglednyel,
nastepnie na zasadach teoryi grup Liego, ktore nalezy tylko w pewien spo-
s6b zmodyfikowaé, a to ze wzgledn a wlasciwosé uzywanyeh tu przeksztal-
cefi  Autor dochodzi na tej drodze do wyniku, ze n funkeyj #, t funkeyj '
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isama funkeya f czynia zado$¢ m réwnaniom rézniczkowym charakte-
rystycznym. Rdéwnania te s3 postaci: :

Dy = W *fi— —_ ),_’”}{,' 99! 0

1

i e J
i 2 i T
(D) T . AN
? %' 9 7T 21 v 2u; b,
\ i of I3
(E) sl g 8 _
T x R + Y T du; U,

gdzie ﬂoéc'i Q z’al.eZa, wylgcznie od parametréw p, ilosei U od zmiennych
u, wreszeie ilofel X tylko od ilogei . Niezmienniki Jklasy formsg
okreslene za pomoca m réwnan rézniczkowyech:

¥
(J3 ZU‘.i‘L= .
1 du;

nyﬂtheLzDei;Im"_!esAt liuzbg_réwnaﬁ rézniczkowych istotnie réz-

. ’1 0 klasa ftrn"m posxa-da t—m/ niezmiennikéw wzajemnie
I_eza' ez?gch, Kazde rozwigzanie roéwnan (E), rozne od f(x, u), jest

i};{r;lzmleumklem Iformy f Z wlasnosei przeksztatcen (S) wynika, ’z‘e ::zger;*

: fxdy .(Dl)’ iDgJ,V(E), {J) 53 ,,znpelnemi*. Ze podzial for{nfna. klasy od-
yWwa slg W sposdb ozmaczony, poznajemy w ten sposob:  Niechaj forma

;(;{x, 1.») klasy Q;- przechodzi na forme klasy Q,,, przez poddanie ilosei % ukla-
owl nieprzywiedinemu réwnan

I =0 I, =0,

Niechaj klasa Q,,; bedzie ustalona w ten s
E}r:gpo;?g‘dlrlwaue do klasy :Q,, kazda forma klasy Q,y; przechodzi na inng
rdwfa n;if:m :,.]::;z . St:%d mozna Wyprowa,‘-izié, ze i funkeye JT ezynia zadose
iy oy o élW)!.iil (‘Dg) dla funkeyj v'. Z réwnan rizniczkowych (E),
niam oz i; o}fo na fx}rma };lasy £2;, wynika tym sposobem zupel-
Lo anale tgo su‘zny n Iar} réwnai, ‘ktérym ezyni zados¢ forma klasy Q,,,
L ;6 iujczkowie z}god;;) hl':;\lvt;]:n l‘tilgllxz%kowych dla niezmiennikéw. Rowna-
rGzmiczke w liczbie n? dla for g6lny klasy
utrzymujg sie tedy co do istotnego swego charaktefllz tflzollglllgsc I;Ia:égsiyrﬁ?

tylko w przypadkach szezecs
éInych 4y dl ieh k s ja j
dalsze réwnania ro'zniczkov;e, g | osanieh Khas wystapujy Jeszoas

posob, Ze przez przeksztalcenie,

icm
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Do XTI C o b

Niezmienniki rozszerzonej grupy rzutowej. "

Wzajemniki i niezmienniki rézZniczkowe.

Teorye ,,wzajemnikow" uzasadnil Sylvester *) wr. 1885; on sam
oraz jego przyjaciele i uezniowie: Hammond, Mac-Mahon, Leundes-
dorf, Eliott, Forsyth, Rogers, Berry, a takze Perrin rozwingli ja
nastgpnie. Waing czesé tej naunki »°), t. j. nauke o niezmiennikach réznicz-
kowyeh podjal juz byt z powodzeniem w 187811880 Halphen 2y; z dru-
giej za$ strony dalej siegajace badania Liego *') traktujg ten przedmiot
w takiej ogolnosei, ze szereg twierdzen i metod wyzej wymienionyeh auto-
réw wyplywa jako przypadek szczegdlny z tej ogdlnej teoryi Liego. XNie
zmniejsza to wszakze bynajmniej zastugi jego poprzednikiw, ktérzy syste-
matycznie opracowywali takiezzjawiska ogélne dla naj wazniejszego przypadku
funkeyj catkowitych ze stanowiska teoryi niezmiennikow i umozliwili przez
to badania geometryszno-rzutowe krzywych i powierzehni. Winnismy jesz-
cze dodaé, ze postep istotnej nauki bylby bezpordwnania szybszy, gdyby
Halphen i badacze angielscy wigeej uwzgledniali glebokie pomysty Liego,

" ten ostatni za$ wigcej poswiecil by} nwagi tamtym teoryom specyalnym 2.

Sylvester wychodzi z uwazania proste] wlasnosel tak nazwanego ,,wyra-
zenia Schwarza* (szwarzyanu) )

— Y 3 ( Yy )3 2y — 3y,®
&) = 3\ T Sy 2
o) = 3\ o

gdzie y,, y;, y; oznaczajgy pochodne pierwszg, drugy i trzecly wzgledem x
zmiennej zaleznejy. Jezeli przestawimy tny iz, to wyrazenie (y, £)—po-
mijajac potege catkowity ilosei y, oraz znak—przechodzina wyrazenie ,, wza-
jemne" (z,y) tozsamo stosuje sig takze do licznika y,3/,—¥, % Takie funkeye
wymierne ilosci ¥y, ¥, ¥, - - - » KtOre po przestawieniu ilosel y i 2, zmieniajg
sig tylko o czynnik wywierny tyeh samych elementéw, sg ,wzajemnika-

“mi* dwéjkowemi najprostszemi. Jezeli ograniczymy sie przytem do funkeyj

calkowityeh wymiernych albo do form Filo$ei yy, Yur U3, - - - - to latwo oka
za6, e przybywajacy czynnik ma postad =¥, gdzie u jest liczba calko-
witg. Stosownie do zpaku tego czynnika, wzajemniki dziely sie na dwie
klasy: ,charaktern parzystego i nieparzystego; u nazywa sig ,.eha-
rakterystyka® Dla p=0mamy wzajemnik b ezwzgledny®
Jezeli, procz tego, forma F jest jednorodna co do swych elementéw,
to wynika stgd samo przezsig, Ze jest izobaryczna, przyczem jest
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rzeczg dogodua nadad iloseiom gy, ¥, 14y ¥, - .. Wagl: —L O, 1, 2. .

Jezeli ¢ jest stopieil, «—~waga formy #, to x musi mieé¢ wartosé 3i-or.
Poniewaz formy F nie zawierajs wyraznie zmiennych =, y, to, jak la-
two widzie¢, i przy podstawieniach ,grupy przesunieg ¢
w'=r—-a, y'=y--b zmieniaja sig tylko o czynnik, zalezacy liniowo od Y-
Jezeli skombinujemy dwa twierdzenia, mianowicie, ze wzajemnik przez réz-
niczkowanie wzglgdem @ przechodzi na wzajemnik (tego samego charaktern)

i ze jakikolwiek wzajemmnik przez podzielenie przez ¢ ? staje sie ,,bezwzgle-
dnym*, to pozyskamy operatorrézniczkowy liniowy & kto:
rypozwala zdanej formy F otrzymaé nieskon czZony
szereg takichsamyeh form dalszyeh.

Nastepuje teraz przejscie do obszerniejszej grupy podstawien linio-
wyeh, mianowicie do grupy podstawien ,ortogonalnych”. Zachodzi wiedy
pickne twierdzenie: ,,Jezeli F i g—g $8 wzajemunikami, to F
Jest wzajemnikiem ortogonalnym® Najprostszy taks forma
jest strona lewa réwnania rézniczkowego kola. Jeszcze wazniejszym jest
krok uastgpny do grupy ,,powinowateje

' =ax + by -+ ¢, y=dzx + ey + f.

Za pomocy zestawienia tej grupy z pojedynczych podstawied zasadniczyck
dowodzi sie, ze wzajemnik po za Jjednorodnoseis i izobavyzmem, powinien
byétylkoniezalezny jeszeze od y, aby pozostal niezmien-
nym  w.odniesieniu do grupy. Takie wzajemniki .powinowate®
nazywajg sig ,czystemi®, w przeciwstawienin do mieszanyeh, zawiera-
Jjaeyel takze iy, .

Czyste wzajemniki R majs uderzajace podobienstwo do poi-
zmiennikéw (poréw. II D. a), jakkolwiek blizsze badanie wykrywa i poje-
dyfeze uderzajgce r6Znice. Oba rodzaje wielkosei czynig zados$é charak-
terystyeznym véwnaniom rézniczkowym analogicznej budowy. Dla obu
istnieje analogiczny ,generator:, ktory tu przetwarza potzmienniki na
polzmienviki, tam zas czyste wzajemniki na czyste wzajemniki., Wzorowi
liczgeemu Cayleya (w:ij) — (w—1:4,7) 2 ma liczbe #rédet liniowo-
niezaleznych stopnia 4 i wagi w formy zasadniczej rzZedu j odpowiada dla
wzajemnikow czystyeh wzir (w3, j) — (iw—1 241, 7), jezeli B zalezy od
pochodnyeh gy, #s, . .., grre. Do te] pory nie znaleziono wystarezajgeego
dowodn na ten wzér ostatni.

Dla obu rodzajéw utwordw niezmienniczych mozna utworzyé podobne
uklady stowarzyszone lub ~protomorfy®, t, J. takie najprostsze nkiady, ze
kazdy nastepny (przy nieograniczonej liczbie liter),—jezeli pominiemy calko-
witg potege pierwszej litery w mianowniku—jest ich funkeys calkowity wy-
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mierna. Gdy jednak dla pélzmiennikéw istniejg protomorty kolejx}o stopnia
drugiego i trzeciego, to stopieit ich dla czystych wzajemnikéw moze byé flo-'
wolnie wysoki. Inne jeszcze glgbsze réimice sg nastgpujgce: Jezeli
niezmiennik catkowity wymierny rozklada sie na czymniki \vym}el'ne, to tie
ostatnie maja tez wiasno$é niezmienniczg: do wzajemnikéw w c{gol‘e wla.syosé
{a nie stosuje sie. Dla oznaczonego stopnia i nieograniezonsj liczby liter,
liczba wzajemnikéw czystych jest skohczona, gdy tymczasem odp?‘-
wiedni szereg niezmiennikow nie przerywa sie. Stad i ‘,fun}mye tworzgce
obustronne, mimo podobnej budowy. wykazuja glebokie 1-()Zm(§e. )

Wielce interesujace wyniki otrzymujemy, wznoszge slg Wreszcle de
og6lnej klasy ,,wzajemnikéw rzuto wych®, nalezgeych do ogdlnej grupy
kolinernej:

. extby4ec  , _ dmtey+f

T gzt+hy + k7 Y= Yz Fhy+k°
‘Sa to ,niezmienniki rézniczkow e odnosnie do zmiegnej r; podstawe
ich nauki zatozyt Halphen *) o ‘ -
Wedlug Sylvestera taki niezmiennik ruiuufzko,w_xt mozZna Wpros
scharakteryzowa¢ w ten sposéb, ze jest to fDI'!Y.lEL llO.SCI [ yg.ty“S.I; 0—
jednoczgca wsobie wlasnosé¢ Wzmemnxk.a z wias -
§6igzwyklego polzmiennika. Plodnosé tego zwiazku u_Ja,Wﬂf:aré;f‘
wyraznie, gdy mamy uczynic istotny przegl g,_d u].dafdu :lovlv;nz' a
niezkowych. Istnieje mianvwicie 1ancueh czysf:ych wzaj emnl‘km"v ,dz, c,v b’ez:
dajgcy sie przedstawié wedlug prostego .Wyr;?zue.go pl’&“ta‘l p}li owafCh@ _)_ ner
posrednin do tworzenia wszystkich mezn'nenmk(.&vcf réznicz uwi - ‘kLO ¢
W tym celu 4, B, ¢, D, . . . uwazaé za spolcgnmkx formy dvgi) ov:)(;,; m(jeu_
iejno wznoszacego sie rzedu) i utworzyé odnosng pn:otomorfg la p e
nikéw; jakakolwiek funkeya catkowita _wymll‘el n A > ]
protomorfy, podzielonma przez o dpowxe:}nx@i ;;o nga?
ilosciy,, daje niezmiennik réznlc'zkowy; i odwrotnie. >
" miast Iaﬁcglcha, ilogei 4, B, C, D, . .. mo.ina’, yvzr@é wprost za p§d§tf]t?7% 0;; -
dobny lancuch pélzmiennikow wzglgdem I,IOSCI Yo Yay Yoo - oo o eze 11;0We go
ezymy do tego jeszeze wlasnosé szczeg-t)l.nq,‘nlezmxen}ixk.a’ réznicz o
wymiernego stopnia i rzedu zero, mianowicie, ze przez rounc‘dfogva(.imle mog; "
dem x wytwarza wyrazenie tego samego rotlizajn,‘ to tatwo juz Qé zie ot
zrozmmieé, 7e na tej drodze systematyceznej da sig przeprowad'zl w Iﬁ(}){ e
naturalny zupelne calkowanie przyré{t’nauych do zera meg;ugn uikow
rozniczkowych; 1 Halphena zas rozwigzanie ty<-:h waznych ‘ka g e
tryi zagadniei odbywa sig przez stosowante posrednich metod (.:a‘,t owa:n' ):
Pozostaje pam jeszcze przedstawié meuiejs.ze‘ przyczynkl i 1.'43zw1r‘1gxqcxla:
" tej teoryi, ktére zawdzigezamy Wspomnlanym juz spotpracownikom Sy
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vestera *). Jestzaslugg MacMahona uporzadkowanie sprawiajy-
cej zamieszanie rozmaitosci linlowo-czastkowyeh rozuiczkowan, przenika-
Jjgceych naunke o niezmiennikach dwdjkowyeh i o wzajemnikach. J edyny proces
tego rodzaju. w ktérym zachodzy cztery dowolne Hezby catkowite, obejmauje
przy odpowiedniem ich specyalizowanin znane operatory *%) Jeszcze wa-
zniejszem jest stwierdzenie, ze ta czterokrotna rozmaitosé proceséw stanowi
uklad zupelny o tyle, o ile wykonanie dziatania klamrowego Poissona
. ba dwéch z pomiedzy tych procesiw prowadzi zawsze do procesu, nalezgcego
do ukladu, Perrin *) przenitst swo jg teorye reszt prawie wprost z pél-
zmiennikow na wzajemmniki. Jezeli mamy przeto szereg form wzajemniko-
wych, zawierajgeyeh kazda wyrazenie ¥« jako pochodng najwyzszg, i Jezeli
te pochodng uwazaé bedziemy za zmienng dwdjkowsy, to kazdy pélzmiennik
szeregu bedzie rowniez wzajemnikiem. Rozszerzenie teoryi Sylvestera
na 2 zmiennyeh, (z kidrych jedna nwaza sig za zaleiny) przeprowadzit
Elliott %) dl. praypadku niezmiennoseci przy kolowej przemianie
zmiennyeh; w szezegolnosei zas zbudowal on uktad zupelny réwnan rézniez-
kowych charakterystyezaych przy urzech - zmiennych. Dalej rozwazal
Elliott ) wzajemniki ogélnej grupy liniowej o trzech zmiennych, For-
8y th * zag zbadal przypadek, w ktérym tylko dwie zmienne zalezne 53
poddane ogélnemu przeksztalceniu liniowemu, Hammond ) zbadal nie-
ktore catkowalne wzajemniki i ich zastosowania w geometryi.

MacMahon %) za bomocy prostej funkeyi tworzgce] wyznaczyt dla
pierwszych szesciu- stopni liczby wzajemnikéw czystych (perpetnantéw),,
t. j. takich wzajemnikéw, ktore nie daja sig przedstawié jako funkeye linio-
we calkowite innych wzajemnikéw nizszego stopnia i rzedu, ale o nieogra-
niczonej liczbie liter. Leudesdorf ), oprécz nowych dowodow twier-
dzeh Sylvestera, podal zupelne kryterynm mna to, aby dana funkeya
ilogei ¥y, 4y, . . . byla wzajemnikiem (mieszanym) oraz tablicg odno-
$nych protomorf.

Godne uwagi nogélnienie pojecia wzajemnika zawdzigczamy R o ger-
sowi %), Wiadomo, ze pokrewienstwo jedno-jednoznaczne pomiedzy dwie-
ma parami zmiennych (z, y) i (2, ') mozua sprowadzié do dwéch podsawien
niekongruentnych liniowo-utamkowych oddzielonyeh zmiennych 21y R o-
gers pokazal, w jaki sposob tworzymy niezmienniki rézniczkowe takiego
przeksztaleenia.  'Wszezegolnosci oirzymuje on niezmienniki réiniczkowe
przeksztaleenia za pomoes promieni odwrotnyeh. Berry ) badal wza-
Jjemniki spitezesne (oduoszgce sig do wigksze] liczby szeregéw ilosei zmien-
nych). Ulatwienie w tym razie (jak v Elliotta przy utworach fréjko-
wyeh) stanowi przyjecie za podstawe takich wzajemnikéw, ktdre wyrazne
zawierajg zmienne.

Forsy th *), nawiazujge badania swoje do prac Rogersa ,,0 weza-
Jemnikaeh homograficanych®, szukat uklady zupelnego dla tych ostatnich.
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Osiagngt on swéj cel za pomocy podstawienia linfowo-nlamkowego flla kaz-
dej zmiennej, a nastgpnie przez skombinowanie obustronnych wynikdw.

Wazng dla teoryi réwnan rézniczkowych liniowych jest szczegélnie kla
sa wzajemnikow zwanych ,,pochoduemi ilorazowemi* ). Jegeli przez y
rozamiemy iloraz dwich rozwigzai szczegilnych w;, u, réwnania réinxczk?-
wego liniowego n-tego rzedu i jezeli zrézniczkujemy 2m—1 razy réwnanie
YUy =y, to przez wyrugowanie pochodnych ilosei w, otrzymamy uklad n
zwigzkow liniowych jednorodnych wzgledem w,, u'y, . .. . ul"‘—“.. Wypa_d-
kowa tego ukiadu nazywa sig ,,pochodng ilorazows® i zachowuje sie nie-
zmiennie wzgledem podstawienia

et L aytb
Ty AR T T T4’

N TP € et . " .
gdyz zmienia sig tylko o ezynnik (Ty_) (Tl:r—) - Tak np. z réwnania
% =0 wynika wzajemnik Schwarza 3y’ — 2y,y,. Rozlegte roz-
dx

winiecie tego przedmiotu, . j. ,,teoryl niezmiennikéw réwnan réznicz_kowyoh
linjowych* dal Forsyth winnej pracy #°). Jezeli mamy uklad ta}kmh row-
nan, to poddajemy go podstawieniom, nie zmieniajacym rquu i ({harak-
tern liniowego, t. j. przeksztalcenin liniowemun zmiennc_? zaleznej oraz
przeksztalcenin dowolnemn zmiennej niezaleznej .. ‘Moz'na ‘?vt.et%y szH-
kaé funkeyj calkowitych (i w ogdle algebraiczryych) ,Jlolécl y 1jej pocho-
dnych oraz spélczynnikéw, ktore, ntworzone dla ukladu réwnan przeksztal-
ieniajg si i ilogei ax " Forsyth stwier-
conyeh, zmieniaja sie tylko o czynnik {potege ilosei = ). E y
dza, z¢ uklud (set) tych funkeyj jest W znaczeniu szerszem ukladem zupel-
nym, gdyz z ograniczonej liczby funkeyj powstaja ix{ne- 78 Pomocy p_roceséw
czysto-algebraiczny ¢h Przypadki szezegolne tych funkeyj napot—
kali Cocle, Lagnerre Brioschi, Maleti Halphen #).

Do Il C e y.

Niezmienniki rézniczkowe rzutowe, wystepujace w teoryi
krzywizny.

Mato badano dotychezas teorye rzutows wlasnosei klzywi?nm.)vynh po-
wierzehni, Po za rozproszonemi nwagami, jakie znajdujemy wwielkiem dzie -
le Darboux’a ) niektoryeh twierdzen, wyprowadzonych Lx’n,emdq. Grass-
ménnowska przez Mehmkego 43),pojedyﬁczy‘ah zastos?'wa,n nauki o wza-
jemnikach, pocgynionych przez Sylvestera i jego ucaniow 44), mamy. tu
‘tylko do zanotowania obszerng prace Vosss *5) z najnowszego czasu.

Prace mat,.flzyez. t. X. 15
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Poglagd rzutowy na wlasnosci metryczne powierzchni otrzymamy, jezeli
jei ceche, ze cztery punkty powierzchni, nie leza na jednej plaszezyznie, skom-
binujemy z faktem, ze objetos¢ czworoseianu przy dowoelnej kolineacyi zmie-
nia sig tylko o czymnik, latwo spostrzedz sig dajgey. - Jezeli obierzemy

na powi-rzcbni uklad spélrzednych krzywokreslnyeh u, v, to dwie sasiednie -

linie w,. w~}h; v, vk przecinajy sie w czterech wierzeholkach P, F, P, P,
czworoseianu 7. Niechaj P oznacza punks (uy, v), Py punkt (uy—-h, v,4-k).
Niechaj punkt £, posuwa sie ku punktowi P, (na powierzchni) wzdiuz
krzywej analitycznej o parametrze &

=1 +Wt + ....; v=r1,+kt+
Jezeli objgtosé T podzielimy przez kwadrat powierzchni © véwnoleglobokay,
oznaczonego przez wierzcholki P, Py, P,, otrzymamy w pierwszem przybli-
zenin wyrazenie bardzo proste, mianowicie:

Tr_ 1 F
T 6 7

H jest tu wyrdznikiem eg—f? kwadratn elementa liniowego

lim
=0

ds®* = pdu?® + 2fdudr + ydv?;

F jest druga z tak nazwanych ,wielkosci zasadniczych 2-go rzedu® £, F, G-
Powyisza granica nie ma jeszeze w ogéle zwigzku ze stosunkami krzywi-
zunowemi powierzehni. Ale inaczej rzecs sie ma, jezeli przejdziemy do ukla-
dow wyréznionych u, v. Jezeli np. pasmo krzywyech u, v jest utworzome
przezkrzywe asymptotyczne (Hauptangentencurven) i jezeli K oznacza miare
krzywizny powierzchni w punkcie P, iloraz I—/—% zamienia sig wprostna V—K.

Jeszeze ciekawsze wyniki otrzymujemy dla ukladu »Sprzezonego* ilosei u, v,
dla ktérego F znika tozsamosciowo, co w dalszym ciagu przyjmujemy. Aby

dojs¢ teraz do wyznaczenia granicy, podzielmy?)TT przez kwadrat elementu

liniowego §= PP,, wtedy:

Hm _Z'.. —_ 1_~ Eak'? _f_ Gﬂk.’g
= DT 1oy W AR g

gd_zia a, B %) zalezs tylko od ¢, £, g, a wige zachownjg sig niezmiennie przy
zginaniu powierzehni. Wtagnie wyrazenia te a, § pozostaja niezmiennemi
przy jakiejkolwiek kolineacyi powierzehni ( odniesionej do ukladu krzywych
spélrzgdnych sprzezonych), sg wige w tem pojmowanin niezmiennikami bez-
wzglgdnemi rzntowemi. . Wtedy i tylko wtedy, gdy one zlewajg sig ze sobg

icm®
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powyisza wartosé graniczna, t. j. ,krzywizna parametrowa® zlewa sie
%z ,Krzywizng normalng® (w kiernnku PP;). Ta okolieznosé pobudzita
V o ssa do systematycznego badania najwazniejszych wielkosei krzywizno-
wych co do ich niezmienniczosci rzntowej. Niechaj ., y, z bedg spélrzedne
pierwotne kartezyaihskie punktu P powierzehni; . ', 2/ — spétrzedue linjo-
wo przeksztatcone; =1 (x, y, ) — wspélny mianownik tych ostatnieh; D —
wyznacznik podstawienia. Wtedy trzy wielkosei zasadnicze 2-go rzedn od-
twarzajg sie, przybierajac ten sam czynnik, mianowicie: i

A

(A I_L rl.__il_
E_-tE,F——tF,Gr__tG,

gdzie A oznacza proste wyrazenie algebraiczume, zalezne tylko od spslezyn-
nikéw podstawienia i od dostaw kiermnkowych normalnej w punkecie P

(a wiec tylko od ,,pierwszych pochodnych® powierzehni). Podobniez otrzy-
p
mijemy :
D2
H = H e
a stad dla miary krzywizny K:
' g G
K' =K i

Z tych réwnan wynikaja liczue zastosowania geometryczne; bezposrednio
za$ mamy twierdzenie, podane przez Mehmkego ¥): ,Jezeli dwie po-
wierzehnie dotykajg sig w pewnym punkcie, to iloraz ich miar krzywizno-
wyeh w tym punkcie jest niezmiennikiem bezwzglednym rzutowym.® Ze
zwigzku dla K wyprowadzil w szezegélnosei Voss rezultat nastepujacy:
»Dla kazdej kolineacyi (z wylaczeniem ,,powinowatej*) istnieja powierzchnie
takie, ze przy wykonaniu kolineacyi- powierzchnia dana przechodzi w ten
sposéb na inny, iz miara krzywiznowa w odpowiednich punktach zmienia
sie tylko o czynunik staly“. V oss wypisuje rownania tych powierzchni

Do II C.c. 6.

Przekszialcenia wyzsze form rézniczkowych w teoryi
powierzchni. Parametry rézniczkowe.

Tem');a ‘poﬁrierzchni jest podlegla przeksztatceniom - péwuych dwojko~
wych form rdznieczkowych *). - Na pierwszem miejscu staja tu -dwie; takie
formy kwadratowe; kwadrat_elementu liniowego powierzchai
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4 = ds* = edu® -+ 2fdudy + gdv?
i wielkos¢ A podzielona przez promien krzywizny o t.j.

ds?

%

B =

= Edw® - 2Fdudy 4 Gdvt.

Powierzchnia jest wtedy odniesiona do ukladn spélrzednych krzywokresl-
nych (u, v). Szesé wielkosel ¢, /, g; E, F. G, t. j. wielkoscl zasadnicze 1-go
i 2-go rzedu” sa zwigzane ze soba trzema ,,réwnaniami zasadniczemi. Prze-
ksztalcenie polega na przejciu od nkladu pierwotnego u, v do nowego w,
¢ W ten sposéb, ze te o', o' uwazamy za funkeye jednoznaczne i jednoznacz-
nie odwracalne, zreszty do wolne ) ilofei u, v. Jezeli polozymy:

A=10qd— ﬁy!
A ou' % o'
FIT v T b, W T R
du=§ dv =y, du =g d' =y,

to &, 5 przeksztaleajs sie liniowo na &, 7’ w ten 8posob, ze

=af++fy,  n =i} dy;
odwrocenie za§ tych wzoréw daje bezposrednio :
u —i-d LA i du 1 3y 1
T U M—*éﬂ’ T T AN T TTaA %
u v v du

Jezeli przez podane przeksztalcenie jakakolwiek forma dwéjkowa rézmicz-
kowa 4 = ay; dw? 4 2a,, dudv - a,, dv? przechodzi na odpowiednig
Al =a; dw'? + 2d), du! dv' @y dv%, to podobnie rzecz ma sie z formg
dwuliniows :

Ay = ayy du-du -, (du Sv - dv-du) - ay, de .

Tu du, dv jak 1 6u, dv nie potrzebujs by¢ koniecznie réz
“ajczkami; wystareza, jezeli s3 wielkodciamispéipod-
stawieniowemizilosciami &y Z tg uwagi, podobnie jak w al-
gebraicznej teoryi niezmiennikow, wynika ‘wazne zastosowanie co do poche-

icm®

O STANIE OBECNYM TEORY! NIEZMIENNIKOW. 229

dnych funkeyi, Jezeli mianowicie y(w,v) jest fankeya dowolng ilosci u, r;
7@/, v") funkeyg przeksztatcong, to z latwoscig dochodzimy do zwigzkéw:

/AR S A AN W Lol
' A ar A 3 m
o7 1 2y 2u 1 3y 2y
@ T A uw v ' R Tav ou

Poniewaz wyréznik a = a,;a,5 — a%, ilosci 4 jest niezmiennikiem wzgle-
dnym, stad zas _ .
o= A%, . Va=AVd,

R . 1 oy 1 o
idzi rzeto odrazu, ze wielkoei —= —%, — — —*
widzimy p ’ Va s’ Vg du
stawieniowemi zg& 5, t. J. moga byé podstawione zamiast du, &»
w tozsamosei 4,=A’,, przez co ta ostatnia przyjmuje postaé:

sg3 spélpod-

Udw + Vdv = U'du' -+ V'dy'

tak, ze strona lewa jest spétzmiennikiem liniowym ilodei 4. Stad
przy pomocy prostego rézniczkowania wynika istnienie niezmiennika:

1(80 GV\)

Valaor  du

a przez podstawienie istotnych wartosci niezmiennika :

dy 3y A A
N T N T
A2 == — | ——— 2§ 2§ -}y -
‘ Val au Va T Va 5

Gdybysmy w formie liniowsj Udu -+ Vdv zamiast dw, dv podstawili
ntworzone dla drugiej funkeyi dowolnej w (u, v), podobnie jak dla y utworzo-
ne, wartosei —1: 2o , — —:1r So , otrzymaliby$my niezmiennik A, (y, w),

Va v Va 3u

mianowicie:

1y, o 2 A R
A“(x’w)zf{“‘lﬁw_““"(_ﬁﬁ_i_au o | T g Bu}’

.

z ktorego, gdy y i o zlewajg sie, wynika specyalniejszy niezmiennik A’y ().
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Jeieli zamiast 4 napiszemy tu forme
ds? = edu? -+ 2fdude - gdo?,

przez co trzy niezmienniki A,'(y). 3.2 (x,) A, (y w) niechaj przechodzg ua
Al(y), A*(x), Ay, w), to te ostatnie beda wlasnie ,,parametrami réznicz-
kowemi 1-go i 2-go rzedu ilosei y* oraz ,parametrami posredniemi® ilosci x
i o, przez Beltrami'egoz takiem powodzeniem wprowadzonemi do nanki.
Funkeya A% pozwala wnikugé glebiej w istote niezmienniczg miary krzy-
wiznowej Gaussa K. Jezeli n jest mnozuikiem formy o, tak ze

nd =dpdg,

to Kzlewa siez wyrazeniem £ A2 logn.
Inne wyniki tego samego rodzaju otrzymujemy przez jednoczesne
przeksztalcenie dwoch form rézniezkowych, takich jak A i 8:

A= rcdw?~+2[dudo+gdo; B= Edw? -+ 2Fdudv-} Gdv*,

Algebra daje odrazu dwa niezmienniki bezwzgledne mianowicie:

D 2
He COAPLEy L oG F
g —f? eg—f*

H oznacza tu §rednig arytmetyezng dwoch miar krzywiznowych, K ich ilo-
ezyn, t. j. '
1 1 1
H=-— —, K=
&1 + 0 010

Jezeli utworzymy jeszeze wyznacznik funkeyjny ilogei 4, B i podzielimy go
przez 4Va=4}’eg—-—f?, to dojdziemy do ,,formy. linij krzywiznowych® I"
Z algebry otrzymujemy ;. ;

= — Kd?+ HAB — B*.

Nakoniec kwadrat elementu liniowego do na kuli Gaussowskie j praed-
stawia sig jako spitzmiennik form 4, B, mianowicie:

ds* = — K4 + HB.

Dla uzupelienia znaczenia geometrycznego tych wzoréw, dodajmy
Jjeszeze, ze forma dwuliniowa 4, = Sdudz przedstawia iloczyn dwoéch
elementdéw liniowych ds, ds przez dostawg kata pomigdzy niemi zawar
tego. Nakoniec mamy:
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E du éu -+ F(du dv—+ dv du) -+ Gdv év

R " oy,

— drés ( COS 1 COS + siny siny’ |
o Q3

gdzie v, v’ sa katy, jakie elementy ds, ds tworza z jedna z przechodzgeych

przez ich punkt przeciecia stycznych giéwnych.

PRZYPISY.

1) Dodajmy, ze Brioschi, nawiazujge rzecz bezpusrednio do badah Her m ite'a.
otrzymal réwnania rézniczkowe, ktorym czynié majg zadosé spétezynniki xéwnm_nu prze-
ksztatconego (Att. Ist. Lomb. I. s. 231, 1858) Twierdzenie Hermite'a wy.razlk pbiniej
w dobitniejszej postaci K Iein, odniostszy przeksziatcenie Tschirnhausenowskie do *,typc:-
wego* ukladu spéirzednyeh (Vorlesnngen iber d.lkosaeder, 1884, dzial 11, rozdz: I?, §8 5,5)
Wspomnijmy o jednem jeszcze zastusowanin przeksztalcenia wyizszego. Jezeli f; ((:c, ;I
g iz 1)
Sz, 1)
przechodzi £ na forme Fu (z,1), ktorej spétezynnikisg wszystkie niezmiennikami, wza-
lozenin, Ze g jest spotzmiennikiem rzedu n--2 (Hermite C.R. 1861, por, Rah.t.s, Math.Anu.
XXVIIL 5. 34—60, 1866. Brumno-Walter s 191 rozszerzajg to twierdzenie, z.n.klada.
ige, ze f jest spélzmiennikiem rzedn n.tego. Junker (Diss. Freiburg 1887) dowiod?, ze
ostatnie twierdzenie podlega pewnym ograniczeniom. Brioschi w szeregil zufl:yku’(éw,
zn6w nawigzanych do badad Hermite'a, wykazal, jak prostym sposabem_da;q sig przed-
stawi¢ przeksztatcone niezmienniki przy podstawieniu pierwiastka formy pierwotnej. Math.
Ann, XXIX, s, 327—330 (1887); Aunnali di Mat. {2) XVI, 5. 181189, 3:29~334 (1_888): Lon-
don M. S. Proc. XX, 5. 127—131 (1889). Reud. Acc. Lin. (5), IV 5. 363—369 (1565

?) Journ. f. Math. LXXI, s. 164—194 (1870).

3) Fuankeya & (z,y) jest tem, ezem wprowadzoun pozniej przez G'o rd ane ,,f"unkcyn
tworzgea® R kombinantéw # iw (porow. I D.b.). Juz i tu wystepuje rozwnug.cxe t.vivcj-
rzgeej R wedlug ,spélzmiennikéw elementarnych. Przyk?ad‘ wyrachowany, mianewicie
przeksztaleenie kwadratowe formy dwukwadratowej, zuajdujemy u Cayleyas, Math.
Ann. 11 s. 359—361 (1871).

1) Gott. Abh. XV, e.-65—99 (1870). .

5) W szczegdlnosei, wedlng postgpowania Hermite's, na pudstaw:m p.rzek_sztl‘t.—
cenia wyzszego formg typows nezynimy ,typowg* o spétezynnikach, ktore sg ulezmxenmknn.:ux
Nie zbadano dotad w ogdlnosei, jakim wtedy warnnkom ezyni¢ muszy zadodt przeksztalcenia.

6 loe.

7)’ Atti. dell’Awe. P. Nap. XVIIL, 8 215—225 (1850). Pal. Rend. 11, 5. 165 -171(1888.)

8)  Goor. Nach. 1871, 5. 335—345; Math. Ann. IV, 5. 284—345 (187 “) Cov do réwnah
rzgdn 5-go patrz przedstawienie u Clebscha-Lindemanna IL 1‘, dsist 3, N. XL

9) Moina stad odezyraé wprost dzialanie tego przek§zta}qen1a kwadrat,oviego, po-
wstajacego z poprzedniego przez zamiang ilofei £1h. Niechaj F(£)=0 bedzie daner

jest formg dwojkowa, napisang w postaci niejednorodnej, to przez podstawienie z =
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réwnaniem rzgdu 5-go: pigé pierwiastkéw £; tego réwnania przedstawia pigé punktow
{3)—E(z) prostej (y) (x). Jeicli z tych pnnktéw poprowadzimy pieé mozliwych styeznych
do stozkowej .

ft bt itg

to 10 argumentow » da nam pierwiastki row. ania przeksziateonego. Utwory niezmiennicze
formy przeksztat j s jed iezmi dla trzech form

Fi9), Bz, 4 2oy, nténty.

Szereg wzor6w wyrainyeh tej postici podat S pottiswoode (Rom. Acc. Line. (3), VII*
8. 218—233, 188 Lond. Proc. XVI, 5. 148—171, 1885). Pitarelli dal dowsd ich nupeiny
przy pomoncy rachunku symbolicznego {Rom. Ace. L. Rend (&), I, . 327—3 1, 374—381, 1885),

*) Byloby do zyczenia przeprowadzi¢ podobne hidanie dla rownat 1zgda 6-go i T-go
tak miarowicie, aby wyraznie ujawni¢ zaleznosei grupowe.

1) Journ. f. Math, CVIL, s. 89—116 (1890). Zwracamy uwage na to, 7e przeksztal-
cenia, stosowane przez Maurera, muszg zawieraé jeden parametr dowolny, Z1 esztg praca
ta jest nogdlnieniem badar tegoz antora, wspomnianych tu na kofien Czeéei I-ej. 0 teoryi
algebrsiezno-geometryczne] przekszralcenia jednoznaesnegn dwu zmiennyen, rozwinigtej
przez Riemanna, Cremone. Clifforda, Noether 2, Rosanesa, Brilla i in-
nyeh, patrz dzieto Clebscha-Lindemanua L & dziat IX, a zwlasz:zs Nosther,
Math. Aun. XXIII, s. 311—358 (1887) Liczbg niezmiennikiw bezwzglednych (moduléw)
~powierzchni* wyznaczyl Noether wr 1888 (Berl, Ber., 5. 1-5).

2} Pordwn. badania Deruytsa (II D. a), ktory doszedt do rezultatéw réwno-
wainych g rezoltatami Manrera.

'3) Dalszy przebieg badania pokazuje. Ze funkeye » sy jednorodnemi pierwszegs
stopnia wegledem zmiennyeh z,

%) Tu zarazem milezgeo zawiera sig ungblnienie, polegajgee na tem, ze funkcye ¢ za-
leig w pewien sposéb algebraiczny i od zmi yeh u. Ukladéw (S), nie zawierajgeych ilo-
el u, istnieje faktyeznie tylko jeden, Inaczej zupelnie rzecz sig ma w Li ego, u kto-
rego charakter fankeyonalny ilosei @ i w nie ulega Zadnym ograniczeniom.

%) Math. Anu. XIX, s. 280—290 (1852).

') Aby to misto m-ejsce; mnsi znikaé wyroznik formy f—praypadek ten juz A ron-
hold uwazal za wyjhtkowy.

') Jestesmy éwiadomi tego, Ze temat ten upracowaliémy bardzo niezupelnie, lecz
konieczng byto rzeczs ograniszys sig do tyeh dziatow, ktore poddane s3 metodom zwyklej
teoryl niezmiennikéw. Z rege puwedu nie wéwimy weale w tekscie o teoryi ,niezmienni-
kéw rowwin rozmiczkowych®, rozwinigtej przez Liego, Halphens, Vessiota i iu-
nych; niezn.ienniki te tak sig majs d» niezmiennikéw rézniezkowyel, jxk zwyczajne teorye
niezmiernirze algebry do tworéw stoZsamodeiowyehi® (zawieraja ych tylko zmienne),

') Mess. XV, 5. T4—T76, 88—92; 0. R. CI, «. 1042—1046, 1110-111", 12251299,
1460—1464.  Oprac.warie teoryi Sylvestera znajdujemy w jego wdezytach, wydanyeh
przez Hammenda, Am. J. VIII, s 196—260: IX, 5.1—37, 113161, 297352 (18863; X
8. 1- 6 (1887

19 Ni kowe* naleiy do ugélnej grupy rzutowej, ,wzajemniki* mogg
sig tez odnosié do jednej z podgrup. Weding plerwotnej terminologii Syivestver a, wy-
raz .weajewnik® wskazywat tylko Pprzemiang zmiennych. ¥ innyeh znéw autoréw, odwro-
tnie iozmiennika rézniezkewogo jest ogilniejsze,

*) Rozpraws doktorska. Ke. Pol. Mém prés. (), XXVIII (*878—1884). Poréwn.
teZ komunikaty C R LXXX, 1,1 537 8752 Jowrn, de Math. (3). 11 {1876). Ha Iphen

)

et 1Al
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%

gorzysta tu z twierdzenia, ze niezmiennik rézni y_praez rézniezkowanie wzgl}dlei?
zmiennej niezaleznej przechodsi ma takig niezmiennik. Por. Sylvester, Am. 7. IX,
5. 297—35% (2887); Elliot Mess. (2) XIX, s. 7—14 (1889). .
2ty Math. Ann. XXIV, s 337—388; Lie-Engel. L rozdz. 25. . .
22) Przedstawienie sz¢zegélowe wzajemnego zwigzku tych b{xdnil stanowié x:;z:e
temat do wdzigeznej pracy. Lie dotyka w roznyeh miejscach zwiquku swyt;h 211 25111
z pracami innych auntoréw, a swlaszeza Heulphenu. Math. A:un. .\T};XH, 8. 18; 33
XXIV, 8. 537—578 (1884): Math. Ann. XXV s. 71—151 {1885); L.elpz. fer. 1887, s, .-;71,
Am. J. XI, s 182186 (1888). Lie-Kngel I, s 552—543: Leipz. Ber. 1891, 5. 253—270s
gwlaszeza str. 267. St ckert, Progr. Chemnitz 1895,
2%) Wyrazenie to wystgpujejuz u Lagrang &'a. _ . .
uj ; ;1 vester daje %\1 nowy dowéd wzorn, opfxrt.y na F{m, :j; (}Zil:at;);::i iiz:;]:
zgee do .typéw dopelniajgeyeh sig* w, 4, jidf—w, 4 j m
:v);;!;z;v.na;)r? Elli o‘t,yioud. Iproc. XXIII 5. 298—309 (1892), .X?(IV s. 21—‘36 (}8.93)' )
25) lLc. Halphen wpracy, cyluwanej na drugiemA miejsen rozwazal ﬂnu-azu]l:ecn};
niki rézniczkowe trojkowe”, w ktérych wyragenin Wyfftgpuj?. pochodne. dwu Fzm;(:n 3(B .
zaleinvch wzgledem trzeciej niezaleinej. Ba:dacz? zad .au«_rxalscy, ) E 11 ;} 0 c, lhm0 Zmiimm
i ipni badali gtownie takie niezmienuiki i wzajemniki tréjkowe, w ktirych je
j 7 iei iezalezne . .
st Zﬂ::)ﬂtg]i::;:ls?: ;:)I ?ryrainie n.p.przy traktowaniu zagadnienia o wyznaczeniu tfa.klego
niezmiennika rozniczkoswvego, ktérego znikanie ?aje ,‘?fiwna.?ie rézniczkuwe }xrzy\r/ei ;z};;
skiej rzedu 3-go (n-tego®, ktéremn 3zatem czym)za.dosc ¥, juko funkeya zmiennej x, g
i i i zedn 3-go (n-tego). )
e sq;:éwjg‘zi:n:a;:;n:gzii;%do tem, (26 obg;zemnéé zewngtrzna tych rozwimqé. TWArun-
kowana jest w ezgdel przez szereg pojo?dyﬁczycb wydz.ieionych pytanh(_ wyz;::::emer npp; J ;:
dyhezych klas niezmiennikéw roimczkowy-ch p'ﬂ:] edyd ezy eh p:hate(l))r g o
niowej). ‘Tu ezué wyrazuie dotkliwy brak znajomosei zasad kierowniczy yi
) TLond. Proc. XVIII 5. 61—88 (1887).
a1y Proces ten przedstawia wzor:

)
el
(yymm) =2 (4 s9) dm g

§=0
(m-— 11 Kok, oEs .
Am = Z TR LA
siie T

B A2 48+ .. .. =8,
cztery za§ paramesry p, v, m, » 5§ liczbami cathowitemi > 0. Np.
0

—_—

1 == 0
day

0 ]
R b

jest: ré6wnaniemrézniczkowem poéiniezmiennikow;

2\ 4
a?® 9 = .i .a_’)__._ ... =0
4121 = 4‘; 73:1. 4+ Bage, oo 4+ 6 |zt 2 ) s,
7 n i j i tatuie, wedlug relacyi
i 6sniczkowem wzajemnikéw. To o8 §
l-Sﬁ Y::sntleei ;odza.lil Hammond Mac-Mahon dlaprecesdw tych ntworzyk ;yn;l;ré
lik:y:;, wigzacy je bezposrednio z funkeyami symetrycznemi (Lond. Proc. XIX, 8. 112128,
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1888). Utwory w dziedzinie tréj j i
W ¢ 3 jkowej analogiczne do procesu (u, «
Mahon, apoiniej szezegilowo Elliot, Lm;l. Phil. Tr. %LX;)I(I(}: ;é o e
) (.R.C. L, str. 351—353 (1386). - B 1051 (1890).
3} Lon. Proe. XVII, s 172—196, (1886.: XV
. s 172 5 ( 7 11, 5. 142164 (1887); 2
37.1—_405 (1888); Mes‘s. (2) XIX, s. 7T ~14: Lond. Proc. XX, s. ]31—160((188{;’) XII)X‘ I
rme'monych prac zawiera wywod szedein réwnan charakterystycznych dla.. v rl{gﬂ Z‘Wy-
tréjkowych czystyche. Jezeli pomyslimy sobie = jako funke, i .,,w.zﬂ,]emkaW
h T ] ye zmiennych z iy i ozhaezymy
r!:; S ogr PTZEZ =3, to dwa z tych réwnan orzekaja tylko, ze wzajemnik jest jedno
rodnyiizobaryeczny odnognie do kaide zni .
k 1izo A 1y go ze skazniké is
Dia wyrazajg, ze wzajemnik jest niezmiennikiem jedn Z,crzles~ e réwnaf-
Eomyon: snym form dwéj-
290 4% + Yz dp 4 Zoa 12,

2003 + B Aip A Bz ket 4 2y 3,
Poréwn. zjawisko analogiczne dla ienni o
pbintezmiennikéw wyzsz
. ! _ © ! yeh n Forsyth 5ej

i}vyia.oglg, mowa. Dwa ostatmo? rownanix stanowia ‘wreszeie uogélnienie :dwuae;u(i’acfgl'n oo
weg! nmm‘ ox}da. dla wzajemnikow awdjkowyeh.,  Uktad wszystkich Sei anzk“?
Jest ,zupelny®, jak to wykazano w trzeciej pracy. St xomwuai

1) Lond. Proe. XX, . 131-~160 {1889).

:) i,nnd. Phil. Tr. CLXXX, <. 71--118 (1859

d < -, ;
réinjazgﬂweo;” ;}rm;”},{VII.’s.__lgB;DIéﬁ g188'621 ‘W s;czegolnoéci bada autor te réwnaunia
<y =0, posiadaja catkp postaei y” —

{da.d geometryezny dajg krzywe wymierne plaskie, kcdrz gn' s'l : F(SI’}: i il
Toor Smnjonn ’ j& 8i¢ przedstawié przez znika-

EL 5
. 137_349. :ggé,Pr;:,ie§VII 8. 139—I51 (1886). (Poréwn uriffiths, Ed. Times, LI,
e mﬁmwemi. ; bl w ozm (78 Wage, Y—stopied, to nalezy liczbg » roztosyc w,szel-'
Hoeb dapn ool Sposol ami n?,Jprzéd na &, potem na 941 liczh skiadowych; r6znica obn
b t; te I nivwo n‘nezaleznych nberpetuantéw stopnia — wagi (3, w) ' Np. dla §=3

Jjest spétezynnikiem przy aw w rozwinigeia funkeyi tworzacej ’ RS

11—zt

I=2) 1—2) (1 (T —ahy = 1+ @ bapasp L

Wzotu:;)gﬁg]ego dotad nie znalezione
) Lond. Proe.XVII 5.197—219, 3293 235! V
S— A 219, 3 —343 (1886); tamze XV, 5. 235 2
rugie] pracy bnd_a aufm- warunki konieczne i dosmtec;ne na to, ab; ;mm fi 2];5 “'88?,:
Y12 Y55 - -, byla wzajemnikiem mieszanym. P e flosel

*) Lond. Pree. XVII, 5. 220—231

. 220—231, 344 - 354 (1886); XV, 30—
. 161—”:79 Q(1889; Mess. @ XVUL 5. 153108 (1889 Y VL8 130141 (1881, XX,
uart. J. XXII, s 260—948 (1888); XXIIL, o
s H ,» 8. 289318
) Mess.(2) XVIL 5. 15102 (1858). 6 (1880
MJ) Lond. Phil. Trans. 188+, 5. 377489,
) - Lond. Phil. Trans. 1889, 1— :

o) Fatrs opt 8. T1—118. Por. Platts. Quart J. XXV 5. 00— 315/ 1891).

p s L

‘:’), ;‘l:;l(?;s Zsm' Xh} ;h‘t;;me générale des surfaces. Paryz, 1870. I, ks. 2

" cuom. 2., 8. 56- 60, 206—213 (18911 Autor bads tu. o fle i i

;i;;;n? :bo;;uq sig do dowolnych przeksztaleen punktowyel:. ;oifi;zdi t‘u}; oL .EWIG}"

Sehlom. 2 XXXVIL 5. 186--183 (1892), +tef Boklena Mittheil.

} Elliot, Lond, Prue XVII, 8. 172—196 (1886)

icm
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455 Math. Anp. XXXIX, s. 179256 f_18913. Voss rozwaza tez ogolmiejsze nie-
zmienniki rézniczkowe, przechodzges przy dowolnem przeksztateeniu na anslogiczne zhudo-
wane wyrazenia (za pominigeiem czynnika). W tekscie ograniczamy sig na przeksatalce-
niach rzrutowych.

) «i® sa zarazem dwoma niezmiennikami . z. réwnania Laplaceowego: por,
Darbousx, L e Il §23 idalsze.

47, poniewa? tredé tego rozdziatn luznie tylko wigze sig = przedmiotem giéwnym,
wige zamiast cytat szezegblowych wymieniamy tylko nazwiska: Riemanna, Beltra-
mi'sgo, Christoffela Weingartena, Halphena, Ricci'ego,Knoblauncha
Frobeniusa.

8 Dalsze rozwinigeic u Knoblaneha ,Einleitang in die allgemeine Theorie
der krummen Flachen~, Lipsk 1888, rozdz. ITI. Tenie antor badal i szescienne formy roz-
niezkowe w zwigzku z teorys powierzehni. Journ. f. Math. CIIL, s. 25—39 (18%8). Stickel
tamze CXIII, s. 58—60 (1894).

) Grupa przeksztalcenia jest t. z. grupg ,nieskoniczong®, co do ktérej patrz ba-

danie Liego w Loipz Ber. 1891, s, 316—852. 353—393.

Do II D.a.

Specyalne grupy podstawien i formy.
Pétniezmienniki i funkcye péfniezmiennicze.

Dotad rozpatrywalis§my ogélne wlasnogei form niezmienniczych; obecnie
zajmiemy sie zjawiskami charaktern bardziej specyalnego, zaleznemi od ogra-
niczenia juz to grupy wykonywanych podstawien, juz to przyjetych za
podstawe form pierwotnych, juz to od jednego i drugiego zarazem.

Pomiedzy utworami niezmienniczemi, nalezagcemi do podgrup ')
ogdinej grupy podstawienia liniowego, najogolniej badamo tak nazwane
potniezmienniki ?), t j. wyrazy glowne spélzmiennikow, przeciw-
zmiennikéw, form pogrednich i t. d. iich nogoélnien.

Zacznijmy od dziedziny dwojkowej. Zalbzy, ze rozpatrywane wyra-
zenia catkowite wymierne G, 83 jedn orodne i izobaryczne wizgledem
szeregéw spotezynnikow (a), (B).... form pierwotnych, lub co- wychodzi na to
jedno, ze przy podstawieniach grupy
(A) @y = an, xy = day

wyrazenia te zmieniajg sig o potege wyznacznika podstawienia ad.

Jezeli to samo zgdanie postawimy dla grupy, powstajacej z polaezenia

grupy (A) z grupg

L. = Z’,,

(B) z = o + b,
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to G, staje sie pélniezmiennikiem i czyni zadosé charakterystyeznemu réwna-
niv rézniczkowemn: .

(B 2 =q,

Jezeli C, zawiera n+1 argumentéw a, m--1 argumentéw b i t. d., to
G, jest zawsze wyrazem gléwnym, t. j. spétezynnikiem najwyzszej potegi
ilodci &, oznaczonego spélzmiennika form fa gn-- . ze spélezynnikami a, b . ..

Sylvester 4 wychodzi z prostego 8postrzezenia, ze ¢, staje sie
zZarazem wyrazem glownym spilzmiennika form

sgn . o (=, m=m...),

ktérego plerwsze n1, m~-1. .. spilezynnikow zlewa sie odpowiednio
Z 4, h.. Teorya -pétniezmiennikéw ftaje sie przeto niezalesng od form
szezegblnych fo, g .. . iich rz¢ddw i pozostaje tylko atrybutem dowolnie
przedhuzonych szeregéw elementiw (@), (b) . ... Dla prostoty wezmy tylko
Dpojedyiczy szereg elementéw (a). Jezeli iloscia zastgpimy ich wielokrot-
nofciami liczbowemi, to Wyrazy wyrazenia Q zmieniajg sig tylko o czynniki
liezhowe, i odwrotnie. Jezeli wige w C, uczynimy pierwszy element a, ze-
rem, to ,reszta“ bedzie pétniezmiennikiem odnosnie do nowego szeregu ole-
mentéw g, %i, %—i ..... Sylvesteri Perrin ’) pokazali; w jaki spo-
s6b na podstawie pOwyZszego upraszcza sie znacznie wyprowadzenie nie-
tylko ,form zasadniezych* ale i odpowiednich syzygij.  Objasnia to pomie-
dzy innemi twierdzenie Perrin a, ze 4o wyrazéw gléwnych ukladu zupet-
nego form zasadniczych formy 7, potrzeba tylko dotgczyc jedny Jforme resz-
towg® ilosei ay, @, ... s Guy Ay otrzymad nkitad zupeiny form reszto-
wych, nalezgeych do formy pierwotne; fatr. Postep w iunym kiernnku dalo -
uwazanie wyrazu C, za formg dwajkows, zmiennych niejednorodnych a, ¢),
Jezeli mamy szereg wyrazéw gliwnyeh (, ¢, C" ... formy pierwotnej
[ to, wedhug Sylvestera, kaidy spolzmienniic ilosei €, uwazanych za
formy ilosci. a,, Jjest znown wyrazem gldwnym spélzmiennika formy fi.
W tem znaczenin kazdy pétuiezmiennik G, posiada znown Wyraz pierwotny,
ktérym jest spélezynnik najwyzszej potegi ilosci a,. Te 2zarodki® (germs)
spolzmiennikéw formy fu pozwalajg, jak to wykazal Sylvester na przy-
kiadach form 7 i fs » waikngé blizej w bndowse zupetnego ukltada formy fa-
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Wspominaliémy juzo stosowauiu pélniezmiennikéw stopnia drugiego i tyxz;;:
ciego wzgledem ilosei @ do otrzymywania ,,.ukladé‘iv .stow_arzy.skan) (;1] N
oraz o zadaniu podstawowem wydzielania z pomiedzy pol-mezml.eum. mav'](1 =
nieograniczonego n) tak zwanych ,perpema‘mt'éw“, t. . pélmelimle.r;zl g{_
,nieprzywiedInych, ktére nie dajg sig wyrazié Ja-ko funkcy.e ca. : owi Ewa
uiezmiennikéw sto pnia nizszego wzgledem elemgntow; wreszcie byla J'HZ m -
o §cistym zwiazkn pomiedzy pélniezmiennikami a funkeyami symet]x( );cgne i
D'0Ocagne”) wr. 1886 doszed! sposobem bardzo px'qstym do nowego ul ; %ﬁ;)k
niezmiemnikow stowarzyszonyeh formy fi. Uwazajmy na chwilg ? éa Dwz <

cyezmiennych & zas g, ds, . - . jako jej. pierwszg, drugg . . . goc.o nize. gd?)
dem & Wtedy kolejnc pochodne iloéc{ log a,o v:vzglq‘dem. E of plf);cw da_g &
(n—1)-¢j daja uklad z3dany: wszystkieinne po}mez'mle{mlkx ozm 3 "'mg]c% e
wyrazié za pomocg indywiduéw tego ukiadu wymiernie 2 pokggt@ i e ‘.;
w mianowniku. D'Ocagne?)i Ces&‘x.ro %) zbadali zwigze Y e.g’o..(1 o
z ukladem Hermitea. Raézniczkowanie wzgledem & jest vezywiscie 1)
symbolicznem skréceniem procesi

2 3

é 2 = .t
_‘Z-E—-:CL, a T Qs aal—;ﬂ.... - gaa”_l,

a postepowanie powyzsze pozwala z dwdich danych gécl)niezmiennil){éwl; enrp_

i b d'Ocagne '°). -
% —a,? 1 @y? otrzymad nowy. W ten sposd g r-
;igo?f) gle ru;ts 12 { Roberts %) zbudowali caly szereg podobnych pl;)
cesdw '(”generator()w rézniczkowych*). Deruy ts P_TZ.YJ%X Za pod'sta?vg' ﬁ; '_':7)
szereg grup elémentarnych (a), (b) . . . i zbadal blizej Sciste pokrewiefistw
procesu

z poprzedniemiprocesami Cayleya D 1A (wich dzialaniach ngpdlniezm&i«zn—
niﬁi)p Dla objagnienia przytocamy twierdzenie, wedlug ktorego podsta-
wienie
— X —X A a =X,
Ty = A4 15 ]
wiktérem wyrazenie 4 posiada wlasnofd, ze D1 réwna sig pol?ifxzmi_enuikﬁ)&-vi
/S'\ przeksztalca kazdy spélzmiennik tak, Ze nowe spotezymniki majg v; ,;Ii
llizkaéh pbtniezmiemiki. Biorge tu w szezegéluosel S=uy, A=a; otrzymujemy

ane twierdzenie Hermit e’a. e -
MWBDZ ruyts rozciggual nauke e poiniezmiennikach na formy pierwotne

6 i i i ‘to . teorye Bie-
2z wigkszg liczba szeregéw o n zmiennych i pasungt. przez ¥6 .
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zmiennikdw takich ogélnych form pierwotnych. Rozprawy wiym przed-
miocie, rozproszone w czasopismach, a przeto nie latwo dostgpne ), zebral
Dernyts wr. 1891 w monografii %), ktérg tu przyjmiemy za podstawe
sprawozdania. Abstrakeyjnosé przedmiotu zmusza nas do zwrécenia uwagi
tylko na niektére punkty gléwne. :

Deruyts %), podobnie jak Kronecker Y), zestawia ogélne prze-
ksztalcenie liniowe o n zmienunych % z dwéch odpowiednio dobranych prze-
ksztalcen prostszych. Sg to najprzod przeksztaleenia, przy ktorych poje-
dyficza zmienna przybiera czynnik staly
(Sh) ay = eXn, @ =X, (k§h‘)

z drugiej strony takie, przy ktorych pojedyﬁcia zmienna powigksza sie
o druga, pomnozong przez czynnik staly
(Sk,2) = X; + X, @y=25%;. (k=1)

Rozpatrzmy fuukeye calkowite # spolezynnikéw form pierwotnych,
ktére, procz tego, zalezed mogg sposobem catkowitym od.jednego lub kilkn
szeregdw ilosei zmiennych (z), (), #) . . ., ktére to funkeye, po wykonaniu
podstawien S, Ss,;, majg sig zmienia¢ tylko o potege wyznaeznika podsta-
wienia (s lub 1).

Pierwsze zgdanie odnosnie podstawien S, orzeka tylko, ze F »wzgledem
pojedyticzych skaZnikéw 1, 2,..., n* jest izobaryczne 19; jest tedy F oraz
jednorodnem co do pojedynczych spotezynnikéw i szeregiw ilosci zmien-
nych. Jezeli F przy stosowanin podstawienia S, zmienia sie o potege &%, to
7, nazywa sie wagg formy ¥ wzgledom skaznika %; istnieje wiec
n takich wag:: v, @y, . . . , .. Z podstawieii S,, mozna przeto wydzielié
n—T1 takich, Ze Hezby 7, I ograniczajy sie do n—1 par wartosei

hl=(1,2), (23) ... #n—1, n).

Dla nastgpnego badania wystareza stosowanie n—1 podstawien S, ;.
Warunek, by F bylo niezmienne przy podstawieninch . S, jest réwno-
wazny réwnaniu rézniczkowemu liniowemu [/, l}=0.

»Funkeya péhniezmienniczy nazywa sig kazda funkeya izobaryczna F
apélcz.yn nikéw i zmiennych,ktéra czyni zadosé n—1réwnaniom(z,i--1]F=0%*),
Jezeli Fnie ‘zawiera zmiennych,to nazywa sig ,,potniezmiennikiem.* Jezeli zag
dolq,cz’ymy Jeszeze Zgdanie, by n wag @, m,, .. . : 7t formy F mialty"wszystkie
wa.rt?sé {-éwnq, (==), 10 F przechodzi na zwykla ,funkeye niezmienniczat
(utwor niezmienniczy) Iub na zwykly niezmiennik. Tak np. wyznacznik je-

Eino, dwu, trzyszeregowy 20), wzigty ze sehematu szeregow iioSei zmiennych,
Jest funkeya pélniezmienniczs. :
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Dia dalszego rozwinigcia swojej teoryi Deruyts stosuje i do funkeyj
péniezmienniczych symbolike Clebscha- Aronholda, ktéra byta dotych
czas stosawang tylko do funkeyj niezmienniczych, ?!). Przytem okazuje
sig dogodnem nadanie wyrazeniom symbolicznym postaci kanonicznej )
symetrycznej co do pojedynezych rownowaznych elementéw symbolicznychs
przynosi to, migdzy innemi, te korzy$é, ze kazdemu nieznikajgcemn utwo-
rowi symbolicznemu odpowiada nieznikajacy takze utwér realny i odwrotnie,
Przy takich zalozeniach nietrudno okazaé, ze funkcya niezmiennicza
w ma za wyrazenie symboliczne, odnoszgca sig do form li-
niowych funkéye péiniezmienniczg v tych samych wag. Te
formy linjowe powinny byé liniowemi nietylko eco do spélezynnikéw sym-
bolicznych, lecz 1 co do szeregow ilosci zmiennych; sg wige wszystkie typu
G ==0yity + agy + .. .~ @arn. Jezeli z n plerwszych kolum schematn
spélczynnikdw symbolieznych utworzymy kolejno wszystkie mozliwe
wyznaczuiki 8., 64—, - . ., 0; 1zedow 1, 2....,n: z drugiej za§ strony z n
ostatnich kolumn schematu zmiennych utworzymy odpowiednio wyzna-
czniki &%, 0'u-1,..., 0 r2edéw n,n—1,...,1, to zachodzi¢ bgdzie twier-
dzenie zasadnicze 2¢).

~Wyrazenie symboliczne ¢ funkeyi péiniezmienniczej y
daje sie przedstawié jako suma iloczyndéw z trzech grup
czynnikéw 8, &, (ar, bz .. )%

W szczegdlnosei przy funkeyi niezmienniczej wystepujg tylko n-
szeregowe wyznaczniki ., 8'x 1 tym sposobem dochodzimy do zasadniczego
twierdzenia symboliki Clebscha.

‘Dulsze uproszczenie teoryi osiagamy, stosujae z Capellim, proces
“Aronholda; Deruyts postuguje sie tu jednoczesnie spétezynni-
kami (symbolicznemi) i szeregami zmiennych. Stad ze wspomnianego przed-
stawienia symbolicznego fankeyj péiniezmienniczych otrzymujemy z jednej
‘strony wyrazenie symboliczne dla’ jakiegokolwiek péiniezmi ennika
‘o wagach 7, 75, .. ., 7s, & t0°'poddajge-iloczyn

@ (g BT L (4065 « . . FougYou 170 (@yday . - . Y

ﬁtworzouy z gléwanych podwyznacznikdéw schematn spotezynnikéw,
dostateczng liczbe razy procesom takim, jak Dw, Duc, Dic- .. %) Z drugiej
strony %), zastepujgc - wszedzie szeregi spélezynnikow g, b. .. szeregami
zmiennych, dochodzimy Ao nowego rodzaju funkeyj niezmienniczyeh, do ,,pot-
niezmiennikéw tozsamosciowych drugiego gatunkn.

Nie trudno widzieé, ze wyraz gléwny *7) funkeyi niezmiennicze]j o n sze-
regach ilodei zmiennych rzed6w a7, 7,,..., 7, jest poiniezmiensikiem o wagach
oy, TTay - . . 9, 1 Ze ten zwigzek moze byé jednoznacznie odwricony. W sa-
mej rzeczy ) do§¢ w wyrazeniu symbolieznem péiniezmiennika y zastgpié
elementy symboliczne (a), (8) . .. tylomaz szeregami form _symbolicznyeh
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linfowych, aby mie¢ funkeye pélniezmienniezg v z wyrazem gtownym yw. Fun-
keya y ma jako ¢zynnik z,—a, potege wyznacznika &,. Jezeli drugi czyn-
‘ozmaczymy przez y, to y bedzie funkeyg niezmienniczg, zawierajacy tylkon—1
plerwszych szeregow ilosei zmiennych w rzedach =, —=,, Ty Ty v ey Tl ~ Tns
bedges wagi a, i majgea y za wyraz gibwny. Te funkeye % ktére
Deruyts nazywa ,spélzmiennikami pierwotnemi¥, sg, jak to
okazal Capelli®), wlasciwym fundamentem teoryiniezmien-
nikéw form o dowoln ej liczbie spélpodstawieniowych szere-
géwn zmieunych“ W Same) rzeczy mozna je takze okresli¢ jako fankeye
wszgdzie izobaryezne o n—1 szeregach ilosci zmiennych, sprawdzajgce n—2
réwnad rézniczkowych liniowych czesciowych

Dia =10, Dy =0, v Dysuq = 0.

Deruyts nietylko otrzymuje rezultaty Capelli e'go, mianowicie twier-
dzenie zasadnicze o rozwinigein szeregowem %), lecz odkrywa takze szereg
nowych wasnosci funkeyj y, a to Przy pomocy swojego przejrzystego symbo-
licznego przedstawienia péiniezmiennikéw. Tu nalezy przedewszystkiem
przeprowadzony wedlug metody Hilbert a*)dowdd, ze funkcye % two-
rzg dziedzing calkowalnosci o podstawie skonczonej. Pray
pomocy funkeyj y Deruyts mégl znacznie rozszerzyé twierdzenie S yl-
vestera (I C. b.c), tworzac zdwn funkcyj pitnigzmienniczych trzecia przez
zastgpienie spélezynnikéw jednej z nich pochoduemi pierwszemi drugiej fun-
keyl wzgledem jej spétezynnikow. '

Funkeye y mozna sprawdzié do szeregu najprostszych typow??) z ktéryech
wyprowadzajy sie inne przy pomocy uogéluionych proceséw 2. W koien
dodajmy, ze funkeye x pozwalajg badaé przy pomocy teoryi form takie spe-
cyalne ) formy pierwotne, pomigdzy spélezynnikami ktérych zachodzg
pewne zwigzki algebraiczne. Zaklada sig tylko, ie i te zwigzki sa same
natury niezmienniczej, t. j- Ze postaé ich nie zmienia sig przy liniowem
przeksztalceniu zmiennych.

Zdawaloby sig na pozbr, Jjakoby do takich form pierwotnych nalezaly
funkeye, ktore przyjmuja wlasnosé niezmienniczy dopiero skutkiem t yech
zwigzkoéw. Jest w-zakze inacgej, gdyz mozna dowiesé, ze wszystkie fun-
keye y dajg sig otrzymaé z takich fankeyj . foremnych®, ktére istniejg nie-,
zaleznie od tych zwigzkow.
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Do II D.b.
Kombinanty i apolarnosé.

Pomigdzy formami o wigkszej liczhie szeregéw ilosci zmiennych, pod-
danych %) réznym przeksztatceniom liniowym, wielokrotnie juz wymienia-
liSmy %) kombinanty jako najczesciej zachodzace,

Zwiazek kombinatéw z ,teorys apolarnosci® jest tak scisly, ze nadaje
si¢ z nig do wspélnego omdiwienia. Nie bedziemy wprawdzie mf)gli da<§ x.lokhz.-
dnego wyobrazenia o znaczeniu tej galezi teoryi form, poniewaz Jej naj-
wazniejsze zastosowania nalezg do geometryi; tu wlasnie w.ystgpuge ZJE‘L-
wisko, ze twierdzenia, w algebrze prawie oczywiste lub majace znaczenie
drugorzedne, sy w geometryi Zrédlem deleko siggajacych badau.‘ )

Niechaj f;, fo, .. .. [» beda fankeye jednoredne n-tego stopnia zm.lennych
2, x2,‘. i, %y, Pomiedzy atworami niezmienniczemi .jed.noc.ze‘snemx form f
nazywamy te kombinantami, ktére pray podstaylenm_ln}xowem form /
zmieniajg sie tylko o potege wyznacznika podsta.wier’ue?. Jezeli przy pomocy
nowych zmiennych g, w,, . . ., %, utworzymy forme liniows

F=ufy +wfe+ + %y fs

to kombinanty form f bedzie mozna okrveslié, jako funkf:ye spétezynnikow
i zmiennych form f, nie zawierajace u i nie zmieni.ajqce.mg przy dowoln;tch
przeksztateeniach liniowych ilodei w i 2. Ta definicya ‘Jest 0 tyle Odp(')W}Qj
dniejsza, ze nietylko daje bezposredni powdd do specyfxf:zr}ej }mprzedmo :}llzj
wspomnianej symboliki, lecz prowadzi i do waznego uogolnlenmg doc!mdzmli
mianowicie do skombinantéw form/wznaczen iu rozl.e glejszem
jezeli usuniemy podane ograniczenie co do -11052(:1“10. '
Gordan ) potozyt podwaliny dzisiejszego rozwoju teoryi przy pomosy
twierdzenia: kazdy kombinant form f daje sig '1.)1-?edstaw1é
jako ntwor niezmienniczy kombinantu wyrdznionego _H,
a mianowicie tego wyznacznika, ktérego eleme‘n ty powstaja,
jezeli formy f wypiszemy tyle razy z 1'6?nem1 spolpodsta-
wieniowemi zmiennemi, ile wykazuje ich llczpa. . )
Gordan dochodzi do tego, taczac w pewien sposdb wla‘é(.nwy th‘el:—
dzenie zasadnicze symboliki-—, kazdy niezmiennik l}kla'du fgrm hmowyc:,h Jest
forma wyznacznikéw, utworzonych ze spélczy{mikf)w form! ——,z rozwinigeiem
szeregowem formy, zawierajgcej dwa szeregi zmxgnnych spolp@stawmgm
wych. Kombinanty stanowia przeto uktad zamkniety form, n{aja‘;cy, Yve ug
Hilberta, wlasnosé skofczonosei, poniewaz wyprowadzxé'one sig daja
z jedynej formy pierwotnej ze spitpodstawieniowemi szeregami zmiennych.

16
Prace mat-fizycg., t. X.
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Daleko przejrzysciej uklada sie nanka o kombinan-
tach, jezeli uwzglednimy zasade dualizmu.  Jeieli ze Stro-
h.e m 45 zhudujemy nowy wyznacznik 0, dopelniajge p szevegiw spétezyn-
3nk(’w\v tormy f edpowiedniemi iloczynami poteg dostatecznej liczby szeregow
Ilos’c.-i zmjennyeh (0}, (ar)... spélpodstawienio wych z ljielrxvotn emi
“miennem i, to @ moze w zupeles zastapié forme R, gdyz @ jest kom-
binanteiz form f, R za$ utworem niezmienniczym wyznacznika Q. Jezeli
A jest liczba spolezynnikbw ogélnej formy 7 to N—p jest liczbg nowych
sz.ere.g(»w ilosei ziniennych. 7 podanego twierdzenia wynika przeciwsta-
wienie p . formom rzedowym* f (napisanych ze spélczynuuikami wielomia-
nu-wemi} N—p ,,form Klasowych* @ (napisanych bez spolezynnikow wielo-
{mnnw_mh) w zmiennych przeciwpodstawieniowych. Wtédv ‘k ombinanty
jednego ukladu przechodzanakombin anty dru‘;zieg'u wprost
w t@:n Sposob, ze we wszystkich formach, zam iztst-wx'zuacé—
ll.lkaW plerwszego ukladn spoltezynnikow, piszemy w%znach
niki dolgeczone drugiego. )

Tu jest punkt, o ktorej zaczepia teorya apolarnosei.
I\‘:&zywamy dwie formy, takie jak /1 @ (gdzie wies rzad formy f jes
klasa formy ¢), »SPrzgzonemi* (Rosanes) lub polarnemi* (Reye )

Jjezeli znika ich niezmiennik dwuliniowy.
N Ukladowipform / liniow o-niezaleznych odpowiada wta-
Snie nklad N—p form @ takze linfowo-niezaleznych, iodwra-
tnie tak, ze kazda forma /[ Jjest apolarna wzgledexﬁ kazdej
fo rmy ¢. Dwa takie uklady nazywajy sie »Wzajemnie apo‘im'nemi". Jezeli
obwrze?ly uklad ¢ apolarny wzgledem ukladu f, to wedlng twierdzenia
kibre pierwszy Brill udowodnit zupehnie #), kazde dwa w yznaezni kl
dolacz?ne obu ukiadéw spolezynnikow sg propourcyonalne,
albo tez sa rowne, jezeli nie majgey istotnego znaczenia spilezynnik
pruporc’ym}a.lnnéai uczynimy réwnym jednosei,

Wynika stgd podstawowa »Zasada kombinantdw*: _kombi-
nan.ty dwéch.apu]aruych ukladéw form zgadzaja si@ﬂtak co
Q;];c: zul?y_] ak ipo st a c‘i 4“’): Tflk up. mozna weding tego trzy formy dwau-
tak?e r]n *;- fo‘m :HV;(?J{EZVZ’E, ‘]gz?h idzie ¢ ich komt{illanty, zastgpié tylko dwiema
akiemi 1 Dlerwsze byly formami ogélnemi, to i ostatuie beda
dwéizcztjg}o}ny sztereg prz'edscawiaja kombinanty najprostsze ukladéw form

] (0Wyeh, poniewaz na ich podstawie budujg sig kombinanty wyzsze. Do-
wid, Jak.: dla tego przypadkn podal Brill 42, jest tem godniejszy uwagi, ze
wystepuje w nim istotnie nowy punkt widzenia. Z Wyznacznika‘Gorda’n a

R, napisanego w postaci niejednorodnej, wydziela Brill 2D roznic p
. 2

zmiennych y, ktére 8§ czynnikami Wwyznacznika, a potem zaklada, ze WsZy-:
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stkie- ilofel y sg réwne. -Powstajaey w ten sposih prestszy kombinant
W(y) *) rzedn p(n—p-+1) co do zmiennej y moze zastapié forme Gorda-
nowska 7 o tyle, o ile nie wymagamy wymirrnego przedstawienia ntworéw
niezmienniczych; 1 w samej rzeczy dowodzi Brill, ze kazdy kombi-
nant form f daje sig przedstawié jako niezmiennik lubspal-
zmiennik formy dwéjkowej W (poréwn. 11 B. b.h.

Z .ogélnodci® form fwyplywa znédw ogdlnodé formy T,
t. j. te spolezynniki tej ostatniej sa od sielie niezalezne,

Jezeli, odwrotnie, cheemy ogalnej formie dwijkowej rzedn p (n—p-+1)
nadaé postaé formy W, musimy dolaczyé do nigj funkeye niewymierna spol-
ezynnikéw. Tak np. ta ostatnia funkeva dla formy széstego rzedu jest vier-
wiastkiem rownania rzedu pigtego *); to dolaczenie wystareza do sprowa-
dzenia formy danej za pomecg przeksztatcenia lintowego do dwoeh pewnych
postaci kanonicznych. ; e

Do ugruntowania zasady kombinantiw nzyto pejecia uktadéw apolarnyel.
Pojecie to wystepowalo juz dawnigj: zZridie jego thwi w rozeiagniecin - na
uklady przedstawienia kanoniczoego Sylvesterva furm dwijkowyceh przez
sumy poteg. Pierwszy krok w tym kierunku uezynit w r. 1872 Rosanes %)
dowibdlszy za pemoeg symboliki prostego lecz donioslego twierdzenia, ze
znikanie niezmiemmika dwuliniowego dwoel form dwijkowyeh réwnego rzedn
jest konieeznem i wystarczajgcem na to, aby kazda z nich dala sig przedsta-
wié jake suma poteg czynnikiw liniowyeh drogle]. Jeszeze dogodnie] mo-
zna wyrazié to w ten sposél: jezeli forma dwajkowa n-tego rzedu posiada
czynnik A—a, to jest apolarng wzgledem n-vj jotegi tege czynnika,
iodwrotniet. Stagd wynika w szezegdlnosei, ze 1 danych form dwijkowyeh
n-tego rzedu mozna przedstawié jako polgezenia liniowe potég zupelnych
tychze n form liniowych. Tloezyn tyeh ostatnich jest wlasnie forma apolarng
do form danyeh. : i e o
Wkritee potem Rosanes rozeiagnal w mowie bedacy zasade odpo-
wiedniodé apolarnych na formy wyzsze ). Mamy tu analogicznie: ,Jezeli
flay, @y, .« . x,) jest formg n-tego rzedu » zmiennyeh i jezeli w,, 14, .2 05wy
oznaczaja zmienne spéfpodstawieniowe, to forma f jest wtedy i tylko wtedy
apolarng wzgledem n-ej potegi formy liniowej wyy oyt . o —Fwy,, jezel
spelnia sig rownanie f(yy, ¥s, . . -5 ¥r) =04} Na tem opiera sig mozliwosé
przedstawienia formy liniowej / za pomoca pewnej liezby poteg form linio-
wych; zadanie to poprzeduio juz bylo podjgte z powodzeniem przez Reye-
go*) przy pomocy interpretacyi mechanicznej. Lecz obecnie przybywa
nowy moment, prowadzacy do zwigzku z wlasnosciami biegunowemi formy/.
Utwoérzmy pierwszg biegunowsg forme f wzgledem ukladn wartesei (,pun-
ktn*) (y); tej formy znown pierwszg biegunows wzgledem drugiege punkta
(z)it.d., pokinie dojdziemy do formy liniowej w # punktach (), (%).(2)....(w).
Jezeli ten ostatni utwér znika, to méwimy, ze n punktéw tworzy ,n-kgt
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biegunowy“ formy 7 *). Wtedy latwo widzied, Ze n-kat biegunowy formy f
t. j. iloczyn n form liniowych w,, ty, . . . , w4, jest forma klasows apolarng
wzglgdem £, i odwrotnie. Pojecie n-kgta biegunowego mozna rozszerzyd,
tworzge pojecie zupelnego (n-1) kata biegunowego, jezeli kazde n wierz-
cholkéw tego ostatniego tworzy n-kat biegunowy. Stad, w polaezeniu z po-
przedzajacem, wynikajg twierdzenia, takie Jjak nastgpujace, w ktérem ogra-
niezamy sig do praypadku trzech gmiennyeh, i dla krotkosci wybieramy
wyslowienie geometryczne:

»Krzywa ogélna C, daje sig za pomocs ,bokéw* zupetnego (n—1) kata
biegunowego przedstawié jako suma n-tych poteg ~—~—”“§T1 form liniowyeh*.

Jest rzecza godng uwagi, iz doniostosd tych twierdzen polega w istocie
rzeczy na uczynionem zalozeniu, ze z dwoch apolarnych form f,¢ jedna Jjest
przywiedlng t. j. jest iloczynem samych form liniowych.

Z kolei rzeczy pytaé nalezy o znaczenie apolarnoSei dwéeh form nie-
przywiedlnych. Faktycznie to ogdlniejsze zadanie jest dawniejszem, tylko—
ze wiedy ograniczano sig na przypadkn rzedu drugiego oraz na przypadkach,
dajgcych sig do tegoz sprowadzié %). Tymczasem odpowieds na to pytanie,
tak wazna dla geometriw, byla natury tak specyalno-algebraicznej, Ze mogla
wywrzeé wplyw skutecany na rozwéj teoryi form. Hess e 31) dowiéd} byl juz
dawniej, ze apolarno§é dwoch form drugiego rzedu iub klasy stanowi kryte-
ryum na to, aby przy pomocy przeksztalcenia liniowego (a wtedy i nieskof-
czenie wielu sposobami)mozna bylo obie formy sprowadzic do postaci normal-
nej, tak by wjednej znich zachodzily wylaczniekwa draty,
wdrugiej wylaczuieiloczyny zmiennych. Stad Rosanesi Reye,
opierajgc sig nadto na zasadzie wyiej wylozonej, wyprowadzili daleko sig-
gajgee wnioski dla nkladiw stozkowyel,, dla powierzchni 2-go rzedu (orax
dia krzywych przestrzenuych 3-go rzedu).

Z zadaniem o sprowadzeniu w mowie bedacego, zupelnie inaczej zbudo-
wanego przedstawienia kanonicznego, do przedstawien dawniejszych taezy
sig zagadnienie charakteru ogdlniejszego, dotyczace wyprowadzenia zjawisk
apolarnosci w dziedzinie trzech, czterech zmiennych ze zrédia ezysto dwdj-
kowego. Zagadnieniem tem zajmowat sig szezegélowo autor niniejszej pracys?)
idowi6dl, ze nalezy daé odpowieds twierdzgca na oba pytania, mianowicie:
teorysapolarnoscii wiasnoscikombinantowe dziedzin wyz-
szych podporzgdkowuja si¢ pod teorye kombinantow a w6
kowych. Mozna to 0sigenaé za pomocs fancucha zasad przenjesienia (lub
jezeli kto chee, odwrotnie, za pomocy laficucha zasad redukeyi). Jadro
postepowania tkwi w tem, ze gdy przyjmiemy za podstawe
kanoniczng ,ukiad spélrzednych*, to wym agane procesy
biegunowe przechodzg na proste przeksztalcenia funkeyj
elementarnych symetryeznych.“
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Poniewaz przy ntworach w mowie bedgcych nie ma zna(.:ze-nia okolicz-
nosé, czy formy te prayréwnywsmy do zera czy tez nie, to przyj.mle.my przypa-
dek pierwszy i zarazem dogodny geometryczny sposéb-wyrazema. By‘me
wdawaé sie w objasnienia bardziej skomplikowanych po.}’gé, Wy's.tarczy 124z-
patrzenie, dla przykladu, najprostszego przypadku dwoéeh strozkowych ).
Niechaj beda stozkowa rzedowa i klasowa:

f=a?= X Zuga;xr = 0, =012
p=12= 3 Xag w;u; = 0.

Drugs z nich sprowadzmy do ,postaci normalnej* %)

P = Ul — U2 = 0,
¥

lab, przez wprowadzenie parametrn dowolnego 4, do postaci

”

UgTUy ¥y, = 21— A:l.
Zwiazek apolarnosci miedzy /1 @ wyraza sie teraz W ten sposdb:
gy = Qpy

tak, ze gdy ten zwiagzek sig spelnia, mozna napisaé:

Qoo == o, Opy == gy Cog == Uy, dog = fAg, Uy == by Gy == Gy
7 i 1 1%
7 punktu (r) przeprowadzmy styczne a, f do ,,stozlguwa,] mznr;ajlnej
@, wtedy z,, %, T, bedy zwigzane z a i § za pomocy zwigzkéw prostych:

By i@y cwy = liatprap.

Twierdzenie zasadnieze brzmi: ] ’ .

~Warunek na to, by dwa punkty (sc)=(a3ﬂ), ;L/:(y, d) b)u_'yf
sprzéionemi ze wzgledu na stozkows, wyraza sl w postaci
symet}ycznej wzgledem a, B, y, §, nastepujgeej:

| =0
g == s == GgSg ~+ 08; - B8y 0455 T~ S, 0,

B T —S‘—oznaczajq, funkeye elementarne sy-
s s s
tryczne ilosci a, g, 7, 9. ] -
Stad bezposrednio wynikajg wnioski: ) o
Wszystkie rozwigzania réwnania a;=0 przedstawtba._;@
” 3 0 . A r -
pasmo (potréjnie nieskonczone) opisanych na g czworobokdéw bie

gunowych stozkowej f apolarnej wzglgdem ¢*.

.8
gdzie -1,
So
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Jezeli w . pol ¥ oa=pg=y=§=] 'Zy Ny i

ezterech punkt:)\{‘IprzeuiQC: stozkfwyclh Gif & ommeny ownanle a0

] Stad iz okreslenia apolarnosdei dwijkowej wynika:
bleguvuu.we poprzedniego twierdzenia przedstawia na stoz
kowej 7 grupa apolarna wzgledem dwojkowesi cy‘w ) ‘OI'Zj
a;*punktéow przeciecia stozkowyel q’i‘f Teemwork

’ Qd czworobokdw hisgunowych stozkowej fnu-Zn-a przejsé do tréjb
kiw hx‘eguuowych, pozostawiajae jeden ich bok nieoznaczonym. Jez If)J 'O'
dpuczesple boki rrijboku biegunowego majy hyé styeznemi o 3 v ZAH "o
rownanie =0 rozpada s1¢ na dwa uas[gi);!,iaée: ‘ hrdem b

26Zworoboki

i . A
WOy + g0, - a0y 1ty = 0, L S T )
gdzie ) ' '

GH

o . Gy n .

TR a2y
L V; ?em _'/:z‘iwxem sie call-:uwivte wyjasnienie twierdzenia Hesse g0
LdYi o pPlsanena ¢ trojboki biegunowe stozkowe‘a ;“
pf'zedstawwne Sgha@przez grape apolarng do gr !
p3erwszych biegunowyeh czwork: {(fig) punkts N
cigeia® e

Palgezenie dziedziny dwijkowej i tréjkowej staje sie jeszcze <oiglej
Szem przez dalszy zasadg przeniesienia, uzasadniong przez pier\;vw e
mocg rachunku symbolicznego przez 0. Seh lesingera "’9)k ;Ly ZEIL l;f)-
Jacy na tem, z’e‘jedut; itesama stvzkowa mozna ’uuf’;;r:é
rTala.z za unw'ur rzgdowy, drugi raz za utwar klasow
Niechsaj na stozkowej A dana bedzie czwirka Punktow «;* oraz czwo ky
.styuzuy‘?h ;' Istnieje jedna tylko stozkowa rzedowa fap(;lurna do Kuxl ‘d
Jaca z K wspélng czwirke punktow a;* 1 prdobuiez istuieje jedna tylko ’%tgf-
kowa klasowa &, apolarna wzgledem K i majgea z X wspdlig czwork k‘t f-
cz.nyehb;*. 7tedy—pomijajge ez yonik nie istotny—nieg e
nik dwéjkowy dwulin;o Wy obu czwirek apf byt § estn;'l(;em
tyezny z niezmiennikiem tréjkowym d,wu}iuio wen-
obustozkowyeh 7 @. ) v
Przejry'wamy tu dalsze wyjasnienia i ograniczamy sie na charaktery
St}'tﬁfﬁ nogdlnienia dla dziedzin Wwyzszycl, polegajacei na tem, ze rzad n f ‘U ,
dwijkowej f, = rozklada sie na dwa czynn;ki'n N, 5"'; pier\s%asék'm'mg
i({lzny ﬁ,:().uwaiha sfe Iza punkty rozmairusei jednow}gmfarbwejvw prlzeslnéz
%, wymiarach; spiolrzec ity (oW g i .
zmien;}ej 5 Y] ednemi tych punktoy Sa potegi 1, 4, 47, .. . y A
Jako zastosowsnie omawianych tu zasad p
dwa nastepujace twierdzenia, rzucajgee now

Zeniexjenia niechaj stuzg
¢ Swiatlo na nature praedstawier

O STANIE OBECNYM THURYI NIEZMIENNIKOW, 247

kanonieznych potegowych. Pierwsze twierdzenie °) orzeka
naprzyklad, ze dwa zadania: przedstawienie formy
dwojkowejrzedudziewigtego puvd postaciasumy pie-
ciupoteg dziewigtych, oraz przedstawienietormy czwoér-
bowej szedciennej, jakosumy pigein szescianiw — ze
zadania te sg réwnowazne; jedno sprowadza sie do
drugiego zapomocyg procesdw niezmienniezych.

Drugie twierdzenie ) orzeka znéw réwnowaznosé dwoch zagadnien:
Lkanoniczuego przedstawienia nkladiw form przez sumy potegowe oraz szu-
kania najwiekszego wxpoluego dzielnika takich ukiadow. Niechaj beda
mianowicie dwie apolarne dwijkowe grupy form;wtedy kazdej
podgrupie jedunej, ktorej wszystkie indywidua daja sie przed-
stawié jako sumy tych samyeh poteg zupelnyeh, odpowiada
oznaczona podgrupa drugie]. ktorej wszysikie indywidua
majg jedne i te sama forme jake ¢zynnik wspdluy, i odwrotnie,

W ostatnich czasach badano takZe wspommiane wyzej ,rozszerzone
kombinanty* nkladu form dwdjkowyeh fi, fi, . . ., fu, Ktére przeto, oprécz
zmiennyel 4, zawieraja jeszeze jeden lub wiecej szeregd v wielkosei u, prze-
ciwpodstawieniowyeh z formami 7. Okaznje siy przytem dogodnem wprowa-
dzenie, zaniast ilosciu, szeregdw zmiennych ), (4 3oeer SPOIpodstawieniowyeh
z formami f- Do kombinantu tworzgeege 2 Gordana (wyznacznika ilosei
7, napisanyeh w rozmaitych zovennych 4, s » . . .), moZna, wedlug Brilla®
dodaé kilka dalszych. powstajgeych przez to, ze jeden, dwa
trzy ... p szeregéw ilodcel fzastepujemy odpowiednio zmien-
nemi () () () @) (@) (211t d. Te rozszerzone kombinanty sluzg geome-
tryeznie do poznania niezmienniczych wilasnodei rozmaitosci pojedyun-
¢zej, ktorg przedstawiaja formy f wewngtrz rozmaitodcio
p—1lwymiarach.

Zadaniem najwazniejszem je-t tworzenie rzutowe tej rozmaitusdei form
f z innyeh rozmaitosel rzedu nizszego.  Algebraicznie brzmi vno tak: ,Zna-
le§é p—I szeregiw form rzedow ny, gy, Rpy =R R0 o 1),
aby p zupelnyeh wyznacznikow, ntworzonyeh z p—1 szere-
gow. zlewalo sie z p danemi formami frzedu n-go®

Autor uiniejszego ™) rozwiazal to zadanie przy pomuey postulatu
dowiedzivnego, nastepuie ogolnie przez Hilberta ), trakiujge je jako
przypadek szezegolny zadania o pedzielnodel *p .Znalesé¢
dla funkeyi catkowitej F(i, u) dwich zmiennych niejedno-
rodnych kryteryum na te, aby ta funkeya data sig pedzie
li¢ przez inng funkeye ilodci 4 z, zawierajgca jedng ze
zmiennyech tylko w stopniu pierwszym®.

Rezwigzanie tego zadania uskutecznia sig przy pomocy proceséw na-
sunigein 1 biegunowego W. Stahl dal bezposrednie rozwigzanie tege
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zadania dla szeregu przypadkdéw s = 3, r =

4 przez wyrazne W20ry wy-
znacznikowe.

Do II D. c.

Wypadkowe i wyrézniki.

Pomiedzy specyalnemi niezmiennikami wypadkowe (rugowniki) i wyrs-
zniki zashiguja na szczegllng uwage ze wzgledn na liczne zastosowania.
Nauke o wypadkowych i o wyréznikach form algebraicznych mozemy tu tylko
o tyle nwzglednic, o ile natara niezmiennicza tych ntworow wystgpuje na
plan pierwszy, chocby formalnie 63). Wtym kierunku rozwdj lListoryczny
teoryi form part przedewszystkiem kn rozwigzaniu zadania, polegajacego na
otrzymania wyrazenia symbolicznego dia tych utworéw w przypadkach naj-
prostszych. Nie przedstawiato to0 trudnesei dla wypadkowej formy dwéj-
kowej f, rzedu n-tego i dwéjkowej liniowej /;. Rozwigzanie w przypadku
form dwijkowych f,, fopodat Salmon %9 24 pomocy rachunku nadwyzna-
cznikéw i to w 8posdb, pozwalajycy na uogdlnienie w.przypadkach wyzszych.
Clebsch ™) uezynil ‘krok dalszy, gdy na podstawie symboliki A ron-
holdowej przerobit Wyrazenie wypadkowej form fu ifs 0 tyle, Ze mozli-
Wem sig stalo sprowadzenie’ istotne tego wyraze ja do szeregu Diezmienni-
kéw i spotzmiennikow posrednich. Mniej przejrzyscie wypadlo u Cleb-
scha uogdinienie w przypadku wigkszej hiezby zmiennyvel dla wypadkowej
formy dowolnego rzgdu, formy kwadratowej i szeregu furm liniowych. Po-
stepowanie Clebscha zastosowal Gordan ™) qo wypadkowej B dwéch
dowolnych form dwdjkowych f., i /,. Przedewszystkiem udato sig W przy-
padku wyréznionym m = n, brzez wprowadzenie symboli na pojedyiicze
2Spélzmienniki elementarne, O ayleyowsko - Bézontowski ej formy
rugownika i przy pomocy zasady rozwiniecia szeregowego, wyprowadzié
rugownik form danych Przez zastosowanie sam ego tylko pro-
césunasunigeia. Dalej analogiceznie buduje sig spétzmienuik, ktérego spol-
czynmiki dla R=0 83 rowne potegom wspéloych pierwiastkiw form f, i f,,
potem spélzmiennik, ktorego znikanie tozzamoseiowe jest kryteryum wspél-
nosei pierwiastkn podwijnego i t. d. Jezeli falfy s3 rzedow nieréwnych,
to W symbolieznej swojej budowie rugownik wystgpuje jako iloraz dwich
stesunkowo prostych utworéw. Zreszty w kazdym szezegoloym przypadku

dzielenie jest wykonalne i otrzymujemy wynik podobny do poprzedzajacego.
Przyklady wyrachowane obejmujg wszystkie przypadki, w ktérych zaden
2z 12¢déw m, n nie przekracza liczby 5 Dla przypadka # dowolnego oraz
m=3 napisal Pascal™) wypadko w3 W postaci symbolicznaj tak, ze i faktyez-
neprzeprowadzenie na agregat nasunieé nie przedstawia istotnych trudnose;.
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Na teraz ogélne rozwigzanie tego zadania wydaje 'sif;.nie}nozliwen'l By I::i-
lezy zadowoli¢ sig tem, by udoskonalié przedstawienie mezmleun.lcz.e wy;; -
kowej w przypadkach nizszych w ten spo 6b, aby w przedsta?vuim;l “'? o :
powaly tylko formy odnosuego ukladu zupelnego. Por. np. u Brios c5u g
przypadek m==3, n=4, 1 ¥'Ovidio ) m=4, f"’"*’f oraz m=>5, ‘Zz_g_. X "
Jeszcze mniej udoskonalonem jest odpoxv1e(1111f: przedsmwn.eme ng -
mka. Gordan ") podal dla form dwdjkowych f,,'pnst.gpovz'a.‘me s:y as gmzz: :
tyczne dla dojscia do wyrazenia wyréznika przez mezx{uenmkx zzfs? AnmSi,
przy wzrastajgeym rzedzie trudnosci rachunku (symbohcznegol; T17)142 rza sig
do takiego stopnia, Ze. zwalezono je dopiero dla przypadklf 0= é -
Jezeli (dang jest pewna forma f;, to metoda Bezo?.t - agé rgw-
wyznaczania ezynnika podwéjnego ax=a,:r1—}.—a._.'x:} formy [ ; daje sz;ed row
nah jednorodnych stopnia pigtego wzgledem 1105(:1 o Za pomocé;. mpu.emy
dniego nasunigeia stron lewych i nastgpnego dzlelex}la przez a, O lzg'b (galej
réwnania stopuia czwartego wzgledem a. Postgpu‘]:;tc w ten spo(sé o ’
dochoedzimy do réwnan kwadratowych, z ktoryeh mozna x'v'yz:ugowa ilocl «;
strona lewa rugownik» jest wiedy wprost szukanym wyroznikiem. N
Na drodze posredniej zalatwil Ma isanf) 76) pl'zypadekfnfmstgp iyw ;a’
badajge najprzod specyalna funkeye ﬁ”’. ktdra jest hesyanem (;x;xyi ({';m} y
zUjge nastepnie, ze wyréznik ogélnej formy £, ma budowsg an‘ g “ ;ﬂeda
Warunki istnienia czynnika wialokromggo _furrx}y.fn ut,} zyma.‘ Wt,e o
wno dla przypadkn n==6. Odpowiednie spulzn}}el}mklf lfto;«’e 1111.1:\223, e
znikaé tozsamosciowo, wyrazili Maisa,nho ;5‘\ id Oi;l“i:l;:pi ) przy p
{ 'e jako wyrézniki biegunowych formy pier 2, ,
iormOu;\g\ii]:;ih tréjgowych moina powiedzied uiewliele. Wypaflk(;\: af uf;:i:?l;
form kwadratowych jest u Gundelifingera®) i M (z“rte'nx aonioc ot
catkowity dwdch kombinantéw zasgdnicZ)l'lch.' gy?‘; Zd1 ;1 3 ylg 7}); izlgfl())rmy gmjk("
zmienniks, wystepujgcego juz o Derscha. wyr R n‘;lczynnikéw.
wej C. w postaci wyznacznika, jfiko funkeyg ca}t_{o}M 3 l‘k'w T ko
'zejdZzmy teraz do pojedyiezych wlasnosci 1ugov‘vnl (i " y !
form (f\if)j?{i@l;ych Utwory te. jako fu?kcye spc’)lczynnllf(.)iw, ];f())ln?l zazt;iz?z
pewnym specyficznym réwnaniom r()émczk'owym obok tylc c11 ] elﬁy I
za.dos"é niezmienniki. Pierwszy Brioschi poda:I uk a d/,up Juy s
liniowo-niezaleznych, Noether ®) za$ wykazal, ze juz Je n;»ycn ztwomm
nan, dowolnie wybrane, wystarcza do lsch.arakteryzov‘v‘ama h}j’g PR
Godne uwagi zastosowanie rownaf wy r.oimkowych, Bri ° ; J ereﬁ i
Wiltheiss %), nadajge rownanin 1‘6imczko(;v::,):‘r:;xeidu‘t:ilzcgo nfl?l oty
¢, ze wyplywaja one przez odp duig yo mows
Z%?nggsl? r’iozsech i’s;l?gfc}:; od?ména ful'l:{l‘d dwéjknvv:a jest tu wladnie pier
T o Z}“akle;“ ca}'kozvi) IIx;;zajenme, tak rugowni-
X 97y pierwszy wskazal Scisle zwigzk aje tak !
kéw(jra(;: ld :r;r(’)z)nl;;:éw oﬁaz zwigzki pomiedzy jednemi i drugiemi. Prosty
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rachunek wykazal, ze ragowniki pewnveh wybitayeh spolzmiennikow formy
plerwotnej zawieraly wyrozuik tej formy jako czynnik. Istotuy przyczyne
tego zjawiska odkryl niedawno Kohn ). Jezeli mianewicie wprowadzimy
plerwiastki przedstawienia wyriznionego typowego formy £, (pochvdzacego
od Hermitve'ay juko wielkosei samodzielne, to dujdziemy jrawie bezp‘oére-
dnio do twierdzeniy, ze wszystkie spélzmienniki formy f, ktorych wagi lezg
ponizej pewnyeh granic, majy te wlasnodd, ze ieh wypadkowe z forma
a lakze ich wyrézniki zawierajy wyrdznik formy £ w pewnej potedze. O&p[}-’
wiednie twierdzenia stosujy sie do ukladow form pierwotnyel.  Autor ni-
niejszego ustanowil *?j dla foriny dwéjkowej f rzedu nieparzystego n=3214
szereg zamkniety spolzmiennikow [ S ktorych wyrozniki 1}1‘6cz,
pierwszego i ostatuiego, rozpadajg sie na dwa czyuniki i 53 ZWigzane po-
m‘ie‘dzy sobg laticuchowo w ten sposdb, ze dwa nastgpujace po sobie wyréz-
uiki maja cxynnik wspbluy.  Dla pewnyeh ukladow szezegiluyeh form dwdj-
kowych zwinzek rugownikéw i wyréznikéw zbadane jeszeze dokladuiej. S
to formy, ktore, proyréwnane do zera, wyznaczaja osobliwogei (1‘zéd¢xw(a )
krzywej wymiernej na plaszezyinie lub w przestrzeni. Rugowniki i ;\*yré?.«
niki tyeh form rozpadajy sig, jak to widzied mozna 2 rozwigzai geomrtryez-
nych, na pewng iiezbe czynnikow nieprzywiedluych, te ostatnie zas $3 W Czg-
sel, Iu_bo W réznej wielokrotnosei, wspélnemi. Odnosne rozklady W\'konaii
w zupeln: sei: Briil ¥) dla vlaszezyzny i dla pewnego kanouicz{xeguvukladu
réwnan, antor zas niniejszego dla plaszezyzny 1 przestrzeni ogoblnie #1)
W szezegilnosei wyroznik wyznacznika funkeyinego trzech lub wiecej form
dwdjkowych réwnego rzedu rozklada sig na dwa czynniki; wynik ten mz da-
dawniej nogolnit byt Brill 1 dla dowolnej liezby takich form,

Poznanie innego, nalezycego tu zjawiska przywiedlnosei. zawdzigezamy
Cayleyowl ™). Jegeli utworzymy wyriinik peku form d\\'éjkowycﬁ
Ieyf+kyp, o nastepnie wyrizuik tej formy zmiennycl ki, by, 1o rozlozy sig on
na iloczyn postaci 4B*(% gdzie znikanie niezmiennikiw A, B, C ma latwo
okreslié sig dajace znaczenie dla dunego peku. '

. W dziedzinie wigkszej liezhy zmiennyeh istnieje w tym kierunkn
t“'{erdzenie Brilla®). Jezeli z n rownanan f=00n (niejednorodnych)
zmiennych wyrugujemy n—- 1 zmiennyeh T ooy ey, 0 wypadkowa
form 7 bedzie formg dwdjkows pozestalej zmiennej a,. Jej wyroznik wzgle-
del:n Zy jest podzielny przez wypadkowy form £ i iol ;\‘yz‘naczuika qunk-
eyjnego.
- M\Z :51:[13’1(1:12_}:}131 éf;n;z oini::;i :,Vy'?-«f’snosfci' z:jsaqniczej wyréznika 1) forn?y
0L c , szystkie znieksztalcenia formy P dadzg sie
okreél‘xe: Jedynie z wyriznika. Dia form dw Jkowych F rozwiazal odnosue
zadanie najogilniei Hilbert %) za pomocy l'uzwinigcm pntego‘wawo. Jezplg»
d}a pewnego ukladu wartosei spétezynnikow a, formy F, zm’ka: taﬁsa?uoéciuwo
nie tylko forma Dia,), lecz znikajg tez j wszystkie pierwsze biegunowe
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w liezbie n—/h—1, wiedy nastepna (n—%k)-ta biegunowa rozpada sie na
n—# czynnikdéw linlowych. Jezeli pomiedzy temi czynnikami jest up.
w—1 =123 ..., k) réwnycl, to 1 forma pierwotna Frozpada sig wten
sposob, ze jej czynuiki liniowe jednoezy sig po u, i odwrotnie.

Dla specyaluego gatunku biegunowych, zwanych ,ewektantami~
rezultat ten juz znacznie dawniej otrzymal byl S vivester

Metodn Hilberta pozwala zawsze na wyznaczenie tak pestaci jak
i liezby wszystkich osobliwosei ntworn Dig,) = 0.

Kotiezymy ten rozdzial przytoczemiem niektéryeli postepéw w roz-
wazanej dziedzinie, jakkolwiek pogladom tym brak dotad wyrobienia
w duchu teoryi niezmiennikow. : :

Az do ostatnich czasow przez wypadkowy n form F, rozamiano strone
lewg réwnania (pozbawionego czynnikow zhytecznyeh). powstalego przez
eliminacye n—1 zwiennych. Wprawidzie juz fakiyeznie Bézout ntworzyl
wypadkowa przez to. ze przy pomocy odpowiednio dobranych ,polyonomes
maultiplicateurs® kembinowal formy F; liniowo w ten sposéb, ze powstale
wyrazenie rednkowalo sie do stalej, mianowicie do rugownika. Mertens *)
ma tg zasluge. Ze przez odwricenis tego postepowania oddzielil pojecie wy-
padkowej od procesu eliminaeyi: w zalozeniu, Ze rGwnania Fy=0 nie majy
wspolnego ukladn rozwigzan, dowodzi on, Ze istnieje kombinacya liniowa
form I przepisarego rzedu wzgledem spolezynuikéw i niezalezna od zmien-
nych.  Z drugiej strony, odpowiednio do naiprostszych znieksztalcen form
zasadniezych F, wprowadzonv pojecie wypadkowej ,zredukowsnej“ R
Jezeli réwnania Fy=10 'posiadajg juz pewna liczbe ukladéw wspéluych
rozwigzal, to istnieje zawsze funkeya calkowita /2’ spélezymnikéw, ktorej
znikanie daje kryteryam na to, aby te riwnania mialy jeszeze wspélue
rozwigzania dalsze. Cayley pierwszy podal ®) - prayklad tego rodzaju,
Pervin *) i Brill *) przeprowadzili nad tem badania ogélniejsze.

Perrin wychoidzi z zasady, wedlug ktirej wypadkowa pierwotna K,
ma by¢uwazana jako funkeya wyrazéw form F. ktore nie zawierajy zmien-
nych, i dochodzi w ten sposib do wyrazenia formy &, jako funkeyi catkowi-
tej-formy F, o spétezynnikach niezaleznyel juz od zmiennych. Przez skom-
binowanie tej zasady z metods eluminacyjng Poissona *), Brill 19)
doprowadzil to pytanie do zadawalajycego algebraicznie zakoficzenia, tak
ze wypadkowa zredukowana wystepuje wyraznie jako czynnik wspélqy. pe-
wuyeh wyrazow rozwiniecia, dajacego sie obliczyd przy romocy przejrzy-
stego algorytmu.. o .

Na koten wspomnijmy jeszcze o tem, ze teorya kambinantéw i apolar-
vosci moze byé z powodzeniem stosowana do tworzenia W};p&dkomth
w przypadkach bardziej zlozonych '
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Do IL. D. 4.

Dalsze formy specyalne *%).
IL D.d. a. Formy ze znikajgcym wyznacznikiem Hesse go WYy,

Jednem z najwazniejszych pytan w teoryi form jest pytanie,dotyczgce kry-
teryum, pozwalajacego przekonad sig, kiedy dana forma Fon zmiennych moze
by€ za pomocs podstawienia liniowego przeksztalcona na forme o muiejszej
liczbie zmiennych i—w razie jezeli to zachodzi—pozwalajacego wyznaczyé
istotnie odpowiednie podstawienia.

Ogélne wywiazanie tego zadania zawdzigezamy Gordanowi 103y
I Noetherowi. Onito sprostowali zarazem twierdzenie Hessego 104),
wedlng ktérego wzmiankowane kryteryum miato wyrazaé sie tozsamosciowo
znikaniem spélzmiennika & (Hessego), t.j -Wyznacznika funkeyjnego pierw-
szych biegunowych formy 7. Okazalo sig, ze twierdzenie Hessego nie
Jest ogolnie prawdziwem: ze stosuje sie ono tylko do form dwéjkowych, troj-
kowyeh i czwirkowyeh oraz do ogbloych kwadratowyech, 2dyz juz w dzie-
dzinie pigein zmiennych Jjednorodnyeh istniejg cate klasy form, ktérych he-
syan znika tozsamosciowo, pomigdzy zasich biegunowemi nie zachodza weale
zwigzki liniowe. Badanie Gordan a i Noethera opiera sig na réwnaniu
rézniczkowem czgstkowem linjowem, ktéremu czynig zadosé forma 7 i jego
biegunowe, i kiérego spétezynniki zalezg znown od pewnego ukladu réwnat
rézniczkowych czgstkowych.  Z liczby rozwigzalh tego ukladu nalezy wy-
dzielié te, ktére sg funkeyami catkowitemi zmiennych. Staje sig to przez to,
e te ostatnie przeksziateajg sig niewlageiwie® wymiernie, t. j. w ten spo-
s0b, Ze znika tozsamosciowo wyznacznik podstawienia wraz z pewnym sze-
. regiem jego minoréw.

Do II D. d. g.

Formy specyalne, ktdryeh natura okresla $ig za pomocq réwnari rozZniczkowych
algebraicznych.

Poniewaz nasuniecie dwéch form mozna zastypié procesem rézniczko-
wym, wszystkie za$§ utwory niezmiennicze sprowadzaja sis do nasunied,
przeto jest teoretycznie jasnem, ze gdy znieksztatcenie niezmiennicze formy
lob ukladu form jest dane brzez znikanie niezmiennikow lub tozsamosciowe
znikanie spétzmiennikéw, to i sama forma, musi ezynié zado$é jednemn lub
kilkuréwnaniom rdzniczkowym‘ia]gebraicznym. Otrzymanie tych réwnai na tej
drodze jest wszakze potgczone w praktyce z wielkiemi trudnosciami. Jeszeze
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trudniejszem byloby zadanie odwrotne: z danych réwnan_ﬁ rd?nic?kowych dla
form specyalnych wyprowadzié réwnowazne kryterya n.xezmlen{nczg. )

Dla omawianego zadania ma znaczenie twierdzenie, dowiedzione nfx_i—
przod przez Faa di Bruno dla form dwéjkowych, ktére, wedtug H'l -
berta i Perrina, daje sig tatwo rozciggnaé¢ na formy wyzsze;. tw]i?"_
dzenie to daje nam mozno$é wykonania wzajemnego przeprowadzenia, o kto-
‘em MOwa. ' o "
' Jezeli f(x) =1, jest formg dwéjkowg w spolrzednyeh niejednore
dnych »:

.ﬂ:aow"—{—(?)alau"“—}— ..... +

tjezelt fi, foy e v v o™ s pochodnemi formy f wzgledem z, podzielonemi przez
proste czynniki liczbowe, t. j.

1 e ‘ 1 "(; o ey
fi = la) Te=;f(;1—__—1)f(£), ..

to kazdy spélzmiennik formy f, mozna otrzymaé bezpoéw_adnio Z Sjeg:l) Wy;;f:
glownego (zrédla), zastepujgc spoteczynniki a. formami f; - tti évivzslrn .
odrazu, ze kazda funkcya jednorodna i izobaryc%na F form f; jest sp

nikiem formy f(x), czynigecym zadosé réwnaniu Zrédia:

= ! aF E{;—Y L= 0.
]‘O—a?Fl--rZﬂTﬂ-+3afa+....

Za pomocs tego srodka pomocniczego pokazal Hilberrt lﬂﬁ)i,J:kél:;e:l esjti‘;
nowiska teoryi niezmiennikéw bada¢ mozna n.p. funkcyekku is iecali e 1o
funkeye hypergeometryczue F(a,B,7,%), ktére s3 fun §y§z$ o e By
wymiernemi wzgledema Jezeli Fma byé.for:mq., dwé)‘kowqil 0 oL A o
nalezy przyjaé za réwne liczbie calkowitej ujemnej —n; wtedy
rad fgzzgi’; iy sy funkeye szedcienne lub liniowe w postaci jednorodnej

3y+2(n—1) 3ptn-—1 )
y:_j;'n—l) %+ 3(u—1) T2

2 —_
=120, +xxd w=

to réwnanie liniowe na F przerabia si¢ wprost na réwnanie migdzy nasu-
igeiami
e (@l + =0

¢ i j § i la odrazu znale$é te przeksztal-
i odwrotnie, Znajomosé form ¢ iy pozwa ; : satal
1ce‘:nia. Iiniov;e, ktére sprowadzaja forme f do postaci szeregu hypergeome
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tryeznegn F. - Sa to wlasdnie te szesé rrzeksztaleen, przez ktore forma szed-
cienna ¢ przyimuje powyzszy typ kanoniezny,  Bardziej szezegolowe ba-
danie pozwala jeszeze na wyeliminowanie form ¢ i 4. Wypada mianowicie,
Ze dla seharakteryzowania formy specyalnej koniecznem i dostatecziiem jest
znikanie pewnego niezmiennika, ktory zndéw prostym sposobem wyrazié sie
duje za powoca caterech znanych spolzmiennikiw zasaduiczych.

Do IID. e.
Pytania. odnoszace sie do rzeczywistosei.

Istniejy liczne. co do istoty swej bardzo oiinienne, zastosowania teoryi
niezmiennikow, zwlaszeza dwdjkowyeh, do pytan o rzetelnosei pietwiastkow
réwnat algebraiczuyeh i ukladow takich rownarn.

Do okresu dawniejszego naleza tn badania klasyezne %) Hermite's
i Sylvestera, w ktorych wszystkie riznice, jakie co do rzeczy wistosei
mogy przedstawiad plerwiasthi rownania rzgdu 5-go. scharakteryzowane 58
z& pomney kryterydw niezmienniezyeh. Poprzednio juz Cayley zbadat byl
brzypadek rownan rzedn 3-go i 4-go ). Wspomnielismy juz takze o Jpra-
wie bezwladnusei* Sylvestera Jac ubiego "8). Na poezatku no-
wego okresu wystapil Schramm ) dwiema godnen:i nwagi pracami
Stare, rozstrzygniete zupelnie przez Sturma pytanie o liczbie pierwiastkow
rzgczywistych pomiedzy danemi granicami, weszlo wnowe stadyum z punkty
widzenia teoryi form. Funkeye Sturma, ktérych zmiana znaku stanowi
tu rzecz glowng, zastapié mozna szeregiem juzto spélzmiennikéw, juz to
niezmiennikow, W szczegblnosel zachodzi twierdzenie, ze gdy wszystkie
pierwiastki réwnania f=0 8 rzeczywiste, to pierwiastek spilzmiennika
Hessego, przyréwuanego do zera, sg urojonie; i olwrotnie. S ylve-
ster ') dowiod! w inny sposob tego twierdzenia i zarazem rozszerzyl je
na wszystkie spélzmienniki stopnia 2-go {eo do spélezynnikéw formy 7).
Z drugiej strony Liaguerre 1Y) znacznie nogdlnil znane procesy oddzie
Jania i przyblizonego obliczania pierwiastkow przez wprowadzenie Srodkéw
pomocniczych z teeryiform (spilzmiennika I e Ssegoitp.). Wostatnim czasie
Fr. Meyer ") pydal pewne prawo bezwladnosei dla réwnan algebraicz-
nych fs,41:=0 stopnia nieparzystego. Istnieje szereg zamkniety spolzmien-
nikéw £, /o, . .., fu taki, ze uktad tyeh #-4-1 rownai f==0 —jezeli odwrdcimy
uwage od przypadkéw przejsciowych —posiada liczbe pierwiastkéw rzeczy-
wistych, niezawists od wyborn spélezynnikéw. -

Wspomnimy Jjeszeze krétko o pewnych pytamiach, tego rodzaju dla
szezegllnych utworsw algebraicznycl; wzigly one poczatek =z pytan
geometrycznych.  Te wypadki zachodzy zawsze z koniecznogei, jezeli
dziedzing zmiennych danej formy Irzeniesiemy do  dziedziny zespo-
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Jonej. Nalezy tu przedewszystkiem interpretacya zmiennej zespolonej
z=a+1y na powierzehni kuli, wprowadzona przez Eleina %) na pOS*l-
stawie faktu, ze przeksztalcenie linivwe zmienuej z znajduje swe wyrazenie
w rzntowej geometryl miarowej na kuli. Jezeli utworzymy grupe px‘zeksjztz?i—
ceit liniowych zmiennej 2, ktore bryle foremng przeksztalcaja na samg siebie,
i jezeli poddamy temu przeksztaleenin dowoluy punkt z kuli, to }atwo. po-
znaé, ktore z tych wartosel z sa rueczywiste; np. w przypadku dwudziesto-
Scianu takich plerwiastkow jestich zawsze cztery 14).

Wedekind badal w tym sensie dwustosanek czterech punktéw na

4 kuli:okazuje sig znown, ze dwustosunek ten wtedy tylko moze byé IZeczywisty,

gdy te cztery punkty leza jednoczesnie na plaszezyinie 11%), :

Szezegilng waznosé dla geometryi krzywyeh plaskieh i przestrzennych
maja réwnania (dwdjkowe), od ktérych zaleza miejsca usubliwe krzywych.
Brill %) rozlozyt wyrdznik takich réwnad na czynniki nieprzywiedine,
i stosownie do tego, ezy wielvkrotnosé tyeh ostatnich jest parzysta lub nie-
parzysta, podal zmiany rzeczywistosei plerwiastkow pray przejsoin Wyré?_.—
nika przez zero; tym sp-sobem ua dvedze czysto algebraicznej sprawdzil
pewien zwigzek algebraiczny pomiedzy liezbami vsubliwosei, znaleziony po-
przednio przez Kleina %) za pomeeg rozwazan geometrycznych. Fr.
Meyer uogdlnit to twierdzenie do krzywyeh w. przestrzeni 118),

Do II D. 1.

O zastosowaniu feoryi form do teoryi grup przcksztaleen
skofiezonych eigglych.

Teorya niezmiennikéw pozostaje w lieznych zwiazkach z teoryg grup
przeksztalcen ecigglych i skodezonyeh, jak to wielokrotnie okazal Lie.
Typowy przypadek tego rodzaju zbadat Engel %), Idzie w nim o wyzna-
czenie wszystkich ,zestawiei* grap r-parametrowyeh, Taka grupa okre-
Sla sig przy pomocy zwigzku:

(X X)) = X, (le) — X; (Xzf} == ].2" Cas Xs/',
gdzie stale ¢ majg wylgcznie czyni¢ zadosé warunkom;
Cits = — Cris,  Cigrs = % (Caty Cojs - Cigy Oris ~+ Gyt Cots) = 0,
1

(’i.]f,j,8=1,..-,77)
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X =X.{ sa (liniowo-niezaleznem 4) nieskonezenie matemi przeksztalceniami
grupy, mogacemi si¢ przeksztatcaé dowolnie liniowo, bez zliany zestawienia
gTupy.

Jeieli napiszemy réwnania, okreslajace zestawienie grupy dla dwoch
dowolnych kombinacyj liniowych ilogei X:

.. ’ L3 1L,r
Flz,y; X = (.‘12;7‘,-3',, S Xy) = Zea 2,y Xy,
1 iks

to forma tréjliniowa F lub réwnanie Fe=0 przedstawia zestawienie grupy
W tem znaczeniu, ze wszystkie formy, powstajgce z formy F przez prze-
ksztalcenie liniowe ilosei z, y; X (gdzie ilogei X 84 przeciwpodstawieniowe
wezgledem spélpodstawieniowych z, y) dajg to samo zestawienie. Dos¢ tedy
zbadaé formg F ze stanowiska teoryi form, aby otrzymaé jej nklad zu-
pehny i t. d.

Na podstawie zwigzkiw pomiedzy ilogciami ¢, forma F charakteryzuje
si¢ jako najogélniejsza trojliniow a, dla ktorej znikajg tozsamosciowo
oba spélzmienniki:

L.r Tor
%' (Cixs + Cris) 2o X, = Coive @i Ye 2y X;.
ks ibys

Pierwsz_y warunek orzeka wprost, ze F ~wzgledem ilosei @ i y jest funkeys
naprzemienng dwuliniows. Aby zrozumieé znaczenis warunku drugiego,
uwazajmy na chwile F=0 jako ,symbol* nieskorczenie malej kolineacyi:

?r(mfxi} +.8tF=0.

Wtedy te ostatnie tworzg tak nazwang grupe ,dolgezong®, t. j. grupe rzuto-
w3, izomorfiezng z dang. Znikanie drugiego spélzmiennika pozyskuje obe-
cnie tresé taky, Ze przy kazdem nieskonczenie malem przeksztatcenin grupy
dolgczonej forma F pozostaje niezmienng. Najwazniejsze zastosowanie
tej interpretacyi jest to, ze kazda rozmaitosd liniowa flogei z, bedaca spol-
zmiennikiem formy F, przedstawia podgrupe ,niezmienng* grupy pier-
wotnej.

Dalsze woioski ze stanowiska teoryi grup znajdzie czytelnik w cyto-
wanej nocie Engela.

PRZYPISY.

1) W dz%ele. Liego-Scheffersa » Vorlesungen fiber Diffarentialgleichungen mit
boka:nnten infinitesimalen Transformationen® t,IIT, wyznaczone wazystkie podgrupy skoficzo-
ne ciggle grupy rzutowej o 2, 3, 4 zmiennych. Do kazdej ztyeh podgrnp na-

lezyosobnateorya niezmiennikéw, wymagajgea oddzielnege opracowania.
Phr. Knothe, Dissert, Lipsk 1892,

.
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W tekfcie — oproes kilku wzmianek o wyznacznikach ortogonalnych — mowa jest o pol-
niezmiennikach.

%) Niektore wh gei pélni ikéw rozpatrzylifmy juz wyzej.

%) Niechaj dla prostoty bedzie pojedyficza forma pierwotna fu ze spotezynuikami
@y, 8y, - -, Gn, 1 niechaj o, a®,0®, ..., ofe bedzie jednym z wyrazow ualezgcych do O,
to, w istocie, przy wykonaniu podstawienia (4) wynika bezpodrednio, ze tak suma
0.2+ 1.0y + 20 4 ... J-nox jak i suma zwy 4 (e—1) ey - (a—2) %, 3 ..., musi
posiadaé wartoié staly. Dodajgc obie sumy, widzimy, ze takze =, - =, + ...t = jest
stale, ze wige G, jest jednorodue. Toz samo stosuje sig do form tréjkowyeh i t. d.

Y) Aw, J. V5. 79—96 (1882) 5. 97137 (1883). W drugiej czesci pracy autor zaj-
muje sip wyznaczeniem pétniezmiennikéw (perpetaantéw) ,,nieprzywiedlnyeh®, t. j. takich-
ktore dajy sig prredstawié jako funkeye wymierne eatkowite péini ikéw nizszyeh. Tu
takze otrzymuje dla pojedyfiezych przypadkow funkeye tworzgea, kibra daje nam liezbg per-
petuantéw liniowo-niezaleznych danego stopnia i wagi; rzad nalezgcej tu formy pierwotnej
nie ma znaczenis. UOdnosny wzér ogdlsy podal Mac-Mahon, Por. teztablice Cay-
ley'a, Quart. J. XIX, 5. 131—138 (1883).

5y 8. M. F. Buall XI, 5. 88—107 (1883).

6) Dalsze rozwinigcie obu zasad zawdzigezaniy Petersen o wi, Zeuthen Tidsskr.
(4), IV, s 177—190) (1880), V s. 33 - 40 (1881), (5, VI 5. 152—156 (1888). W ostatniej pracy
sq zastosowania do tworzenia ukladéw zupelnyeh,

) G R.(IIs 916-917, Brax. 8. se. X 5. 75—78, XIs. 314—319 (1887). Byloby po-
zgdanem zhadaé zwigzek feisty pomigdzy metods 'O ca gne'a a metuds Bruna i Mac-
Mahona.

8) 8.3L F. Bull. XVI 5. 183 —187 {188%), Brux. S. sc. XII s. 185—189,

%) Noav. Anu. (3), VI s, 464 467 (1888).

) (LR CIV s 961- 96% 1364—1365 (1887). Por. Cuayley, Quart. J. XXI,
8. 212213 11+85). Mac Mahon tamze s, 362—365. Tenze podal takze generatory dla
klasy ,specyaluej* péiniezmiennikow .asyzygetyeznych®, Am J. VIis s. 1—18 (1885).

1y 4R, CIV 8. 1097—1099, 1258 1260 (1887).

'3) Belg. Bull. (3) XIII s. 226 - 238 (1887).

) Lond. M. S. Proc. XXI 8. 219—233 (1889).

) -Belg. Bali, (3} XIV s. 53—79 (1887 tamze XV, s. 9\5 1—980 (1&8%), XVI
8. 207215, 576—589 (1889). Litge Mém (2) XV, dwie noty (188%), Belg. Mém. 8, E. LI trzy
rozprawy, LII. Le Paige rozciggnal pojecie péiniezniemiennika na formy dwojkowe o wig-
kszej liczbie szeregéw ilodel zmiennych, ktére moga byé tez poddane réznyw przeksztalee-
niom. Belg. Bull (3), H = §0)—53 (1881).

3) Essui d'une théor.e générale ete. Dalszy cige badan w Belg. Fnll. od 1821

16) 1. ¢. Chap, H.

) R6zuica zasadnicza pomigdzy obu przedstawieniami jestta. Kronecker
zestawia og6lue podstawienia linjowe z pewnej liczby specyalnych, ktdre razem wzigte_ zZa—
stgpi¢ mogy pierwsze, a odpowiednio do kazdej z nich otrzymuje ré wnanie ré6znicz-
ko we dla utworéw niszmienniczych, Deruyts korzysta tylko =z czedel specyaluyeh
przedstawicielek, aby utworzyé rownania rézuivzkowe dla funkeyj polniezmienniczych:
zamisst reszty wystepuje szereg r 6 w uofci argtmetycznyeh (niianowicis wag =,, w, ...y, Tu)
prowadzgey do utworn niezmienniczego.

13)  Aby wyjaénié to pojecie, pomyslmy forme trojkows Cy 2 szeregiem zmiennych
@y, 1, Ty spolezynuik wyrazn ! o @ (i}k-ti=n) niechaj bodzie ais. Niechaj bedzie dana
funkeya calkowits F ilosei a jako aregat wyrazéw Uu;‘kif!, gdzie znak iloczynu rozeisga

sig na wszystkie ilodei a, & wykladniki sg > 0. Wtedy funkeya F nazyws sig wzgledem

Prace mat.-fizyczne, t. X. 17
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skaznika 0 izobaryezng, jezeli suma Ez'a;;.-z, rozelggnigta ne wszystkie spétezynniki & po-
7

siada wartod¢ stala (t. j, wage =7); podobniez mazywa sig izobaryezna wzgledem skaz-

nika 1,2, ..., gdy to ssmo stosuje sie do 2keirsy Sl ... . Réznica pomigdzy tem
3 [

znakowaniem, uzywanem w geometryi analitycznej, okazuje sig wyraznie na przykladzie.
hrzyws €, wedlug pierwszej reguty przedstawiamy w ten sposéh-

Zo' 8000 + Tt oy 1y Gagey + 427 Tyagy +---3
wedlug drogiej zas prodeiej:
B By + T gy o Wtaggy + AP T ayy ...,
gdzie suma skainikéw kazdego spotezynnika jest ta sama, ¢v sama wykladnikéw,

i’? Dowodzi sig, ze gdy spetnia sig n—1 réwnai [4, ip]=0 (i=1,2, ..., a—1) dla
fankeyi izobarycznej, wtedy zarazem spelniajs sig rownania [, 1] =0, w ktérych skaz-
nik  jest mnisjszy od skaznika I

*) Sg to t~ same , zmienne posrednie® pir. pay, ..., ktére wystepuja w ogdlnyeh
badaniach Clebscha. ’ ' e e

*} Postepu Deruytsa polega wiaénie na tem, ze operuje sig na daleko ogélniej-
szych funkeyach pélniezmienniezych, zamiast na specyaluych wielkoseiach p. I.ec. Cap. HI.

32) ) s 18—14.

L oe. s, B5.

)y L s 57,

) L e.s. 64

*®) ], ¢. 5. 6,

f’) _Jeiell zep {, k=1,2, .. ., n) oznacza n szeregbw po » zmiennyeh; my, my, ...,
odpowiednie rzedy form, ,t0 przez wyraz glowny nalezy rozumiec spélegynnik pray

™ LM 2
11 E I E-13
S¥ doeos 71

% Patrz wyze] I 0. b. a.

3 le C!?ap. IV. Wyiej juz omawiano zastosowanie do Wyznaczenia liezby utwo-
réw niezmienniezych liniowo-niezaleznyeh danych rzedow i stopni.

3 L e s 116 inast. Uog6lalenis przy funkeyach niezmienniczych znajduje sig
Jjuk na str. 23 i nast.

3% 1 ¢, Chap. VL.

#) 1 c. Chap. VHI; Bull. Belg. (3) XVHIL s. 152—167 (1892). Poréwn. wyzej badania
Mauera. Study Methodeu ete; § 10; stosuje tez takie ogolne ,uklady niezmiennicze
réwnai® w celu rozwigzania zagadnienia o réwnowaznofei; znajdujemy juz tu twierdzenie
4¢ uniezmienniczy nklad réwnai mozna zastapié szeregiem znikajgeych niezmiennikévv"
ora% toZsamosciowo znikajacych spétzmienniksw.

4 Szczegolnie waznemi itakze dla teoryi funkeyj eliptyeznyeh, sy funke woj-
kowe kwadratowo-kwadratowe. Oba jej wyréiniki posiadaja féwue Sl'niezmi:nnikj ((53,: _y:i ;Zb]y
Quart. J. XI, 5 8391, 1870; Capelli, Batt @ XVIIL 5 69—1i8.1879; Zeuthen, Proc.,
L. M. 5. X, 5. 196—204. 1879. Frobeuins (Jown. f. M. OVIL, s. 125-138, 1890) bada
8zczegblowo rownodé takich form. Le Paige zbadal, ze whasnodé POWyZsza wystepuje
takie w odpowiedni sposGb w formach wielokrotnie liniowych o trzech i caterech szere-
gach zmiennych dwojkowych.

. %) HKombinantami w iu najogdéiniej 8% takie utwory niezmiennicze po-
migdzy wymienionemi formami, w ktéryeh Jeden ze szeregow ilosei zmiennyeh wystepuje
tylko liniowo. Literature tego przedmiotu aZ do r. 1833 znalei¢ mozns w dziele Fr. Meyera
nApolaritit etc* Doda¢ tu maledy: Cliffo rd, Proe. L. M. 8. H, . 116—117 (1869);
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Darboux, Bull. T(1870). Jedaym z najwainiejszych kombinantéw jest wyznacznik
fankeyjny » funkeyj o = zmiennych, zbadany juz szezegGlowo przez Jacobi'ego ({patrz
Gordan, Vorlesungen I). Wyznaezniki fonkerine wyznacznikow funkeyjnych sg propor-
cyonalne do form pierwotnych (Cleb s ch, Journ. f. Math. LXIX, 5. 355338 (1868); LXX,
3. 175—151 (1849), R 0 s ane 3, tamze LXXV, «. 166—172 (1872;; Pasch, tamze LXXX,
Przedstawienie wyznacznika funkeyjnego dwijkowego, a takie iloczynu dwdch takich wy-
znacznikéw przez formy pierwotne, (ktére zawdzigezamy Clebgeho wii uogélnili: 40 vi-
dio, Att. Tor. X1V, s, 963—972 (1~89): Le P ai ge. Bull. Belg. (2; XLTY, s. 113—135 (1850),
3) I, 5. 470 —499 (1881; C. R. XCH, s. 683—620 (1881): Torelli, Nap. Kend. XXV,
8. 125—144 (1886).

%) Math. Aan, V, 5. 95—122 (1872), zwiaszeza str. 116. Por. tes V oss, Miinch,
Ber. 1888, 5. 15—~19. W § 11 kombinauty R dla form dwijkowyeh rednkujg sig do ntwordw
prostszych.

#7) Math. Ann. XXH, s. 393—405 (1883). W przypadku form dwdjkowyeh antor
otrzymuje bardzo praejrzyste wyrazenie symboliczne na wszystkie kombinanty stopoia
pierwszego, nalezgce do p form n-tego stopnia (1. c. str. 403, Dalsze badamie w Progr.
Miinches 1864 Por. W hite, Ann. J. XVII. 5. 235—265 (1895).

3%) PatrzHB.a, HC.h 2. !

39) Math. Ann. IV, 2wk 8. 530 (1871). Pordwn. Grassmann Ausdebnungslehre,
1862 Nr. 112. Toz samo twierdzenie stanowi tez podstawg badai Clebscha nad nie-
zmiennikami furm o n zmiennyeh (Gitt. Abh. XV, 5. 1—62, 1872) i badai Gordana nad
najwigkszym wspoloym czyunikiem (Math. Ann. VH, s. 433448, 1874}, oraz cytowauych
wyzejprac W. Stahla.

%) Stéphanos, Sav.étr. 1883 (przedstawinne w grudnim 1881, patrz referat
Gordana zgrudnia 1881). Brill prowadzi dowdd tego twierdzenia w ten sposéb, Ze
mozZna je wprost rozszerzyé na nktad form o dowolnej liczbie zmiennych (Math. Ann, XX,
zwk s 335, 1882, z datg kwiecied 1852). Por. ¢3 do form dwéjkowych przedstawienie w dziele
referenta ,Apolaritit ete. § 11.

) Poréwn. Stéphanosil.e), Brill Le; Fr. Meyer (L ¢. Rozdz. H)
rozprawy K riedricha (Giessen 1886, Grossa (Tybinga 1887, takze Math. Ann.
XXXI, 8 136 —~150, 1885), E M ey era (Krolewiec 1888); Berzolari, Amn. di mat
1892; Rend. di Pal. (1893).

i3) L e

4, Ten,wyznacznik fnnkeyjny form 7/, albo . kombinant gléwny~, badat ITgel
co do zaleznosei jego od form ;' (w pismach Akad. Wiedenskiej) i podal metody tworzenia
kombinantow.

) Co do zwigzkdw pomigdzy pierwiastkami réwuat rzedn szdstege i pigtego poréw.
StépbanosLa) FrrMcyerle ‘

%, Journ f. M. LXXV, 8. 172—176. Dalsze zeatosowania Fr. M e yer ., Apolaritit
ete,* W. Stahl jeszeze glebiej wniknat w zwiagki pomiedzy uktadami dwéjkowemi apo~-
larnemi i poczynil interesujace zastosowania do teoryi puwierzehni rozwijalnych: Journ, f.
Math, CIs. 73—98 (186}, s. 300 —315 (1887); CIV s. 38—61 (1888}, s. 302320 (1889). Por,
8 t.nd y, Leipz. Ber. 1886, t. 3—9. C(zysto-geometryczng teoryg apolarnofei dwdjkowej
zawdzlgczamy H. Wienerowi (Rozprawa habilatacyjna, Darmstadt 1885). Poréw.
Thieme, Schiim. Zeitsch XXIV, 5. 221229, 276 —284 (1879); Mach. Ann. XXHI, str,
596--598 (1884).

46y Journ f. Math. LXXYV, 8. 312—330 (1873).

4) P.Serret wr 18+9 zbadal juz szezegilowo znaczenie geometryezue zwigzkiw
linfowyeh pomigdzy jednakowemi potegami form lintowych (Géométrie de direction, Paryz),

). Journ. f. Math. LXXH, 293326 (1870). .

49) Poréwn. Grassmann, Gott. Nachr., grad. 1872, s* 567—577.
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¥y Przypadek rzgdn 3-go badal niedawno O. Schlesinger dla dziedziny tréj-
kowej. Rezultat gléwny tego badania brzmi geometrycznie w ten sposéh: jezeli krzywa
trzeciego ragdn jest sprzgzona z krzywa klasy trzeciej, wtedy pierwsza zawiera uie-
skofiezenie wiele pigeiokgtéw biegnnowyeh drugiej. (Por. tez de Paolis, Ace. L,
1886). Dla tych pigeiokgtow bieguunowych istnieje prosta konstrukeya (Math. Ann. XXX,
s, 463 - 477, 1851). Ogélnicjsze pojesie apolarnosei rozwija tenze autor (Math. Anu, XXXI,
8. 183—219, 1888), na tej zasadzie, ze na kraywveh eliptycznych mozna rachowad z agre-
gatami liniowemi pewnych iloczynéw funkeyj $. podobnie jak na krzywych wymiernych
z funkcyami algebraicznemi. W szczegdlnosei wynixa stad, ze wyzei podany warunek
sprzgzonodel nie tylko jest konieczny  ale jest i dostateezny. London (Math. Ann.
XXXVI, s 525—58%) na tej vostawie przedstawil jedng lub wigeej form trojkowych
szeSciennych pod postacia szedcianow furm linjuwyel £ Co aig tyezy redukeyi.
wspomuianej w tekscie, to krzywa klasy 2-ef k, Jest apolarng do krzywej rzedu trze-
ciego G, t. j. do wszystkich stozkowych biegunowych krzywej C;, lub jezeli powierzehnia
klasy 2-ej @, jest apolarng do krzywej przestrzenne] vzedu 3-go ;. t. j. do wszystkich
powierzehni rzedn 2-go, przechodzacych przez Pae

) Jour. f. Math. XLV, 58200 (1853).

%) Rosanes badal w dalszym cigon zastosowania do nkladow punktawych
liniowo-zaleznych. Journ, f. M. LXXXVHI, s. 241—273 (1880), XC s. 303—321 (18813,
XCV 5. 248-255 (1883), C.s. 311—316 (1887). Niedawno Reye wabegacit geometryg
nowy galgzig, majgeg wiele punktéw styeznosel z apolarnogeig, mianowicie teorya rozmai-
todei liniowyeh pekéw rrutowych plaszezyzn oraz kolinearnych wigzek i przestrzeni, oraz
stosujgeych sig tu zasad dualistyeznych. Berl. Ber. 1839, s. 833 —83%; Journ. f Math.
CIV s 211340 (1889), CVI 5 30—47, 315—3829, (VII s. 262—178 (1890), CVIII, str.
89 ~124 (1891). Por. W. Stahl, Journ. f. Math, VI, s. 179 —-188 (1890,.

) Fr. Meyer, ,Apalaritat it 4.4, Tybinga 1883. Te gzasady 'przeniesienia
(takze dla utworéw nieapolafnych) podal dalej Study, Leips. Ber. 1890, s 172 i nast.

) loec §18.

) Stosowanis tej postaci normalnej ma znaczenie zasadnicze “dla przejrzystodei
calego postgpowaniu. Oczywiscie, pswne pojedyfeze ezynniki mozna teg wyprowadzic
i dalej rozwijaé przy przyjecin za podstawe ogélnyeh form pierwotnyeh, jak to za po-
mocg rachunkn symbolicznego okazali: Schlesinger dla dziedziny trojkowej, Lin-
demann dla ezwéorkowsj. Por. O. Schlesinger, rozprawa wgloszona we Wro-
clawin 1882 lub Math. Ann. XXIT s. 520-568; Lindemann, Math. Ann. XXIIT.
8. 111—142 (1+84); tenze wychodszit dawniej % ,.typowego* praedstawienia form dwéikowyeh.

*, Rozprawa z r, 1882 lub Math. Ann. XXII, 5. 520—568(18+3). Niezaletnie doszedt
do tej samej zasady Pr. Meyer (Math. Aun XXI. s 528564, 1883), rozwlazat )5
ogdlnie za pomoes frodkow niesymbolicznych w dziele ,,Apolaritite.

¥y W przypadku. gdy rzad formy pierwotnej jest liczbg vierwszg. wprowadzamy
jei biegunowe rzedu rozkiadalnes. Zreszig czyni sie tu obszerny uzytek z zasady
rzutn’, eo do ktérej patrz podstawowsg pracg Veromesego, Math. Amn XIX, str.
161214 (1882).

) Pr Meyer, ,Apolaritit i t. 4.« § 32.

%) Gross, Bozprawa z r. 1887, Tybings 1887, lub wyciagg w Math. Ann XXXII,
8. 136—130, Watep. Berzalsri, Ann di mat. XX (1892), XX (1893).

¢) Math. Ann. XXX, 5. 30—74 (1887). (o do przypadkéw szezegblnyeh patrz
Math. Ann. XXIX, s. 548—467 (1857); XXXI, 5. 96—133 (148+).

%) Gutt. Nachr. 1889, zwt str. 30; Math. Aunm. XXXVI, 8. 516 (1890). Postulat t-n
wymags uprzeduio przyjecia mozliwogei 2adanego ,tworzenia“, Powinno by¢ zatem
mozliwem wyznaczenie dla danego nkladu d+1 form S(*) rzgdu n-tego tfakich 4 ukla-
déw d+1 form () rzgdéw v, v, . . . R J,z, aby kazda suma Juwe(n) byla podzielna
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przez i—J., oraz aby suma ilofei v byla réwna n. Dla przypadku p=3 postulat ten udo-
wodnit Fr. Meyer, L c. .

) Zasade tg snajdujemy w najprostszej jej pestaci w pracy Brilla, Math. :AJJYJ.
XXXVI, s 240238 (1890), przedruk z dodatkami z Miinch. Ber. 1885 Przedstawienie
utworow koficowych jako kombindntéw podat Fr. Meyer. }

5) Math., Ann. XXXVII, s. 561 -585 (1891), XL s. 1—5% (1892, Wywbd polegtz.
tu przeﬁvainie na . wymienionych wyzej twierdzeniach o wyznacznikach, Poréwn. te.z
Sehubhmacher, Math. Ann. XXXVIIL, s. 285308 (18925 Jolles, 10zprawa habi-
litacyjna, Aachen, 1886. . o I

64) Nie podajemy tedy picknych zastosowah wyroZeikéw w teoryi rownan roz-
niczkowyeh i w tenryi arytmeiyeznej wielkodei aloe'raicznyeh.

66) Patrz np. Salmon-Fiedler, Nr 0% 310

&7y Journ f. Math, LVIII, s. 273291 (1861). Pordwn. Gort?an, Jocfrn f. Math,
LXXI, s 164—194 (1870). Clebsch podal kryteryum podzielncfei formy 7/u przez for-
me /» za pomocy znikajaeego tuzsamosciowo spélzmienuika (Bindre Formen, s. 81). Patrz
ungéinienie u Igela, Wien. Ber. 1830, w ktérsm zamiast £ Jest fankeyp rzelu
WyZszego. . N o

) Math. Ann, III, s. 355—414 (1&71). W pracy, ogleszomej w Gott. Nach.
1870, s. 426 i nast.. Gordan podat utlad réwran rozniczkowych czgstkowyeh dla wy -
padkowej fors fu 1 S cuzzmy. Jezell @y oulnr ozuaczs spolzmiermik_ Je_dnoczesny form
Fa 1 fiu, zawierajgcy zarazem wspolue czynniky form damych, to na,szlmgclc ;L—Fe f?rmy b
‘na ewektant wypadkowej R jest podziclne przez R. Stad wy;-‘}ywy»‘ rﬂwna.ma' zqda‘ne,
Rryterya niezmieunieze istnienin pewnej liezby wspilnyeh pierwiastkéw dwéch form
réwoego rzedu pedat dla roznyeh przypadkéw Pascal weding metody (%ord ana,
Napoli Rend. {21 II, s 402—409, Aunali di Mat. 2j XVI, 5. 83 —49. Por.tez Perrinm,
C. R, CVII, 8. 22—24 (1888). _

9) Batt. G. XXV, s. 257—280 (1887), Mapoli Rend (2) IT, 8. 6772 (1888). Por.
Berzolari Rend. Pal. 1897 ) . .

0, Jak dotad, nie waja dla teoryi niezmiennikow znaczenia kmnhmmory‘]no-ss:mb'{:—
liczne przedstawienie wypadkowej przez Schendela, Schlﬁm., Z XXXIL, s. 46—-4»'.5,
83—00 (1887), XXX1II s 113, 65—77 (1888, o1az przedsawisnie Mac-Mahona za
pombcq fuukeyj symbolieznych, Quart. J. XXIII.‘ 5. 130—143 (1888

7y Chelini Coll. Medyolan 1881, 5. 221—223. . ) _

) Agei Tor. XV, s. 385 —389, 1880 (m=4%. n =43 Nap. Mem. XIv, 1883 Sm _.):f;,
n==23); Mem. Soc. Ir. d se. IV (1888) lub Rom. Ace. L_ Mem 4, IV 8. 607 —622)
1 5, n=2.3,4,5). Atti Tor. XXVILI 1882 (m="6, n=3). ) ) »

588 ‘;?Vt:lrlesunge’:l. 1I Nr. 99. Za pomocs niezmiennikéw zasadniezych wyrazono juz
poprzedaio : . .

wyréznik formy f, Boole 1845 (u Cayley's, Papers, I, s. 94)':,.7

wygbinik formy f;, Salmon 1954 Cambr. n. Dnbl M. ‘J. IX. 8. 32,

wyrdznik formy f;, Brioschi 1867, Aunali di Mat. (2), I, s. 159, . N

Ostatni wynik otrzymat Maisamo, Math. Ann. XXX, s 442452 (18851 za

omoca metody Gordana. .

¥ étrukturg wyr6znikow dwéjkowych badali Joachimstha 1, Journ. £ B.I. XXerlL
3. 371—376 (1846); Cayley. tamie XXXIV,s. 30—4b (1847): ‘P a.sch, tat{lze LXXIV.
3. 1-6 {1872); Ba ner, Miinch. Ber. 1686, 5. 183—191L Orlpomedmevbn.danm. wypa.dk—o—
wej dwojkowe] i tréjkowej znajdnjemy u Nothera, Math. Ann, XXIII‘, s. 311_33§
(1884), zwl, s. 315 i nast. Stahl (Math. Ann. XXXV, s. 395—409, 1839) npr‘zedsn?wlm.
wypadkows dwoch form dwéjkowyeh rzgda a-tego, jako wy nik (n—1)% ow,
zwigzany z teorys kombinant6w.

1) Math, Ann. XXXI, s 566—600 (1888).
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%) Pal. Rend. III 8. 53 —59 (1689), IV 5. 1—8 (18
i ¢ . 1— 90).
:h) Math, Ann. XXXI, 5 493506 t"le:88'. ¢ :
'fx Torino Atti XXIV, s, 164—176 (18%8;.
#j Journ. f. Math, LXXX, s. 73—83 (1875).
) Wien. Ber XCIIIL s. 62— 67 (1586).
*)  Mitneh., Ber. XVII (1887 C rpadk i
v e (18871, Co do’prz;padku n=4% patrz Klein, Math. Anu.
§) Journ. f. Math. LHI, 5. 372376, W i ; '

) 3 , 8. 372 . ypadkuwa odnosi sig do d j
ko.vvego rowhego 'rz.gdu. Dia form rzedu nierdwrego podal péZniej gGo r ;V : nforl; dW.él-
dnie réwnania rézniczkowe, Gott. Nachr. 1870, s, 427 i nast otpoes

¥y Brune-Walter, ,Binive Formen etc.” § 25,

#) Math. Ann, XXXHI, zwl. 8. 279 (1888). ’

) Mfth. Ann. HI, s, 169—161 (1871).

Sj“) Wien Ber. lipiee 1891, paidz. 1891

f*) witt. Nachr 1891, 5, 279286,
8;? ]l;l[a.th. Aun, XVI, s 3#5 <<08, zwl. 8. 888. Por.Math. Ann,XH, 5. 90—129/1877
I a piaszczyzny w Gite Nv. 1888, 5.7 ——77, Math, Ann. XXXVHL s 36“) 40:
11891); dla praestrzent w Gite. N. 183 lipiec, aradzied 5, 493 - 501 et 5, 1—

TZESLL i ! ori . - , 1891 styezen 5. 1—
W dziedzinie fonkeyj alyebraiczuych jednej: zmiennej istnieje zjav{isko ilwdﬂblx?e~

»Wyrbznik- formy Gil, s, 2, t. j. wypadkowa form € i ? rozpada sig na dwa czyn
. -

1:;:;‘;717;1?:‘?; z ;méry_jn jeden daje rozgatgzienia krzywej =0, drnga zad Jjej osobli

( cker, Journ. f. Math. XCI, 5. 331—3; Slnient .

uNa f; ’§h era, Math. Ann, XXIIT, s, 311——’—358 (1881?,4’ 1961)- Bor. uogdlnienie rzutowe
3 Math. Ann, XX, zwl. 5. 336 i nast. (1882).

) Patrz Rursell, Quart. J 3 5 ) i
XKL, okt o Q IXI, s. 373—375 (1886); Hilbert, Math. Ami.

) GOtk N. 1892, 5. 80—02,

92 3 \
rieni é)n??zb;; (;Az::;n;fiﬁhs.]’ :.’:u zg—dizil -(ts&z. Zast'oxa waniem oddzielnem jest nogginienie

sdnakey i ]

przez Fr, M eyera w ,Apolarital- sy.Jiia[)‘:" n:’:t.m PriRERsl form dwijlomch, podare

:5) Phil. Mag. (%), AI 1852.

%) Metode Bézouta rogei

b agnat End na funkeye o trzech zmi

précz dla skoniczonej liczby nktadéw wartosei zmi g i Jostens s myiedynn
: ) el zmiennye ikajg j jedyn
nrleskonczonego ukladn wartodei (Rozprawa, Tyhinga xislg.szﬁw;)esme L edyiero
XXXV, 1. 6300, 1580y wyciggn w Math. Ann.

%) . Wiener Ber. XCVH, s. 618—622

) 2 , 8. 1888). . Dla fo dwoj iedni

. . L, 3. - { rm dwijkowych od
raktowanie wypadkowej znajdnjemy juz » Kroneckera, Berl. JBer. }17§81 Os 1)5;?—8‘(158’(.\8

*) Quart. J. XI, 5. - 71 .
30—45 (1847), 211213 (18715 poréwn. tez Journ. J. Math, XXXIV, str.

::)) g: th GVI, s. 1789—1791; CVH s. 9224, 219—221 (1888)

. ) : .];&:;1111;05.{.?10—526. 527—5%9 (1871); Minch. Abh. XVIT, s 91—101

. . e ai Jeszeze nogodlnienie inne, polegaj ciagniecin p

S wapaiee, vzez » Dolegaigce na rozeiagnieciu po-
] na dwa szeregi potggowe (Math. Aun. XXXIX, s. 1291121. zI\)vh

138, 18915 O. Schlesin er Zp af wezesnie] w Wi w
1 g za$ roxpatr i
‘ < ‘ PRLryW: .l' czesnie] wypadkowe i yrézniki fun-

%) Stéphanos, Thise, 1883, K
. The, . Fr, Meyer Gitt, X
5. 369—404, zwl. § H or
e il;:;&cs Y:;H, 1891; .Verhandl. der Bremer I\'aturf‘orschervarsa.mmlnng 1891
7o g-l me‘tryczme, postepowanie to jest réwnowaine z pewnemi rzuta.m{
egiego szeregn dalszyeh form specyalnych wydzielono w dalszym ciqu;

Jjeszeze dwie klasy, maj :
. f )gce SZeraze znaeczenie: "
tego rozdziatn. 16 patrz co do tego szereg not na koticu

820 Nr. 10, Math. Ann, XXXVIII,
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w02 Wspomnijmy o dwn innych jeszeze wiasnodeiach hesyanu H. Voss dowiédl
ogélnie, ze dla form szesciennych F o » zmiennych forma Hessego wysnacznika H
jest kombinacys liniows formy plerwotnej F i hesyanu H (Math. Ann. XXVIL, s 515—
546, 1+85). Dla n==4 twierdzenia tego dowiédl byl wezesniej B auer (Miinch. Abh.
1883, . 1—14) i zastosowa} je do geometryi powierzehni rzgdu trzeciego. Z drugiej
strony Brill, w celu zbadania krzywej Hessego H=0 w punktach osobliwych krzy-
wej C=0, zbudowal form¢ I z pewnych spolzmiennikow dwojkowyeh (Math, Ann. XIIT,
s. 176—182, 1878), weding zasady, ktdrg poéniej rozwingl Forsyth. To# samo zada-
nie geometryezue pobudzito Walffiuga do utworzenia formy A funkeyi calkowitej
form wéjkowyeh z najprostszych spolzmiennikkw jednoezesnych tych ostatnich form.
{Rozprawa Tybinga 1890, albo Math. Ann. XXXVI, 5. 97—120). Portwn. Gerbaldi
Pal. Rend, ITI, 5. 60—66 (1589). -
103 Gordan, Erl. Ber. 1876, 5. 89—95: Noether, Erl. Ber. 1876,s. 51—56; Gor-
an i Noether, Math. Ann. X, str 547—568 (1876). Moment gléwny dowodn znajduje
sl W ostatuniej pracy na str. 561. P asch przy pomocy zwigzkéw wyznacznikowych wy-
kazal, ze twierdzenie to jest prawdziwe dia form tréjkowyeh szedciennych i czworko-
wych szeSciennyeh. Gordan w plerwszej” z wymienionyech tu yprac rozwigzal catko-
wicie vadanie dla form tréjkowych przez rozwazanie hesyanu formy przywiedlnej ze
wagledu na {ej czynniki oraz zwigzkow, zachodzgeych pomigdzy biegunowemi. Moina,
wedtug Gordana i Nvethera,poda cale klasy form f o » {=4) zmiennych, do kt6-

T
rych uie stosuje sig twierdzenie Hessego. Utwrzmy r—s (t < —9—) form
Py Py .. s Pres

o s zmiennyeh =y, @, . .. . @s 1 zloZmy z nich nows forme:

Q=141 P, + =12 P+ ...+ & Pres;
wtedy szukane formy f daja si¢ przedatawié w postaci:
S=7 (Q x Ty - Te)

gdzie @ jest fnnkcy.e, jednorodng wzgledem oy, @y, . - ., %5 (. ¢ & 564). W szezegbl-
nodci otrzymujemy wsgystkie_ formy pigtkowe, nie spetniajgce twierdzenia Hessego,
w postaci:

F= ¢ (5P + 0B+ 5By, 2 B

gilzie P sy tormy dwbjkowe jednakowego rzedu wzgledem 2, %;.

w4y Journ. f. Math. XLIT, str. 117124, (1851); LVI, 5. 263—269 (1859).

15) - Rozprawa, Krélewiee 1885; Math. Aun. XXX, 5. 15—29 (1887), Co do innych
specyalnych form i grup podstawien. nie uwzglednionyeh w tekscie, wapomnijmy
jeszeze co nmastgpuje:

Najprostsze formy dgiedziny dwdjkowej, trojkowej i czworkowej ze szezegllnem
uwzglednieniem interpretacyi geomstrycznej na ukladach pierwszego i.drugiego rzedn
badal systematyeznie Battaglini: formy dwdjkowe pierwszyeh czterech rzgdow
Kend. Acc. Napoli 1864.'1865, 1866; pigtego rzedn Batt. G. XIV, ¢. 54—66 (1876), do-
wolnego rzedu Batt. G IX, s 1—18, 78—86 (1871). Zastosowauie form kwadratowych
dwojkowyeh do przeksztaicenia rozniczki eliptycznej znajiluje sig w Rend. Ace. Line. (4) I,
s. 653 — 657 (1885); Batt. G. XXIV, s 128140 (1883). Formy dwuliniowe dwéjkowe:
Rom Ace. L. (4 L s. 691—699 (1885); Batt, G. XXV, s. 2-1—297 (1887). Tez formy oraz
jeh zastosowania do obrotu przestrzeni okoelo punktu stalegobadal szczegétowo Stépha-
nos, Math. Ann. XXV, 5. 209—368, 1833, Formy trojk o we rzgdu drugiego: Atti di

Napoli HI 1867 dwie 1o7prawy; Batt, G.VRI s 38—50, s 129—156 +1870); trzeciego rzedu,
Chelini Coll Mat. 8 27—51 (1881, (kombinanty formy i jej hesyanu w traktowanin dwéi-
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Lkowem) rzgdu dowolnego: Batt. G. X, 8 152169, 193205 (1872)—dwulinio we: Rom.
Acc. L. Mem IX (1830); Ace L. (3) V, 24—26 (1881), Batt. G. XXI, s 30—63 (1883);
koneksytrojkowe pierwszeoo rzgdu | pierwszej klasy: At di Napoli IX, (1880);
Nap. Read XIX, s 110—113 11881} dragiego rzedu i drugiej klasy: Atti di Napoli VIIT
{1679, Nap, Rend XIX s, 316—328 (1831). Formy czwérkowe dwuliniowe: Rom. Ace L.
Mem. XII (1#82); Ace. L (3) VL s 40— 49 (1882): Rart G. XXI, 5. 203—393 (1883).

Wspomnimy jeszeze krotke o formach szesciennych trojkewych Gy Poincarec
calkowicie zbadal réwnowaznosé algebraiczna (i zarazem arytmetyesng) tyeh form
fa takze form szedciennych czwirkowych) Be. Pol, s, 199--253, LT 5 45--01, 1883. Sto-
sownie do zachowania sig dwn niezmieniikéw S1.7, formy ¢ dziely sig na siedem
kla-; dla kazdej z tych kls ustanawia sig podstawienia, Ltore przeksstatesjy formg
ue samg siebie  Na tem opiéra sip rownowaiznodé dwu form ¢, i ¢, ktéra rozpatruje

sig jeszeza osobno dia przypadkn rzeczywistyeh spatezynnikéw i podstawiei. W poi-

niejszej pracy (Ee Pol. LVI, & 79— 142, 1886) poddal Poincaré pedobuewn badanin
rozpadajgce sig formy G, Gundelfinger juz poprzednio pokazal byl, w jaki spo-
86b ze stanowiska teoryi niezmiennikow meina scharaktery zowad wazystkie znieksztalcenia
formy ¢, (Math. Ann. 1V, s 561—571. 1871, Annali di Mat, (2). V 5. 223936, 1872
poréwn Gordan, Math Anp, I, 5. 631—632, 1871); wyniki te dia praypadku, w kté-
rym forma € rezpada sig na trzy czynniki liniowe, uprodcili: Brioschi (Annali di
Mat. (2) VI, s 189— 92, 1879) i Thaer (Math Anmn, X1V, s 545-556, 1871).
Brioschi (Annali di Mat, (2), VH 8. 52—860, 1875) badal paralelizm powmigdzy formami
Gijgpor. Hilbert, Journ. ke Math, (%), IV & 246256 (1688); gdsie zasada istotua,
Jasniej wystepuje. Brioschi 2astosowal to badawie. do przeksztaleenia trzeciego
rzgdu funkeyj eliptyeznyeh, nalezgeyeh do /; lub Gy, rozwaianego juz poprzednio przez
Cayleya (Quarl. J. XIIT s, 2112186, 1874}

Dingeldey podat proste przeksztaleenie formy ¢} ze znikajyeym wyréznikiem
ne postaé - kanopiezng (Math. Ann XXX, s 1777-182, 18885 nross badal two-
rzenie sig takieh  form - C. Harnack badat rownanie roznicakowe, swigzane z pe-
waemi furmami posredniemi Clebseha dia form C; (Math. Ann. IX, 5. 218240, 1875),

Do. pornania pojedyicgyeh ntwordw niezmienniczych przyezynili sig nadto: Bong.
dorff (Helsingfors, 18761, Gerbaldi (Atts Tor. XV, 5. T07T—T14, 1830); Maisano
(Pal. Rend. IV s, 163—158, 1880) i inni

Wyjasnienie znaczenia geometrycznego najwazniejszych utwordw, nalezgeyeh do
formy 0, znale$é moina w dziele Cle bscha‘Lindemanna, t I ez 2-ga, dzial 15
gdzie zarazem wskazana Jjest dalsza literatura. Najprostsze utwory wiszmienuieze formy
szefciennej czwbrkowej wraz z interpretacys geometryczng podane 8% W geometryi
Przestrzeni Salmona-Fiedlers Rozdz. V, s 318324

Co do specyalnych grap podstawied (patrz 1 A i [T Da; mozna do poprzedaich
Uwag v gruyach ortogoualnych dodac Jeszeze wiadomogei nastgpujgce;

Prym (%5t Aph, 1892) rozeiggngt na podstawienia inwoluegjne, podane przez
Cayleya, przedstawienie wymierns spétezynniks w ogdlnego podstawien'a ortogonalaego

1
n-tego rzedn przeg 5 ®i»—I) parametriw niezaleinych. Réwnanie ~charakterystyczne®

ma wtedy pierwiastki 4 1i—1;jezelim Jest liczby pierwiastkow rownauis, tu lezha para-
metréw wynosi Zmn,. Pr Fym wyprowsdza wazir wyraZuoy na calkowita liczbg inwolueyjs
nyeh, & w szezegélnosei iuwolncyjnu—nrl:ogonalnych ukladéw spélezynnizdw, nalezaeyeh do
do danej liezby m  (Poréwn cytowsne w rozdzials o réwnowaindsei form rézviczkowyah,
Czgéé I, prace Lipachitza i Kroneckers). ITnng metodg Wyprowadzania i formu-
towania tych wynikéw podal Corn ely (Rozprawa, Wiirzburg, wydana, w (tetyndze 1892).
ktéry pkazal nadto, W jaki sposéb przejéé mozna od jege wz 16w do wroréw P ryma:

icm
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Hofmann (Hoppe Arch, (2), VHI. s. 225—268, 1?891 stara sig po}dafi zggllln:&wsir;;
zenie parametrowe dla podstawied charaktern inwolucyjuego, przeksztateaigey
iebi zcye catkowity stopnia drugiegoe i trzeciego. ) ) .
siebie fHum\x’syi%ener badal ogélnie ;rz; pomocy srodkiw geometrycgl;yili g;‘fum:) ;;o_ o
wieﬁs'cwiinwolucyjnych | ,odzwierciadlai*). Leipz. Ber 1890, s 13—21,7 . 2
. Ih_‘ "’!f,- . ) » ‘ rvon
e A\“\'-;e %nn;ex‘ny tu blizej omawiaé teoryi pojedyiczyeh mwulm;], ?i?ﬁiﬂifyiﬂi g; "
e ini iinnyeh, a takie intepretacyl &
ie przez bertiniego, Weyra nn}uc.,v .
alwégkowych na ukladsch wymiernych, majgcej juz rozlegls .hfen}turg. LIIL 5. 275-950;
' 106) Porown.zwl, Hermite, C.R. 183 I; J‘a cobid. mrﬁ%&t;em .m.m_ie, g
Sylve ste r, Phil Trans. Lond. 1864, s, 579—666: Cayley,
- _" .3 . . 'b rZ
5. 513 ,.,5:* Pozostawiona tu lukg wypelnit Nother, kté_ry_ -cokazal, ?x 3:;1 .32::;11 §ie r_“i
mocy kryteryéw niezmienniczych mozna dokladnie rozdzielié oba przrpa
wasths i ierwi rzecsyWistyeh
e il spolonych i czterech pierwiastkow TZptey ’ " R
'Ias‘\lkéh;zssls R 05;111 a patrz nizej) przedstawiajg poglydowo wezystkie krytery
i pierwi i tego o
nosci pierwiastkéw rownania rzedu czwar ) ) - i vers
I!ns) Dodujmy tu, ze Weierstrass, Lipschits St u l'ivc;. ?tt;:hr gd:mﬁniowych
zajmowali sig tskze przeksztalceniem rzeczywistem firm rzecsywis
i dratowych e o
Hema ::53 z{una.li di Mat. ¢2), I, s 256—279 11867+ HI s. 41—55 (—186 h o Hessogo
w0, Joorn. f, Math LXXXVH, s.217—219 (1879) (o do spufz;!:)lenlnsi o
' 13, 2d T 6 ze 5. 170 — [ 9
L, i . dHL s 22—26; Schonte, tamze s ~ .
patrs gxerg:dla?ﬂ]; E&; QR;'; rrcI;'a. z C. R.’]879, 1880, 1881, 1882, zebrane s W rozprawie
) g
w Journ de Math. (3). IX s. 99—147 (1883).
12y Gitt. Nachr. 1891, 5. 272—286. i 672 (Prace mat. fiz. V.
13) Patrz Program erlungeiski Kleina 1872°( 1;l ‘twmw T insergeaie
i J wel badali systematyeznie wlasnofei rzutéw nazprostﬂszyc' nl‘ S podseeiof 58
: wnl:;vestrzeni w zalozeniu, ze tak spilrzgdne punktéw{ )J(I‘i’k 11223 v zsl;xcxz‘ﬂ i
: N ° + as . o styezen, e,
ilodciami i. Segre (Auidi Torino XXV, . sty e oo
ll‘os'ml]im t‘oz:d? §12tlho 2::1‘1;1‘. 5. 413 -467,1802); Jmel, Acta Mat. XIV, 5. 1—30 (1890
jed. Iis . Ann. XL, it
© 1")l M’ath. Ann. IX, s, 183—‘20~(18_3)_.
115)  Math. Ann. IX, 5. 209—217 {181;)§ _
. XVI, s. 345—408, zwl § 7. L ' byl
1:) ﬁttt!}l; A‘:En\é‘ s, 189209 (1876). Poprzedrnio jaz Z ev.;tsli{;sel-x rzzb;ia A Zo
szczegéigwn stos’unki rretélnoéci 28 styeznych Vy&dw(g;?bci&l;};zylv;i ‘.p {:c,b,.',) o eyivrian
jej t y th. Ana. , 8. 2, 1874 li i )
orax Joj 23 styerty - i'awmmb"ch ’(Mal'une rozwazanie rzetelnodci odnosi sig d» lvlczby galezi
et Harnack (Math. Apn, X, str 189

Segre

ZWrotow rzeczywistych wynos : .
rzeczywistych krzywej algebraicznej rzedu n-tego.

st najwyie p+1='L('u~—1)(n —2)+1

198, 1876) wykazal, ze dla plaszezyzny li-zha t1 Wynost najwys _1' 3 ,h -

i ze to maximum dsje sig i osisgngé. Bilbert wykazal zle dia ‘krzywych p .

' Z stapi 1 —2)241 lub = (n -1) (n—3) + 1 stosownie

nych liczhe nowyzszg nalezy zastapié przez 2 (n i b e
do tego, czy » jest parzyste lub nieparzyste, oraz ze krzywe o takiej }uz gale

istych istniejs. .
wisty! Klein w odczytach swych (semfstr le:;l;iu Poréwn. F. Kloin ,0dezyty o ma
istos nych linfj symetryit. Porown. . B e A k-
badak rze:czywﬁ:;zfi ;2§kzi,w;\7:rszawa, 1899, Dalsze twierdzenis o huz!ne ot]_ ‘:;S(;Z?i o
tem”ftyci{gz?:i:czywntych krzywy<h plaskich ulgehr:niczxxych z punktami p
waniu g 3

186%) o powierschniach Riemanna,
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dat Hulburt (Ano.J. XIV, 5. 246260, 1892).

e mtog i broyoe) st Za pomocy przejscia cigglego od krzy-

o 20 moina wykad, e istnieje krzywa algebraiczna,
n-tego z — (n—1) (n—i ktami juemi
20 z 3 (r—1) (n—2) punktami podwéjuemi rzeczywistemi (i nie odosobnionemi
Zreszty stosunki rzetelnodei ; -
mato znare.
M%) Gott. N. 1897, 8. 1-13  F
: B , 8. 1~ r. Meyer badat
T2E8trz =
p Tzenug §-go rzedu pod wzgledem stosunkow rzetelnodei jej osobliwosei. Roh b
] . Rohn zhu-

dowat modele nitkowe, il i
owal m , Hustraigee te stosunki, zwla, iedniej i
wijalnej. Porown. dwie noty w Leipz. Ber. 1891, 189;Zcm e ipowiedniej powierachai ros-

. %) Leipz. Ber. 1886, s 83—
daf, poruszonych przez En gela

pierwiastkéw réwnaii, dajaeych osobliwodei, 83 jeszeze

przykladowo krzyws wymierng

96. Byleby bardzo pozadanem dalsze rozwiniscie ba-
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Dodatek do artykulum

UWAGI 0 ROWNANIU GAUSSA W TEORYI FUNKCYI
’ GAMMA®.

PODAL

M. LERCH.

s . k-
W wynienionym artykule na str 5 tomu Diuiejszego mowa jest o fun
W . " .- . é:
cyi skoriczonej i ciaglej @(w), majgce] wlasno$
m—0

qu (—w—;%f-) = mp(w).

oo do
e funkeya ta redukuje sig koniecznie ¢ g
?:iej tak.y 7, réwnania poprzedzajacego mamy:
m=0
fw-+a ) 1
"’("’):Z"”( m m
a=0

{lodci statej, dowodzi sig najpro-

a przechodzge do granicy dla m==c0, otrZymujemy:

1
R oy
o

&3 o (w) = 4.
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