Prayeagnek do bistoryi zasad rachunku neskoiczonosthowego.

(Krytyey ,Teuryi funkeyj analityeznyeh* Lagrange’a ') .
PODAE

S. DICKSTEIN. )

Podstawy analizy wyzszej, przedstawione podiug rézZnych sposebéw
pejmowania w pracach Leibniza, Newtona, Eulera i dAlemberta
wydawaly sig matematykom X VIII stulecia, dazgeym przedewszystkiem do
jasnoéci zasad, bardzo dalekiemi od scistoSei starozytnych i zarazem uwikla-
nemi w ciemna metafizyke 2). Szukano wiec metody, wolnej od wszelkich
rozwazan nieskonczonostkowyeh i granicznych, w ktérejby podstawy analizy
wyiszej rozwingé sie daly w ten sposéb, w jaki analiza zwykla rozwija swe
twierdzenia o wielkosciach skoficzonych 3).

Pierwszy pomyst takiego przeksztalcenia powzigl Lagrange w roz-
prawie, ogloszonej wr. 1772 w ,,Pamietnikach Akademii berlifskiej* p. t.
,Sur une nouvelle espéce du caleul relatif & la différentiation et Vintégration

1} Artyku! ten ogloszono réwnoczesnie w ,Abhandinngen zur (reschichte der Mathe-
matik® t. SITT, Lipsk 1899. .

?) Parrsz: M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, t. III, 1898,
str. 714—718. 3. 8imon, Zur Geschichte und Philosophie der Differentialrechnung,
w wydawnictwie: ,Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik®, stanowigcem suplement
do ,Zeitschrift der Mathematik und Physik®, zesz. XII, 1898; Lagrange we watepie
do swej ,,Teoryi funkeyj analityeznych®, omawiajgce tg metode oraz ,Analize rezydualng®.
Landena powiada: ,Ces variations dans la manitre d'établir et de présenter les principes
dn calenl différentiel et méme le dénomination de ce calcul montrent, ce me semble, qu'on
n‘avait pas saisi la véritable théorie quoiquon eit trouvé d‘abord les rigles lss plus simples
et les plus commodes pour le méeanisme des opérations® (wydanie trzecie 1847, str. 4, 5).
Poréw. tez Lagrange’a .Legons sur le caleul des fonetions, Lecon premiére* (wydanie
z roku 1808, str. 1—3).

3 Padtrz ,,Calenl des fonetions” str. 5.
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des quantités variables® ¢). Daje tu Lagrange nowy dowad czysto-
formalny szeregn Taylora. Dowdd ten polegn na przyjeciu, ze gdy u jest
funkeyg zmiennej @, wtedy

wiptE) =ule)+pd + pE + ...

jezeli, pu pierwsze, zamiast x napiszemy x4, ipo drugie, weimiemy o-&
zamiast £, otrzymamy dwa rozwinigcia na w(x +&+®). Porbwnanie tych
rozwinie¢ prowadzi do zwigzkow pomiedzy spélezynnikami szeregn na
w (£-}£), z ktdryeh to zwigzkow wynika forma szukana. TLiagrange czyni
nadto uwage, ze wzor Taylora moze byé wziety za podstawe nowej metody
rachunkn nieskonczonostkowego %).

‘Wykonanie tego pomystu zdawalo sie wowezas tak waznem, ze wielun
matematykéw, pobudzonych ts uwaga Lagrange’a, albo tez moZe nieza-
leznie, stavalo sig ten cel osiagngé. Znanemi sg w dziejach rachuunku
odno$ne proby Condorceta ), Arbogasta 7), Pasquicha ¥), Ser-

4) Oeuvres de Lagrange, t. VI1, str. 32§—328.

% ,Le caleul différentiel considéré dans toute sa généralité cunsiste & tromver di-
rectement et par des procédés simples et tfaciles les fometions p,p',p" . .0 9, ¢ ¢"u vy
dérivées de 1a function u, et le caleul iutégral cunsiste i retrouver la fonction « par le
moyen de cette dernitre fonetion. Cette notion des ealculs différentiel et intégral me parait
1& plus claire et la plus simple qu'on n‘avait encore dounée; eile est, comme on voit, indé-
peadante de toute métaphysique et de toute thé)rie des guantités infiniment petites om
&vanouisantes® (Rozprawa z r. 1772).

6y O probie Condoreeta wspomina Lacroix wswoim ,Traité dn calcul diffé-
reutiel* (3 wyd. str. XXTI.

" 7) Arbogast przedstawil wr. 1789 Akademii paryskiej rozprawe p. t. JBssai sur
des nouveanx priucipes du calenl différentiel et intégral, indépendants de la théoril des
infinimeut petits et des limites® (Patrz preedmowg do dziela tegoz antora: ,Calenl des déri-
vations®, Strassburg 1800). Lagrange wspomina o tej rozprawie we wstgpie do swojej-
. Teoryi funkeyj analitycznych. Rozprawa Axbogasta nie byla drakowaus. Porown. La-
eroix, Traité du calenl différentiel ei intégral Préface str. XXIX.

%) Pasquich, ,,Anfangsgriinde ciner nenen Exponentialrechnung® w zeszycie VIII
ezasopisma Hindenburga ,Archiv der reinen und angewandten Mathematik®, Rozprawy
tej nie mielidmy w rekn, ale gldwne zasady rozwiniete] w niej metody czerpiemy z dzietka
Johanna Schulza p. t. .Sehr leichte und kurze Entwickelung einiger der wichtigsten
mathematischen Theorien' (Krélewicc, 1803). Pasgquich zaklada nastgpujacy forme
rozwinigeia : .

y= Az¢ 4 Bzi + Car + ... ..}

jezeli w tym szeregu kazdy wyraz pomunozymy przez jewo wykls.dﬁik przy z, otrzymany tak
zwany eksponencyat (Kxpouential) ilosei y, ktory oznacza sig przes sy, Bedzie tedy:

gy == adze 4 bBF f Oy L. s

stgd zad wynikaja twierdzenia glGwne:
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vois‘a?) i innych. Wsaakze dopiero ,Teorya funkeyj analitycznych* samego
Lagrange’a stanowi najznakomitszg prace, na tym pomysle oparts; w niej
bowiem nietylko wylozona jest catosé rachunku rézniczkowego i calkowego
weding jednolite] metody, ale nadio z tegoz samego stanowiska trakto-
wane s3 zastosowania analizy do problematéw geometryczuych i mecha-
nieznych 19).

Nastgpujgce dwa zalozenia tkwig w zasadach metody Lagraungea:

1) Kazda funkeya daje sig w ogdle rozwingé na szereg nieskonczony
wedlng poteg calkowitych dodatnich argumentu.

4,
&
!

=y.:x+ 2.2y,

s.an = nartl e

]

Dziatania zasadnicze tego r whunkn wykladniezego s3 zatem zupelnie podobne do
dzialan rachunku rozniezkowego. 1+ asq aich wszakse, jak czytamy dalej, jest od zamiarn
usunigeia przez swoj rachunek rachunkn Leibnizowskiego tak dalekim, ze nawet
w ,Intelligenzblatt der Allg. Lit. Zeitung® 1793 ur. 99, wyrainie oéwiadeza, iz uwaza
wyrost za zbedny wszelki nowy rachurek, przez ktéry usituje slg zastapié to, czego braknie
Zle wykladanemu rachunkowi rézniezkowemun®. Z tego samego Zrédin dowiadnjemy sig, ze
nowy rachnnek ,Expositionsrechnung” Grisona (Mémowe sur le Caleul d’exposition,
inventé par Jean Plilippe Grn s on, professeur royal des mathématiques, Berlin, 1802}
zgadza sig co do istoty rzeczy & rachunkiem wykladaiczym Pa s quicha.

% Servois przedstawil Akademii paryskisj w latach 18051 1809 dwie rozprawy
o zagadach analizy wyiszej. Obie nie byly ogloszone drukiem. Artykut, drukowany w An-
nales de Mathématiques V, str. 91—103 (1814—1815) p. t. ;Hssai sur un nomvean mode
d’expesition des principes du calenl différentiel” jest wyjatkiem z tamtych rozpraw. Roz-
wags w nim Servois réznice i rézniczki fankeyj ze stanowiska teoryi dzistan (,.Ja dif-

' férence et la différentielle possédent deux propriétés en commun: d-étre distributives et
commutatives entre elles). Stanowisko Servois'a wzgledem metody nieskoiiczenie ma-~
Tych charakteryzuje ustgp, ktory wyjmujemy z inne) rozprawy, ogloszonej w tymize tomie
Annaléw(str.141—17) i skierowanej gtéwnie przeciwko ,.Filozofii nieskoficzono§ei* W r o fi-
skie go (patrz nifej). Rozprawa ta nosi tytat: Réflexions sur les divers systémes
d-exposition des principes du ealenl différentiel et particulidrement sur la doctrine des infi-
niment petits~. Oto co czytamy w tej pracy: ,Je suis convainen que la methode infinitési-
male na ni peut aveir de théorie qu‘en pratique; c‘est nn instroment dangereux entre les
mains des commengants qui imprime nécessairement et pour longtemps un caractére de
gaucherie, de pussilanimité & leurs recherches daus la carridre des applications. Enfin
anticipant & mon tour sur ls jugement de Ia postérité jose prendre que cette méthode sera
un jour accusée ef avec raison d‘avoir rétardé le progres des seiences mathématiques.

¥y Dzielo to wyszle w r. 1797 p. t: .Théorie des fonctions analytiques, contenant
les principes du caleul différentiel, dégagés de toute idération d‘infiniment petits, d’eva-
nouissantes, de limites, et de fluxivns, et réduits & Ianalyse algébrique des quantités finies.

‘Wrdanie drugie ogloszano za Zycia autora w r. 1813; trzeeie, przygotowane przez Ser -

reta, wyszto wr. 1847, takie w ,unvres X,
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2) Rozwazania nieskoficzonostkowe i graniczne nie s3 weale potrze-
bne do uzasadnienia analizy wyzszej; ta cala dziedzina nauki moze byé roz-
winieta sposobem bardzo prostym na drodze algebraicznej z twierdzenia,
wyrazonego w zatozenin poprzedniem.

Lagrange stara sie usprawiedliwié pierwsze z powyzszych dwn .za}o:
Zeh ‘sposobem nastepujacym. Jezeli f(x) jest funkcya zmiennej = 1 JeZetl
zamiast ¢ wezmiemy x-}-i, gdzie ¢ jest wielkoscig dowolng, wtedy f(z—+-i)
daje si¢ przedstawié w postaci szeregu f(:c)—‘rpi—{—qz'ﬂ-{—ri‘f -+. < W ktorym
2, ¢, 7 . .. majg byé funkcyami zmiennej @, niezaleznemi od 4. _Przypusz-
czanie to, powiada Liagrange, stwierdzajs rozwinigeia funkeyj znanyeh,
nikt wszakze dotad nieszukal uzasadnienia a priori tego
przypuszczenia. Uzasadnienie to polegaé ma na tem, 2‘e szereg po-
wyiszy dla ogolnych (nieoznaczonyeh) wartosei zmiennyeh x i ¢ nie powi-
nien zawieraé poteg ulamkowych i ujemnych ilosei <. Gdyby bomgm Zd-
wieral potggi utamkowe, to liezba rézmych warboscl szeregu i (x—}‘z)—'La—
grangema tu na oku funkeye z pierwiastnikami—bylaby wigksza od }Iczby
roznych wartosel funkeyi / (%), co jest niedorzecznem ) lf), Gdyby za$ voz-
winigeie funkeyi f(2--i) zawieralo potegi ujemne ilosci 4 wte‘dy f .(m+z} .dja,
4=0, a wiec i sama funkcya /(z) bylaby nieskonczong, co moze mieé miejsce
tylko dla pojedynczyeh wartosel zmiennej . _

Po takiem uzasadnieniu rozwiniecia funkeyi f(2-}) na szereg :

f@ +pidai+ri+ . ...

daje sig juz uzasadnié i zatozenie drugie. Sp(’»lczynni‘ki 4, r,...'tego szeregu
sa funkeyami zmieunej @; jezeli pierwszy spélezynnik p nazwllemy funkeya
pochodng funkeyi pierwotne] f(x) i oznaczymy przez I (). \.vtefly——
jak tatwo dowies6—2q jest pochodng funkeyip, 37-—pocpodn@ f:llnk(‘:yl git.d.
W ten sposib otrzymujemy kolejne pochodue fonkeyi c_ianeJ: pierwszsg
fl{x)=p, druga f"(@)=2¢, trzecig " (x}‘=2.3.r i t. d 'T'e 1300110‘
dne (dérivées) funkeyi danej sy identycznemi z odpowmdmen_u iloraza-
mi rézniczkowemi (quotients différentiels), otrzymywanemi za pomocg
metody nieskonczonostkowej lub granicznej, a wiec wyprf)\f’a@oneml‘h]akobyl
bez rozwazaf granicznych. Tym sposobem dalsze 1‘0zW}m_QG1}3 cai}e_] nauki
nie wymaga juz, podiug Lagrangea, zadnych rozwazah nieskoficzonost-
kowych.

1y Cette démonstration—powiada La grange—est géuéra}e et rigou.sex}se tant
que = et ¢ demeurent indéterminées; mais elle cesserait de 1‘Gtre,. i Von donnait & m .des
valeurs déterminées; car il serait possible que ces valeurs dé‘r.m'lssent a}uelqug,s audmalg!)x
duns f(z) qui pourraient néanmoins snbsister dans f(z)* (Th«'anneh des d. a}.‘ er.a ﬁ. .;
Niekeore przypadki, w ktérych ,la régle générale est en défant” bada Lag I3
w rozilziale V swego dziela.
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Dzieki powadze Imienia Lagrangea ,Teorya funkeyj analitycz-
nyeh® szybko sig rozeszla i pozyskala wplyw wielki. Podziwiano w piej
bogactwo tresel i wysokie zalety §wietnego wykladu, a mniej zastanawiano
sig zpoczgtkn nad sposobami nzasadnienia podstaw metody La grange’a '?),

Carnot w znanem pismie ,Réflesions sur la métaphysique du caleul
infinitésimal* uwaza metode Lagrange'a za rodzaj ,metody ilosei nie-:
oznaczonyeh®. Podstawa jej wydaje mu sie zupeknie pewng ¥); glowna zas

™ W sprawezlanin, egloszenem p. t.: ,Rapport historique sur le progrés des
seiences depnis 1789 et sar leur érat actuel® i przedstawionem cesarzowi Napoleonuwi (Pa-
ryz 1810) exytamy: , M. Lagcran ge dans son ménsire clibre avait déposé une de ces
idées féeond-s qui n'appartiensent qn/aux génies de premier ‘ordre; il avait indiqué les
mayens de ramener an culenl pnrement algébrique les proecédés du caleml infinitésimal en
&cartant soignensement toute Vidée de Vinfini. Frappés d= ce trait de lumiére plusieurs
géombtres cherchaient des développements que nul ne pouvait donner ancsi bien que Vin-
ventenr. M. Liagrange ayant acceptéles fonctions dinstitutenr de Ecole polytech-
niyne y eréa sous les yenx de ses auditeurs toutes les parties domt il a depuis
composé son Tra:té des. fonctions analytiques, omvrage classique dont il rerait biea
snperfla de faire aujourd’ini /éloge et quil suffit @avuir cité etes Crelle (.Dar-
stelling der Rechmung mit verinderlichen Giissen t. I, str. 39 i nastgpne) pisze,
ze weatym zakresie zasad 1 mwet roswiniecia Rachnnkao z ilofeilami zmieniemi
nie ma wewnatrz sameso Rachunkn vajmuiejszego $lvdu koniecznodel idei tak ziva-
ngj nieskoficzoundel. kifra, zdaje 'sip, sprowadzila ciemnosi w tej eczesei Machuukn.
Wprawdzie istnieje jeduo miejsce, w ktorem ides nieskoficzonodei byta, albo tez
moze i dzi§ jest jeszeze mnie; lnb wigcej konieezna (mianowicie zastosowania Ra-
chunkn do wielkodei geometryeznych), leez misjsce to, jak miwi Crelle, nie leiy
wewngtrz Rachunku. Co sig tyezy slubej strony na migjseu zastosowad Rachunku, to jak
wiadomo, i ta zestala faktycznie usunigta, gdri ten sam wielki wa, ktéremu w ogéle za-
wdzigezamy poprawg pomystéw w rachunka ilosei zmiennyeh dowiodt i tu, ze bez idei
rieskofezonodel przynajunie] obsé sie moina i ze przejicie od Rachunku do zastosowan da
sie przeprowadzié przy pomory rozwaati, nie ustgpujieych w niezem pod wzgledem gei-
stofei i wiadeiwodel wyobrazeniom starozytnych.

‘ O metodzie Lagrunge’a pisali juz poprzediio: Johann Schultz (Le)
iE.G Fischer (Ueber deu eigentlichen Sirn der hoheren Analysis, Berlin 1808) w spo-
86b bardzo korzystny.

Aby nie pomiug€ i filozofow, powiemy, ze C o't e w swoim , Kursie filozofii po-
zytywnej~ (I, 1829) nazywa metodg Lagran gea: .la plus rationelle et la plas philo-
sophique de toutes; dla zastosowad zad wydaje mn sig ona zbyt skomplikowa a. W ,Lo-
gice Hegla (wedlug C Frantza (.Die Philosophie der Mathematik, 1842) metoda '
Lagrange'a jest uwazana za najhardzie] nankows.

W rozmaity sposéb starano sie uzasad ié twisrdzenie Taylora, stanowiace pod-
stawe metody Lagrangen. (dnosna literatura dawuiejsza zebrana jest n Kligela

-wMathematisches Warterbueh®, czeds pigta t. T, 83i. artykub: Tayloi’s Lehrsatz® .

1 Atin de ems-rver daus tout le cours de s+3 opérations, Vesactitnde rigourense

dont il s'est fait de ne jamais s'écarter, Lagrange qui fait anssi usage des différen-
tielles, sous une antre dénsmivat n et sous w1 aucrs notation, les eonsidére comme des
quantités finies indéterminées. Eu conséqusnee, il pe néglige aucun terme et preud ses

icm

DO HISTORYI ZASAD RACHUNKU. 183

trudnoéé w przyjeciu tej ,pelnej jasnosci metody™ widz’i Carn 01': p?'zede-
wszystkiem w nowosel algorytmu Lagrange’owegp, l';m-rego przyjecie mu-
sialoby spowodowaé przerobienie calej prawie odnosnej htera’t,m'y. matel.néa,-
tycznej ). Wiasciwej krytyki zasad metody L.agrange'a nie znajou-
j arnota. 5
e Ea(iroix w swoim wielkim trzytomowym ,Trakf;&cie rachunku roz-
piczkowego i calkowego® stara sig uzasadnié twierdzen}e Taylora na dr;)-
dze indukceyjnej, t. jest dla poszezegdlnych klas funkeyj. Zuvane mu doty;:) 1..
czasowe dowody tego twierdzenia nie zadawalaja go flla tego, Ze s‘q, ’4 _:,11'.
akstrakeyjne i nie zwalniaja od obowi@.zku rozsnrz.sgsama o.sobnego pl;y pan;
kow wyjatkowych ). W tomie trzecim tegc.) dzxela: moze pljfl wp y:v; "
pewnych krytyk, ktére pojawily sie w czasie ponm.;dzy ngObL‘elflelll Ao. "
I-go i ITI-go, a o ktéryeh nizej mowa DQ({ZIB., x}"ypOWuLda L:?c_l.ol ix .pe(;\‘:-e
watpliwosei co do sposobu uzasadnienia ga}?:)en Lagrangea, ale nie daj

sam % i okreslonej i pewniejszej zasady '°).

bam.]i?}g?dnem uwag:]i, ile watpliwosei ¢o do prayvdziwoéci zasad frlyetngg I; ;x:
grange’a plerwsi wypowiedzieli matematycy niefrancusey: Burja, Wro
ski, Sui: ci, Bolzano. )

kb ;iijgei\k 11"ozpra,wie p- & .Sur le dévelqppement dfes fopct.xonﬁ en
sériest (Mémoires de I’Académie de Berlin, 1_801,'snr. 21 ) po'wmda, 7e WpT a:;
dzie dla funkeyj najprostszych sprawdza;{@ sie .zatozema L aigr ang; dh;
lecz nie wynika stad bynajmniej, by zalozenie to miato b_?vfi pravfn m.(rillgsz -
funkeyj bardziej ztozonyeh. Czesé dragg dowodu Liagrangea (v 30

stait dans le celeul aux différences finies Clest & quoit il
i . P
rvient par le théoréme de Taylor, dont if fait la base de sa dc;ctm'le, et qlii il gtémgz‘;g
Eia;'ectemem ‘par Vapalyse ordinaire tandis quavant lni on ne I;}\é;ut encore dém
] em ) iffféreniiel® (wyd. b-e, str. 156).
le secours méme du caleul diffféreniie . .
" 1ml!;)A hAinsi bpm’ exemple, il fandrait refondre toutes les collectm;: académiques,
” ; ) H & 3 A
i ¢ loi méme« (L. ¢. str. 158).
s Gerits ¢/Euler et ceux de Lagrang & r. 1 i
tous leﬁ) Wydanie dragie, 1810, &. L str. XXI: ,Ces propositions, s: genémle: seuc:fp‘:l
nce, ont plus d’éclat aue d'utilité, puisyw’elles ne dwpensen(;_pas lexa‘men (: ons ot
ITles ;ont en défant; il vaut mieux ne montrér ces cas qiie succesivement, i mesur qmomem
erésentent ('enx-mémes, que les faire prévoir d’'ayance et cm:nrz.xe des-a,m.eessmres, :umus o
gn le lectenr u’emhrasne.qu'avac peine le petit mombre d/idées principales qu
préseniint i 30} te raisonnement sur lequel s'appuie
6 t cei Chap 11, vel I, p. 339) ) ’ .
- ”eEI; Tu&lPPm‘mn r que lla) d&v‘ 1\,”’ t général de l’aceroissement d'une fn.uu
g our pr . . = 2 ’. n
i?oiruu;go:nél sui:am‘. les puissances de celui dela variable }ndepem?ante neu i:o;tﬂ;;;nd §
contenir de puissances fractionaires de ce dernier, c’est a des?m que ,}e meersi o aadt
t “parait® (ligne VI en rémontant) parce quen effet ce est 1a qu 1\n“a? qu R
?:soin%'étre justifié par des prenves que I'auteur de Ia,Théorlfa de; folnctivons B t; ;m:; & rem{ 19:
inei i i issible cuinme explication de la eirconstanc
Leprincipe qu’il emploie est trés admissi Lica. e nce g o
sé‘:'ilza 1rle "ll)‘n;lor inapplicable mais non pas comme un princips évident %ar ng)l) méme
Détat géneral des choses® (Lacroix Traité ete.” & 11T, 1819, str. 629—630).

différentielles comme on V'
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sig do zwigzkow pomigdzy spétezynnikami) uwaza Burja za zupelnie uzasa-
dniong, ale pozostaje wedlug niego jedna trudnogé, a Jjest nia uzasadnienie mo-
zliwosel rozwinigeia. Mniema on, ze trudnosé ta databy sig usunaé w sposib
nastepujgey: ,Nie méwmy—powiada—ze kazda funkeya musi daé sig roz-
wingé na szereg wedlug calkowitych dodatnich poteg argumentu, lecz tylko,
ze kazdg funkcye mozna tak traktowad, jak gdyby by}a na taki szereg rozwi-
jalna. Dopiero dalszy przebieg rachunku, a mianowicie wyznaczenie spot-
czynnikéw, pouczy nas o tem, kiedy takie przyjecie jest uzasadnione, kiedy
za$ nalezy uwazaé je za niewladeiwe« 17),

Glebiej w te rzecz wnikngt Wronski. Jako gorgey zwolennik me-
tody rézniczkowej Lieibniza 1 filozofii Kanta, protestuje on energicznie
przeciw wykluczeniu nieskofczonosei z analizy. W dziele swojem: ,Intro-
duction 2 la philosophie des mathématiques* (Paryz 1811) %) uwaza on pod-
staweg metody L agrange'a za falszywg naukowo dla tego, Ze metoda ta
usiluje dziedzing ogélng teore tyczng, t.j. rachunek rézuiczkowy,
oprzeé ma funkeyi specyaluej techniczn ej, jaka, wedlug Wron-
skiego,jest szereg Taylora. Na koficu dziela tego mial Wronski
podaé dowdd matematyczny »bezsporny tego wywricenia zasad algorytmii
przez Lagrange'a i wykazag, ,ze dowéd a priori tej formy szczegdlnej sze-
regdw, na ktovej opiera sig caly Jjego Rachunek funkeyj, nie jest bynajmniej
Scisly 1 wlasciwie zadnym nie Jjest dowodem®“. Wychodzge z ogo6lniejszej
formy szeregéw, np. z formy

i)

Fla) = 4+ 4,9 @)+ 4,0(2)* + L, p() + . . .

w ktérej uczyniono np. ¢ (z)= Q- b1 - ggnter | .. moznaby—powiada
‘W rofski—utworzyé rachunki lub teorye pochodnych jeszeze ogdlniejsze.
»Aby polozyé kres wszystkim tym spekulacjom (spéculations de dérivations),
ktore staly sie jakby prawdziwg mody pomigdzy geometrami naszych czasow
podamy—powiada dalej—mniemane prawa takiego Rachunku pochodnych naj-
ogélniejszego, opartego na powyzszej formie ogélnej szeregdw technicznych
i pokazemy z ogblnoscia bezwzgledng caly niekonsekwencyg, z jaka z tych
rachunkéw, opartych na zasadach technicznyeh, cheiano wyprowadzié rachu-
nek rézniczkowy, ktory jest wybitnie teoretyeznym.®

Przyrzeczenie to stara sig spelni¢ Wroniski w osobnej rozprawie p. t.
»Réfutation de la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange* %), w ro-

') Podobng mysl mial, zdaje sig, Ohm w pismie: ,Geist der bifferential - und In-
tegralrechnung® 1846, jak 6 tem przekonywamy sig ze stow Hankela w artykule Grenze
(Allgemeine Encykl. der Wiss. und der Kitnste von Ersch und Gruber, XC, 1891).

) Treds i glowne mysli Wrotiskiego, w tem dziele zawarte, przedstawili§my
w ksiggce naszej: ,Hoene Wrofski, »JeRo Eycie i prace* (Kraktw 1896, sur. 3643).

*¥) Poréwn. w tejze keigkee str. 53—53,
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ku nastgpnym wydanej, ktorg przedstawil Akademii paryskiej, a po erzu-
ceniu jej przez sprawozdawedw Legendreai Arago oglosit drukiem_. po-
powiekszywszy jg trzema dodatkami oraz notami. Podaje tu XY rof ski
szczegdlowej analizie zasady metody Liagrangea. Punkt wyjscia me-
tody tej stanowia dwa wzory:

1 flo) =4+ Bi+ Ci* 5

%) flati)=f@)+i P
.Skad, pyta Wronski, mamy znajomo§é formy 1), w jaki §pos(.>b mozna
uzasadnié jej mozliwosé; czy kazda funkeya f(x+17), jako taka, jest identycz-
na z szeregiem 1), czy tez jest tylko rownowartosciowa®. Ls?grange. utrzy-
muje, ze rozwinigcie na szereg musi zawieraé jedynie potegi eal.komte do-
datnie ilosci 7, oraz Ze potegi ulamkowe i ujemne mogy zachodzié t_ylko }ila
specyalnych wartodei zmiennej x. Wedlug Wronskiego zas kaizda
funkeya ¢(é) daje sie w ogélnosei rozwinaé na szereg wedlug poteg

np. ilosei a—[—ﬁ, a wzajemna kompensata wyrazéw. Z ula.mkowe.mi. potggan}l
ilogei 4, o ktérej mowa u Lagrange’a, moze byé Jedymfa wy_mklem obll-'
czania wartofei szeregu dla specyalnych warto§ci zmiennej x. Zasady
Lagrange'a moglyby mieé tedy, co najwyzej, wartosé hypotetyczng,
a stgd sama metoda jego pewnosé problematyczng, gdy tymezasem ra-
chunek rézniczkowy ma byé apodyktyezny. Zreszty, gdyby: nawe't uza'-
sadnienie Lagrange’a bylo bez zarzutu, to i, mimo to., zasa_mdy jego nie Wy-.
starczalyby bynajmniej do ugruntowania 1'e}chun.kn mfasknnczonostkow.z%io.
Nigdy bowiem, powiada Wroniski, twierdzenia 1) i 2)'me mcaga"prowalf?lzzT t do
wyjasnienia niezaleznegoibezwzglednego sptezynnikow A’, e
natura tychze w zaden sposéb nie moze byé okreslona przez, wy k&vzanpx;,
miejsea, ktére zajmujg w szeregu nieskm:lczonym. Gdybysmy }xy:s:r i
z ogélniejszego szeregn na rozwinigeie flmk?,yj, np. z szeregy, postepujacego
wedlug funkeyj dzialowych (fakultetdw), 6. j. z szeregu

Floti) = Flati) -+ Flia)p(e + F'@)p @ + . . -
wtedy doszlibysmy do zupelni‘e innyeh pochodnyech. Funkeye te miatyby
w tym przypadku postac

WARSFEH)]
Agp(i) A2 (a)?E

A F(e—+1)
Ap@

Fiz)= P ()=

2) Wyrazenia W wlicznikach s§ to wyznaczniki réznicowe i ré?niczkowe: wpr‘owadzonic:
jako funkeye ,schin® przez Wrotnskiego i nazywane ubec!ne wron skian ?-, 1:;;'
Patrz Prace mat.-fiz. t. I str. 5 i dalsze. Jako wartos¢ ilosci ¢ nalezy wziné jedne z wartosel,
czynigcyeh zado$é rownanin vy =U.
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a dla nieskeniczenie matyeh wartosei ¢ i dla ¢ («)=1{ przeszlyby na naste-
pujace:

F'(2) = A F (i)

I e = LD

—1-.2—11‘{3_" e e (2—0),

gdzie d oznaczajg rézniee nisskoficzenie male. Dopiero rozwazanie tych
wielkoscl, okreslonych przez przyrosty nieskonczenie male, wyjasnia istote
pochodnyeh F'(z), F"{x) .. ...
Rozprawa druga, w tem dziele zawarta, p. t. ,Insuffisance de la dé-
monstration dn théoréme de Taylor, tentée par M. Poisson¥, jakkolwiek
skierowana jest gldwnie przeciw dowodzenin, podanemu przez Poissona
w N. 3 zbioru: ,Correspondance sur PEcole impériale polytechnique® jest
wszakze w znacznej ezesei tylko rozwinigciem powyzszych zarzutow, postawio-
nych teoryi Lagrange'a. Rozprawa trzecia: ,Quelques observations concer-
nant le Rapport fait & la Classe des sciences de 1 Institut de France surle
premier de ces mémoires®, jest, jak widaé juz z tytulu, glowniej natmy pole-
miczoej. Z wypowiedzianyeh w niej pogladéw intevesujaca jest uwaga,
bgdgea w zwigzku z wystosowaniem — o czem mowa byla wyzej — poteg
ulamkowych przyrostu, w rozwinieciu funkcyi. ,Nalezy scisle odrézniadc—
powiada Wrotiski—samg funkeye, ktora stanowi wielkoss, jest joj zasada
idaje tejze wielkosci niejako istnienie, od szeregn, t.j. od rozwinigeia tej
funkeyi, ktére jest tylko prawem tworzenia tej wielkosel za pomoeg algo-
rytmu pierwotnego i powszechnego sumowania (t. j. dodawania i odejmo-
wania). Sg to dwie rzeczy zasaduiezo rozne. W istocie jest prawds, ze
procz pierwiastk6w, znajdujgeych sig w funkeyi fiz) nie moga wystgpowac
inne w funkeyi f(z+4), 0 ile z 1 ¢ s3 uwazane zupelnie ogélnie, a stad war-
tos¢ rozwinigeia funkeyi f(x-i) nie moze zawiera¢ poteg ulamkowych
szezegblnych iloseis, lecz nie mazadnej prazeszkody, aby prawo tworzenia
tej wielkosei za wierato te pierwiastki. To, co stosuje sie do pierwiastkow,
stosuje sig 1 do wielkosei dowolnych, kiére mozna wprowadzié do rozwinie-
cia, jakkolwiek nie zachodzg one weale w wartoscei funkeyi. Toz samo
stosuje sig np. do szeregu, wyrazajgcego funkeye log (z—-i) w postaci:

log (ri) = log (o) F 4, (i"—a) 4 L, (i"—a) . ... .,
z ktérego po rozwiniecin otrzymuje sig szereg
log (z11) = log x - B, i + Byi® -}

przedstawiajgcy atoli inne prawo tworzenia logarytmu.*

W dwa lata, po wydanin poprzednich rozpraw, oglasza Wronski
newg prace p. t.: ,Philosophie de Uinfini, contenant des contreréflexions et
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réfllexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal® *%). W swej czgdel
krytycznej praca. ta skierowana jest gldwnie przeciw wsPomrEm.nfamu dzielku.
Carnota ,Réflexions sur la métaphysique du caleul infinitésimal-, m'fxz
;.i-zeciwko drogiemn wydaniu ,Teoryi funkeyj analitycznych® _Lagran ge'a.
W ronski powtarza ta znowu poprzednie swe zarzuty Pl‘zec}WkO zassjfiom
metody Lagrangea. W czesel historyeznej poddaje— ze smnov‘.lsk'a
swej filozofii—rozbiorowi poréwnawczemu znane dqtgd.met,ody uzfxsadmema
analizy wyzszej i znowu jako wynik tego rozwazania wystepuje sad. po-
tepiajacy zasady metody Lagrange'a 22y, . ‘

Jan Snindecki mial wypowiedzieé zarzuly swe np.rze‘mwko zasadom
,Teoryi funkeyj analitycznych® samemu jej. autorojwi osobideie, podczas p.uj
bytu swege w Paryzn wr. 1804, a powtorzyl je w druku W rozpr‘a\we;
O Jozefie Tudwiku de Lagrange, pierwszym geometrze z'mszego wieku
(Wilno, 1815) ). Wszystkie prawie gatunki racl}un?m analitycznego wm -
tematyce cheial Lagrange—mowi Sniadeck 1-—stdnym wzrokxf,m 1:)7411.-
mu ogarnaé i ich zasady z jednego zrédia wyciagnaé i ze sobg powigzal; ta

1) Pyrown ,Hoene Wroiiski, Jego zyeie 1 prace, tr. 63 —63. ) )
22) Aby czyteluikowi daé moznosé wejrzenia w ro%waiania Wn{fx s.kn’ egu:J t:;izx;z t;x
krotki wyciag z tego pisma. Gdnoszgey gig do merafizyki ra,clmn.ku.meskouczlm: 3 i fgai;
‘Avant tout il fant reconnairre que I'idée de 'infini est un pr?al_ult intellectue 0\1t 3 s
Sifférent de celui qui comstitne la conception d’upe quantité .fxme. Ce”s«’-mj ‘deuxt (::c o
de notre savoir tont a fait hétérogénes ..., La conception Ad une quantité flme_ e;s d“ixt pm"5
duit de entendement qui, sons les conditions du temps qui fm So?t propres, 1;1 r]?'nﬁui me
nité intellectuelle on une siguification dans I'étre oppusé au savoir. Liidee de tl o c‘:“_
un produit de la raison qui e lul wdms se trouve hors des‘com}wmns mf ft?yf;zz e,d 1113 e
séquent inapplicable on tran-cendental dans 'usage -cunsmnr'x.i que noms | ais e et
pour la connaissance de I'étre. Employé aun moins‘d nne maniére re‘fml':attxveL :tr-,,ngres "
tant par influence dn jw gement aux cnnditx?ns: dn r‘e:m.pi qm,'hl:1 :{r‘m. ;e;t g “e; o
produit de Ja raison, l'idée de I'infini, transformée ainsi en 1 idée de Vin 1 ];:“,';jqu ;,ra,nsc(-]h
conceptions que 10us avons de la quantité...... C'est u‘ette nnportm;t,e ;1:1:; o e im el
dentale quiestlenoeund dela ménayhys_xf{uef du ca~cud iin iy v]e e
Le premier résultat que nous nbteuon: dz cet]t;ea dlSt}t[]\:;zlioenlpir;?i:c:}‘:j::éives . it
doatif dene pus contondre dans A gerl ] s
%Eizst;re]:: ?e% los purameuln subjectives des guantités infinitéﬂmnles..u Or ;:e lpzmall;e& ie;
1ois subjectives faisant Vobjet du calenl infinitészmal n'est aut.reA rien q :,“1 s qg“i nd
principeméme du ¢aleul'infinitési m.a.l”..'. Dfsn‘x quant Lran e
différent entre ellesque d’nnle quan tl:é 1.: d;:‘:ln3:?1:1;ya‘pmemﬂ1;yczm‘
i usement &caless. -astgpuje potem : : )
ie? Izla,Zat;;' g;g: ::; oune i Servoiskn tykowali burd"&o s‘mfuwo%:{g fllozwif;gfi:iu;l;:ﬁ‘
tyki Wrodskiega, Tordwn uwagi nasze w uy't,uw:u.ae_] ksigzee ,_hoex::ter e aston
gtr. 24 Poglad Servoista ua metodg 1.1iesk031czpme Amal)rch ¢ a.::e_ y O,] e
z jego rozprawy W ,Aunales de .,MathémaﬁnqueS' s ]Jljzed:.if.tlwlﬂi{lz ‘w._ )P s e
Servoisa wiedzielismy dawniej jedynie ze wzmianki w ksigzce
Applications d’analyse et de géométrie.” ] ‘
o ) Patrz dzista Jana Sniadeckiego. Wydanie warszawskie, 1837. t. IV,

str. 156 —200.
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Smiata i wielka mysl podata mu plan »Leoryifunkeyj analitycznych®, wktorej
zalozyl sobie zwlaszeza rachunek rézniczkowy i catkowy z dzialan prostej
algebry wydobyé. Cheial Lagrange odmienié .tundament tlémaczenia
i sygnature rachunku®. . Teorya fankeyj* jest pasmem waznych wielkich

i wielu nowych prawd, ale te wsuystkie dajg sig zrozumiale wyrazié da-

wnym jezykiem. W prowadzenie kresek ma, zdaniem Sniad eckiego,
te same ,nieprzyzwoitosci®, co wprowadzenie kropek w sygnatarze angielskiej,
a ,ezy kto to samo dziafanie nazwie plynieniem, czy funkeys pochodng, czy
rézniczkowaniem %), nic na tem nauka nie zyskuje®. Powyisze uwagi
Sniadeckie g o odnoszg sig, Ze tak powiemy, do strony zewngtrznej“:
ale oto, co méwi on o samych zasadach teoryi. Fnndamenta i poczgtki tego
rachunku, wskazane przez La grange'a, sg li Scislejsze, dokladuiejsze
iprostsze? WyznajeSniadeeck i, zeczytajac tylokrotnie to wazne dzieto, nie
wmogl sig o tem przekonaé. Dziwi sig, dlaczego Lagrange pojecie wy-
padkéw rachunkowych, po wstajacych ze znikania ilosei, uwaza za niejasne,
kiedy i cala teorya Jjego na tem sig wiasnie opiera. Wszakae tresé tej teoryi
polega na tem, Ze rachunek rézniczkowy niema byé czem innem, jak tylko
sposobem wyznaczenia spolezynnikéw rozwiniecia. Lecz w jaki sposob
Lagrange spétezynniki te wynajdnje? Dzieli cale réwnanie dla réznicy,
rozwinietej f(z—i) —f(z) przez wzrost lub ubytek ilodei zmiennej 25
I nwaza ten wzrost lub ubytek w stanie nikngeym, przez co jedna strona
réwnania staje sig ¢, co nazywa »funkeyg pochodng¥; drnga jej strona daje
wyraz, nie zawierajacy tego wzrostu lub ubytku, iten wyraz jest wartoscig
funkeyi pochodnej: Czy jest wtem, powiada Sniadeck i, jakakolwiek
réznica od tego, co sig robi w teoryi granic?; chybs w tem, ze L a grange
nie daje Zadnej przyczyny, albo, jak on méwi, zadnej metafizyki tego wy-
padkn, kiedy inni t#0maczg to przez poczatek gramic. A Jezeli stan ilosei
niknacych, wedlug Lagrang e’a, nie da sig jasuo pojmowaé, to czyz to
pojgeie ulatwia sie, gdy nie thomaczymy wypadkéw i nie opieramy ich na
zadnym poczatkn geometrycznym? -Tez same uwagi stosuje Sniadecki
i do sposobu otrzymywania pochodnych wyzszych, gdyz sposéb ten jest
tylko powtérzeniem dziatania, przy pomocy ktérego otrzymujemy pochodna
pierwszy. ,Trudnosé wynikajgca 7 tego, Ze moze znalesé sig wyraz z mia-
nownikiem niknacym, ktory to wyraz stawszy sig nieskofczonym, psuje cale
rozwinigcie funkeyi, trudno$é ta zachodzi takze w teoryi granic. L a-
grange bardzo zrecznie i doweipnie znidstszy te trudnogs, objasnit
Tutwierdzil teorys dawng.” Lagrange, unikajac zasad teoryi granie,
stawia na ich miejscu twierdzenie: »W Szeregtt malejgeym i postepujacym
wedle poteg tej samej ilosei, mozna tej ilogel nadad taky wartose, iz kazdy

) U Sdniadeckie go: ,pochodnig®, | réznicowanies,
# USniadeckiegor sodmiennej«.
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praz bedzie wigkszy od sumy wszystkich po nim na.ste;pujz;u’_ycn'.. ,,TW{EI‘—
gy?elt?iz lffdi powfadayé niadecki—jest w nauce s.zereg’o.w meggilgz\;ve
i pewne, ale nie moze by¢ fundamentem rachunku 1‘6znxc?k0\x ego- : 0 0,, l}lyszy-
niem byto, tedyby szto koniecznie za tem, .2e w funkeyi .rqzwmxg e?w 'I;azu
szezajg sie wyrazy, nie jako nikngce, lecz :j&kO razem mmegszet ok n?zybli:
ktéry ocalal, a za tem, ze rachunek rézm(?zkow:v :]jast tylko sz ;1 %1;111{0 -
zenia, t. j. ze wypadki z niego otrzymane nie sg §clsle ape’»yne, 3 B}; iz o
prawdy zblizone.* ,Przypuseic¢ ten wnios‘ek—konczy b nia d ec - _]r N
podkopaé Seisto$é geometryczng wszystkich wynalazkow, p1Azez‘ ,n o
nek odkrytyeh, na co sig zaden geometra, a nawet sam Ld}f T amgdzme
zgodzi. Wypadki rachunku rézniczkowego sg bf)wiem Scisle p
i takiemi sig okazuja i dowodzg przez metodg granic. et caeet
Jakkolwiek zarzuty powyiszych kryt;ytkow byly, po gxq, ‘;W ;dﬁgd{;
usprawiedliwione, nie mogly one wsza'kZe jeszeze sam e‘ 11:111 iy t;; .
ostatecznego wyjasnienia i rozstrzygnigeia k»_vesty}. ‘ROZSE zyl,. ; gua' e
gto oprzeé sig jedynie na glebszem wchwyceniu pf)‘}gma. .fun u} o
;zem, nizdotad, traktowaniupytan, odnos}::acgcllz 's\lvquoopsfiingll, %:HUZ,O e
§ei,—pytai, zupelnie pominigtyeh przez }-y yko A . pingetiving
; eski Bolzamno jest, byé moze, pierwszym z.pomu; z.) ;
:;nlzg;y};;iZX stulecia, obdarzonych subtelni.ejszem poczt}mem‘w {:{1;1;;0:::;1;;1-
podobnych zasadniczych zagadnien. W 1‘(111(1‘1 swych plsma.c I8 O e
czesni mato czytalilub ktérych niedocenia.h, 1.151X0.wa.1 B 0 1‘dz an 00d§2awowyell
do matematyki Scislejsze sposoby uzasadnienia wieln tw1§1 zeno'pe Gi; b
analizy wyzszej. Ustanowil on pierwszy' vaz dokJ'a nf*‘1 péé g zn‘jien;ej 27)
funkeyi 26), wypowiedzial waine t\vierd.zeme o granicy Siozntoéci o
teorye szeregéw opart na ogdlnem twierdzeuiu o ich zbieznosc

. ' tkich
. s ani swise, ze funkeya f(x) dta wszystkic
%), Wedlng prawidlowego wyrazenia, mowige, e i ia)x; e sia weilug prawa
W rtodel w, lesgeych wewnnirz lub zewngirz pewnych gmun,_‘zlgl artodei, wtedy roznica
ciggtodei, nalezy rozumied tylko tyle, ze gy = ]esf‘ JEfinq: z tal‘ﬂf war . , o aerynimy tak
S ;:+m)_,f(z| moze byé uezyniona mniejsza od kazdej wielkosel d&nejhg g N achon jo awel
m."dem jak sig podoba.* (,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, asrse :ne e
W‘ert.h;n die ein entgegensetztes Resultat gewihren, wenigstens eine
s

tleje iege*. Praga, 1817, str. 11). . . cosei
(ﬂmuhl;n £ llz‘rgd; pewnagwl.nsnoszé A ma miejsce nie dla wszysthclf wp:ta.;v(:lizli “;zr g
zmienue} a:”ale dls wszystkichmniejszyeh od PeW;eJm‘::m’ pnwiédzieé. 5o
niej« zaws;e wielkodé U, nijwigksza z pnmi;‘dzy tych, o ktﬁrylc et ssownd W &
mnicjaze od niej whasnosé tg 4 posiadaja- (tamze str. 41), Twierdz

ie r’s trass wswych lekcyach. .

L B ¥ “-lf"r'« ma te wlasnoé, ze roZ-
%) Gdy szereg wielkodi F(z), Flz) . .. F(®) . . . Fiz) €

RAT
o j i otym F(z),
ica pomigdzy jego wyrazem n-tym F(z) iknidy_m nsfstgpn‘ym, _)akkolw_u;lliooélge;tlén i
— gmie”sz; od kazdej il 1dci dowolnie danej, to istnieje zawsze Wit el ok
goiisng.z;ektore:j] zhlizajs sig coraz bardziej wyrazy tego szeregu l r6znig sig :
nfnku, jak cheemy, jeieﬁ tylko szereg dostatecznle przedinzyiy.
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- % tych twierdzen wysnué by bylo mozna gruntowniejsza, niz dotad, krytyke
metody Lagrangea. Co sig za$ tyezy twierdzenia Taylor a, stano-
wigeego podstawe tej metody. to Bolzano wypowiada wyraznie, Ze nie
nadaje on temu twierdzenin tego znaczenia i tej ogélnosei, jakie praypisywano
mu dotagd. Postanowil on sobie za zasade, aby twierdzenie to stosowad
tylko pod takiemi ograniczeniami i w taki sposéb, jak to z wilasnego jego
pc::innowania wynika. Obieenje w swoim czasie poglady swoje na ten prze?l-
mwt.przedstawié?‘-‘). Czy to uczynil iczy rozwazania swoje nad twier-
dzemgm Taylora -na papier przeniost, nie wiemy, gdyz pewna czesé
prac jego dotgd jeszcze nie zostala ogloszong ). Powiedzied tylko mozna
tyle, ze pomysty Bolzana nie pozyskaly niestety w swoim czasie uznania
matematykow i dlatego pozostaly, zdajesig, bez wplywu na rozwij analizys!)

)Zaszczyt rozpoczgcia epoki reformy w iej dziedzinie przypada C du:

c l} y'emu, ktéry o malo znanych pracach poprzednika swego nie wiedziat
Nie mamy tu potrzeby rozwodzié sig nad zasadami metody nieskofczenie ma-‘
tych oraz nad podstawami teoryi funkeyj i szeregdw nieskoriczonyeh, ktére
wylozyl Cauchy wswych dzietach gtéwnych: »Cours d’analyse de ’1’Ecole
1'<.Jyale polytechnique“ 1821, ,Résumé des legous données & I'Eccle polytech-
m(!ue“ 1823, 1 w ,,Lecons sur le caleul différentiel* 1829, gdyz wyniki ba-
dati Canchy'ego dzié jeszeze panujg w dziedzinie analizy *). Powiemy

3. 0 Y
} »Die drei Probleme der Rektifikation, der C i Cubi i

Liptk, 1815 v o . omplanation und der Cobirnng it. d,

) Moze byd, Ze pewne, odnosz i i

Y . z gce sig do tegn przedmiotu prace Bolzan

an.t_xcl'qu, sig pomlledzy niewydanewi dotgd jego rekopisami. Pordwn. F.J. Studn iﬁk:
gﬂen’chr. ube:r die ma!;hemntischun und naturwissenschaftlichen < Publikationen der kg,
dhimischen Ges. der Wiss, wihrend ihres hundertjihrigen Bestandes®. Praga, 1889. '

3 . .

o Oceng doniostoéei pomystéw Bolzana podali Hankel (w cytowanym
;vyzej a.;:tyknie Emy'k]opedyx Erscha i Grubera) oraz 0. Stolz (Bolzanos  Be-
enteng in der Geschichte der Infinitesimalrechuung, Math, Ana. KIX)‘

%) Cytujemy tylko nastepuj
C pujgee stowa z przedméw Caueh yle i
d’analyse i ,Lecous sur le caleul: i SRy do - Ooms
, L.
. .;,Eulpnrr-ani fle la vontiniuté ‘des funerions. je uvfai pu me dizpenser de faire
d:smjn;x _rehes ‘:gu?netés qui servent de base an calenl infinitésimal.. Quant aux métho-
Jes ;m cherché & I.enr dmm(?r totte la rignenr qu'un éxige en géometrie, dé manitre
i ne Jamfxfs reconrir’ aux raisans tirées de la généralité de I'algbbre. Les raisons de
ol sﬁ;sb[}ue, yuoique assez cummunement admises .. ne peuvent &tre cmsiderées, ce
et ot c::atzt;;:rsou;me des mdtlxlumuus propres & faire pressentir quelquefois la vzﬂrité
i eut peu avec Vexactitnde si vantée d i i
Tt e et pe t ) es sciences mathématiques. On
qu'elles tendent & faire attribuer anx fi i

: 06 - 0bs, | & ormules  algebriques une
Z lt’;x;r'l;e indéfinje, tandis que dans la réalité la plupart sont vraies uniquemeut:ous zeminea

i o;\; ;z poar gertamea valeurs des quantités qulelles renferment.”
wt réd:ﬂm ;rumk? ds Taglqr ne peut plus étre admise comme générale, quantant qu'elle
i m’x nombre fini t%e termes ‘et completée par wn reste. Je n'ignore pas
qu'my faisant d'abord abstraction de ce reste I'illustre mumteur de la ,.Mécn,niqaue analy-

icm
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tylko, ze te prace Caunch y'ego uwolnily dopiero metody nieskeficzonost-
kowe i metode granic od owej obawianej powszechnie metafizyki i ostate-
cznie rozstrzygnely pytanie o stosowalnodei zasad metody Lagrangea.

Pozniejsi krytyey i historyey, jak Cournot %), Hankel %)
Freycinet *), Mansion %), Vivanti *) i inni, méwige o meto-
dzie Lagrang e'a, mogli juz zarzuty, czynione przez poprzedunich kryty-
k6w, oprzeé na przekonywajacych matematyczuie rozwazaniach.

Cel bezpodredni, jaki pragnal osiagngé Lagrange za pomocg swej
metody, nie zostal wprawdzie dopisty 3%), ale szereg potegowy, stanowigey
punkt wyjdcia jego rozwazan, stal sig, jak wiadomo, w pojmowaniu Scislej-
szem, ktére przygotowaly prace Cauch y'ego, fundamentem nowoczesnej
teeryi funkeyj analitycznych, jaka mamy w pracach Weierstrassa *)
i Méraya 4.

Nie moznsa nie wspomnieé i o tem, 2e dazenie, ktérem kierowal sig
Lagrange wtworzenin ,Teoryi funkeyj analityczaych“, . j. zalge-
braizow anie analizy wyzszej nie pozostalo bez wplywu w nauce. Ten

tiqus* a pris la formule dont il s’agit pour base de sa théorie des fonctlons dérivder
Mais malgré tout le respect que commande une si grande autorité, la plupart des géombtres
s'accordent maintenant i reconnaitre lincertitude des résultats auxquels on peut &tre
conduit par Uemploi des séries divergentes. It y'a plus, le théorime de Taylor semble
dans certains cas fournir les développements d’'une fonctlon en série convergente, quoique
la somme de la série différe essentiellement de la fonction proposée.

Przykiad klasyezny takiej fankeyi, dany przez C a u ¢ hy’ego, jest dobrze znany.
Parrz Stolgz, ,Gruniziige der Differential-und integrelrechnung®, t. 1, 1893, str. 105.

33) Caurnot, ., Traité élewentaire des fonctions et du oalenl infinitésimal 1841

3%) Hankel Artykut ,Grenze®l e

%) Freycinet, ,De I'analyse infinitésimale. Paryz 1881, wyd. 2-gie, str. 228,

3%, P, Mansion, Résumé dun cours d’analyse infinitésimale®, 1887

¥) Vivanti, ,.J1 concetto dinfinitesimo e la sua applicazione nella matematica.
Mantova, 1894, str. 97, 124, :

38 Wplyw pomystéw i wmetod zawartyeh w ,Teoryi funkeyj analityeznych® La-
grang e'a, daje sig jeszcze spostrzedz i w czasie obecnym. Oceng znaczenia bistoryez-
nego tego dziela znajdujemy w referacie Brilla I Ndothera: ,,Die Entwickelung
der Theorie der algebraischen Funetionen in dlterer und nemsrer Zeit* w trzecim tomie
Sprawozdan Niemieckiego Stowarzyszenia matematykow, Berlin 1894, str. 150—155.

%) Nous sommes débarassés (par le conception de Weierstrass) powiada Poin-
caré w najnowszej pracy: ,,L/ceuvre mathématique de Weierstrass* (Acta mathematica
XXIL p. 7) des doutes qui an sidcle dernier ot dans le premitre moitié de ce siecle
assaillajent souvent les pensenrs i propos des prineipes du calenl infinitésimal et aussi
de ceux que pouvait provoquer par ses Jacunes la théorie des fonctions analytiques de
Lagrange. Tout eels n'est plus au jourd’hui que de T'historie ancienne.* Fragment tej
wlagnie ,,dawne] historyi® staraliémy sig da¢ w artykule niniejszym.

4, Mé&ray, iLecons nouvelles sier 'Anaiyse infinitésimale et ses applications
géométriques®, 4 tomy 1894—1898. Stanowisko swe wyjadnia Méray wprzedmowie do
tomu 1-go, o zwlaszeza na str. XIV—XVIIL
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pomyst mial w naszej epoce dwu wielkich przedstawicieli Weierstrassa
i Kroneckera. Cay ten kierunek ku zalgebraizowanin, — powiemy wig-
cej — ku zarytmetyzowaniu analizy moze osiggngé rezultaty naukowe

W zupelnej niezaleznosei od kierunkn drugiego — nazwijmy go intuicyj-.

nym — jest to pytanie, ktirem nie mozemy zajaé sig obecnie #1). Zdaje
sig wszakze, ze wspéldziatanie obu kierunkéw Jjest poteznym czynnikiem
postepu umiefetnosel. ,Teorya funkeyj analitycznych* Lagrange’a dzia-
fala tak wjednym jak drugim kierunku, pobudzajge umysty tworcze, stoso-
wonie do ich indywidualnodei, do rozszerzenia i doskonalenia zozonych
w tem dziele pomystow .

#) Porown. Klein ,Ueber Arihmetitierung der Mathematik®
kg./1. Ges. der Wiss. in Gottingen 1895, 5. 82—91). Por. tez cytowang prace P oin ¢ a-
ré'go oraz artykut Pringsheima sLrrationalzahlen und Convergenz unendlicher
Prozesse w Encyklopedyi nauk matematyezuyeh. Tom I, zesz. I, str. 64.

(Nachrichten der

O STANIE OBECNYM TEORYI NIEZMIENNIKOW.

NAPISAE
Fr. MEYER,
FrmeXozyi za upowainieniers awviora
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CZESC 11,

( Cigy dalszy). ¥

POKREWIENSTWO FORM.

C. Metodyka. symhbolika i procesy niezmiennicze.

b) Procesy niezmiennicze niesymboliczne.

Rozpatrzymy najwazniejsze procesy rézniczkowe, stosowane do utwo-

‘16w niezmienniczych w celu otrzymania z nich ubworéw nowyeh. Przypadek

szezegblnie wazny, w ktérym przy stosowanin takiego dziatania wynika
warto$é zero, oméwimy nizej w rozdziale o rownaniach r(‘)zniczkowych;‘w od-
powiednich tez rozdziatach rozpatrzymy dzialania r(’)iniczl‘(owe g ,recy-
prokantach* i, péiniezmiennikach. Procesy te same przez sig, a przynajmoiej
w pewnej modyfikacyil), majg wlasno$é niezmienniczg, t. j. otrzy-
mujemy ten sam rezultat, gdy wykonamy najprzéd proces, a nastepnie
przeksztalcenie liniowe, lub tez odwrotnie. .

Zgodnie z rozwojem historycznym nalezy procesy te podzieli¢ na f)dno-
szace sig: do zmiennych, do spétezynnikéw form pierwomych,. wreszcie do
sp6tezynnikow podstawien. Zresztg te trzy rodzaje wielkofel mozna roz-
wazaé wspolnie jako spotezyoniki form lniowych.

#) Patrz ,, Prace matematyezno-fizyczne® tom VI, str. 17—68; tom VIII, str. 139—171;
tom IX, str. 222142,

Prace mat.-fiz, t.X. 13
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