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przechodzity w dwie dane rodziny: @' (W, v") = const., ' (w’.1') = const na
dragiej danej powierzehni. to dla rozwiazania tego zadania nalezaloby ulo-
zyé pelny uktad niezmiennikow rizniczkowych. Ale
widoezna, ze w tym razie uklad pelny stanowig funkeye: ¢, pi L. Z ré wn ai

@, ) = @ (u, v}, W, ¢) = v (. v)

otrzymujemy w' i+ jako funkeyeiloseiuniev ktore ja-
ko warunek mozebnosei takiego odksztalcenia mu-
8z3 spelniaé rownanie:

L, o) = Liu,r).

Jest to warunek konieczny i dostateczuy.

Whioski, uzyskane tu dla teoryi odksztalcen, nie zmieniajacych pél po-
wierzchni, mozna proseiej uzyskad przez dyskusye znanego réwnania dla
tych odksztaleen:

i’ & Ju' 2wl Hu, r)
2u oo dr  du Hyw, o) ”

Podajemy je jako prosty przyklad traktowania zagadnien w teoryi nie-
zmiennikiw rozniczkowych.

0 ROWNANIACH STOPNIA TRZECIEGO 1 CZWARTEGD

NAPISAL

J. SOCHOCKI.

Praca niniejsza ma stanowié wstep do teoryi funkeyj eliptyeznych,
ktérg mamy zamiar wylozyé w nastepstwie.

§ 1. Modut i mnoznik réwnania stopnia 3-go.

Niechaj bedzie rownanie rzeczywiste postaci
¢)) 43— g — g3 = 05
i j redlong wzorem
oznaczmy pierwiastkijegoprzez e, &, &;- Rozwigzujgca,okreslong

- Ml W

@ Erea

. . T 2k
nazywad bgdziemy modutem r ownania (1) 1 dla skrécenia oznacz

. ilosei 2 dut
plzeyﬁl’chkutek wszelkich przestawien ilosei ¢, eég,. e3d v;e :‘z;ri?l iﬁ’ggiggm-
Sei 6 jest mieé jedne,
i $6 wartosci, z kt6rych dos¢ jes : y os¢ poto-
Is)::i‘;bleiratzz;rzy pomoey dziatan bardzo prostych, weale mezaleznyc

spblezynnikow ga, ¢ -
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lung znéw rozwiszujacs, mianowicie :

C)] ! =1.

8

nazywaé bedziemy mnozniki emréwnania (1)1 zawsze oznaczad
przez 1. ‘

Wskutek réznych przemian ilosei € €y, 6, munoznik przyjmuje takze
sze$é wartosel. Przez jedng ktérgkolwiek z nich inne wyrazajg sig sposo-
bew wymiernym; ale w odpowieduich wzorach zachodzi¢ beds g, i gs, jak to
potem zobaczymy. )

Widzimy wige, ze modut jak 1 mnoznik mogy byé przyjete, kazdy
2 o0sobna, za rozwigzujacg Galoisa,

Odpowiadajgce sobie wartosei moduhy i mnoznika ukladajy sig w pe-
wien spos6b, ktéry warto zaznaczyd, a mianowiecie:

e — & ) 1
_L__tzka, =1;
. & — &
Ei:l_kg;» ——1 =,
€ & ey — g

L—e 1 L _ i
o—e B o I3
=& 1 I S I
&4 —e k2 e —e, 12
& 1 N i
&—e 1 —e  I—k
b — & _ k2 1 . 7

e —e 1 o —e I

§ 2. Réwnanie rozwigzdjgce modutowe.

Tak nazywaé bedziemy row
kami sg sze$6 wartosci moduty 12

W celu otrzymania go rozpatrzmy nastepujyey uklad trzech réwnan:

nanie stopnia szostego, ktérego pierwiast-

(1 Slog =2 — 1% 8ie, =—1-} 2%, By = — 1 — i)

ktére wynikajg z (2)1(3) poprzeduiego § i z tego, ze e, + &yl = 0.

icm®
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7 réwnania (1) znajdujemy :

A —e) =1, Lle, —e) = k2 2{e, —e) =1—1%,
a zatem :
B le — ) (e — ey ) (ey — ) = (1 —I%.
Lecz z drugiej strony. kladac dla skrécenia
A =g} — 27g2,
mamy zhany wzér na wyréznik danego réwnania:

A -
(e — e (g — &) (6 — &) = 16"

w skutek tego réwnanie powyzsze mozna napisaé tak:
@) BA = 16k (1—12)2

Mnozge przez siebie odpowiednie strony réwnan (1) i z uwagi, Ze deje,6,==0,
3 3 - 3% L2
otrzymujemy nowy zwigzek pomiedzy 4 i k%: 7

(3) 2703y, = 42—k (1 — 28 (1 - &%),

Nareszcie podnidsiszy do kwadratu obie s_trony: w ka?dem z réwnan (1),
i biorac nastepnie sume stron odpowiednich, znajdujemy:

972 (e + e, 02) = 6 (k* — k1),
Wykonawszy skrécenie i z uwagi na to, e
: y = &
et atted = (e, e te) — 2(att el + ae) = 5
znajdujemy :
4) 8%y, = 4(k*—1* 4+ 1.

. N " - rs h
Ze wzorow (2), (3), (4) otrzymujemy nastepujacy szereg czter ech réwnyel
stosunkow : )

N {/23 _ . 27932 e, = 57T ?__k,)3=2]:76}’6
L vy = e R o o e I VTR Lt (]
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Frzy pierwsze z nich dajg nam w dwéeh réznych postaciach jedno i toz
samo réwnanie stopnia szostego, ktére nazwalismy rozwigzujgcem modu-
towem.

. Dajmy teraz, ze pierwiastki tego réwnania §g znane, to jest, Ze znang
jest wartosé modulu; wtedy odpowiednia wartos¢ muoznika otrzymuje sig
bezpodrednio z wzoréw (3) i (4), mianowicie:

- pm LE -2 @k,
9kt —Ik24-1jy,
, Jesli zgodzimy sie wprowadzi¢ w rachunek, jake ilo$¢ pomocniczg,
k ’f: 1 — k3, to wzdr powyiszy da sig przedstawic tak:

6") PR e o N e e X Gt T
9(1—7:‘3/5'?)_{/;‘ :

Wmoslszy to wyrazenie zamiast i w réwnauin (1), otrzymujemy wzory na
pierwiastki réwnania e

458 — gy — ¢y =0
w tym przypadku, kiedy modul jest przyjety za iloge znang, mianowicie :

3(1 k%' g,

i TR g
. ‘ —3(1—ik'y g
{ [ Yol PA]
@ \ TRy (e
’ — 3(1-—7.:’]5’3)'%

6’3 =z

(14k") (" —H g,
W praypadku, jesli g, = 0, réwnanie modulowe przyjmuje postad

. (B — 2+ 19 =0;
wzory zas (6) 1 (7) przyjmujy postaé nieoznaczong §, i zadna z ilosei 1, e
€y, €3 D& Moze WyTazié sig sposobem wymiernym. przez % W samej :1'2(;
ozy, w przypadku tym k2 przyjmuje tylko dwie rézne wartosei, 1 posiada
ich szesd, gdy tymezasem ¢; posiada ftrzy wartosei. ,

Podobng anomalie preedstawia przypadek g, = 0.
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§ 3. Rdwnanie rozwigzujgce mnoZnikows.

Przedstawmy wzory (2) i (4) poprzedzajacego § tak:
PA =16k,
3y =4 — 11Pk"2,
i wyrugujmy stad iloczyn £*k'?% otrzymamy;
1) Ais = (81%g, — 4.

Jest to wiasnie réwnanie rozwigzujgce mnoznikowe, t. j. rownanie szdostego
stopnia, ktdérego pierwiastkami sg szesé wartosei 1.

Jesli przyjmiemy jeden jakikolwiek z pierwiastkéw réwnania (1) za
znany, to pozostale pierwiastkitegoz rownania, takze trzy pierwiastki ré-
waoania danego dai—gx—g,=0, a zatem I wartos¢ k* wyrazg sig¢ przez
iloSci, znane za pomocg Wzordw wymiernych.

W samej rzeczy mamy:

—/’l;_f =(g—e) = (a+6) —deie =16’ —iea;

mnozgc obie strony przes +e,, ofrzymujemy

4e,
12

=463 —dg=g16s— 3053

stad znajdujemy wartosd

3g, 2
gt —4

02_".:

Wartosei na e, i ¢; otrzymaé mozna z rownai:

1 —1
‘2.61:7———62. 2€3=_“i——‘9g,

tak, Ze ostatecznie mamy nastepujgee triy wzory, wyrazajace pierwiastki
e, €, 6, przez mnoznik :

N
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3o 1
924 —4 i

2e = —

2 \ oy = B E
§ A4

34
GE=F T 7

26‘3= —_

Co sie tyezy modulu, to doS¢ jest wzi 6wnani —
3 . $ 2¢ I — ¥
el e j 46 rownanie 3le, =32%% 1,

20 = | 437, =14 04
Tole -+ g1

albo

(3) ’ 92 ' =t

’ #ad? — 4 :

ot ‘Pozostale pu;é pierwiastkow réwnania (1) wyrazajg sie przez 1 za po-
srednictwem wzoréw, wypisanych w kofien § 1, mianowicie:

- 22t — 4

(cy — 1, SE A T 2)
94,23 +(y, 22—3) *

%;lzie cztery kombinacye znakéw -+ daja cztéry plerwiastki.
waga. Z réwnania (1) otrzymuje sie bezposrednio réwnanie z kwadratami

réznic plerwiastkow rownania 425 — ; i 1
Whania 4x° — gz — ¢.==0; nalezy wzigé u::ﬁ-ipod-

bl

stawié w ro i 1 ami 2 ]
ownaniu (1) m zamiast 2% otrzymujemy :
) u (fu—3g)7 = A,
T6u' — 24742 4 903w — A = 0.

§ 4. Wartosé liczebna modutu i mn oZnika.

stosoxx?:yzkiie réwnanial trzeciego stopnia rozdzielamy na dwie kategorye
0, CZYy . Ty« - .
uboczu, 80, €2y >0 lub <0; praypadek A=0 pozostawimy na

1 "A>0. Wszystkie trzy pierwiastki réwnania

1o — gpm — s == 0,

icm
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sg rzeczywiste; zgodZmy sig oznaczac je tak, aby bylo ¢ >e, >3 wtedy
oczywiscie mamy :

1 g >4, iy = 0, ey < 0.

7 pomigdzy szescin wartosci modulu dwie, mianowicie

€ — &
e — g

. ey — &,
i L 2,
& — &

sa utamkami wlasciwemi i dodatniemi: pozostate wartosel sa albo > 1,

albo < 0.
Pierwszg z tych wartosci, t. j.

€ — &

2=

g — €y

nazywaé bedziemy wartoscia glé wngmodulu.
Zs warto§é gtéwna mnoznika przyjmujemy te, ktéra odpowiada
wartosei giéwnej modulu, mianowicie:

jest ona zawsze dodatnig i moze sie zmieniaé od 0 do co.

Odtad przez ,modul* i ,muoznik* rozumieé bedziemy wylgcznie ich
wartosei glowne.

90 A<0. Jeden tylko pierwiastek rzeczywisty, dwa s urojone
sprzezone.  Zgodzimy sie oznaczaé je w sposib nastgpujacy :
(>0 ey = — 2a;

e =a— pi, e, = a -+ fi.

a zatem
@ ey iy == 0.

7 pomiedzy szesciu wartosel & dwie, i tylko dwie bedg takie, ze ich
wartosé bezwzgledna bedzie rowna 1, t. j. [#?]=1; wyjatek stanowi przy-

padek kt=—¢e" 0.
Za glowng wartodéé moedaln przyjmujemy nastepujaca:

T Sl N 3a -+ pi
€ — &y 3a—pt ’
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przytem oczywiscie mamy |4 =1; uezyniwszy nastepnie

=
o

3a - fi = ge (o0 >0y,

i dla zupeliego okreslenia ilosei ¢ dotgezywszy warunek 0 < -2 <
mie¢ bedziemy : 2 '

(3) k’:e"'[_

Odpowiednia warto$é mnozmika glownego jest:

1=t I 3a+pi
o =& Ba—pl T 9aT R
1= L T
4

A Wlge argument mnoznika glow
potowieargumentu modulu gléwnego.
Wartosé 1] moze zmieniad sig od 0 do cc.

nego réwna sie

§ 5. Modut i mnoznik, jako zmienns niezaleine.

W.teoryi funkeyj eliptyeznych dzieje si¢ czesto, ze dape 83 naprzéd
wartosei modntu i mnoznika, a za ich pomacy tr‘zeba, znalezé parametry
Y3, wyréznik A, takze pierwiastki €., ¢ 1 inne ilogei od nich za]ezafﬁ’
W tym f:el'u‘s}uZQ wzory, podane w poprzednich paragrafach; postaramy sié
teltaz blizej je rozpatrzyé z nowego punktn widzenia i wyprowadzié wnio-
ski, z ktoryeh potem korzystaé bedziemy. ’

Z powyiszego widad, ze mamy dwa oddzielne przypadki.

Przypadek 1. 0 < k2<C1, 0<<i < oc. ’

Pierwiastki ¢, e, e, otrzymujg sie z réwneh:

U Ble=2—1I 3ie=—1+02p 3hey=—1—1I2,

brzyczem bezposrednio wnosimy, ze ilosci €y, €, &

; e sg rzeczywiste i ze ich so-
ma réwna sie zeru; dalej ?

fe>a >0 (1 —1)e>0, 6<0
Ze wzoru )
A 16k (1 —2)2

s a8
widzimy, ze A>>0.

icm
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: ;7
Przypadek 2-gi. I*=¢", 0<{@<{27, i= re' ®.
Ze wzorow (1) bezposrednio wnosimy, Ze e, i e, sa ilosciami urojonemi,
ze spblezynnik przy ¢ w wyraZeniu e, jest ujemny, Ze e, jest ilodcig rzeezy-

wistg: nareszeie mamy oczywiseie A <ZO.

ikow w zaleznosci od modufu.

§ 6. Znaki dwdch nie

W zastosowaniach do funkeyj eliptycznych spotezynniki 4., g, nosza
nazwe niezmiennikéw: y,—pierwszego, g,—drugiego.
Przejdzmy do wzoréw:

‘ 32g, = (k- 1241,
b ]
| 27mg, = 42—k —200 1k, .

dajgeych wartosel 4,1 g, -
Przypadek 1. A_-0. Wartodei 41 k? sg rzeczywiste, a zatem z réw-
nan (1) wnosimy bezposrednio:

dg >0, F—k) =0

Niezmiennik pierwszy jest zawsze dodatni; drugi
zas$ jest dodatni lub ujemny, stosownie do tego. czy
B<<ilub >4.

W przypadkn i* =4 mamy g, = 0. .

Przypadek 2-gi. A << (. Na okregn kola o promienin jednosé, maja-
cego Srodek w poczgtku spoirzednych osi, odlézmy od punktn przeciecia
okregu z osia odeigtych dodatnich dwa luki AB1 4D, kazdy po 60 1 uwa-
zajmy na kole cztery odeinki: 4B, BC. gdzie Cjest punktem przeciecia
okregu z osig odeietyeh ujewnyeh, CD, DA. Oznaczmy te eztery odeinki przez
I, I1. III, IV. ’

Gdy punkt zmienny 3, przedstawiajacy nam wartosé k2, wyszediszy
z punktu 4, opisze w kierunku dodatnim catkowity okrag i powréei do 4,
wtedy %2 yrzejdzie przez wszystkie mozlive wartosci. Jedynie punkt 4
powinien by¢ wykluczony, bo daje nam A=0.

Jezeli wartosé lnku A oznaczymy przez ¢, bedzie:

¥
Py

2 = eir, i=re?,

gdzie r oznacza pewng ilo§é dodatnis. Podstawiwszy te wartosei w (1)
i podzieliwszy obie strony pierwszego réwnania przez e'#, obie strony dru-
3

: =g
giego przez ¢ 2, otrzymamy:
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3rigy = (e 4 e —1) = 4 (2c0sp — 1),
- : Z 2 g é .
2)(2e2—e 5 7

10]§

2rig, = —4Qe T—¢
= - 8(5—4cos¢)cos %

€0 mozna napisaé proseiej tak :

‘ 3r2y, = 4 (1 — 4sin? —;’-),
® ? B
‘ 27riy, = — 8 cos '-ég(]—’!——ggin?,‘gj_).

. Na I.IIO}}y't)’GII wzordw mozemy odrazu powiedzied, Jjakiego znaku bedy
92 1 g, _]e'zeh tylko zauwazymy. na ktérym odeinku znajduje sie punkt %%
W ten sposéb otrzymujemy tablice: ' ) .

| ] ; !
(B4 T Bl

R | ;gﬁmipng‘ie‘
2 o] - U i‘ho“:“,:‘!
BRE s RaTE

§ 7. Przebieg dwich niezmiennikow, uwaZanych za funkcye ifosei k2.

iy ‘P.rzy?adek VL _ A > 0 Przyjgwszy i za ilos¢ stalg, chéumy dowie-

& ;:;3:@, _leag ;m;leruaw]a sig ilosci g, i g5, gdy 2 przechodzi przez wszelkie
i 0 0 1. Wzory (1) w poprzedzajacym paragrafi ja, Z

dos¢ jest zbadaé przebieg funkeyi J? ym paragrafle pokazuja, ze

R R

y (k%) = (2—72) (1—2%%) (1452
Jesli plerwszg z tych funkeyj napiszemy tak:
PU) = 1— k(1 — R,
to Stal-ﬁfﬁ sig widoczuem, ze gdy ? wzrastajge, przechodai przez wszystkie
wartodei od zera do &, to Jednoczednie g (12), ciggle malejge, przechodzl
przez wsz.ystkle wartosci od 1 do §; gdy nastepnie %% dalej wzrastajae
przechodzié bedzie przez wszystkie wartosei od § do 1, wéwczas funkcyaj

icm
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@ (&%) bedzie wzrastala i przechodzila przez wszystkie wartodei od £ do 1.
Zresztg, na moey tozsamosel

7 () = ¢ (1—F),
albo, co na jedno wychodzi, tozsamosei

e 3+ ) = ¢F—1,

.stania sig oczywistem, ze przebieg funkeyi ¢ (i?) w przypuszezenin, iz A2

zmienia sig od 4 do 1, jest ten sam co i w przypuszezeniu, iz k? zmienia sie
od £ do 0. )
Co sie tyczy funkeyi w(k?), to naprzéd nalezy zwricié uwage na toz-
samosé
p (1= 1) = — p ),

albo, co na jedno wynosi, na tozsamosé

1 N i 5
vl R =l ),
1a mocy czego wolno nam ograniczy¢ sie na zbadaniu przedziatu dla 4#* od
;— do 1. W tym celu wprowadzamy zamiast x* nowa zmienng x, kiadac
k= '_15 -
bedzie

ywik*)=g¢ (TIZ“ -+ Jc): 2 (',"v i ),
0 <<z L.

Lecz tatwo si¢ przekonaé wprost drogs elementarna, ze, gdy « wzrasta

od 0do -

5~ » iloczyn

ciggle maleje od 0 do —1; zatem gdy /* przechodzi od § do 1, y(k?), ciagle
malejac, przechodzi od 0 do —2. Nareszeie, gdy %> przechodzi od 0 do §,
wartosé w(k?), ciggle malejac, przechodzi od 2 do 0. Wynik naszego bada-
nia wyrazimy w tablicy nastepujgeej:

Prace mat -figyez., t. X. 10
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, | 1
B0 =5 1
ol . 3 ) -
g Yot T 1 (jedno minimum)
27 i .
THPZ .0 — 2 (nieustanne ubywanie),

Dla dwéch szezegolnych wartosei modutu, dopetniajacych sie wzajemnie
do 1, odpowiednie wartosci g, s3 rowne i jednakowyeh znakéw, a wartosei
Yy 54 takze réwne lecz znakéw przeciwnych,

Przypadek 2. A<{0. W tym przypadku mamy:

22 i oy
k = ¢'?, A=1ret

’

3 s, P 27
‘—4-74!]2_—..1— 4sm2%~, FV~‘[]3 :_.‘COS%(% —cosﬁ—g)—).
Przyjmiemy tu r za ilosé staly, @ 4a zmienny niezaleina, zawarty w grani-
cach 0 <@ << 2x. :

Z powyzszych ‘wzoréw jest widocznem, ze dla dwoch szcezegolnych
wartodcl ¢ 1 ¢ 1 2v—p, dopelniajgcych sie wzajemnie do 27, odpowiednie
wartosci g, sa rowne i jednakowych znakéw, a wartosei Y 5a réwne, lecz
znakow przeciwnych. I dla tego dosé jest zna¢ przebieg ilosci o, 1 g, dla
polowy okregu Kola, . j. od p=0 do g=—n.

Najprzéd, we wzorze na g, mamy funkeye 1—4 sin? % , ktéra wido-
cznie ciggle maleje, gdy ¢ przecliodzi od 0 do .

) . . 2 18 2
ktorej przebieg tatwo daje sig zbadaé nawet przy pomocy Srodkéw elemen-

tarnych. Jesli oznaczymy przez ¢, kat rozwarty, ¢zynigey zadosé warun-
kowi

Dalej, we wzorze na g, mamy fankeye f = — cos — (—9-_0052_?1) s

15
4

, albo cos g, = — i

sin @, = T

a ktdrego wartosé przyblizona jest
P, = 103 28’ 89",
nastgpl‘lie 0ZNACZYWSZY Przez g, kat g;=27 —p, mamy nast¢pujace prawo:
1y w przedziale od ¢ =0 do ¢ =g, fukeya [ ciagle maleje; 2)

w Pl‘zedziale od ¢ = P20 do ¢ = o, taz funkcya ciggle wzrasta; 3) w prze-
dziale od ¢ =g, do ¢ =2z ciaggle maleje.

icm
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Odpowiednio przebieg ilosci g, 1 g, otrzymuje sie wprost z wyzej poda-

nych wzordw; wyrazamy go ti w nastepujgcej tablicy:

| . T 5
¢% U...-g—...q:(,....’l..r;;...g~:r...2:t,
3 1 0 : 0 1 mini
5 .—3 . 1, (1 minim.)
27 L — ) — (1 minim.
[ A e A — U U 11 : TP T
T " ‘ 316 ( .316 * 11 max.)

gdzie wykazaliSmy wszystkie szezegélne wartosei ¢, przy ktérych jeden
z dwoch niezmiennikéw osigga maximum lub minimum, lub tez zamienia
sie na zero.

§ 8. Niezmiennik bezwzglgdny

Tak nazywamy funkeye wymierng iloei g, y,, jeSli w jej wyrazeniu
przez zmienne niezalezne 2 i 1? zmienna i odpada. Najprostsza z takich
funkeyj jest:

N
750N

lecz dla pewnych wzgledow dogodniej rozwazaé inny niezmiennik bezwzgle-
dny, niewiele zreszta rézniacy sie od poprzedniego, mianowicie :

W g

= —=—s;
A 95 — 27gy*

postarajmy sig zbadaé jego przebieg, gdy %* przechodzi przez wszystkie
mozebne wartosci.
Przypadek 1-y. A>>0. Mamy wzor, (§ 2,(5)),

4(1 — k24 Ty

I= SrEma =i

gdzie 1* przechodzi przez wszelkie wartodei od 0 do 1. Dla latwiejszego
zbadania, w jaki sposéb ilos¢ .J zmienia swe wartodei, wprowadzamy nowg

zmienng f= k?(1—k?), ktéra widocznie wzrasta od 0 do —i— w przedziale
od X2=0 do K= —;—— , & nastepnie, przy dalszem wzrastanin ilodei 4%, ma-

leje od - do 0.
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Z drugiej strony niezmiennik J mozna napisaé tak:

_ 4 a—=1p
T=5———-
stad wnioskujemy bezposrednio, ze gdy ¢ wzrasta od 0 do ~i~ , odpowiednia

wartos¢ 7 ciggle maleje. -Eigezge ze sobg zauwazone sposoby zmiany ilogci
tiJ, przyehodzimy ostatecznie do wniosku, ktéry wyrazamy za powmoca na-
stepujacej tablicy :

N I U

J'H—co. . .1 0 0 L. L4dco, (jedne minimum).

Przypadek 2-gi. A << 0. Ktadge, jak poprzednio, %2 (1--k*)==1t, mamy
ZROWU :
4 (1—®

EN AN S
Lecz teraz nalezy wzigé k* == e, przyczem o przyjmuje wszelkie war-
tosei 0d 0 do 2=; a wiee
I = ¢ (1-—gi7),
1 (Qocosp—1p2
27 .y @ ’
sin® o
albo lepiej
1 g ¢
4 (—— — sin? —)
J=— (i) A2
sin? %

»

skad bezposrednio wnosimy, ze
J(2x — @) = Jip).

Zatem do$é jest zbadaé przebieg niezmiennika J w przypuszezeniun, ie ¢
przebiega wartosci w granicach od 0 do .

TUezyniwszy nastgpnie sin? ';32 =z, otrzymujemy:

1 3
— 3

— (i)*,(‘f__ﬁ

. iom

©
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przyczem x przechodzi przez wartosei od ¢ do 1. Z ostatniego wzoru jgst
widocznem, ze dopdki o pozostaje w przedziale od 0 do 71— , wartosé J cig-
gle wazrasta, przechodzac od —oo do 0. Pozostaje wige do zbadania tylko
przedzial od o = 1 dox=1.

4
Dla tego napiszemy wzdr na J tak:

= {T) [(T _1 [TV | )f*};

= 4(?“— T

stad wnosimy wprost, ze gdy @ wzrasta od —_lf do 1, warto§é J—' maleje od

co do 1; a zatem wartosé J wzrasta od 0 do 1.

Na mocy powyiszych uwag przychodzimy do nastepujaeej tablicy,
ktora objasnia charakter przebiegu flosei .7, gdy argument ¢ przechodzi po
kolei przez wszystkie wartosci od 0 do 2=

. 2=

d
o en
i

T
qn' 0. EL
0

>

J ]—oo. .. P S . .—oo. {jedno maximum).

§ 9. Rownanie rozwigzujqea modufowe.

Réwnanie modulowe jest szostego stopnia, lecz Yatwo sprowadza sie
do trzeeiego przez wprowadzenie pewnej rozwigznjgcej pomocniczej, kbtérg-
nazwiemy péimodulows.

Na pierwszy rzut oka przedstawiajg sie dwie formy dla podobnej rez~
wigzujgcej. Pierwsza jest:

(1) =k (1.
Napisawszy réownanie modulowe tak:

A1 —1 =k 2T [Ba =)
= - ,

4®

i podstawiwszy = zamiast k?(1—%*), otrzymujemy:

5 v 133 4 >
(2) z 1 T 1 Jz 0.
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Tak przedstawia sie rownanie, ktérego pierwiastkami 53 ilosei

I — 1 = l?

12l — —a T

Tnng znéw rozwigzujgey polmodutowa jest:

2 = It 1 -

03

Napiszemy rownanie modulowe tak :

L= BB 97 [ k)

s A

stad, dzielge z obu stron przez &% i biorage pod uwage (3), otrzymujeniy:

) 4 27
€] (&' — 1) = - JE=2).

Tak przedstawia sig réwnanie z pierwiastkami
1 1 ) 1
k2 - k2 —_— 2 ————
T LR g T EEST
A zatem réwnanie (4) powinno sie otrzymac z réwnania (2) przy pomocy pod-
stawienia
(5) 2l =2 —

Réwnanie uprosei sie, jesli zamiast 2/ wprowadzimy nowgrozwigzujaes, okre-
Slona tak:

(6) z"=z'—1=l—-}—;
otrzymujemy wtedy:
) . 4278 =237 J (2" — 1.

Tak przedstawia sig rownanie, ktérego pierwiastki sg:

1 1
P o — 18 [
1+ It P 1— k= 1+ Bz —1) °

Oznaczywszy odpowiednio przez A’ i J' wyrdznik i niezmiennik bez-
wzgledny dla réwnania (7), znajdujemy:

’ D irdd 2 . 274 & :)2
(8) N =07 (1) = .':/\‘23 A .
r i
I =1+ 77
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albo
) (J— 1" — 1) =L

Wige jezeli J zawieraé sig bedzie na zewnatrz przedzialu 0, i, to J' zawieraé
si¢ bedzie wewnatrz, i naodwrot,

§ 10. Zwiazek pomigdzy pierwiastkiem réwnania 3go stopnia i odpowiednim
3 qzek p Y P g
pierwiastkiem réwnania rozwigzujacego pétmodutowsgo.
Pokazemy teraz, ze kazdy pierwiastek réwnania
1 4o — gy — gy = 0

jest funkeys wymierng odpowiedniego pierwiastka réwnania rozwigzujgcego
pétmodutowego

@) 42" — 212" L 27T = 0,

tak,iz (2) otrzymuje sig z (1) za pomoca przeksztaltenia Tschirnhausa.
W samej rzeczy, mamy:

g ™ S

1 i
LJ— ] = 2 -— 1,
Z—Z +].:-_J 1 (,x__(,:‘ + [?2___€,3
v fe =P A le — ) (a—erte—e) —3(e—a) (—ey)
o= (&g — y) {6y — ) T (5 — '?1) (Pﬂ - E’i’) ’
> 3 "
2! _.—’-3’"3 -__ T . ({‘_:.’j_
2= T— )
vy X (ny)
gdzie
X (@) =42 — g& — 51
a zatem: :
3’/-)
" T2
== 126, —g, ’
I de? 12 73
P y2—3_3+5l~192
2 3
¢ 2Y
3 5. 0= 1~ oy

Tak sie wyraza w najprostszy spos6b zwigzek miedzy odpowiedniemi
pierwiastkami réwnag (1) 1 (2).
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Z powyzszego wynika wniosek, ze wszelkie réwnanie trzeciego sto-
puia daje sie sprowadzié pray pomocy przeksztateenia linlowego do postaci

Lot — 2T 7z 270 =,

W ktdrej zawiera sig jeden tylko parametr J, przyezem zalozgé mozna, ze
0<CJ<C2. W samej rzeczy, jesli warto§¢ niezmiennika bezwzglednego J
zawiera si¢ miedzy 0 i 2, wtedy réwnanie (2) czyni zadosé wymaganiu,
W przeciwnym razie riwnanie pierwotne (1) nalezy przeksztaleié za pomocs
podstawienia

L R
g ¥
otrzymujemy :
3 3
Ayt - ~—Z§ Y=+ ——Z =1,
albo: . .
4) 2R =20y 3T =,

gdzie J' okresla sie wedlug wzoru
(' =D —1y=1,

a zatem J' zawiera sie migdzy 0 i 1 i réwnanie (4) zado$é czyni wymaganiu.

Nalezaloby sie z tem liczyé, gdybysSmy cheieli ukladaé tablice dla
znajdowania pierwiastkéw Jjakiegobadz réw nania stopnia trzeciego. Na tem
koficzymy nasze studyum o réwnaniach stopnia trzeciego i przechodzimy do
teoryi réwnan stopnia czwartego.

§ 11. Rdwnanie stopnia 4-go. Rozwigzujaca Lagrange'a.  Wyriznik.

Ogélne réwnanie stopnia czwartego oznaczaé bedziemy tak:
(1) ot + Ay P - 6pgtt - dp,t + Py =0
a pierwiastki przez 4, t,, #,, t,.

Lagrange rozwazal rozwigzujgca
(2) 2 =1y, + t1,,

posiadajgey trzy wartosed, i znalazlszy rownanie stopnia trzeciego, ktirego
plerwiastkami sg trzy wartosei z;, amianowicie:

@ ' 2 — 8 o P22 4 p (dppy — ) 2

=8P e — 31, P p, 2y pt) = 0

icm®
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wylozy! nastepnie metode, przy pomocy .ktdx'ej piel'.v.'iast?{i 1-(3X\'I£z}i1}aé {Zle)
daja sie wyrazié przez pierwiastki rownania (3). l\I(')Zpa bylo ocze iwa oy
ostateczne wzory beda skomplikowane, dla tego ani Lagrange anl poz
niejsi antorowie rachunku do koiica nie doprowadzali. L N
) Ably jednak atwiej powiazaé rezultaty, otrzymal_le? vraez pf)zulfejszy; )
antordw, uwazam za najwazniejsze wziac za p'unkt wyjscia rozwigzujacs ( )
i i$¢ dalej drogg, wskazang przez Lagraunges; tylko. trzeba bedzie wpro
wadzié niektére ziniany i rachunki doprowadzaé do'konca. o .
Naprzdd, rozwigzujaca Lagrangea ma te }1_1er_logodno'5u, ze srflgl‘a i
trzech wartosei nie jest zerem: wige 1'6\\'ga1ﬁe (3) nie jest t%{kxex{l, dok orl'e;go
mozna bezposrednio »astosowaé wzdér Cardana. .R?’zwxqzmac@ z Tlaf:i
zastapi¢ przez nows x. réznigeg sig od z o pewna ilosé sfsa?fg a’aplz:;k{a-
woluo nam jeszeze wprowadzi¢ mooznik dowolny; korzystajac z tego.
damy
— a = a — il + i),
P
gdzie @ musi byé debrane tak, aby suma trzech wartodei » byla zerem, t. j.

A — ‘—6—22* =10,
p\l
skad znajdujemy :
2p,
Dy

4 =

Wiec nowa rozwigzujaca « jest taka:

29,
= PP gt + oty
y P
albo ]
A =L St — (et + tila),
Po 3
12

2= (lg—1) (s — 1} — (hh — ty) (& — 1)

Py

Dla skrocenia zgodzimy sig oznaczaé przez Dy, Dy, D,, nastepujace trzy
wartosci jednej i tej samej rozwiazujgcej:

(4) D, = (t,—t) (&, —1), D, = (ty —1 (s — 1)
Dy, = (fp— 1) ity —t):
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(onik rOwWnani 6 i 6znikowi rozwia-
rozwigznjgea « moze byé napisana w postaci: Twierdzenie. Wyrdéznik iov;nama (1) réwna sig wyrézn
iacei ; 'zez|-— .
12 zujgeej (6),pomnozonemu pr (po) A o -
(5) n # = Dy - Dy. ’ Istotnie, oznaczywszy odpowiednio przez D1 D' wyrézniki réwnan (1)

(6), bedziemy mieli:
Pozostale dwie wartosei « przedstawia ja sie tak:

pn“ l-Do'_Dx—'Dl”;“-D?F [DI—I}Q—DS”}“DJSVJE I,DQ_D:‘—DI—I_DI]“

9 2 ’ .
%‘» ¢ = D, — D, ';T‘ 2, = D, — D,; D= 9
1y Hiy i 5 '
— 2o (D0, 2D, [DADe—2D:] (Dot Dy—2Di
stad znowu staje sig oczywistem, ze 128 -
2y 4wy oy = 0. Teez na mocy rownania (4) oczywiseie mamy

Rownanie rozwiazujgeej « otrzymuje sig z réwnania (3) Przy pomocy wzorn D, -+ D, + D, =0,

s 1 2

=322 4 a zatem:
Py Po -~ Dy
i przedstawia sig w sposéb nastepujaey: D = i%b 3 D* D* D7,
6 488 —yx — gy =0 .6 5 1
’ D= B =) (et} - - - ()
gdzie g, iy, oznaczajg wielomiany:
‘ P P Dt
. I8 = Poby — dpips + 37, - D= == D
(7)

Y5 = Pota by 2pDaps — pop? — plpy — pp. )
¢o bylo do okazania. . o
Zresztg wielomian 95 mozna przedstawi¢ dogodnie pod postaciy wyznacz- Jesli teraz przypomnimy sobie. Ze
nika trzeciego rzedo:

1 4 :)7 2
: H HE—— " — s ):
Doy Pry 1 " D 16 (42 ]
. ‘ sodr (4 ?
Gy == | P, Ps, Py [ { dla skrocenia oynaciymy ga*— 2T g,? przez A, otrzymamy wzor Cayley'a
P, 3+ i 1 dia “ ‘
3 D = < A,

Oba te wielomiany 0dgrywaja w teoryi réwnan czwartego stopnia ®) P

szcezeg6lnie wazng role; znane sg takZe z ogdlnej teoryi niezmiennikéw jako
dwa niezmienuiki zasadnicze formy dwéjkowej czwartego stopnia; w dal-
Szym ciggn nazywaé bedziemy g niezmiennikiem pierwszym réwnania (1),
a gy—drugim. Pierwiastki rdwnania (6) oznaczaé bedziemy przez e, o,, e
Z tem samem zastrzezeniem, jakie bylo nezynione w § 4.

Zwréémy tu uwage na nader prosty dowéd znanego twierdzenia Cayley'a,
wynikajgey z rozpatrywania rozwigzujacej (5).

§ 12. Modut 1 mnozinik réwnania stopnia czwartego.

jerwiastki nania
Oznaczajac, jak wyzej, praez ty, by, fy, b pierwiastki danego réw

I 1 = 0,

(1) . ]70# "]‘ 41?1t'3 + 6p2t2 T 4p3t T Ps
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& Przez e, &, ¢, pierwiastki odpowiedniej rozwiazujgce; Lagrangena

{21 4o — gy — g, =0,
atwo przekonaé sie mozna, ze przemiany pierwiastkow 4,, ¢ wywoluj
W szeregu ¢, ¢,, g wszystkie szedé przemian. powtérzon;chhpo c.zteljj i 1-;.]3{
ka§da; st_@d wynika, Ze rézne wartosei jakiejkolwiek funkevi ilogei ¢ Ty
sg Jt‘('ille i tez same, bez wzgledu na to, czy ta funkeya bgd;ie u;vai.':;lae"’ If
1‘ozw1e3zu_;@c_a réwnania (2), czy jako rozwigznjgea 1'6wnania‘(1) e
) Ro@f&zmy dwie rozwigzujgce réwnania (2). o ktéryeh byla. mowa w § 1
mianowicie modul i mooznik, i nwazajac Je teraz, jako funkcye pierwia.::;kg' ;
f. by, .. x bedziemy je nazywali modutem i mnoznikiem z‘éwn;tllia 1 : Z0 y
baczmy, jak sig one wyrazajg przez fo, t, . . ., - 2o
1. ‘Wyrazenie modutu jest takie:

o D—D—DAD, _ _ 3D,
Dy—D, - D, 4D, = T 3D, ’
= D

N ligznlt.at ten pok_azuje nam, ze modul réwnania stopnia czwar
S osm; lem anharmonicznym jego pierwiastkow.
2. Wyrazenie mnoznika jest nastepujace:

tego jest

12
=L o 12
= Do—Dy—Dy+ 0, 3palhy’
4
A = :
by’

2 wiee. i ‘ P R .
gc- iloczyn z mmnoznika rdwnania stopnia czwartego przez spélczynnik

) réwna sig rozwiazujacej :

1 1

Do =t )

Wréémy jeszcze do modubu; mozemy go napisaé tak:

i a6 | Co—u
& —e

SO ~— 0

icm
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co pokazuje, ze modut jest stosunkiem anharmonicznym czterech pierwiast-
kéw rownania 0xt--4z* — gz —y, == 0, & zatem stosunek anharmonicz-
ny czterech pierwiastkéw funkeyi

T = piit + dp it - 6,02 —+ 4 pd —+ Py,
réwna sie stosunkowi anharmonicznemu czterech pierwiastkéw funkeyi

X =0z + 42" —r — s

czyli, innemi slowy, funkcye 7'(3) i Xz) sa kolinearnemi; jedna z nich otrzy-
muje sig z drugiej przy pomocy podstawienia lnjowego:

y.:}—i—é ’

Pozostaje teraz znalesé w samej rzeczy takie podstawienie; zadanie to roz-
wiazuje sie za pomocg metody spolezynnikow nieoznaczonych, lecz dla uta-
twienia rackunku wyprowadzimy naprzéd wzory pomocnicze.

§ 13, Zwiazki migdzy funkcyami pochodnemi pierwiastka t,.

Oznaczywszy, jak wyzej, przez T funkeye '
T - f)“i" + 4]’”” ‘t‘ et _!' p4s
polozmy nastepnie dla skrocenia

1 dT oL R . & & T
1At S P/ CH T84 At

T =

i dajmy, Ze ¢ ma wartosé rowng jakiemukolwiek z pierwiastkéw réwnania
P—0. W takim razie miedzy réznemi zwigzkami, zachodzacemi miedzy
floeiami T3, T, Tp, Wyrdzuiaja sie dwa, na kiore koniecznie nalezy nam
zwricié uwage, a mianowieie:

1) 41T, =31 ~— .-
(2) 2p, T = T — o1y — 2¢;.

Sprawdzenie podobnych wzordéw nie przedstawia trudnosei, wige ogra-
niczymy sig na wypisaniu réwnosei posrednich. Najprzéd, po wykonaniu
wskazanych dzialan, otrzymujemy :
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ADT, — 8T = py (Bel* -+ 4pi 8 + 6 pt* - 4,7) + 4pyp, — 3,2
= po (T —p) F+ 41 — 3 1%
lecz T==0, przeto:

40T —3L5% == — pipy + 4Py — 8p* = — 5.

Dalej, szukajgc reszty z dzielenia funkeyi 732 —2p,T\* przez T,

otrzymnjemy rownosé:

T} — 329, T == QT+ p,gat® + 2095t + Pags + 202,

gdzie Q oznacza pewng fuukeye catkowity ilosei . Dla wartosei ¢, rownej
pierwiastkowi réwnania T'= 0, otrzymujemy:

T —2py T = gy (08 2t + )+ 241,
=T + 2g,.
Tym sposobem oba wzory sg splawd?one W dalszym ciggn przyto-

ezymy inne dowody tychze warunkéw.

§ 14. Przeksziafcenie funkcyi T na funkeyg X.

Oznaczywszy, jak zwykle, przez ¢, jeden z pierwiastkéw réwnania
T= 0. rozwaimy podstawienie liniowe

I

0

w ktorem a i & sg spélezynniki tymezasem dowolne; wprowadziwszy o
podstawienie do wyrazenia fankeyl T'(%), postarajmy sig sprowadzié rezul-
tat do postaci najprostszej. Wedlug wzoru Taylora mamy:

b3
6(z—a)p

1 b4 -
T (a‘—a)* o3

T(t) = T(to)‘}_ P T(tuﬂ "}‘ sT— Tt + T"(2)
-

)l

leez T(t,) = 0, zatem:
(@—a P T(#) = bT'(I,) (z—a)® + "b)_ T (i) (z—a)*

13
+ Jé— T () (5—a) -+ btp,,
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albo
(x—a)* T(E) = LT ({0 5 L [T (1) — 6a T ()] ba®
+ %; L1871y @ — Bab T" (1) 4 121" () ] bir
— [T(%) a* — é— a2 T () + —(» e T (1, )—0%p, )b,

Mozemy dobraé spotezynniki ¢ i & w ten sposob, aby wyraz, zawiera-
jaey = z prawej strony by} zerem; dla tego nalezy uczynié

a = _f; T (1), b= T (1),

gdzie 2 oznacza ilo§é dowolng; przytem rozumie sig samo przez sig, Ze war-
to$6 T(4,) nie powinna byé zerem, gdyz wtedy mieliby$my =0, co byé nie
powinno; wige przypuszezamy, ze f, jest pierwiastkiem pojedyiczym TéWna-
nia 7=0.

Powyiszy wzér na T(f) przedstawia sig teraz tak:

Az—a)t T(@) = AT ({2 ‘+ T T’(t BTt — 2T (%) 17 (8)] 2

+ 14T,(1“ )2 [3 .}62 T”(to Fi— _6‘—- T,(.fn )T"(iu‘-’["”(in)—{’ Tl(tl’)zp“] )

. oy 1, 3 H i
wprowadziwszy z prawej strony zamiast 7. T, T odpowiednio 7y, T,, T}
otrzymujemy:

(w—at Tit) = 42240 — #3231, — 4T T
4 T~ 2 T T+ po T
Przy pomocy wzordw (1) i (2) § 18 zuajdujemy :
3T — 4T, = o

. 1 ) 1
T3 — 2L T +p 0 = T¢ — 2L GG+ 5 L' = 5 0 T, — s

— 1, BT~ AT T, — ) — 0y,

= = fsa

te
4 zaten (w—a)t T(f) = 41T *[42° — (44)°g22 — 42)'gs]-
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Uezyiimy nakoniet 4= % , otrzymujemy wtedy :

@—ap I'(t) = I*[42* — gz — g, ].

PrzekonaliSmy sie tedy w samej rzeczy, ze funkeya T(f) za pomocg
podstawienia liniowego przechodzi na odpowiadajaes jej funkeye X (), co
nadto przywodzi nas do twierdzenia nastepujgcego:

Twierdzenie. Niech 7'(t) przedstawia dowolng funkeye catkowita sto-
puia czwartego, a X(z) odpowiednig funkeye dla rozwigzujgcej L a grangea
to jest:

X(@) = 42° — g — g5 .

Jedli ¢, oznacza jakikolwek z pierwiastkéw pojedyiezych réwnania
7==0, t0 za pemocy podstawienia liniowego

. 6 71'(4,)
M b= b T g,

tunkeya 7 przechodzi na X, mianowicie mamy:

@ =) T) = 5 T'(t)"X(2),

gdzie dla skricenia nazwano
@ == 511 T ().

Ze wzoru (2) wynika, jako wniosek, ze dla wartosei zmiennej x, ré-
wnych pierwiastkom e, ¢, e,, odpowiednie wartosei ¢ s réwne pierwiast-
kom réwnanin 7=0, réznywm od #,; mamy zatem taki wzér:

3) th=ty 4 5oL D,

o Sie— 7T i=1,2,3)
] 1

Jezell wige pierwiastki rozwigznjacej Lagrange'a beda przyjete. za
iloel znane. to rownanie T'(¢) =0 bedzie w takim razie normalnem, to jest
przez kazdy z jego plerwiastkéw pozostale wyrazaé sig bedg sposobem wy-
miernym.

- ©
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§ 16. Zastosowanie do redukcyi catki.

Skorzystamy z ostatniego twierdzenia W celu rozwigzania zadania
o przeksztalceniu calki:
¥ —— di
t, V.T i ——,
Jre vTw) =

gdzie f oznacza dang funkeye wymierna, na podobna catke, w ktérejby tylko
zamiast finkcyi stopnia czwartego 7 wystepowata funkeya stopnia trze-
ciego nowej zmiennej @, i aby przytem spélezynnik przy z? w wyrazeniu
tej drugiej byt zerem. Rozumie si¢, ze zakltadamy, iz T(f) nie dzieli sig
przez zaden kwadrat. :

W tym celu wprowadzimy nows zmienng niezalezng x za pomoes pod-
stawienia:

b

(1) L= iﬂ + ,

T

przyczem ¢, oznacza jakikolwiek z pierwiastkéw réwnania Z'(Y)=0, procz
tego
& 1 1

— . rug —_—
@ = "y, b T

51 T'(ty).

Wedlug powyzszego twierdzenia mamy:

. B
) I = o—ar X,
dzie )

¢ (o) == 4a? — gy — gy;

stad widad, ze, gdy 7, jest pierwiastkiem rzeczywistym, odpowiadajace sobie
wartodei 71 X sg jednakowego znaku; w takim razie mozemy napisaé:

. Yo, 2 () Y
3) V7I= —af VX

’

przyczem oba pierwiastki kwadratowe sa wzigte ze znakiem -, a.'(b) 0zZna-
cza warto$é bezwzgledng spbélezynnika b, Z réwnania (1) otrzymujemy:

bda
=

Prace mat.-fizyez., t. X, 11
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a zatem

at _ e
<) 7 X’

gdzie ¢ vznacza jednosd, wziety ze znakiem przeciwnym znakowi spélezyn-
nika & ' )
Z wzordw (3), (4) wnosimy, ze rozwazana calka za pomoca podstawie-
nia (1) przechodzi na nastepujaes:
|7 V) ]‘Ji ,

£

gdzie F oznacza funkcye wymierng. Tylko w przypadku, gdy wszystkie
pierwiastki réwnania 7==0 sa urojone, powyzsza metoda redukeyi calki nie
ma praktycznego znaczenia, bo podstawienie (1) jest urojone przy kazdym
pierwiastka ¢,. :

W przypadku szezegdlnym, gdy /=1, mamy:

— ==

l=2li% ==

§ 16. Parametry zasadniczs réwnania stopnia czwartego.

Dla uproszcezenia wzoréw bedziemy w dalszym ciggn przypuszezali, ze
w réwnaniu danem stopnia czwartego spotezynnik p, == 1.
‘W pewnych badaniach, dotyezgeyceh pierwiastkow réwnania

5T B dp 8 - Ep At +py = 0,

okazuje sie dogodnen wprowadzenie, zamiast spolezynnikéw py, py, . . . .,
nowyeh parametréw, poswalajacych na lepsze wyswietlenie roznych stron
przedmiotn. Dwa takie parametry wprowadzilismy juz poprzednio: sg niemi
niezmienniki g, 1 g, , Ieez te nie wystarczajg do destatecznego secharaktery-
zowania rownania. Wprowadzimy tedy dwa nowe parametry, ktore dla
skrécenia oznaczaé begdziemy przez «, i y,, mianowicie:
& T, = pt — o, Yo = 2p* — 3PP, 4 Py .

Mamy wige cztery parametry, wyrazone przez spotezynniki réwnania
(1). Zlatwoscia mozemy Wwyrazié je przez pierwiastki tegoz réwnania:

icm
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48z, = X(,—1,, 82y == — Xt— 1) y—1,) (l,—1,),

24.’/2 = D + DIZ - 11,3 432,’/:; = D”-—Di} ’Dl _"D:) (DE——-DH.)’

skad widaé, ze parametry nasze zalezg tylko od réznic £,—t,, 4, —lyy e b, —1y;

a wiec przy dowolnyeh wartoseiach na % kazdy z parametréw réwnania
Ta+4h) = ¢ —,L-é_ Tt 4 . ..+ T(k)=0,

nie zaleZy od ) i posiada tez sama wartosé. co odpowiedni parametr rownania

T(t) = 0. .

Wszystkie rownania, otrzymane ze wzorn T(t-++-N)=0, przy réznyeh
szezegolnyeh wartoseiach na 7, uwazaé bedziemy jako stanowigee jeden
ukiad réwnan réwnowaznych. Caly uklad okresla sie jednem réwnaniem,
duwolnie wybranem, ktire przyjmiemy za przedstawiciela ukladn. W dal-
szym ciagu za przedstawiciela wybieraé bedziemy to réwnanie, w ktirem
brakuje drugiego wyrazu.

I tak, wszystkie rownania, nalezace do jednego i tego samego ukladu,
majz odpowiednie parametry jednakowe. Fatwo sprawdzi¢ i odwrotne
twierdzenie, ze dwa réwnania

T =0,

majgee odpowiednio tez same cztery parametry, nalezg do jednego i tego
samego ukladu. W samej rzeczy, niech :

U = ¢ +6q.8°+4gt+g, =0
przedstawia réwnanie bez dragiego wyrazu, réwnowazne z réwnaniem
T({ty=10: a
Ivl(n’: 3 + 69,8+ 49 t+qy = 0,

réwnanie podobne, réwnowazne z rownaniem 7 (¢) = 0. ‘Wedlug zalozenia

mamy:
Ty = = My = — '}"J’

o = 42 = {7,

4. = s+ 392 = q's -+ 347,

95 = 0l — "0 = 4.0 — 05" — 4,1,
skad bezposrednio otrzymujemy :

’ ’

=9, B =105,


GUEST


164 J. SOCHOCKI.

a zatem funkeye Tihi U7, (t) sy identyezne, a to dowodzi nam, Ze réwnania

Tty =0 i TI,(t) = 0.

sa réwnowazne.

8§ 17. Rozwigzujaca g tryczna ro ia stopnia czwartego.

Kazdemn réwnanin stopnia czwartego
T =t + 4p,8 - 4p i 62+ p, = 0,
odpowiada réwnanie z dwiema zmiennemi z i y:
1) g o= ABS— gy — s,

okredlajace pewnakrzywg stopnia trzeciego, ktéranazwiemy rozwigzujges
geometryczng danego réwnania 7'(¢) == 0.

Wszystkie rownania rownowasne miedzy sobg posiadajs oczywiscie te
samg krzywg szescienng G, Postaé krzywej zalezy od tego, czy A >0,
czy tez A<70. W pierwszym przypadku krzywa sklada sig z owaln i od-
dzielnej nieskoticzonej gatezi (fiz. 1); w drugim, stanowi jedng nieskofiezona
gakez (fig. 2). Odcigte punktow przecigeia rozwigzujgee] geometrycaznej
z osig X sg pierwiastkami rozwigznjgeej Lagrangea 4a° —g, @ — gy =0,
t. j. pierwiastkami, ktére wyzej oznaczyliSmy przez e, e, e;.

Zwrdémy sig teraz do dwdeh pierwszych parametréw réwnania 7'(£)=0,
oznaczonych Wyzej przez «, i y,, i zgodzmy si¢ uwazaé je jako spilrzedne
pewnego punktu (r,. ¥,) na plaszezyZnie rozwigzujscej geometryeznej. Punkt
ten nazwiemy biegunem réwnania 7'(¢) =0.

Twierdzenie. Biegun réwnania lezy zawsze na rozwigzujacej geome-
trycznej tegoz réwnania. Dos¢ jest dowiesé tego twierdzenia dla przypadkn
szezegdlnego, w ktorym p; =0, bo dla wszystkich réwnan réwnowaznych
tak biegun jak i rozwigzujaea geometryezna sg wspélne. Lecz uczyniwszy
=0, mamy :

L= —Pos Yo=Ds; Yo=0-F 3D =P — Db — et
Raugujac p, z dwich ostatnich wzoréw, otrzymujemy :
9= Py (G—4p:") — 3° — 1" = Doy — 400" — P,
albo . .
=" 45" — 1.°, Y=L —g 0y —g,,

co bylo do okazania.

icm
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W przypadku A >0 biegun réwnania moze znajdowaé sie na owaly,
albo tez na galezi nieskoinczonej. Aby dowiedzied sie, ktéry z tych przy-
padkéw w danym razie ma miejsece, nalezy przedewszystkiem zauwazyé, e
pierwiastki réwnania pochodnego

d(dat — g0 — )
dax

= 20—y, = 0,

+Y 3 Y

+X

;
&

\

Fig. 1. Fig. 2.
(=41 — Tz + 3} (Y2 = 42"~ 4)

s3 zawarte miedzy pierwiastkamie;, e,, ¢, jak uczy twierdzenie Rollego,
a wiec mamy takg podwdjng nieréwnosé :

/
e<5) L <

stad zas§ wyplywa, jako waiosek, twierdzenie uastgpujaée:
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Twierdzenle. Jezeli dla rownania stopuia czwartego z wyrdznikiem
dodatnim zachodzi nieréwnosd

PR A

to biegun réwnania lezy na owalu; w przeciwnym razie, jezeli

e
EA= ] l/ B

D

biegun lezy na galezi nieskoiczouej.

§ 18. Dane sq krzywa szescienna i biegun, znalesé odpowiednie’ réwnanie.

Niech dane bgda saczegolne wartosel niezmiennikéw g, 1g,; a tem sa~
meu dana odpowiednia krzywa szescienna

L Y= dat — g — gy

niecl'z, dalej, dany bedzie na krzywéj (1) punks (2, #, ), ktory przyjmujemy
za blegt}u. Za pomocg tych danych postarajmy sie znalesé odpowiadajgce im
réwnanie. Przez punkt (%, ,) poprowadimy sieczng

(2) Y—Ys = 2“93""‘]]»)7

k.t.()rej spdl‘az_y'fnnik kgtowy pozostaje dowolnym. Opréez punktu (zx;, %)
sieczna przecina krzywa C, jeszeze w dwdch punktach (2, y), (&, y,)

o . . - s > - . ’
przyczem &, iz, sg pierwiastkami réwnania stopnia dragiego

(3) a? 4 (wy— 1) r—=ty, - tﬁ“cn+ @l g e "_11" g=10
ktorego wyréZnik wyraza sie wzorem:
) (=2, P=8* — 6w, + 4yt g, —3z0.

W przypadku, gdy sieczna (2) jest styezna do ¢, w punkeie (4, yy), mamy
Zy =ux,, & zatem: -

5) B — 62,8 4yl gy — Byt = 0.
Pierwiastki tego réwnania okreslaja cztery styczne, ktére mozna przepro-

wf‘idzié do G, z punktu (z,, y,); dla tego nazywaé je bedziemy réwna-
niem czterech stycznych.
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Oznaczmy teraz cztery parametry rownania (5) przez 'y, ¥o, 94 Js»
i szukajny ich wartogei przy pomoey znanych nam wzordw ogélnyeh; znaj-
dujemy :

A o . .
Ly=doy Yo=Yos Y27l g=4.

A zatem réwuanie (5) czyni zados¢ postawionym przez nas warunkom i przy-
szlismy do nastgpujacego twierdzenia.
Twierdzenie. Dang jest rozwigzujgca geometryczna

(1) y;‘:‘- 4‘7";"—”2‘7'4_.‘135

i na niej punkt (,, ¥, ). RoOwnanie czterech stycznych dla punktu (&, %)
mianowicie:
#— w24yt +—322 =0,

jest wiasnie takie. ze rozwigzujacg jego geometryezng jest krzywa (1), a bie~
gunem punkt (z,, ¥,)- .

Réwnanie ezterech stycznych jest najprostszym przedstawicielem ukia-
dn réwnan réwnowazuych, bo brakuje w nim drugiego wyrazu.

Wniosek 1. Waszelkie réwnanie stopnia czwartego bez drugiego

wyrazil moze byé uwazane jako rownanie czterech stycznych, wyprowadzo-
nyeh z odpowiedniego bieguna do odpowiedniej rozwigzujgcej geome-
trycznej. .
Wniosek 2. Jesli wyréznik A danego réwnania stopnia czwartego
posiada wartos¢ dodatnig, to réwnanie bgdzie mialo wszystkie pierwiastki
rzeczywiste, albo wszystkie urojone, stosownie do tego, czy biegun lezy na
galezi nieskoliczonej krzywej C;, czy tez na owaln. Jeslizas A <0, to
réwnanie ma dwa tylko pierwiastki rzeczywiste.

Toz samo mozna przedstawié inaczej tak :

\ P %l »Zr , cztery pierwiastki rzeczywiste ,
A>0 .
i _ Y1 4 sstery plerwiastki uroi
L, < <5V 3 eztery plerwiastki urojone.
A< 0, dwa pierwiastki rzeczywiste, dwa urojone.

Do tegoz samego 1ezultatu przyjdziemy p6Zniej bez pomocy przedsta-
wienia geometrycznego.
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§ 19. Punkt stycznosei stycznej, przeprowadzonej z bieguna do krzywej C: .
Niech bedzie dane réwnanie czwartego stopnia bez drugiego wyrazu
(1) T#) = '+ 6p,8 + Lp i + p, = 0;
niech (x,, 4,) przedstawia jego biegun, a
2) V=4at—gax —g
rozwigzujacy geometryezna.

Rownanie kazdej ze stycznyeh do (2], przeprowadzonych z punktu
(%5 ¥ ); Przedstawia sig tak: S

3 Y= Y= 2t —uz,),
gdzie £ oznacza jeden z plerwiastkéw rownania (1).

Oznaczajac punkt stycznosei przez (ay, y,), mamy dla z, nastepnjace
réwnanie (§ 18): ’

et o (2= ) ay — ty, + o — %gac 0,

ktorego dwa pierwiastki s réwne, a wige otrzymujemy:

—

1
—_ 2
= 9 t 2 vy
yl-ya“}_ﬁt‘:x]_mo)—yu“%txv_ 3‘7"01'

. Podstawiwszy nastepnie zamiast z; 1 y, odpowiednie wartosei, otrzy-
mujemy:

1 9 5 4y
= (P, oy =04 3pi4p,
ezyli
1 1
'['1 = 24 T"(t)z :’/1 == ’I T'[i)v

] .Tak wyrazajg sig spélrzedne punktn styeznosei styeznej do rozwigzu-~
Jace] geometrycznej, przeprowadzonej z biegnna .

Zv_vaZywszy teraz, Ze Zzadna z ilosei 77(7), 7" (#} nie zmienia swej
wartosei w skutek zamiany réwnania T(t) =0 na réwnanie réwnowazne
TE+R) =0, przychodzimy do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Niech bedzie jakiekolwiek réwnanie stopnia czwartego

T=10+4p 8+ 6p#2 - dpt+p, = 0.

icm
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Cztery punkty, ckreslone wzorami

1 ” ] r;
=57 VAR TN o= Tt
83 punktami styezno$ei stycznyel, przeprowadzonyeh z bieguna riwnania
T'=0.do jego rozwiazujgcej geometrycznej,
Wniosek. TUeczypiwszy dla skricenia
Loy =r Doyt = 7
12 ( - g 1 e T 1

i zuwagi, ze punkt (x, y,) lezy na rozwigzujaeej geometrycznej, otraymujemy

”m

y3 — _1)'" iy Ty — s

co stanowi dowdd wzoru (2) § 13.

Uwaga. Wzory (1)1 (2) § 13 mozna tez ndowodni¢ w sposob nastg-
pujgey:

Niech 7, ozuacza jakikolwiek z pierwiastkow danego réwnania T{H)=0;
uezyniwszy dla skrécenia
LT =T, g T =T

1z

% ) = T,
mamy nowe réwnanie, réwnowazne z poprzedniem:
T+ =t 4Tt 61yt 4- 4 T4yt = 0.
Parametry zasadnicze ostatniego réwnania sa odpowiednio tez same co
i danego, a zatem:
wy= 12— T,. y=277=3LT + T,
Yy =38T2— 4N T, gp=—1°"—T3+20 1T

Z ostatnich dwéeh wzoréw otrzymujemy bezposrednio dwa wzory § 13.

Uczynimy tu jeszcze jedng uwage, a mianowicie, ze parametry a 1 b
w réwnaniu (1) § 15, przedstawiaja spoirzedue z, , ¥, ktoremi zajmowaliSmy
sig w paragrafie niniejszym.

§ 20. Nowe wzory na }'adukayg catki,

Niech dane bedzie rownanie stopnia czwartego bez drugiego wyrazuw:

L T=1t+F6p? +4pt +pr= 0.
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1 odpowiadajgea mu kraywa szeseienna:
(2) g = dat — g — oy,
z biegunem (x,, y, ).
Przez biegun przeprowadimy dowolna sieczng

(3) Y= =2 l'-v'Jr—-.':",y )

i oznaczmy punkty jej przecigcia z krzywa przez (z, ) (2, i'); przyjmijmy
nastepnie ilos¢ ¢ za zmienug niezalezng: kazda z flofei =, ¥, 2/, i jest funk-
cya zmiennej #; szukajmy wzoru na nie i na ich pochodne.

Na zasadzie rownania (2) § 18 mawmy:

(4) yoha=1— g x— = T,

a stad 1 z réwnania (3) otrzymujemy:

1 [
wzi‘iT'r_i"%'l’T: .I/=%7‘+tl"f.

Oznaczmy dla skricenia 4% — g — g, przez X, to ostatnie dwa rownania
mozna tak napisaé:

PR —
\ r= T+ -5 VT,

(3)

Réwnania te przedstawiajg pewne podstawienie, na mocy ktorego ilogei
@ i VX wyrazajy sig sposobem wymiernym przez £ i ¥ T. Lecz latwo
spostrzedz, ze i odwrotnie, ilosci & ¥'T wyrazajs sie sposobem wymiernym
przezx, VX, W samej rzeczy, z réwnad (3) i (4) otrzymujemy, po
wyrngowanin ilogei 2/: ‘
t = VEX—y
\ 2 z—umz
(6) o
[ B 1 (VX — .\t
5 = 2; o — " LA
( 1T = 2 4 4(x—a
We wzorach (5) i(6) zamiast V7T, x, y mozna podstawié odpowiednio
—Y'T, «, i, przyczem

I'X(;:zg) =y, VX)) =y
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Przechodzae teraz do pochodnych wzgledem o i &, z réwnan (4} znaj-
dujemy:
at.

G PP
g 2V T

2dx = {Zi + ‘T]”—E—‘i'

€0 na mocy wzorow (4) i (5) mozna napisaé tak:
de = L dt,

a podstawiwszy tu pe obu stronach zamiast &, y, odpowiednio o7, ¢, ofrzy-
mujemy nowy wzdér na pochodny wzgledem o‘. Otrzymane wzery napi-
szemy W ten sposdb:

(N yadt = (w—a) de, ydt = (@' —o) dx';

z wielu wzgleddw wzory te sa nadzwyezaj wazne.
Jesli pierwsze z réwnai (7) napiszemy pod postacig proporcyi

it _ s

Y

.

g3
izauwazymy, ze y=V X, w—u'=V T, otrzymamy réwnanie:

dt dx

@ YT T %

1

ktére wraz ze wzorami (3) 1 (6) daje nam mozno$é przeksztalcenia calki elip-
tycznej
; — it
LY T —==
ey g
ze zmienng ¢ na nows calke ze ,zmiénn@ x. Okazuje sig przytem, Ze nowa
catka bedzie miata postaé
b

]bmvfyﬁq

. >

gdzie znak F, podobuie jak i f, wyraza funkeyg wymierna}- .
Podane tu przeksztalcenie calki eliptycznej zasinguje na uwage z teg*o
wzgledn, ze weale nie wymaga znajomodei pierwiastkéw réwnania T=0 %)

*y Halphen, Traité des fonctions elliptiques, str. 120,
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1 daje sig dogodnie przedstawic geometrycznie. Najwigkszg jédnak ushuge
przedstawia nam przeksztalcenie (5), (8) w przypadku, gdy A>0, a bie-
gun réwnania T==0 lezy na owalu krzywej C,, bo wtedy przeksztalcenie 1i-
niowe, podane w § 15, nie daje sie stosowaé bez uzycia ilosei urojonyech.

§ 21. Rozwigzanie ogdinego rdwnania stopnia ezwartego,
Zalbzmy z poczgtku. ze rownanie stopnia czwartego jest bez drugiego
wyrazu: ‘

O &4 6pyt + dpst +p, = 0,

i oznaczmy jego pierwiastki przez ¢,, ¢,, %,, ¢,.
Pierwiastki odpowiedniej rozwigzujacej La grange’a

(2) 43 — g g, = 0
oznaczmy, jak zwykle, przez e, ¢,, ¢, i tymezasowo nie bedziemy robili
migdzy niemi zadnej réznicy tak, ze, naprzyklad, ¢, moze nam przedstawiaé
jakikolwiek z pierwiastkéw e;. Nadto, poniewaz umiemy wyrazié e; przez
e, 3, UWazaé bedziemy ilosel e, ¢, ¢,, jako znane.

Rozwazmy teraz funkeye (¢, - %)* dwéch pierwiastkéw réwnania 1)
i przedstawimy jg w sposéb nastepujacy:

(t, ‘i_fl.ﬂ = - (tn—ll"'tl‘) (t‘z“]'ts) = ZZOiI + z"«:»tl +tafm
albo tak: ) )
U 4) = — 6, + by T 4.

Suma ¢t 4 #,f, stanowi pierwotng rozwigznjacs Lagrangea, te, ktorg
zajmowalismy sig w § 11;-dowiedliSmy tam, ze

3 ({uil + b)) = X [ {DU—D1)7
ezyli
Lty + 46, = 2p, — 4¢q.
Whnidslszy te wartosé w poprzednie réwnanie, otrzymujemy :
(fu + fl’z = 4(1):_1;"(‘!);
albo, lepiej. wprowadzajge parametr z,,

(6 = 4 (10— 0.
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Podstawiajac w tym wzorze zamiast ?, kolejno s, &, otrzymujemy bez-
posrednio jeszeze nowe dwa wzory analogiczne:

ft1s)* =
G+t =

Zgodziwszy sig teraz przez kazde z wyrazei

4 (g — ),

4 (&L, — ":;) -

Vag—re, Vi, —rq, Va,—ey
rozumieé okreslong warto§é, i wyciggajae pierwiastki kwadratowe zobu

stron kazdego z trzech powyzszych réwnan, otrzymujemy :

[ Ltd = 981“”0“’11
3) l tyb ity = 26’V iy — 0,
fop by = 26" Vo, — oy

stad zwazywszy, ze &, f, -+ t, + =10, majdujemy:

= — el xy—rv,

‘ t+t,

(4) l -+t = — 2 Va,—e,

b=

— 2"V, — ey

We wzorach tych kazdy ze spélezynnikiw e, &, s ozhacza +1 i_ dokladniej
okreslony by¢ nie moze; jednakze pomiedzy trzema pierwiastkami
eV — 0,

eVay—e, g b @, — ey,

zachodzi zwigzek bardzo prosty, pozwalajgey wyrazid sposobem wymiernym
jakikolwiek jeden z pomigdzy pierwiastkéw przez dwa pozostate.
W samej rzeczy, wezmy tozsamosé

T() = (t—1) (E—1) (t—1) (t—1)

i uezyimy w niej {=— f;: otrzymujemy :
T(—t) .
(to+t1)‘tn+f2)(to+lg):“—ﬂ H
lecz
T(~%) = it sztag'_‘ipsto“‘rp-i = — 8p,ty,
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a zatem:
li"' + i‘l) ”ﬂ—.!_fi) lfu_i'tg) = = 41]:.' = e 4yn_

Podstawiwszy po stronie lewej zamiast kazdego czynnika odpowiednie wy-
razenie z rownania (3), znajdziemy:
1

r——— — s
ela—ep el —e . &'V, - 4= =
2

Zwigzek ten wlasnie pokazuje, jak majac wartosei dwaoch piérwiastkéw, zna-
lesé wartosé trzeciego przy pomocy dziatan wymiernyeh; odtad wiec tylko
dwa pierwiastki pozostaja nieokreslonemi co do znaku.

Dodajmy teraz do siebie odpowiedniemi stronami trzy rownania, za-
warte w (3). 1 awaimy, ze &, + £, -1, t, jest zerem, otrzymujemy

b=clay—e + fFa—e, -+ "V, —o,.

Podobuym sposobem, z réwnan, zawartych w ukladach (3) 1 (4), mozemy
orzymad wzory na pozostae pierwiastki, mianowicie:

h=clu,—e —&la,~e, — Vo, — e,
t, = y — &V — ey,
b= —ebu,—e — ¢l g~y i — .

Rzut oka na cztery otrzymane tu wzory doprowadza nas do wnioskn,
Ze wszystkie pierwiastki rownania (1) zawarte 53 w jednym wzorze ogdlnym

®) t=Ta=a 4V a e + V=,

w kifrym dwa pierwiastki mogg przyjmowaé znaki dowolne, a wartosé
trzeciego pierwiastka okresla sie z warunkn

{6) Vi = Vo T Ve = — _j__ o

Jesli teraz przejdziemy do przypadkn ogdlnego, w ktdrym spolezynnik
2y nie jest rowny zern, to oczywiscie w takim razie mied bedziemy zamiast
{511 (6) wzor nastepujacy:

t=—p + la—n + 12 o+ Vz—

{T)

I B Tt lx“ﬂrv e ¥ Ay == o Yo

g
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§ 22. Rozstrzgsanie przypadkow szczegdinych.
Dajmy jakiekolwiek réwnanie rzeczywiste 4-go stopnia
o A 88 Bt - At 4y =0,

i nazwawszy jego wyréznik przez A, rozpatrzmy oddzielnie trzy przy-
padki:

2o szo.

S . 1
wy—"—;_\>0 i, <—] 3

. 1
A<0]J'0>?] 3 5

1. A>0, ﬂx'.>]" «%— . Trzy pierwiastki ¢, ¢,, «, 8§ rzeczywiste;
mozemy zalozyé, ze ¢, >y >r,. W takim razie, na mocy twierdzenia
Rollego, mamy:

11 9. _
RUEE iy

a zatem
Ty > 0,

gdy# y, jest iloSciy rzeczywista. W tym przypadku ‘biegun znajfluje ?l@ na
niesk;)ﬁczdnej galezi, a wzory na piervqiastki t przyjmujg postaé nastepu-
Jaca:

i, = — elwg—ry — Vig—ry — Foy—e, -y,
A
; v Vag—e, — p
t, = eV, —ey 1 Fa,—¢ 0=y -
/ / L T
2‘2=£V:"0—-(‘1———]'$044’._,—r]1‘0- 2 i s
t‘x = — &} Ly — & + | Ly ™y + ] Ty — 0, — Pris

przyczem kazdy z pierwiastkow V oy — ¢ rozumied nalezy wznaczeniu aryt-
metycznem, ¢ za§ oznacza - 1, mianowicle:

jesi y, >0, to e=—1,

jesli 9, < 0, to e=—1

I tak, widzimy, ze w rozpatrywanym przypadka wszystkie cztery pierwiastki
sg rzeczywiste; mamy nadto:

L, >0 >4 >4,
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co widaé bezposrednio z wzoréw powyzszych. Znak kazdego z pierwiast-
k6w o, 4, ... .. w kazdym szczegolnym przypadku okresla sig przy po-
mocy twierdzenia Descartesa.

2. A>0, 2, << ]/ ——‘93— - Blegun (z,, y,) znajduje sie na owaln.

Wszystkie cztery pierwiastki ¢ sa urojone i wyznaczajg sie za pomocy wzo-
réw nastepujacych:

= —p +1 Fy — 0y T ”"'J"’"-’o"}" el'e, —x,) 4,

b= —p+ lb"‘rn“ea— (Ir‘f’l—':”o + el —wx)d,

L= —p—Ve,—ea+4 (] =& — el n—u)d,
b= —p = Vo=e, — oy — el =) i

Przytem rozumie sie, ze znown przypuszezamy, iz ¢ > ¢ >0,

Kaidy z plerwiastkéw 1o, — ¢, Vo, —a,, Ve, — 7 rozumie¢ nalezy
W znaczeniu arytmetycznem, Tlosci 4, i1, stanowis jedng parg pierwiastkow
sprzezonych, a 4, i ¢, druga; e oznacza ~+1 albo —1 stosownie do tego,
CZy Yo >0 Iub y, << Q.

3. A<C0. Toscir, « sa urojone i wzajemnie sprzezone. Uezyniw-
SZY przeto:

v = a — Bi, o= a -+ fi,
przyezem zakladamy S>>0, mamy :
o= —2a, ) T,
b= =+ V= V2, = 4 F fi+ 1o —a— i,
Vi, — 7 | r——— Vg —a — Bi = — L.

Uezyhmy nastepnic :
Vo, —adpi = abi: by, —a—pgi = a— bi
stad, poniewaz g0, wynika ad > 0: a wige ilosci @ id sa jednakowego
znaku; co sie zas tyczy znaku ilosei a, wybor tego jest dowolny.
Powyzszy wzor na ¢ przedstawia sig teraz tak:
t=elVe,—e 4 & (a+bi) + & (a—bi) — p,
gdzie znak V', —¢; wyraia pierwiastek arytmetyczny, a kazda ilogé g &, &

oznacza —1: przytem mamy jeszeze warnnek

ey, << 0.
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Z liczby czterech mozliwych kombinacyj na ¢ i ¢ sg dwie, mianowicie

6':8‘,=+1i£'=8"=—1,

ktore dajg dwa pierwiastki rzeczywiste :
th=-c¢ I’/_‘;:_c-.’ + 2a¢ —p;,
b = ¢eVx,—¢ — 22 —p, ,

przyczem znak ilosci e jest przeciwny znakowi ilosei ,; drugie dwie kom-
binacye:

daja parg pierwiastkéw sprzezonych urojonych:
t,=eVa,—e, — + 264,

& = eVw,—e, — p, — 204,

przyezem znak ilosei ¢ jest ten sam co i ilosei y, .

Prace mat-fizyez., t. X. 12
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