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o . .. af"'—?'n:l + m?n-{vg
@yl o(z ey )o@t ap D o (a2 =0y :
Taka sama zupelnie drogg mozna napisaé wszystkie inne calki, odpowia-
dajace nastepnym pierwiastkom 8, v, .. . , T réwnania (4).
Do typu, podobnego do ukladu (1), zaliczy¢ takze mozna uklad naste-
pujacy:

day = (s -+ )da -+ (2, -+ &) doy-(25 -+ ) dg-(2y + 5) dazy,

day, = (2, - §) A+ (@5 + ) dey (@ +18) day (@t 8)duy,

i, = (o8) Qg (oo F8) At (21459 A8, (2140mH8) da,

Ui 0 4 (5 + $) (2, + 9 da (o, + o) da,
ity = (2 4 8)dz4-(2; + §)dy (2 + 5) da (2, +s )d,,

gdzie @, @, . .. , Ts, . . ., T, 58 pewnemi funkeyami zmiennyeh niezaleznych
Ty, Ty, Ty, &y, 11086 zad ¢ jest jakgkolwiek liczbg staly, albo téz moZe ozna-
czaé wartosé.

s==ay @ iy,
Calkowanie powyzéj napisanego ukladu uskutecznia sie latwo weding metody,
wyzéj wylozonéj.

Godném uwagi jest to, ze we wszystkich podobnych, jak powyzsze, ukla-
dach, w ktéryeh wspélezymniki czynia zado$¢ znanym warunkom i zmieniaja
sie przez podstawienia tak zwane kolowe, funkcye, czyniace zadodé uktadowi
réwnan, sa analogiczne z funkeyami kolowemi.

Plock, dnia 5 lipea 1888 r.

icm°®

0 CALKOWANIU ALGEBRAICZNEM ROZNICZEK
ALGEBRAICZNYCH.

PRZEZ

J. PTASZYCKIEGO.

1. Przedmiotem pracy niniejszéj jest zagadnienie nastepujace:

»Niechaj funkcya y bedzie zwigzang ze zmienng zréwnaniem algebraicz-
ném: wyrazié calke fydz jako funkeya algebraiczna zmienndj « Iub téz do-
wiedé, ze W ten sposdb calka ta nie da sie przedstawié.©

Zadanie to podjat pierwszy Abel, ktéremu zawdzieczamy nastepujace
twierdzenie: ,Jezeli catka fyde jest algebraiczna, to daje sie przedstawié ja-
ko funkeya wymierna flogei # 1 y.“ Opierajac sie na tém twierdzenin, Liiou-
ville ') rozwigzal w zupelnoSci powyzsze zagadnienie. Pé#niéjiinni mate-
matyey zajmowali sie rozwigzaniem tego zadania, jak: Briot i Bouguet 2),
Zeuthen %), Raffy 9 i Humbert %. )

Nie wchodzae w rozbior szezegotowy znanych sposobéw, prowadzacych
do rozwigzania zadania, zauwaze tylko, Ze wszystkie one sprowadzi¢ sie daja
do odsznkania kilku wielomiandw, a to za pomoeg metody wspélezynnikéw nie-
oznaczonyeh,

W pracy niniejszéj chee podaé twierdzenie, ktére pozwala rozwiszaé za-
gadnienie to inng droga. Przyczém twierdzenie to daje moznosé rozwiazania

1y Journal de I'Ecole Polytechnique, XXIT cahier. Journal des mathématiques t. II1.
7) Théorie des fonctions elliptiques.

3) Comptes Rendus, 1850.

4) Annales de I'cole Normale, 1883, 1885.

5) Acta mathematica, 1887.

Prace matem.-fizyezne, T. I
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zadania za pomocy metody wspélezynnikéw nieoznaczonych nowym spo-
sobem.

9. Twierdzenie. Niechaj P bedzie fankeys calkowity zmiennéj z; z —
funkeys, czyniaca zadodé réwnanin nieprzywiedlnemn o wspdtezynnikach cat-
kowitych:

2 @) @) . =0
Oznaczmy przez:

. z
LA A

n wartoscl funkeyi z, a przez V "A wyznacznik:

1, 2,20 3"
1, 75, 7%, . L 2"
1, Zuy 22 . . .20
Polizmy wreszeie:
A=D%E,

gdzie D jest wielomianem calkowitym, £ za$ wielomianem catkowitym, nie ma~
jacym pierwiastkéw wielokvotnych.
Jezeli catka

[po

jest algebraiczng, natenczas

gdzie ¥, Xy, X;, . . . X1 sg wielomianami, dajacemi sig okveslié w sposob na-

stepujacy:
© 10 Wielomian ¥ jest iloczynem wielomianu D przez najwigkszy wspélny
dzielnik wielomianu P i jego pochodnéj %.

20 Wielomiany X, X;, . . . Xu—y czynia zado$¢ rownaniom:

; z ;
| 1, 2,22 . .25 Ff de, z, ..zt
Y |1 2. 22 i1 fzﬂ i n—1
_ ... 2 2de, 7M. L L2 R
X = V_K > T2y By 2 JPp T e 2 (#=0,1,2, ... n—1)
i z .
1, 2, 2% .. %, |5 dz, 2a L 2t

icm®
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3. Dowdd. Przypuiémy, ze calka

j ?d.;(:
i:abt af,g(;braiczn@. Natenezas calka ta przyjmuje posta¢ (zob. Ne 1 twierdzenie
el’a): A

2 X, X X k¢
= dr =208 i, 2,2 et PR,
fP =YY +x,,"+"'+7,:11“ h @
gdzie X, ¥;; X, ,Y Yi;. .. oznaczaja funkeye catkowite zmiennéj z. Mozna przy-
jad, ze nlamek ‘7: Jjest nieprzywiediny.

Z wzorn (1) wynikaja réwnosci:

fn o X, X, X, X,
PSR T AT R A A,
2 R
2 X, X X, Y,
{Z’J} _— 0 | 1 2,9 “in—1 —
PUTY, TR AT T AT

i % % X;_' .o

pdz= AN A zn—}—)—,2 R Yn—ll 2z,

Rownosel te wskaznja, ze calka
Zk

Fa'w (#=1,2,3,..n) 2

w bl}zkos’ci kazdego punktn przedstawiong byé moze za pomocy szeregu,
1}polz@d]§owyanego wedlug poteg rosnacych flosel z—a; na poczatku tego sze-
regu moze byé tylko skonezona liczba wyrazéw o wyktadnikach ujemnych.

Rozwigzujae powyzsze réwnosei wzgledem ‘Yﬁ’ ;—’ otrzymujemy wzor:
0 1

1,z ,_,12 z, -1 f L dz, Zli-}—l. A
X 1\ Lmn?. . 5 [ 2ds, o, gt
7 = 2 2 P A BT —0.1.9
=7 (=0,1,2,..,n—1).  (3)
. .
. [z )
1, zw2? . . 2, ]g dz, z,71 .| z,*!

P}'zedsta\vmy wzor ten pod inng postacia. W tym celu zanwazmy, ze wszyst-
kie elementy wyznacznika we wzorze (3), z wyjatkiem elementéw #° wiersza
pionowego, pozostajg skoficzonemi dla wszelkiéj skonczonéj wartosei . Co sig
za§ tyczy elementu £%° wiersza pionowego, to oczywiscie, iz on moze sie staé
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nieskoniczonym tylko dla wartodei @, ktora jest pierwiastkiem wielomianu P.
Przypusémy, ze

P=(r—a)" (r—ay)=. . . (z—a)%.
Fatwo zrozumieé, ze dla 2 =« calka (2) bedzie skoficzona lub nieskonczenie

wielka porzadku nie wyzszego niz ulamek Stad wypada, ze oma-

1
(e—a)="
wiany wyznacznik sprowadza sie do wyrazenia

[ ()

(e—a, )=t (p—ay)=—t L (2—a)s L

gdzie /' () przedstawia funkeya skonezona dla wszystkich skoficzonych warto-
¢ci 2. Przypommijmy jeszcze, ze VA we wzorze (3) réwnasie DVE, gdzie wielo-
mian £ nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

A zatém na mocy wzoru (3) otrzymujemy :

/)
(T—a Yy N a—a)=—1, L (2—ag)* ! DVE "

7 whasnodci funkeyj / (o), £, X I, wynika, ze wielomian ), jest dzielnikiem
wielomianu

Y= D(r—a)»—e—ay)=1. .| (2—a)? ™
A wiec w réwnaniu (1) mozna napisaé:
=T (i=0,1.2,..n—1);

co dowodzl pierwszéj czedci naszegd twierdzenia.

Podstawiajac maleziona warto§é ¥; we wzorze (3), otrzymujemy wyra-
zenie wielomianu X;, stwierdzajace druga cze$é twierdzenia.

4. Zastosowanie. Dla rozwigzania postawionego w N 1 /agadmtnm na
zasadzie naszego twierdzenia, postepujemy w ten sposib:

Sprowadzamy funkeya y do postaci

<

P *
wielomian za§ A, t. j, kwadrat wyznacznika:
| PO =1 |
1m0 gy 1

Loz 2. gy

do postaci
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Tworzymy iloezyn z wielomianu 9 przez najwickszy wspdlny dzielnik wielo-
Lo dP . . . .
mianéw P, T ten iloczyn przedstawi nam wielomian Y.

Nastepnie wyrazenia:

| Al |
1, 2, 2 Z2 -1, {%’1£7:1L'+1___v w1

~1

(=90,1,2,..n—1).

N
|

T N B2 P i
1, 20, 2%z, / Zdz,z, Lz,

rozwijamy na szereg wedlug malejaeych potev ilodei z; czesci catkowite tych
rozwinie¢ przedstawia nam wielomiany X, X;, . .. Xo_1.
Wipitezynniki tych wielomianow beds w ogélnosei zawieraly » statych
o . . %k
niewiadomych ¢;, ¢,, . . . ¢,; ¢; przedstawia stata dowolng calki f -plix.

Jedue z tych stalych mozna wyznaczyé dowolnie; pozostale za$ moina
okresli¢ za pomoca warunku, aby rownosé:

[ J XA A 2 Y z“’l] —0
/11 )4 T

byla tozsamodeia.
Gdy state e, ¢y,

. ¢, beda okreslone, natenczas funkeya

N 1Y, 22 K 2
7

przedstawi nam warto$é danéj catki

/ .,yﬂ'{ﬂ .

Jezell za$ stale ¢, ¢,, . . . ¢, nie moga czyni¢ zadodé wyz wskazanemn warun-
kowi, wnioskujemy wtedy, ze omawiana catka nie jest algebraiczng.

Uwaga. DMoze sie zdarzyé, ze niemozebnodé calkowania algebraicznego
okaze sie wezesniéj, zanim wszystkie dziakania doprowadzone beda do kotca.
Cadka nie bedzie algebraiczna: 1° jezeli w rozwiniecin funkeyi %
sie bedzie wyraz, zawierajacy 2—* (\2 3); 20 jezeli w rozwiniecin wyrazenia,
ktdre nam daje wielomian X;, potegi dodatnie nlamkowe ilo§ei # nie znosza
sie dla zadnéj z wartosei ¢, c.,, C Oy

b. Z drugiéj czedci naszego twierdzenia wynika jeszcze sposub nastepu-
jacy oznaczenia wielomianéw X, X, . .. Xy

znajdowad


GUEST


86 J. PTASZYCKL

Na zasadzie wyrazen, stanowigeych druga czegé twierdzenia,
granice wyzsze stopni tych wielomiangw;
niki pod warunkiem, by r¢wnosé, pod.
moscia.

obliczamy
poczém wyznaczamy ich wspdlezyn-
ana w n™¢ poprzedzajgcym, byla tozsa-

Uwaga.  Przy uiyeiu tego drngiego sposobu wystarczajg dzialania aryt-
metyezne dla rozwigzania bostawionego w M 1 zagadnienia.
6. Preyhlady. 1. Rozpatrzmy calke

Szdz,

gdzie z czyni zadosé réwnanin nieprzywiedlnemun
28— 324 22=0.
Dla tego rownania jest:
A=— 10822} 108;

zatém

D=1.
Otrzymujemy tedy:

F=1.

Prazystepujemy do oznaczenia wielomiandw X, X,, X,. W tym celu szu-
kamy catkowitych czesei rozwinied trzech wyrazen:

Jadz, 2, z,? 1 1, fedz, :IQI 1 1, 2, fzde 1
VA 5t w52 I fade 22 o L, frde
Sude, z;, 2? 1, fzde, 2,2 1, =y, frde
wedlug poteg malejacyeh ilogei 2.
Z rdwnania, ktéremu czyni zado§é ilodé z, wynika :
5 =0 J%r—}—ai.z‘—%‘ﬁ—@lu;%{—
L
O S | ¥l 4
= ut o —a YR V4
Ty == 0y .Z%+“'1—%+B Q-'“?_;~
[ s T s 13
gdzie oy =)'—3, oy =) —2, #, o, ==V —3 . J——Q]——*i B

warto$é wspélezynnikow B Ba. B

nie jest nam potrzebns. Stad mamy bezpo-
Srednio:

87
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1 -3, —%
sr=atef fop e e

2 1 -2 . _4
:29=a29$3’+2—|—a—§w Tk 2B ..,

1 -2, . 4
gi=atab Lot o g 2mpe T

OlAZ:

s 9a, 2
: 38, _
zzdngga:%—}—%lg—}—cl—-g: ¥4
5%y 3 3, — %
{: (Za::%wé—f-_)—l—z?—}— X 2* -+
Mamy jeszcze:
1, 2,. 2% 1 4y -
1—1 1, zy, 24 = _(m—'r;a*—{—
V_K—“ 3“2y ‘Eq 61/——3 3
1, 24, 252
Na mocy tych rozwinie¢ otrzymujemy:
X, = staléj, X; =7 X, =— 3"

A viee, jezeli catka dana jest algebraiczng, przyjgé mozna:
3 3,
f zdw:zaw—gﬂ.
Wziawszy pochodna tego réwnania, przekonywa_my sie, ze druga jego strona
przec‘lstawia nam rzeczywiscie wartosé calki danéj.
II. Niechaj bedzie catka
Szdz,
gdzie z czyni zado$¢ réwnanin nieprzywiedlnemu:
28 — 3oz -ad == 0.
Dla tego réwnania jest:
: A= — 27 2% 108 27,
a zatém:
D—=ua
Otrzymujemy tedy:
Y =u.
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Przystepujemy teraz do oznaczenia wielomiandw Xy, X1, X na podsta-
wie prawidia, wskazanego w Ne 5. W tym celu szukamy Wyzszych granic sto-
pui tyeh wielomiandw, t. j. wyrazen
Sz de, 2
Sz,

S2de, z,, 2?

At N, Snde, i
22 o= 1 fzde, 2,2

VA
1, Szqde, 2,2

1, 2y, Sy de
1, 2, fzndr

1, 2y, frydz |

Py

VA VA

Z réwnania, okreslajgcego funkeys 2, wynika, ze flogei 24,2, 23 S3stopnia pierw-
szego; stad wnioskujemy, ze ilodei 2,2, 2,2, 2,2 1 calki Sndz, fzdz, f2,de s,
stopnia drugiego; zanwazmy jeszeze, ze Vi Jjest stopnia (—2)%. A zatém
L
granicami wyzszemi stopni omawianych wyrazei beda odpowiednio liczby
3, 2, L
Przystepujemy do wyznaczenia wspétezynuikow wielomiandw X, X, X, Ro-
whanie
d[r X+ X2+ X, 22
“ []Zm’_m&}:o
dz z ?
po podstawienin w niém W miejsce pochodnéj 7 161 wartosci, wyrazonéj przez

ifos¢ z 1 z, powylgezeniuulamkdw 1 poteg ilosei 2z, wyzszychnad druga, da nam
zwigzek miedzy ilogeiami « i z stopnia drugiego wzgledem z. Ze zwiazku tego
wyplywaja bezposrednio réwnania nastepujace:

dXO ! Asd'Xl ot
Ly — X Tz =0
dX, . dx, _
2y~ N e — et — =0,
X, . dX,
e T Satelet'
Ly N2 =0,

ktérym powinny czyni¢ zadosé sznkane wielomiany. Znajac granice wyzsze
tych wielomianéw, mozemy metoda wspolezynnikdw nieoznaczonych znalesé sa-
me wielomiany. Nie od rzeczy bedzie nwaga, ze, poniewaz stopieni wielomiann
X; nie jest wyzszy od 2, to, jak to bezposrednio wyplywa z otrzymanych ré-
wnai, wielomian X, bedzie stopnia nie wyzszego od 0, wielomian X, stopnia
nie wyzszego od 1.
‘W ten sposob odszukanie wielomiandw X,, X;, X, nie przedstawia zadnéj
trudnodel; otrzymujemy tedy:
Xo=lbe, X, =

X, =—

1
22 ; .
’ b 27

ol

gdzie & jest staty dowolna.

icm®
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A wiec warto$é calki danéj moze by¢ wyrazong wzorem:

II1. Rozpatrzmy calke:
j “d,
z
gdzie = czyni zado$¢ réwnanin nieprzywiedlnemu:
22— 223 4 ab— wt— 1= 0.,

Dla tego réwnania jest
A =4zt 4,

zatém : D=1
Poniewaz

P==w,
wiec:

Y=1.

Praystepujemy do odszukania wielomianéw .Y;, .Y;. Szukamy catkowitych cze-
$ei rozwinie¢ wyrazen:

o 2
1 } i;a‘az, 2 1 1, Jm/‘z
i ‘%’.—d.z, ER T 1, |Zde

7 réwnania, okredlajacego funkeya z, otrzymujemy
1, 1 .
31:$3+w2——}—§m_‘— g% S S
1

s 1 e
=gt — 2 — x e ge
- e

stad:
ji—‘dJ, = %.23 -+ %H 46 ——%m“‘z —{—%w-“ s
By —tar— Lot e o — Luo g
Zauwazmy jeszeze, ze:
R

Na mocy tych rozwinie¢ bedzie:
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—1 PR, o—Le
¥ ="lgs_ 0=t ata
o 5L 3 z— 5 X, == .

A wiee, jezeli-catka dana jest algebraiczng, to przyjaé mozna, ze

z —1 o—¢ ) —e,
Sy = g a—t, 1
Jz 6 52T Tyt ge
. 1?1221{)6111 Clt » €y 118 Plf)ieniy 1tu wyznaczyé z warunku, by pochodna tego
a yia tozsamoscig, skad wnioskujemy, ze calk ana i ¥
¢ yia T Le skujemy, a dana nie przedstawi
sie algebraicznie. zedstawia

Zegiestow, w lipen 1888 ».

BADANIA NAD WYTRZYMALOSCIA SZKLA.

PRZEZ

J. KOWALSKIEGO. 1)

Jednym z dzialow mechaniki czasteczkowéj, majacym wielkie zastoso-
wanie w technice, jest nauka o wytrzymalosc materyatéw. Pomimo, iz nauka
ta nadzwyczaj jest rozwinieta w kiernnku zastosowan do potrzeb technicznych,
podstawy jéj sa dotychezas hypotetycznemi: opieraja sie one na jednéj z dwoéeh
nastepujacych zasad:

1%, Zasada, przyjeta przez Saint-Venant'a i F. Neumann'a, a juz
do nauki wprowadzona przez Mariotte’a 2), podiug ktoréj nastepuje rozer-
wanie czastek ciata, gdy wydluzenie linijne (lineare Dilatation) w pewnym
punkeie odksztalcanego ciata przejdzie pewng stats granice.

29, Zasada, ktora glownie Glebsch rozwingl i poding ktoréj nastepuje
rozerwanie, gdy nie wydhuzenie linijne, ale ciénienie wewnetrzne (innere Span-
nung) w pewnym punkeie ciala przejdzie pewng staly granice. O ile mi jest
wiadomém, nie bylo do tego czasn badai, 2z ktoryeh mozna by wnioskowad
o prawdziwodcl jednéj z tych zasad; z tego powodu podjalem niniejszg prace.

Jako materyatu do moich badai nzylem szkla z powodu, iz cialo to od-
znacza sie tak maly podatnoscia, ze mozna z wielkiém przyblizeniem zalozyé,

1) QOpracowane na podstawie rozprawy imanguracyjnéj »Untersuchungen tiber die
Festigkeit des Glases®, Gottingen, 1888.
%) Mariotte: Traité du mouvement des eaux.
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