4 WL, GOSIEWSKI,

' P Hr ¢~ doy dBy . .. don dBa
A zatém, prawo Gauss'a, dolyczgee prawdopodobieiistwa bleddw, jest
prawdzwe Tylho w tm przypuszezeini, Ze szanse ich popelnienia mie zaleiq
weale od porzqdi, w jakim po sobie nastgpujy, Jako téz, 2e liczba ich sposirzes
i jest parzysta. Przy takich dopiero warunkach, srednia arytmetyczna miar
dostrzezonych danego przedmiotu moze by¢ jego miaranajprawdopodobniejszy.

W noeie z d. 16 styezniav.b., p. Bertrand wychodzl z okreslenia pra-
wiopodobienistwa jednego tylko bledu, co go prowadzi do wniosku, ze dwa
réwnania : '

Fe—a)+Fie—z)+ ... +Fe—a)=0

w——ﬂﬁ+¢($,~mg,w, B )

e

powinny by¢ tozsame. Owoz, rownanie drugie daje sig napisad pod postacia:

r—ay)] == 0,

(s—ap (g e A(e—n ) § [(2mmitg)—(o—ity) (5 g) (e Yy (5 )—(
z ktéréj oczywiscie wynika, ze, przy wymaganéj tu jednoznacznodel funkeyi ¢,
moze byé tozsame z pierwszém tylko wowezas, gdy funkeya ¢ jest zerem, Tub
co najwyzéj liniows wzgledem zmiennych @) — @y, & — &y, . . ., &y — o,

Tym sposobem nic si¢ nowego nie otrzymuje, co zapewne p. Bertrand
sam zauwazyl, skoro w nocie nastepnéj, z d. 26 lutego r. b., te same kwestysy
traktuje na nowo i inaczéj. Lecz 1 tu pokazal tylko, ze formula Gauss’a

) /‘”_ N

V=

nie jest wyrazeniem prawdopodobiefstwa bledu A, co, zdaje sig, bylo juz
wiadomém; ale natomiast nie uzasadnil wecale swegodomniemania, jakoby pra-
wdopodobienstwo bledu A powinno zalezyé nie tylko od A, ale 1 od wielkoScl
X, przy mierzeniu ktorej blad popelniamy. Takie uwazanie prawdopodobien~
stwa bredn, jako funkeyi ¢ (X, A), nie wydaje mi sie zgodném # natury rzeczy,
choéby dla tego, ze tu wladciwie idzie o ten tylko koniee wielkodel mierzonej
X, ktéry sie obserwuje, bo przy nim tylko blad sie popetnia. Gdyby wiec np.
pewna miava / miedcila sie w X razy m i jaki§ wlamek, powinno by byé:
o X N)=9X—1,0)=0( -2, 0)=...=9¢X—ml4),

ito calkiem niezaleznie od wyborn miary /. Prawdopodobienstwo zatém bledu
A od X zalezy¢ nie moze.

Warszawa, w maju 1888 r.

WELASNOSCI I NIERTGRE ZASTOSOWANIA WRONSKIANOW.

S. DICKSTEIN.

W historyl wyznacznikéw, pomiedzy matematylami, ktérym teorya ta
Jjuz to powstanie, juz to rozwij swij zawdzieeza Y, pomijano dotad nazwisko
Hoene-Wroiiskiego, lubo on jeszeze przed Canchym?) uzywal w dzie-
tach swoich wyrazei wyznacznikowych, nazwanych przez siebie fimkeyami
Sckin, ktore stosowal do wielu zagadnieil analizy. Mimo dziela Schweins'a?),
zawierajacego mndstwo twierdzen podanych przez Wronskieg o, mimo dziela
Montferriera ), streszezajacego najwazniejsze pomysly matematyczne
naszego ziomka, uczeni o odkryciach Wronskiego nie wiedzieli, i czesto

1 Co do historyl wyznacznikow patrz Baltzey - ,Theorie und Anwendung der De-
terminanten®, Wydanie ezwarte, Lipsk 1875.; Gitnther: ,Lehrbuch der Determinanten,
Handbueh fiir Studirende®, Erlongen 1875; Wladystaw Trzaska (Kretkowski): ,Krotkie
wisdomodei o wyznaeznikaeh®, (Praypisek do dziela:  Zasady rachunku rozniezkowego®
W.Folkicrskioego)y M A Baraniecki ,Teorya wyznacznikow® Daryz, 1879,
Okveglonie funkeyj sehin podane no str. 473 tego dziela , jest niedoktadném.

2 Canehysgo rozprawa ,Sur les fonctions qui ne peuvent ohtenir que deux va-
lenxs dgales ete.* zostata prazdstawiony Instytutowi w dnin 30 listopada 1812, pdy tymeza-
sem Wronslkiemu nie byt obeym ten przedmiot w pracy przedstawionéj Instytutowi
wrokn 1810 o wydanéj w 1812 p. t.  ,Refutation de la theorie des fonctions analytiques de
Lagrange“ gdzie znajdujy sie wzory zawierajyce fankeye schin. Podaje to na zasadzie twierdze-
nia samego Wrotiskieg o w podniejszém dziele: ,Reforme absolue® (Tom I str. 305, Tom
I, CXXII), poprzednio bowiem wymienionej rozprawy nie mam,

" %) Hehweins ,Theorie der Differenzen und Differentiale; Heidelberg 1825. Dzielo
to praepelnione jest wzorami i twierdzeninmi Wronskiego.

Y Montferrier. ,Encyclopédie mathématique®, Paryz. W czterech tomach, hez
daty. Wyszto 1856—1859.
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bardzo odkrywali to, co na wiele lat przedtém wprowadzit do nanki Wronski
Tak sig tez stalo z funkcyami sehin. Wiasnodei tych wyrazen rozniczkowych
zbadali Christoffel?), Frobenius?), Pasch?) a waine ich znaczenie wte-
oryi réwnan rézniczkowych wskazat Fuchs?). Wronski jednak byl pierw-
szym, kitéry te wyrazenia rézniczkowe do matematyki wprowadzil, niektire
ich wlasnodci okreglil i wazne zastosowania pokazal. Idgc wiec za Muirems5)
stusznie wyrazenia te, na czesé tworcy, nazwaé nalezy wronskionami. Zacho-
wujemy te nazwe, jakkolwiek brzmienie jéj niezupelnie zgadza sie z duchem
naszego jezyka. Matematycy niemieccy wrofiskiany nazywaja wprost ,wy-
znacznikami finkeyj“ (Frobenius, Fuchs) b wyznacznikami rizniczko-
wemi (Thomé). §)

W pracy niniejszéj zebraliémy rozrzucone po dziennikach twierdzenia
o wrofiskianach i wskazaliémy wazniejsze ich zastosowania.

I, Okreslenie i znakowania.

Wrosiskianem n funkeyj yy,ys, . .

¥n ZieNéj & nazywamy wyznacz-
nik postaci nastepujacéj: '

Yoo Yo v oo v o Yn 48] .7/1(1) - ',7/10‘_2): yl(n—l)
e 7 Yas 5™ g0, g, 0D
D, gy gy 0 L PR
PO, e Va0 Yo, ¥t g, gD

i 4"y
gdzie: 70 = ek

‘Wyznacznik ten oznaczad bedziemy przez:

W (s Yas - + - 3m) 7

1) Ghristoffel »Uber die lineare Abhiingigkeit von Functionen einer cinzigen
Veriinderlichen®, Crelle, 55.

%) Frobenius: ,Uber die Determinanten mehrerer Functionen einer Variabeln®
Crelle, 77.

3 Pasch. ,Note ither die Determinanten, welche aus Functionen und deren Diffe-
rentialen gebildet werden“. Crelle, 80. -

%) Fuchs ,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit. verinderlichen
Coefficienten®. Crelle, 66. ‘

%) Muir. A treatise on the theory of determinants®. Londyn 1882, str. 224 — 227
1230234 Por6wnaj takze: Mansion. ,Resumé du cours d’analyse infinitesimale®. Paryz
1887, oraz E. W e st: , Exposé des méthodes générales de Hoene-Wronskit, Paryz 1886,

¢ Thom é, Zur Theorie der linearen Differenti algleichungen®, Crelle, 91.

7 Muir, L e, str. 224,

icm°
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Jezeli nie ma potrzeby wyraznego oznaczenia zmiennéj niezaleznéj, pisaé

_bedziemy wprost:

W0 . - on)
Tane oznaczenia, réwniez uzywane sa:

dy, d%s d*Yy
Z iyl—dt’ﬁ dz? " gg10?
dy, A3, =Ly,

Vo U de? i )

Vi Y2 Yay -

- Un (n—l)\ s

. a

gdzie: Yey== 7—515 ;

D@y oo o) )

Wroliski wyrazenia te oznaczal za pomocs litery hebrajskiej szyn.

Ay A%y,
y pur'2 ]
u(1 dz Ao "

=YY
d -"L‘f“—'l )

Il Wtasnosci wronskianéw funkeyj jednéj zmiennéj.

1. Twierdzenie:

Wy 0ty  920)=9" W - - . ¥n) 1
Dowdd?). Wyznacznik.

v, 0, 0 0,0

?/u= 3/(])1 K ¢ '07 0
‘q/(ﬂ): 2‘1/(1)7 Y .0,0 ,
YO, aegyyyn=D), (n-ll) (g—%(n—& L .0,0

pomnozmy przez wyznacznik :
Vs Yso o« + - Ynm1e Un

IV(J/]- Yas o o ?/“)z .7/!(1)7 :.7/2(!)3 e

Y,y L

. Yas® ’ ?/na)

. Y (u—l)’ yn(n—l)

) Frobenius, Le.
%) Wedlug Frobenius'a, Poréwn takze He sse: ,Ueber die Criterien des
Maximums und Minimums der einfachen Integrale®. Crelle 54 (rok 1857) str, 249.
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laczae wiersze pierwszego z kolumnami drugiego. Wiersz k' iloczynu bedzie
oczywiscie sktadal sie z nastepujacych » elementéw :

"‘)1 +/f./ 0e=) 1) o (/ 1)1 =) (o +.’V1 y®

by iy o 1w+
t. j. z elementow:

(’f 1) ey @

@ ), (g ™) . . (g i)™
szukany przeto iloczyn bedzie wyznacznikiem :

lon s s se o vvs ey
GaD, @y )

@yE, GBo® . (ay)®

Gy )DL G y)e |
ktory oczywideie jest réwny wronskianowi

Wy y yav. . - ),
co nalezato dowiedé. )
Na podstawie tego twierdzemia dowodza sie z latwoScia nastepujace
wlasnogei:

W vy 00, . - . ./nJ)=‘7/"+1 W (g Oy, . . ®)

W@t .. _/n)__ W( ,‘/f,/1 dz, 3 JfJ,dz . f”/ )(2)

2. Do funkeyj 34, oy - - ¥a zastosnjmy podstawienia liniowe:

h=an a2+ ... + @y 20
Ya==lly1 2y G Don 25 . . . .. o 2
Yo == w1 2 —[— s 2s -1— ..... + 2,

zakladajge, ze wyznacznik podstawienia
R==Z+a, typ.. . tn
jest rézny od zeraize 2,7, ...2 s funkcyamizmienndj . Wakutek
tego podstawienia, wronskian W (y1.9,, . . . ¥a) bedzie réwny wronskianowi
W (1, 2,, . .. 22) pommnozonemu przez wyznacznik podstawienia to jest:
Wy, e, . ctn)y=B. W(n,2,...2%)

) Skomplikowany dowod tego samego twierdzenia dad prof. Zmurke w I-ym to-
mie , Pamigtnika Towarzystwa nauk Seistych w Paryizu”, w artykule p. t.: ,,Dow6d na twier-
dzenie Hessego o wyznacznike funkeyjnym.” Twierdzenie powyzsze zuajdujesis v Ba-
ranieckiego L ¢ st.495.

O WRONSKIANACH. 9

W saméj rzeezy, z prawidla mnozenia wyznacznikéw i z powyzszych ré-
wnai linfowyeh, wynika bezposreduio, ze floczyn wyznacznikéw:

Sty .t Sz o,® L 20D
réwna si¢ wyznacznikowi W (yy, #,, . . . yn). Jezeli wyznaeznik podstawienia
liniowego réwna sig jednosci (podstawienie unimodularne Sylvestra), wron-
skian W(yy, ¥,, . . . ¥a) nie zmienia wartodei.
3. Twierdzenie.
J Yis LTI Y
e ”r(-!/_“yaa- . -‘yﬂ)'__" ht, .yﬂ(])-,~ o

e N R ‘yn(n——l)
‘1/1(“)_! y2(“),' L. yn(“)
Dowod, 1) Wedlng znanego twierdzenia o rézniczkowanin wyznacznikéw,
pochodna wyznacznika W (y:, 7s, . . . gu)réwnaé sig bedzie sumie » wyznacz-
nikdw, ktore otrzymujgy sie z danego, zastepujac kolejno w wyznaczniku danym
elementy wiersza pierwszego, drugiego it. d. pochodnemi tych elementdw.
W uwazanym przypadku wszystkie te wyznaezniki précz ne beda mialy dwa
wiersze identyczne, beda przeto tozsamodciowo réwnemu zeru, wyznacznik zas
¥ hedzie mial postaé wskazang na drugiéj stronie powyzszego wzoru.
Jezell wy, ws,-. . . wy 83 minorami wyznacznika W(yy, ¥s, - - - Jn), 0Upo-
wiadajazemi elementowi ostatniego wiersza, to:

W g1y Yoy -+ ) =3O w0y - o070 wy - L g,
na zasadzie przeto wzorn (3) bedzie :

dw N

= N, G g™y L ™y

we = (—1) "YW gy 0 . o omrs Pt - - - ) , )
7 powyzszego wynika, ze wyznacznik :

N Yase oo Yn
D N
A A A
l,/‘(m)’ .’/z(m)a . yn(m)

da m << n—1 jest tozsamosciowo zerem, dla m=n»n—1 riéwna si¢ wroi-
skianowi W (4, 2, . - - ¥n), da m=n réwna si¢ pochodnéj tego wronskianu.

H Porown. Baltzer, L e wyd IlI-e str. 25; Inny dowéduZajgezkowskie-
go ,Teorya Fuchs's réwnwmi rozniczkowyeh liniowyeh i jednorodnyeh”,  Pamigtnik Akad.
Um. w Krakowie, tom XIIL
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4. Na zasadzle znanéj wlasnoscl wyznacznikéw wmajy miejsce nastepu-

Jjace réwnania:
yoo owmtg Wby wa==0
n® w @ w4+ G wa=0

By D gD = 0
#oO Dy =g, 0Dy 0D gy, = T

I

Kladac:
e

=
mozemy réwnania te napisa¢ w formie nastepujacej:

7R S 4. =0
B mdn® n L a® =0

9Oy g2, 4L 0D =0
YNz gDz - Aty =
gdzie:
——1)“+k W/(yl* Yos o v Y1y Yt . L .7/1\‘)
Wy, u, ... In)

»’31{:(

Whrowadzajac oznaczenie:
R ALUS AL R A
mozemy uktad (5) prezedstawié w postaci.

$00=0, §10=0..... Su—2,0=0, Sn_go=1

©

™

®

Roézniezkujac ktorekolwiek z réwnan (8), np. réwnanie s, ,¢==0, wzgle-

dem z, otrzymujemy :
8y

Tz = Swkro + Sur =10

Diap+1<<n—1, s,415=0, a wiec §,, =0
w BFl=n—1, se=1,, , Spa=—1,
a zatém:
o — 0 dlap<< n—2
w1 {—1 5 == n—32
Rézniczkujge drugi raz, otrzymujemy :

d?s,
w 3
T = ka2 S - 5,5=0

Dla pt2<<n—1 bedzie §uts9 =0, Sptr1 = 0, a wige S,L,é =0
» l*+2:”—1 » Swbao =L Sepn =—1,, ,  Sue=-1,

icm°
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a zatem.

s _.{ 0 dap <n2—3
[
+1 , p=n-3

Postepujac tym sposobem dalej, otrzymamy szereg réwnaf :

$p1 =0, 8,1 =0, Sy =0. .. Sn—2p=0, .5',1_2_1:(_.-1)1
Sy =0, Sa=0........ Sn—a0=0, $n_ 3’2:(——1)2
S, = 0, 81,3 = 0........ Sn_.(i’;g,:(——*])‘r"

Som—2=0, S1n—2 =(—1)**
Spn— 1= (—1)»"1
Réwnania, stojgce w plerwszéj kolumnie, a mianowicie:
So0=0, S =0 ..... S0, -1 =07 8§, g =(—1)** &)
stanowig uklad nastepujacy:
oot Hte om0 = 0
20 g 420 oy R = 0

(5)
L0 204 L b= 0
700y 50y, 4 L 2= (1)
analogiczny z ukiadem (5). Wynika stad dla y. warto$é nastepujaca:
17 (2 e Z
Y= (__1).)&—1 W(z,25 . o - %61, e« . . 2n) ()

Wiz oo i Zy)
Uklad finkeyj z,, 2, . . . 24 Dazywa sig ukladem dolgezonym wrzgledem ukladn
Y, Y2, o - Yn, 1 odwrotnie:
5. Twierdzenie.
w (!/17 Yay o v .7/1\) w (zk—H: o A 2,,) =W (J/]: Yos o o v z/k) (9)
Dowdd. 1) Wyznacznik :

Uiy Yo e Y Y - W

Wy gaee = | P0G TR g
VS L < TR %

?/;(1"‘—])7‘7/?’_12‘ . _:1/5;!—1)’.,/(;3:':11,) . :,/1(31—1)
pomnézmy przez wyznacznik W (211, ziqe . - . 2.), przedstawiony jako wy-
znacznik 1750 stopnia:

) Wedlug Frobeniuga Le.
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oo ... 0 0. 0
0 .. .... 1, 0...... 0
Zy oo Ly l/;+1 ..... 2y
(—k— a{—f— e —k—
h(]u N ‘%1 J—=1) 75!1{-1/ DL, z(]:]z h—1)

Na zasadzie twierdzenia o mnozenin wyznacznikéw, przy uwzglednienin
wzort (7), otrzymujemy iloczyn w postaci wyznacznika:

Yoo oo W S0 oL Stn—tm

2li—1 E— o

11/(1 b !/sc RIS R Y
n ("

O YD Sie L Shali—

{7/§Yb_]) A .'/5,»"_]) Su—1,0. + . Su-—l, k=1

ktory, ?elwzglqdu' na wartodel wyrazen s, rozpada sie na iloczyn dwéch wy-
znacznikéw stopnia 4:

Yoo oo o s Sk - o v o Shu—k—1

]/;;_1 P -.]/gf_l) ‘S'n,—l, U Su—l,n-—]f—-l
Drugi z tych wyznacznikéw na mocy wzoréw (8) i (8", sprowadza sie do poje-
dyniezego iloczynu: '

1
5 (—k) (n—k—1)
(_1) Su—1,08n—2,1 « ~ « Sk n—lim1

réwnego jednodci; otrzymujemy przeto ostatecznie:
Wit ey - o) W(aep,. 2= Wiy ps. . . ¥i)

co nalezalo dowiedé.

Kladge w tym wzorze £ = 0, mieé bedziemy:

W, v - o) Wiz, 2, . ) =1 (10)

Wzér ten wyraza, ze wronskian uktadn dolgezonego jest odwrotnoseis wron-
skianu ukladu danego.

Niechaj

af. .y, ..o

bedzie pewng przemiang szeregu liczb:

L2 kLl . . a,

O WRONSKIANACH. 13.

bedzie tedy na zasadzie wzorn (9)

W(!/m Yoy - - .'I/;J.):e W(zv; e Zu)' I’V(J/l-, Yos -+« -%b) (11)
gdzie e==-+1 stosowne do tego, czy powyzsze dwie przemiany nalezg do
jednéj kKlasy ezy do Klas rézuych.

Kladac we wzorze (9) zamiast 244, . . . 2, ichwartosel

Wit Wn
Wiy ) -7 W (1,92 )’

i nwzgledniajac, Ze na zasadzie wzorn (1):

W { Wity Wy 1

WWpottn) W) [ W15m
mieé bedziemy:

)]"—7,4_“ H;(w""“h' . .w,,),

W (igay - - W0) Wy, 95, . . Ua), skad
Wy Yas - - - Yu)*"

W s Yor o - - i) =

W (i, - - 00) = W (y. or « - IO /SN Ml (12)
6. Twierdzenie,  Jezeli f jest funkeys zmienndj , to:
2% (n—1)

At ]
Wl oot = (2] ° Wil 90 D (D)

Dowod. Jezeli zamiast zmiennéj = wprowadzamy zmienng #, to pocho-
ane'funleeyj #, %, - - - ¥u W wroiskianie nalezy zastapi¢ wyrazeniami na dru-
gich stronach ponizszych réwnai:

_’Q/L _ dyr (lﬁf)

de — dt \dzx

Ay g (BN Ay 2

da? — e \dz| da dz®

Ay A3y dt Ay di A dye 4%

3
— k(LN g Ik - i
TR T AR (dm) b E T T 4 »

=ty dr=iy [ dE\T?
- d
he==1,2,8,. 0.8
Fatwo zanwazy6, ze po wprowadzenin tych wyrazei, wyznacznik dany rozto-
7y6 sig daje na sume wyznacznikiéw, 2 ktérych wszystkie, proez jednego, 52
tozsamodceiowo réwnemi zeru. W wyznaczniku nierdwnym zeru wezystkie

1y Porown. Muir L c. str, 324
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elementy drugiego wiersza beds mialy czynnik wspolny gf—',wszystkie elementy
@

trzeciego wier ik (dt ’ i
g0 wiersza czynnik @) .1 t. d.; tym sposobem czynnik

dENTF el g D
() =(%)
bedzie mozna wylyezyé i wyznacznik dany przyjmie postaé:

i(n—1)
di\ 5
@) We (ys Yoo e )

¢o nalezalo dowiesé.
7. Twierdzenie:
w (j/l, Yoy -« Ym, Y P AN y”)

=W ; 7
rl n (y17y27"\l/mnylm+1)7 W(yl :3’2,-“7/111 ,%z-}-z)--- T/V(Z/I 72/2,---,_7/111 :y")}:[”‘v(.yl :Z/ﬂa“’ym )]n—m—! (14)
Dowdéd 1) Kiadae we wzorze (1):
Y Welas - ) = Wy bty - - Yo

1 :
y = otezymujemy popraw] wrotiskian

W(lﬂ EAR )
T T w)

ktéry na zasadzie wzorn (2) réwna sig:
n:{iﬁé_’_d__yi_ 2 (1))
dz\y | de\y, | " " de\y,

diyey 1 1
BE(I) =z @D — Yy, D) = W (y15 yi)
E=2,3. . .n

Poniewaz:

£

bedzie przeto:

1 1
= W, — { 117 -
e Wy, -+« yu)= et W3 W0,9) W) 5o Wi, ‘%}
a stad:
| Wi ) = — WL W ). T
Grdras- - ) o W{ W), W) Wy )} (15)

Stosujac wzdr (15) don—1 j: W (i V(3
ot Dot (15) funkeyj: W (y,22), W 095} -+ - Wins,us),

) Wedlug Frobeniusa.

1
W)

O WRONSKIANACH. 15

WAW @), W gs) - W} -
=W {W[ W), W) ] WL a0e)s Wlpa:y) Yo WL G.0), W0 (lVl',]/ﬂ)]}
Tecz na zasadzie tegoz samego wzorn (15) bedzie :

| . -
W sy Yos ¥s) = ‘7/: W W,y Wy

. 1 B '
W (44, Yoo Y = .Z I’V[ Wy, 9) W(%:Z/;)J (16)

W (15 Jo» ) = ,-/l;W[W(;ym),W(m,yn)],

podstawiajacprzeto wartodel wyciggniete 2 tych réwnan dla:
WIW©ys), Wyays)l, - - - W[ (@92)s Wem)]
we wzor poprzedni, otrzymamy zwigzek :
L4 {W(,?/m’/2)7 Wy - Wy}

1 . >
= (gl W{ U W (ydndte) Y1 Whais) . - - W (J/u%ﬂ»)}
A2/
gy, =2
=['v17(7yy1‘13];)?:3 W{ W odty)s W Grera) - - - WH:d g,z/u)} )

Po wprowadzeniu tego wyraZenia do wzoru (15), otrzymujemy zwigzek:
Wy oy d)= [—W—(y—}y—)—]T‘ W{ Wy atts) Wontais) - - W (yl,yz,?/n)}
Postepujac w ten sposob daléj, dojdziemy z fatwoscia do wzorn (13), kti-
rego ogolnogé stwierdzié mozna, dowodzae, ze jezeli ma miejsce dla danéj
wartodei 7, to musi byé prawdziwym dla wartosei m o jednos$é wiekszéj.
Wzér (15) przedstawia jedns z najwainiejszych wiasnoel wronskianu.

8. Twierdzenie. Niechaj beda dane funkeye zZmiennéj # :

Y Y Yo v v - - Yu2y Yu~1, Yu -
Ttwérzmy szeveg pochodnych tych fonkey] i podzielmy kazda z nich przez po-

chodng pierwszéj fonkeyl, to jest przez #,®, oznaczmy iloraz %’1‘% przez Vi,
otrzymamy tym sposobem szereg:

1, Yoo Pus - - Yn21 Yty 1 Yt
7 tym szeregiem postapmy tak samo jak z szeregiem funkcyj danych, t.j.
wesmy pochodng kazdéj z nich, podzielmy kazdg zpochodnych przez pochodng
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Y0

fimkeyi gy, 1 to jest przez ge,®, oznaczmy i
Y21
tym sposobem szereg:
0 1 Y2 v o Yu—2,2 Yn1,2.Yn2
Kolejne postgpowanie w opisany wyzéj sposdb, doprowadza do nastepujacych
szeregdw funkeyj:

o ¥ Yy - Yu—er Yu—ry Yn
Lo 221 9« - Yoyt Pnmr s
0, 1, Y2 o o o Yn—s, 2. Yn—12, Yno,
0 01 1. » Yn—2,8,Yn—1,3, Yy
0, 0, 0....... L Yuua
0, 0, 0....... 0, gon=1

Funkeye g, » wyrazaja sie w sposéh nastepujacy:

R O I OO

n(J?’:.v/?%./é” c YD)
m=1,2,8.. . n

Yu,m = (] 7)

Dowéd. 1) 'W saméj rzeczy:
9
Yng == ~—=
Yna :[/(1])
d (v
Yd _ dz\oP] oy, — 0y WPy
!’/3,)1“1 ‘_'/(E_l) J(Z)Jz‘ ¥y (ﬂ) D)
da\ y»
Y @ TR A4 WPy
Y8 T de WOy dm HyPyg)

Yns =

- d ' a
TURE) T TR — (W) W 0g)

p d a
{2/ 7/(1) » - -
WyPys) oz Ty — (ygl?ly:gz)) = )

{T0), T (y050)

=77 [y 7y, e Ju);/(l)\
Stosujae do ostatniego wyrazenia wzory (15), otrzymujemy
_

!y Inny dowod tego wzorn u Mansion's (Rapport sur in mémoire de M. Ch. Lagy:

) Tuny (15
ge, 1884); nasz dowdd opiera sig na tmeldzemu zasadniczém o wrofigkianach

" 3 DIZ€Z Yra, otrzymamy

O WRONSKIANACH, 17

WD w9
o =)

Yoh _ & WORyRW) A Wyyyn)
1/u> _“/]J, W(J“ ;/(11J(1)) dnL Wy 11)[/121».7/13))

Yng —

, o a
ORI o WU — W) - Ty

a d
WL 7 WOSU000) — WOy - o Wpyyo)

TRy, WaPyiy) )
{ I«]f’(r,,/l]],iy//l'z‘ll)y&],))’ p],r(‘.,/(lx),!/gz‘,/glj)}

I

Stosujac do ostatniego wyrazenia twierdzenie wyrazone wzorem (12), otrzy-
mamy w liczniku:

W) [T

“w mianownikn:-

T yDyDy®) [ Wiy v ]2
tak ze:
M9
Yra = WDy gD )

Postepujac w ten sposib daléj, dojdziemy z tatwoscia do wzoru (16).

Dlam=n—1,
7 (J(])J DL, K/ SL‘,,JS,‘)) ‘
Yo 1 =7 7 1)J(1) Yooy (18)
..... Yozl

‘Wzir (16) ma zastosowanie w teoryl rozwijania- funkeyj wedlug metod
Hoene-Wronskiego.

0. Twierdzenie. Jegeli funkeye gy, vy, ...y, zmienndj @ sg zaleznemi
od siebie w ten sposdb, ze pomigdzy niemi istnieje zwigzek linfowy postaci:
Gy gy A g =0 (19)
gldzie a,,ay, . . . @ 89 ilofelami stalemi, z ktérych nie wszystkie sg zerami,
natenczas wrofiskian tych. fonkeyj jest zerem; naodwrot, jezeli
Wig, - - - yn) =0, (20)
to pomiedzy funkeyami gy,9s, . . . ¥ Istnied musi zwiazek liniowy postaci (17).
Dowdd. Okazemy najprzéd pierwszg czesé twierdzenia. Rézniczkujac
zwinzek (17) kolejno n—1 razy, otrzymujemy wklad rdwnati:

* 'race matom,-fizyczne, T. 1. 2

'
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@ yO Fa Y 4. e g =0
o m® +a 3 4. ta g =0

all)/](ufl) + /lgll/g(n_l) __{,_ .. + [[}L‘yn(n—q) — O
Rugujac z réwnania ) iz »—1 rownan tego ukladu » stalych a4, . . . «,,
otrzymujemy zwigzek (20), co nalezalo dowiedé.
Twierdzenie odwrotne okazaé mozna w sposob nastepujacy:
% réwnania (15) na zasadzie zwigzku (18), otrzymujemy :

W W0), W) - Wlppa)} =0
t. j. ze wrodskian n—1 funkeyj
| W o), W) - - - W)
jest réwny zern. Jezeli przeto zalozymy, ze twierdzenie jest prawdziwém
w przypadka n—1 fankeyj, to bedziemy mogli napisac:
ay Wlyny)+a W)+ - @ Wiynp) =0
gdzie a,,ay, . . . 4, 83 statemi dowolnemi.

Kiadac za W (yy,0)s W (ho4s) - - - W (y,,40) ich wartosel podane w ni-
merze poprzedzajacyn, mozemy zwigzek powyzszy napisaé tak:

d va) _d_(ﬂ) —d_(—‘[/i):()
a?ﬁ(—y: +”3ch !/1d+. . ‘+a"d:v m R

a calknjae to réwnanie, otrzymujemy :
. vl/" J/ﬂ J/u
s~ dy RN Uy — == — U
R R :

gdzie —a, jest stala catkowania. Ostatni zwiazek sprowadza sig do postaci:

tpy gyt A g =0
t. j. do postaci (17). 1)

Dowiedlidimy zatém, ze twierdzenie odwrotne, bedac prawdziweém dla »—1 _
funkeyj, misi byé prawdziwém dla » fankeyj; poniewaz zad prawdziwosé j ego
2-ch funkeyj jest widoczng, jest ono zatém ogdlnie prawdziwém.

Twierdzenie to ma wazne anaczenie w teoryl rownan vozniczkowych.

) Pasrz inny dowid u Zajgezkowskisgo L c.str. 0.
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ll. Wrotskiany funkeyj wielu zmiennych, )

10. Niechaj /£, /. . . . beda funkeyami m zmiennych niezaleznych

@y, @y . . . @, 1niechaj 3/ omacza iloge okreglona réwnaniem:
% i o
Oy == ¢, LE [/ 7, Lt 9
/7 7 ()L?}" +/. o..{.z T + ' 0% ('—’1)
gdzie 41,05 . . . gu sy lodciami dowolnemi; niechaj daléj bedzie:
¥ =138(8), =8 @nit. d (22)
\Vroﬁskie.mem fankeyj /1./% - . . [ wagledem zmiennych @@, . . ., nazy-
waé bedziemy wyznacznik nastepujace] postaci: -
o oo e
Voo Ui ... .8
Wl fo o) =] o (23)
E’ 871—2/i, 67;——2/:’2 . 81;—2/’"
an—i/'I_ 5:1—1/"‘._ . 5n—1/’“

Z Iatwosely okazaé moina, ze do wronskiann (23) stosuja sietwierdzenia uste-

pu IT-go, dowiedzione dla wrofiskianu funkeyj jednéj zmiennéj. Twierdzenia te

W przypadku obecnym wyrazié mozna za pomocy wzoréw nastepujacych:
Jezeli / jest funkeya tychze samych zmiennych @, &,, . . . ., to:

w (/1/2/”2/ e =Wl ) 24)
WAL AL )= WEL, o . .. 81) (25)

/17 /; e e /;:

o .o Y
8 W (fyy foy oo o fu) = - ‘ (26)

Bref i /4 . L f;'
S, By L B
Jezeli ¢, ... u stanowia uklad dolaezony wagledem ukladu [iofo oS to:

Wifislor o fa)e Wi« @) = W (fiufs - - . ) (a7

Jezell grpn, brge . o . ba 8 minorami wymacznika W,/ . . /w) odpo-
wiadajacemi funkeyom @pia . . . 9, to na zasadzie wzorn ( 12)

Wi, g - ) = W sfa v o f) (WU o o S

(28)

) Pasch, Crelle L c.
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Wazorowi (14) dla funkeyi jednéjzmiennéj odpowiada wzér zupelnie ana-
logiczny:

WAfils o o fos Fors Fde <« < [n)

== WL oo i) WSl m L)oo WA fief i f ) LW P (2)

Wazdr (17),zastosowany do przypadku niniejszego; przyjmie postac:

fom e s ¥ Oy oy ¥)

Y ey N i 2
T o oy~ - Sfure8) 29)
dla m=—=n—1 otrzymujemy wzdr analogiczny z wzorem (18), a mianowicie:

/1“1’1—‘1: ”7(8/.1 8/:_, oo 8/'71-2- 5/‘/1 )

OV A (7 (30)
Do funkeyi /. dochodzi sie z szeregu
finle oo

przez kolejne wykonywanie dzialania /' i dzielenie, podobnie jak tomialo miej-
Sce W numerze 7-ym.

Jezeli miedzy funkeyami /; f, . . . fu istuigje zwigzek liniowy postaci:
afi +afit. . Fafu=0
gdzie @, @y, . . . @y sy ilodciami stalemi, z ktorych nie wszystkie sy zerami,
w takim razie: :
Wiy fas - o - fu) =0 .
i odwrotnie: jezeli ostatni wrofskian jest zerem, to pomiedzy funkeyami

- Jisfor - - - [u 7achodzi€ musi zwigzek liniowy. Dowodzenie zupelnie analogiczne
do dowodzenia w przypadku funkeyj jednéj zmiennéj.

] Jezeli wrotiskian W ( /1, [y, . . . [) jest tozsamosciowo zerem, to
Wy o fons futr o« . [2) Jest zerew; albo innemi stowy, jezeli jedno z wy-
razen: (

Fos W) W(lituds) - - - ..
staje sig zerem, to stajy sie zerami wszystkie nastepne.
) W saméj rzeczy, 1ﬁ§cl1aj W/ for .+ fum) =0 nie bedzie zerem,
a .Hf (Fisfor - - - [ty [) Staje sie tozsamodciowo zerem. Stosujac wzdr (27),
mie¢ bedziemy: ’ ‘ )
”7 (/’1 /.2 ik /;n—l: fm: LI /’1') [ Ir(/’l: /‘27 ", /;ll—i)]u—m'
=WAW Lo o Sumscfu)e W(loe o o fucty for) -2 2}
POM(?W?LZ xx”edhlg zalozenia funkeya W(F,/y . ¢ . frm, fn) na stronie dru-
giéj ostatmego'row%am'a Jest zerem, wiec ita strona jest tozsamogciowo ze-
rem; na stronie za$ pierwszéj czynnik drugi jest z zalozenia rézny od zera,

O WRONSKIANACH. - |

musi wiee byé czynnik pierwszy t. j.

LV IR Ut R )

by¢é tozsamodeiowo zerem, co bylo do okazania.

IV, Zastosowania.

11, ‘Wronskiany, jak juz wspomnielidmy, maja wazne znaczenie w teo-
ryi réwnan rézniczkowych.
Niechaj bedzie roéwnanie rozniczkowe ne rzedu:

o v ,anl.,/ dn——z‘]/

T P -+ s Tt . Py (31)

ktérego wspdlezynniki p; py . . . po sa fankeyami zmiennéj =, jednoksztaltne-
mi i ciaglemi wewngtrz pewnego pola T plasaczyzny @, za wyjatkiem skorezo-
néj ilodei punktéw, w ktorych funkeye te staja sie nieciaglemi. Fuchs do-
wi6dl, ze w otoczeniu jakiegokolwiek punktu z,, ktiry nie jest punktem oso-
Dliwym, istnieje fankeya y skonczona, jedboksztaltna i ciggla wewnatrz T,
ktdra ezyni zadodé réwnaniu (31) i taka, ze dla z=g, funkeye:
dy d*y arty
Vda dat T dart

przyjmuja wartodei dowolne.

Jezeli kazdy z punktéw osobliwyeh otoczymy kolem dowolnie malém, to
pozostala ezesé obszaru 7', ktora nazwijmy 77, jest powierzchnigwieloskladng,
(wedlug Riemanna), ktéra za pomoca odpowiednich przekrojow, zamienié
sie daje na powierzelmia jednoskladng. Na téj ostatniéj otrzymamy funkeya
¥ zupelnie tak samo jak na obszarze T; ale jezeli zmienna wychodzi z obsza-
ru powierzchni jednoskladngj, przecinajac jeden lub kilka przekrojéw, to po
powrocie do wartodci zmienndj, z ktéréj wyszlismy, otrzymujemy dla funkeyi
v 1 jéj pochodnyeh wartoSel rézne od poczatkowych. Te znow wartodcl nwa-~
Zane za poezatkowe, wyznaczaja nows fonkeys wewnatrz powierzehni jedno-
sktadngj, czyniges zadodé réwnanin: danemun (31).  Tym sposobem z jedndj
fankeyi otrzymaé mozna nieskonczenie wiele nowych fankeyj cigglyceh i je-
dnoksztattnych, wewnatrz pola otrzymanego za pomocy przekrojow z po-
wierzehni 1 i exynigeych zadodé rownanin rozniczkowemun danemu,

n—1

Dajmy na to, ze funkeyom y, % O %ﬁ'}{ nadajemy w punkcie @, ob-
szarn T 7 roznyeh ukladdw wartodel, otrzymujemy tedy » calek szezegolnych
Vs Yoy« - - Yu. Calki te wybieramy, co jest mozliwém, tak, aby ich wronskian
Wy, Yoy - - - Yu) byt rémmy od zera dla @ = =, Taki uklad catek nazywa
Fuchs ukladem zasudniczym, & fkeye ¥, ¥s, - - + §n — J0LO elementami.
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Twierdzenie. "Wronski X i
zenie. iskian nkladn zasadniczego aléj powi
. 0 e 2 dla ¢ rierzehni
Jest skoiezony i rézny od zera. B (o calé] powierzclui 7
W saméj rzeczy, jeseli zeni
Vs Zy, W wyrazeniu pochodnéj wronski jest w
., 1‘ oA .)J wroliskianu, to jest wwy-
Yoo Wi Un
YU oyme L g
— 1 B Y
(1—2) g (n—2 ' ’ "——-‘l.
‘7/1 ):I/Zn ). .. ;’/L’,’ 2]
Y gl )
‘yln ?/gl) L ‘%{Im
W miejsce elementéw ostatnie
gniete z riwnania (31) t. j.
9, (3;) f— {(n—1) (n—2
V=D 0y A
P=12...n

g0 wiersza podstawimy ich “wartodel wycia-

2 nastepnie wyznacznik W@ rogloz
‘o ! 0 rozlozymy S z ikow, toz1
(s o ymy ua sume wyznacznikéw, to z latwo-
WY =p W
Calkujac to réwnanie, mie¢ i
ja rownanie, mieé bedziemy.

. (12
wizie T W=, e (32)
gdzie Y, przedstawia wartod ski ) 7
08¢ wronisk i iewaz
o - 3 rofiskiann W w punkeie %, poniewaz ta war-
r.’,%v (J)S;m:;za iylzen_}a. rozng od zera, poniewaz czynnik efp’ dw tylko dla punk:
: - 1 . . . . M § : 3
n musviy;ycnzlc;%l'by by¢ zerem, a wiee istotnie wewnatrz obszaru 77 funk
> 8konczong I rézng od zera, co bylo do ok i )
Thing L s g i ] zera, co bylo do okazania.
R 'Aaaadmc?y catek otrzymad mozna w 8poséb nastepujacy:
2 aj y; bedzie calka szezegdlng réwnania (31); pol‘éZ;nyl
to funk e
0 funkeva « ¢ O 46 Phwnang As1yd
mkeya 2 czyni zados¢ réwnanin rézmiczkowemu 7—7-e rzedu

Al gty dn—2
o =N gy ‘i“Y?W‘f‘ co T s (33)
W ktorém, jak to sprawdzié mozna 1),
7]
H=p—n—
A
(34)

—Lv "
,(/1 “E[_(;)y?)"{"pl (:7:1 !/‘1!"1) + AN —i— ]},‘1/1]

Niech z, bedzie calks ina. 16
h 2, bedzie calka szezegilna réwnania (33), to
Yy =y Sz dz

——————

Y Poréw. Zajgczkowski 1. ¢ str 13
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Dedzie drugs calky szczegdna rownania (31). - Poldzmy w réwnaniu (33)
v =z fudz, i
to funkeya u czyni¢ bedzie zadodé rownanin rézniczkowemu rzedu n—25%
dr2u a3y =iy
—_— . | »
T =" -7y =t A Tuoll (36).

ktdérego wspolezynniki 7y, »y, ... dajg sie wyznaczyG ze wspolezynnikow vo-
wnania (33) %a pomocy wzordw analogicznych do wzoréw (34). Niechaj #, be-
dzie ealky szezegdlng rdwnania (35), to
zg==2, [y d2
bedzie druga calky szezegolna réwnania (33), &
oy =4y J 2o fuyda
trzecia calky szezegélng rownania (31). Postepujac w ten sposob daléj, doj-
Qziemy ostatecznie do réwnania rézniczkowego rzedn pierwszego
dw
dz
i otrzymamy m calek szezegdlnych réwnania (31). Aby dowiedd, ze calkite
stanowia uklad zasadniczy, t. j. Ze wrofiskian ich nie jest zerem, dogé wyka~
zaé, 7e nie moze pomiedzy niemi zachodzié zwiazek liniowy o wspélezynni-
kach stalyeh. Jezeliby zachodzil taki zwigzek:
ey ey S 2de - egyy Srde fugdat- +eppnfrde fude .. furdn =0
to dzielae obie strony przez y;, rismiczkujac, dzielac nastepnie przez zy, ré-
smiczkujac i t. d., otrzymalibySmy szereg réwnai:

o o fuda ey frde fuydu 4. LS nde fude . . fuyds=0

= fw

e e fude .. teepfuwdr . .. fundz=10
eyt e f. . Jude=0
O — 0
stad wynikloby, ze
== ..t =0

Twierdzenie. ‘Wrongkian wiladn zasadniczego calek réwnania (31) daje
sie wyrazié przez calkiyy, zy,0,. . @y Pray pomocy nastepujacego wzorn:

W=y 2t . . . &y (36)

gdzie Cjest ilodelg stala.

1y Poréwn. Zaj gezkowski L e str. 14
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W samé] rzeczy, jezeli wronskian ukladu zasadniczego calek rownania
(33) vznaczymy przez W, to na zasadzie wzorn (32) bedzie.

J‘ nde
gdzie 4, jest ilosciy stala. Z pierwszego z rownar (32) mamy:

dlogy,
dz

W, =4 e

h=p—n 5
wstawiajac t¢ wartodé we wzdr poprzedni, otrzymujemy :
Wy =Cy—W
gdzie ¢ jest flodcig staly. :
Jezell W, jest wrofiskianem uldadu zasadniczego catek rdwnania (35),
to w podobny sposéb okazaé mozna, e

Wy = d, z70-01, = Coyrm e =D
gdzie 4, i £, sg stalemi.

Postepujac w ten sposob daléj, dojdziemy do réwnania rozniczkowego
rzedu plerwszego, ktdrego catka szezegilng jest wy; bedzie tedy

Wy = Cuy e Dy~ T

skad otrzymunjemy dla W warto$é zgodng z wzorem (36)
Wzor (36) ma zastosowanie w rachunku waryacyjnym. 9

12, Niechaj y,91,%; . . . y» ozmaczaja funkcye zmiennéj z,ciggle i skoti-
czone wraz z pochodnemi od rzedn 150 do n—1-¢ wlgcznie, wewnatrz pewnego
obszarn, 1 niechaj funkeya yhedzie zwizzang z funkeyami Yis Yos « + o Y 2WiazZ~
kiem postaci:

Yy=antan 4 ... (37
ktéry ma miejsce dla wszystkich wartogci ziiennéj » wewngtrz uwazanego
obszara i w ktorym &, a, . . . a, s wspbtezynnikami od 2 niezaleznems.

Jezeli damy sobie wartodei finkeyj , Y1+ . - ¥s 1ich pochodnych od 1-9
do »—14 dla pewnéj wartodci zmiennéj wewnatrz uwazanego obszarn np. dla
@=a, to mozna bedzie wyznaczyd wspolezymiki a, @, . . . a2, W $posob na-
stepujacy:

Oznaczmy przez TP L wartodel funkeyi - i j6j pochodnych
dla z=um), a przez 1, 50 . - =0 ywartodei funkeyi y; 1 j6j pochodnyeh
((=L12. . .2) daz=az, Rézniczkujemy réwnanie (37) n—1 razy wzgle-
2, iw’ otrzymanych réwnaniach polozmy @==u=,, otrzymamy tedy szereg
rownar :

) Hesge Crelle, 54 !

& 2
O WRONSKIANACH. ZD

wo=a, 7 ‘a9 +...Fa N
10 =a, 4P Ffa; W 4.t P

= q® - 1P . A P (38)
\n(‘n—U: ”17‘(;5-1) + s .qu——l) + - + t, ,,Ig)nwl)

% n rownan (38), w zalozeniu, ze wielkodel ny, 4, . . . 7, nie sa liniowo
zaleznemi, t. j. ze wronskian W(q, 4 . . . 1.) jest réznym od zera, otrzyma-
my wyrazenia dla wspdlezymikéw ay, @, . . . @, W formie nastepujacé:

Wy o« Tty T Mgt -« ) - 29)
== ’ o o ) e
" H (’Ih,'f[g,. o ety Ty Tk« - M) .
m=1,2...n

Wzir (89) daje moznosé przedstawienia funkeyl y za pomocy 2 funkcyj
Wi Yor- + - Y dla wazystkich wartodel obs.zaru, \XéWll'c}tl‘Z ktu_rggovmva‘za]ie
funkeye wraz ze swemi pochodnemi od pierwszéj do (»—1)% wlacznie sa
cigglemi i skonczonemi. ’ ]

Przejécie od wzorn (37) do praypadku,w kt.()l‘:Ym szereg funkeyj . -+ -
jest nieskofczonym, oznaczenie wyrazi dopel‘maj@cego po@obnego szeTegu,
rozwazenie wartnkow zbocznosei rozwinieeia I szezegdlnych jego przypadkiow
— stanowié bedzie przedmiot oddzielnéj pracy o prawie ?zrqy'.zuyz'.s'zem. Ho ene-
Wrotnskiego, do ktérego: wlasnie prowadzi rozwazanie rozwinieé nie-
skofiezonych formy (37).

Warszawa, w maju 1888 r.



GUEST




