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J. J. BOGUSKI

wlasnego pomyshu pod wplywem Sciskania, a p. WL Natanson prowadzil
studya nad oporem. jaki stawia powietrze cialom w niém sie poruszajacym.
Te ostatnie dogwiadczenia, przygotowywane w Pracowni, a wykonywane na
na dvezynie bocznicy drogi zelaznéj Jézeféw-Pruszkéw ina parowozie na
linii drogi zelaznéj Warsz.-Wiedenskiéj, mogly by¢ przeprowadzone tylko
dzieki wysokiéj uprzejmosei Dyrekeyi drogi W arszawsko-Wiedenskiéj oraz
Zarzadu fabryki cukru Jézefow.
Nie wezystkie z pomienionych prac zostaly ukoticzone, lub téz doprowa-
dzone do tego stanu, by je mozna bylo oglosic: wzglednie zag ukoiiczone hada-
nia, ogloszone juz z podpisem Pracowni fizycznéj Muzeum Przemystu i Rol-
nictwa, sa nastepujace.
J. J. Boguski. Ein Beitrag zwr Kenntaiss der Geschwindigkeit der
Reaction zwischen Marmor und Salzsiure, (Zeitschrift
fitr physikalische Chemie, I, 558).

Tenze Versuch den Einfluss  der Volumenindernng der Ge-
fésse bei Messungen der Kompressibilitdt der Fliissig-
keiten zu eliminieren. (loco citato, IT, 120).

Tenze Versuch den Einfluss der Volumeninderung der Ge-
fasse hel Messungen der Ausdehnung von Fliissigkei-
ten zu eliminieren. (loco citato II, 482).

J. J. Bognski i Wl Natanson. Barometr (pomystu p. E. Natan-
sona), odezytywany za pomoca zetknieé elektrycznych.
(Kosmos, XTIIT, 138).

Opis poszukiwai autora niniejszego nad wyrngowaniem zmiennosei obje-
todel naczyn przy ozmaczaniach rozszerzalnodei cieczy znajds czytelnicy na
str. 52 niniejszéj ksiazki.

Wobec trudunodei znalezienia w Warszawie ksiazek i czasopism nauko-
wych specyalnych zalozong zostala w Pracowni podreczna hiblioteczka, zlo-
zona z daréw. Dla biblioteczki téj otrzymujemy nadto (dzieki specyalnemu po-
parcin osob Zyczliwych Pracowni) ezasopisma nastepujace: Annalen der Phy-
stk und Chemie, Beiblitter, Journal de Physique, Astronomische Nachrichten,
Sitzungsberichte Akademij w Berlinie i w Wiedniu, Jomptes Rendus Akade-
mii w Paryzu, Proceedings of the Royal Society w Londynie, Nature (ang.).
Lumiére Electrique, Science (amer.), Elektrotechnische Zeitschrift, Archives
Néerlandaises.
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PRZEZ

o

S. DICKSTEIXNA.

Rzadko ktéra galaz nauki abstrakeyjnéj moze poszezycié sie takim roz-
wojem w ciagu bardzo krétkiego okresu, Dbo niespelna dwdch dziesigtkdw 1af3,
jak dziedzina, ktéra zajmiemy sie w notatce niniejszéj. Ogloszon.e prawie
réwnoczesnie dwie slawne rozprawy: jedna Riemanwn’a: ,Ueber die Hypo-
thesen. welche der Geometrie zn Grunde liegen®, Gottinger Abhandlungen,
XIII 2), drnga Helmholtz'a: ,Ueber die Thatsachen, die der Greometrie zit
Grunde liegen®, Gottinger Nachrichten, XTIT%) stanowig pocza‘,tekK tego roz-
woju, ktéry przyezynil sig z jedndj strony do zglebienia podsta:vﬁw\ziedzy geo-
metrycznéj, z drugiéj za§ do zbogacenia nauki matematycznéj wielu bardzo
cennemi pojeciami. R ] .

Riemann w pracy swojéj podjat zadanie wyjadnienia znaczenia pewni-
kéw geometryeznych i w ogéle zbadania podstaw systemu prawd geometrycz-
nych. Z wiadciwa umystowi swemn zdolnogcia uogélniania, stanal on od razu

1) Notatke niniejsza utozytem na podstawie referatéw, pomieszezonych w ,J; ahl:buch
iiber die Fortschritte der Mathematik® (rocznik I—XVI) oraz tygh rozpraw, ktore miatem
sposobnosé poznaé bezpodrednio; do zupelnosei notatka ta nie rofei prate.nsyl.

%) Przeklad polski t&j rozprawy p. t.. ,0 hypotezach, kt({re shuza za podstawe geo-
metryi‘ przez 8. Dicksteina i W, Gogiewskieg o, pomieszezony zostat w Pamie-
tniku Towarzystwa Nouk Seistych w Paryzu, tom IX r. 1877

2) Obie ogloszone w roku 1868; praca Riemanna atoli opracowana zostala daleko
wezedniéj (1854 r.).

Prace matem.-fizyczne. T.1 9
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na stanowisku, z ktorego wlasciwosel t. . stosunki miarowe przestrzeni naszéj,
t. j. przestrzeni,do ktéréj sie stosuja twierdzenia geometryi euklidesowéj, oraz
wyuikajacy stad uklad pewnikéw—wyplywaja jako szezegilny przypadek z da-
leko ogdlniejszego pojecia tak zwanéj rozmaitosei wielowymiarowsj t. j. zmien-
nofei, zaleznéj od » zmiennych niezaleznych (wspélrzednych). Ogélne wyraze-
nie elementu linijnego w takiéj rozmaitosci, pojecie krzywizny rozmaitosei, sta~
nowigce uogdélnienie pojeciakrzywizny Gauss'owskiéj, poglad, Ze nieograniczo-
nosé przestrzeni niekoniecznie pociaga za sobg jéj nieskonczonosé, wyjasnienie
na tych nowych podstawach znaczenia pewnikow euklidesowych —oto wyniki
pracy Riemann’'a, ktire stworzyly zupelnie nows galaz geometryl. Wyniki
te przypomnialy matematykom dawniejsze badania Bolay'a (1832), Zioba-
czewskiego (1840) i wezesniejsze pomysty Gauss’a (1792), dotyczace geo-
metryi,zwanéj urojong, nieeuklidesows, pangeometrysa, lub wreszcie geometrys
absolutna, ktéra wylaczata pewnik o liniach rdwnoleglych ) ze swego

ukladu pewnikéw, a ktéra obecnie okazata sie zawartg w teoryi Riemann’ow-

skiéj, jako geometrya przestrzeni o krzywiznie staléj ujemméj. 2)

Badania Riemann’a, objawszy w widoku najogélniejszym caly dziedzi-
ne prawd geometrycznych, natchnely nietylko matematykéw ale i filozofow do
podjecia na nowo zasadniczego w filozofii kantowskiéj zagadnienia o istocie
przestrzeni. Owocem tych prac filozoficzuych jest zglebienie podstaw teore-
tyczno-poznawczych wiedzy matematycznéj. Z drugiéj strony, praca Rie-
mann'a, a gléwnie zawarte w niéj pojecie rozmaitosci wielokrotnie rozciagléj
przypomniato matematykom dawniejsze, lecz mato znane badania, zna»komi’cegos
matematyka Grassmann’a, ktéry w dziele swém p. t. ,Ausdehnungslehre®,
ogloszoném jeszeze wr. 1844, z nadzwyczajng precyzya wskazal stanowisko
geometryi w dziedzinie nank matematycznych i byl plerwszym, rzec mozna,
twircg nauki o wielkodciach wielokvotnie rozciaglych. Ztegowzgledu Grass-
mann'a nalezy postawié¢ w rzedzie twércéw nowego kierunku w hadaniach
podstaw geometryi.

Helmholtz niezaleznie od Riemann'a doszedl do badania podstaw
geometryi zupehie na innéj drodze, a mianowicie dzieki swym poszukiwaniom
fizyologicznym nad lokalizacya w polu widzenia. Juz w roku 1866 (Abhan-

1) Pewnik ten ma swojy oddzielng i obszerng historya. ktdra tn pomijamy; wspom-
mnimy tylko, ze oryginalny poglad na ten przedmiot oglosit w ostatnieh ezasach J. Peter-
sen (Math, Ann.Tom XXIX 1887.)

%) W geometryi t&j prosta ma dwa punkty nieskofczone, przez punkt dany mozna
poprowadzié dwie linie rownolegte, suma kqtéw wtréjkacie jest mniejsza od dwoch katow
prostych. W geometryt o krzywiznie staléj, nieréwnéj zeru, niema punktéw nieskoticzo-
nyeh, niema réwuolegiych do linii danéj, suma katow w trojkacie jest wigksza od dwoch
prostych. W geometryi o krzywiznie staldj, rownéj zeru, przez punkt dany mozna popro-
wadzié tylko jedne réwnolegla do prostéj danéj, suma katow w trojkacie réwna sig dwém
katom prostym; jest to geometrya zwykla, euklidesowa.
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dlungen des naturhistorisch-medicinischen Vereins zn Heidelberg) wypowie-
dzial on zdanie, ze pomiar przestrzeni polega na przystawaniu (kongruencyi)
1 ze podstawa prawd geometryeznych sg nastepujace postulaty: 10w prze-
strzeni z-wymiarowé] miejsce kazdego punktu oznacza sie za pomoeg 7 zmien-
nych niezaleznych (ciaglo$¢ i wymiary); 2° pomiedzy 2n wspélrzednemi ka-
zd€j pary punktow ciala stalego zachodzi réwnanie, niezalezne od ruchn téj
pary (istnienie cial stalych pornszajacych sie); 3° kazdy punkt moze na drodze
¢iggléj przejié do innego punktu (swobodna poruszalnodé cial); 49 jezeli cialo
porusza sig tak, ze n—1 jego punktow pozostaje stale w jedném miejseu, a ka-
zdy inny punkt ciata mozna opisaé tylko linig, to obrét sprowadza cialo do po-
Tozenia pierwotnego (niezaleznod¢ formy ciala stalego od obrotu — mono-
dromia przestrzeni). W nastepnéj pracy, ktovej tytut podalismy wyzéj, docho-
dzi Helmholtz przy pomocy rachunku analityeznego do wyrazenia elementn
linijnego w przestrzeni n-wymiarowéj o krzywiznie staléj t. j. do jednego z re-
zultatéw teoryi Riemann’owskiej. W pdézniejszych swych pracach wraca Helm-
boltz niejednokrotnie do zagadnienia o podstawach geometryi, badajac Jje-
go konsekwencye fllozofiezne i teoretyczne-poznawcze. Znana jest jego praca
o pewnikach geometryi, pomieszezona w ,Odezytach popularnych®,

Jednoczesnie z Helmholtz'em wystapit matematyk wloski Beltra-
mi z praca w dziedzinie geometryi wielowymiarowéj (,Teoria fondamentale
degli spazii di curvaturaconstante®, Brioschi Annali, 1868.) Uczony ten wypro-
wadzil réwnanie linij geodezyjnych w rozmaitodei o krzywiznie staléj i wska-
zat niektore wlasnodei tych linij; w nastepnéj zas rozprawie (,, Saggio di inter-
retazione della geometria non-euclidea®, Battaglini Giornale, VI) wykazal, ze
wiele twierdzen planimetryi mozna wprost przenie$é na powierzchnie, w kté-
rych iloezyn obu promieni krzywizny jest staly; w szezegdlnodel za$§ wypowie-
dzial twierdzenie, ze geometrya nieeuklidesowa F.obaczewski ego, amia-
nowicie czg$¢ jej planimetryczna, znajduje swe urzeczywistnienie na powierzchni
o krzywiznie staléj ujemnéj. Wynika stad, ze w geometryi nieenklidesowéj
plaszezyzng uwazaé nalezy jako rozmaito$¢ dwuwymiarowa o krzywiznie
staléj njemnéj.

Kronecker (,Ueber Systeme von Functionen mehrerer Variabeln,
Berliner Monatsberichte, 1868), badajagc uklady funkeyj, zaleznych od wielu
zmiennych, zastosowal do rozmaitych utwordw analitycznyeh pojecia geome-
tryl wielowymiarowéj; jednoczednie za§ Christoffel (,Ueber die Transfor-
mationen der homogenen Differentialansdriicke 2-en Grades®, Crelle, 70;
»Ueber ein die Transformation homogener ete. betreffendes Theorem*, tamze,
wreszeie , Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von
= Variabeln, tamze, tom 70 i 71). i Lipschitz (,Entwickelung einiger Ti-
genschaften der quadratischen Formen von » Differentialen, Crelle, 71) za~
Jeli sie badaniem przeksztalced form rdzniczkowych drugiego stopnia, ktére
staly sig waznemi w skutek znaczenia, jakie dala im rozprawa Riemann’a.

‘Wspomnieé¢ tu nalezy o 6wezesnych badaniach, odnoszacych sie wprost
do kwestyl pewnikéw geometrycznych lub do geometryj nieeuklidesowsj.
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G enocchi'ego(,Dei principidella meccanica e della geometria“) Flye-Sainte-
Marie'go (,Sur le postulatum d'Euclide), Hotiel'a (,Sur I'impossibilité de
démontrer par une construction plane le postulatum d'Euclide*) it. d. Do té]
dziedziny nalezy pozniéj wydana interesujaca praca de Tilly'ego (,Hssai sur
les principes fondamentaux de la géometrie et de la mécanique.“ Mém. de Bor-
deaux, 1879). Wspomnimy takze o pracy Betti'ego (,Sopra gli spazii di nmn
numero qualunque di dimensioni®, Brioschi Annali), w ktéréj autor podaje
zwiazki, zachodzaee miedzy przestrzeniami o réznéj liczbie wymiaréw, z kti-
rych jedne (rozmaitodcl) zawieraja sie w drugich. '

Nowe i ogdlne widoki w zajmujaeéj nas kwestyl odslonita znakomita
rozprawa F. Klein'a o geometryi nieeuklidesowéj (,Ueber die sogenannte
nichtenklidische Geometrie“, Mathematische Annalen, tom 1V i VI). Bada-
nia Klein'a ogarnely, ze tak powiem, wszystkie kiernnki geometryi, zwiaza~
1y geometrys rzutows (projective Geometrie) z geometrys miarowg (Maass-
geometrie), doprowadzily do pojecia krzywizny na drodze, zupelnie roznéj od
téf, ma ktoréj do pojecia tego doszedt Riemann. Juz wroku 1859 pokazal
Cayley (,Sixth memoir upon Quantics®, Philosophical Transactions, t. 149),
#e mozna zhudowaé oznaczenia miavowe w przestrzeni przez przyjecie dowol-
néj powierzehni stopnia drugiego za powierzehnia zasadniczy; e, stosownie do
rodzaju téj powierzchui, oznaczenie miarowe jest obrazem odpowiedniéj
teoryl linij réwnoleglych; tak np. wedlug Cayleya geometrya miarowa
(euklidesowa) jest szczegilnym przypadkiem geometryl rzutowéj w tém
mianowicie zalozeniu, ze owa powierzchnia zasadnicza przechodzi w koto wro-
jone, potozone w nieskonczono$ei.. Klein uogdlnit pomysty Cayley’a i za-
stosowal je do geometryl wielowymiarowéj.

Wizystkie oznaczenia miarowe w geometryi daja sig, wedlug Klein'a.
sprowadzi¢ do dwoch zagadnien zasadniczych: 1° domierzenia odleglosci dwéch
punktéw; 2° do mierzenia nachylenia dwoch prostych. Dodajnosé i przeno-
gnogé tych oznaczen stanowi ich wspdlng ceche podstawows i wyraza sie gee-
metryeznie jako przesuniecie szeregu punktéw i jake obrét wigzki promieni;
jedno za$ i drugie podchodzi pod ogélne pojecia przeksztalecenia liniowego,
ktérve dany utwor zasadniczy przeprowadza w tenze sam utwor bez zmiany.
Tyle bedzie rodzajiw oznaczed linjowych, ile bedzie zasadniczo réznych takich
przeksztateen liniowych. Rodzajiw takich jest dwa: 1° Przeksztalcenie ogdine
w ktorém dwa elementy rzeczywiste lub urojone utworn zasadniczego sg sta-
lemi; 2° przeksztatcenie specyalne, w ktorém jeden element podwdjny jest sta-
tym. Pierwszemu przypadkowi odpowiada geometrya hyperboliczna (dwa ele-
menty rzeczywiste) i eliptyczna (dwa elementy urojone), drugiemn geometrya
paraboliczna (jeden element podwdjny.) Geometrya hyperboliczna odpowiada
geometryi rozmaitogct o staléj ujemnéj krzywiznie; eliptyczna — geometryl
rozmaitogel o krzywiznie staléj dodatniéj; geometrya paraboliczna wreszeie —
geometryi rozmaitosci o krzywiznie réwnéj zeru czyli geometryi euklidesowé.
Wykazuje w dalszym ciagn swéj pracy Klein, ze odleglodei dwéch dowol-
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nych elementdw = 1z’ ntworn zasaduniczego pierwszego stopnia réwna sie lo-
garytmowi ,stosunku podwdjnego* (Doppelverhiltniss) tych punktow wzgle~
dem punktow zasadniczych, pomnozonemu przez pewna iloéC staly. Jezeli ¢
jest charakterystyczna stala przeksztalcenia, to —1/4¢2 Dbedzie jego krzywi-
3. Rozwazywszy w najwazniejszych szezegolach podstawy réznych gatun-
kiw geometryi, dowodzi nastepnie Klein niezaleznofei geometryi rzutowéj
od teoryi linij rownoleglych i wyprowadza wszystkie trzy geometrye z geo-
metryi rzutowéj. Rozprawa K 1ein'a zawiera taka obfito$é nowyceh pomyslow,
ze niepodobna tu jéj stredeié i dlatego zachecamy czytelnika do odezytania téj
pierwszorzednéj pracy, jezeli Dlizéj obznajmié sie pragnie z genialnemi po-
¢ladami znakomitego matematyka niemieckiego.

Jednoczednie niemniéj znakomity matematyk norwegski Lie, wystapil
z praca z dziedziny teoryi rozmaitosei wielowymiavowych (,Ueber diejenige
Theorie eines Raumes it beliebig vielen Dimensionen, die der Kriimmungsthe-
orie des gewohnlichen Raumes entspricht®, Gittin, Nach. 1871), wktoréj bada:
rozmaitosei styczne do danéj, rozmaitosei jednokrotnie rozciagle (konfiguracye),
wewnatrz danéj pomyéle sie dajace, przeciecia wzajemne rozmaitosel i przenosi
twierdzenie D up in'a o szevegach powierzelini ortogonalnyeh na rozmaitodci
wielowymiarowe.

(Hleboka, wielce tredciwa jest niewielka rozmiaramirozprawa Klein'ap. t.
. Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschmngen®, kto-
ra wyglosil jako lekeya wstepna w uniwersytecie w Tybindze (1872). W roz-
prawie téj geometrya jest przedstawiona jako szezegilny przypadek nastepn-
jacego ogolnego zadania: ,Dana jest rozmaitodé 1 wniéj grupa praeksztaleenia;
idzie o zbadanie utwordw w rozmaitodci pod wzgledem takich wlasnodei, ktd-
re nie zmieniaja sie pod wplywem przeksztalcen grupy®. Zadanie to w jezyku
dzisiejszé] algebry wyraza sie w ten sposib: ,Dana jest rozmaitodéiw niéj
grupa przeksztaleenia; rozwingé teorya niezmiennikéw (inwaryantéw) odno-
énie do téj grupy*. To ogdlne zadanie, jak to wykaznje Klein, cbejmuje nie-
tylko zwykly geometrya, ale i wszystkie metody geometryezne oraz badanie
rozmaitodei o dowolnéj liczbie wymiaréw. Dla przykladu przytoczymy niektd-
re wyniki, do jakich doszedl autor:

,Teorya form dwoijkowyeh (binarnych) i geometrya nkladow punktow na
stozkowdj (na przeciecin stozkowém) — jest jedua itazsamg t. j. Ze kazdemu
twierdzeniu z teoryl form odpowiada twierdzenie o takich ukladach i od-
wrotnie.”

,Greometrya elementarna plaszezyzuy i badanie powierzelni 20 stopnia,
przy dolgezeniu jednego z jéj punktéw, sg identyczne®.

JTeorya form czwirkowych (quaterndre) odpowiada rzutowemu oznacze-
nin miarowemunw rozmaitogei, okreslonéj przez 6 wspohzednych jednorodnych.®

.Greometrya promieni odwrotnych (der reciproken Radien) w przestrzeni
odpowiada rzutowemu traktowaniu rozmaitosci, przedstawionéj za pomocg ré-
wnania stopnia drugiego miedzy 5 zmiennemi.”
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W rozprawie, ktéra prawie bezposrednio potém pojawila siew ,Mathematische
Amnnalen®, a stanowi dalszy ciag badai o geometryi nieeuklidesowéj, ogloszo-
nyeh w IV tomie tegoz dziennika, zajmuje sie Klein dalszém poszukiwaniem
zwiazku pomiedzy rozmaitoscia wielowymiarows a grupa przeksztaleen, i do-
wodzi twierdzenia, ze ,grupa przeksztalces, ktire nie zmieniaja oznaczenia
miarowego w rozmaitodci o krzywiznie staléj, skiada sie z grupy tych prze-
ksztalcen linfowych, ktére réwnanie stopnia drugiego (o wyrézniku réznym od
zera) przeprowadza w siebie samo. Dowodzi téz autor waznéj prawdy, Ze uza-
sadnienie geometryi polozenia Staundt'a jest zupehie niezalezném od pewnika
o liniach réwnolegiych.

Wspomnied w tém miejsen nalezy o wydaném w roku 1872 dzietku
Frischhaufa p.t. ,Absolute Greometrie nach Johann Bolay®, zawierajacém
wyklad zasad geometryi nieeuklidesowdj (tenze autor wydal w r. 1879 pod-
recznik téj nauki p. t. ,Elemente der absoluten Geometrie®); o rozprawie Cay-
ley'a (,On the non-euclidian geometry*, Math. Annalen, V), w ktoréj podane
53 wzory trygonometryi hyperboliczngj (t. j. wzory trygonometryczne dla geo-
metryi hyperbolicznéj Klein'a); o rozprawach Jordan’a w Sprawozdaniach
Akademii paryskiéj, zawierajaeyeh twierdzenia z geometryi wielowymiarowéj
(pojecia réwnoleglodei, prostopadtodei it. d.).

W rokn nastepnym (1873) pojawiaja sig prace, w ktérych wyniki geome-
tryi wielowymiarowéj stosowane sa do mechaniki; do tych prac nalezg rozpra-
wy: Frahm'a (Habilitationsschrift) o ruchu swobodnym clala sztywnego
W przestrzeni # wymiarowéj; Scheringa (,Die Schwerkraft in mehrfach
ausgedelmten Gaussschen und Riemann’schen Riumen®), ktéry twierdze-
nia o potencyalach stosuje do przestrzeni wielowymiarowéj, a w innéj pracy
(,Die Hamilton-Jacobi'sche Theorie fiir Kriifte, deren Maass von der Be-
wegung der Korper abhiingt®) stosuje teorya Hamilton'aiJacobi'ego do
przestrzeni, w ktoréj kwadrat elementu linijnego wyraza sig jako funkeya je-
duorodna 2% stopnia rozniezek wspolrzednych; Lipschitz'a (,Extension of
the planet problem to a space of # dimensions and of constant integral curva-
ture®, Quart. J. XII), ktory zadanie planetarne rozszerza do przestrzeni wie-
lowymiarowéj o krzywiznie staléj it. d. it. d.

Krzywizne rozmaitosci wielowymiarowych badali: Beetz (,, Ueber das
Kriimmungsmaass von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung®, Mathematische
Annalen VII, ,Theorie des Krimmungsmaasses ete.“ Zeitschrift Schlomilch'a
XX); Lipschitz (,Beitrag zur Theorie der Krimmung*), Alle (,Zur The-
orie des Granss'schen Kriimmungsmaasses® Wiener Ber. LXXIV) iinni
Teorya linij i powierzchni krzywych w przestrzeni wielowymiarowé]j zajmowali
sie: Jordan (,Sur lathéorie des courbes dans l'éspace & n dimensions®,
Comptes Rendus, LXXIX, ,Généralisation du theoréme d'Euler sur la cour-
bure des surfaces® tamze); teoryi komplekséw ¢#° rzedu, t. j. rozmaitosciom
(n—i)-wymiarowym w przestrzeni plaskiéj » wymiarowéj poswigeil rozprawe
Halphen (Recherches de géometrie & » dimensions®); Veronese (,Die An-
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zahl der unabhingigen Gleichungen die zwischen den allgemeinen Chararac-
teren einer Curve im Rawme von » Dimensionen stattfindenkann®. Mathemat.
Amn. XVIIT) i inni. Kretkowski (Pam. Tow. Nauk Scislyeh w Paryzu tom
XTT) dal wyrazenie wspélrzednych punktu w przestrzeni z wymiarowéj ’1-6-
wnooddalonego od n punktéw danyeh; Gosiewski (Pam. Tow. Nauk Sei-
stych, tom IX w przypiskn do wzmiankowanego przekladn rozprawy Rie-
manna)uproscil rachunki, majace na celu wyprowadzenie miary krzywizny
rozmaito$ei w danym punkeie i uzupehil okreglenie krzywizny Riemanowskiéj
w 2= (n2——1) kierunkach powierzchniowych.

Dotychezasowe badania w dziedzinie geometryi wielowymiarowéj mialy
przewaznie charakter analityczny; rozprawka Rudela (1876) o elementach
i utworach zasadniczych geometryi syntetycznéj rozpoczyna szereg poszuki-
wal charakteru konstrukeyjno-geometrycznego. Rzecz jasna, ze konstrukcyom
W przestrzeni cztero i wiecéj wymiarowéj nie mozna przypisaé istnienia
konkretnego; niemniéj jednak badania tego rodzaju bezuzytecznemi nie sa, bo
stuza do wogdlnienia, a czesto i do wyjasnienia zjawisk w przestrzeni tréjwy-
miarowéj, podobnie jak twierdzenia stereometryczne wyjasniaja z ogélnego
stanowiska niektére twierdzenia planimetryczne. Badaniem figur foremnych
w przestrzeniach wielowymiarowych zajmuja sie: matematyk amerykanski
Stringham, angielski C o x, matematycy niemieccy Hoppe, Schlegel,
iDurége. Owocem poszukiwai wymienionych uczonych jest migdzy innemi
oznaczenie i opisanie gatunkéw figur foremnych w przestrzeni cztero i wigeéj
wymiarowéj, obliczenie katéw w przestrzeni n wymiarowéj, zastosowanie do
téj przestrzeni twierdzenia Euler'a o wieloScianach, ktire wyraza sigtu
bardzo prostym wzorem

ty— =g .+ (=1l =1 — (1)

gdzie @, oznacza liczbe utworéw granicznych r-wymiarowych utworu p~wy-
miarowego. Schlegel stosuje w swych badaniach metodg nauki rozcigglo-
Sciowéj Grassmann’a, podezas gdy matematyk Cox uzywa metody
kwaternionéw. Interesujacemi sa usitowania geometrow do nzmystowienia
utwordw czterowymiarowych za pomoca ich rzutéw na przestrzen tréjwymia-
rowa. Do urzeczywistnienia téj my€li doprowadzily powyzsze badania, a opie-
rajac sie na nich Schlegel wykonal medale tréjwymiarowych rzutéw sze-
§ein figur foremnych w przestrzeni czterowymiarowéj, ktdre sg ograniczone
wdpowiednio: 5, 16, 600 czworodeianami, 8 szedcianami, 24 ofmiodcianami i 126
dwimasto$cianami.

‘Wipomnieé tu nalezy o badaniach N e w ¢ o m b’a nad przeksztalcaniem
powierzchni w przestrzeni wielowymiarowéj; Bianchiego nad rozwijaniem
jednyeh przestrzeni na drugie, a zwlaszcza Segre'a nad powierzchniami
prostolinijnemi, wigzkami stozkéw kwadratowych, geometrya prostéj, homo-
grafig i t. d. w przestrzeniach liniowych jakichkolwiek i t. d.
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W zwiazku z badaniami z dziedziny geometryl wielowymiarowéj pozo-
staja najnowsze prace G. Cantora z ogdlnéj nauki o rozmaitosciach oglo-
szone przewaznie w dziennikach: Cr elle’a, Clebsch’a i w ,Acta Mathe-
matica®. W jednéj ze swych prac dowodzi Gantor, ze, gdy usuniemy zatoze-
nie odpowiedniodel cigg/éj rozmaitodei 2 wymiarowéj I z wspolrzednych nieza-
leznych, to elementy rozmaitoSci dajg sie oznaczy¢ za pomoca mniejszéj liczby
zmiennyeh, a nawet sprowadzi¢ do rozmaitodei liniowéj; w innéj dochodzi do
whiosku nastepujacego: ,Jezeli miedzy dwiema dziedzinami claglemi ¥, i U,
istnieje taka zaleznesé, ze kazdemu punktowl z rozmaitosel ¥, odpowiada naj-
wyié7 jeden punks Z rozmaitodel M, a kazdemu punktowi Zprzynajmniéj jeden
punkt z i jezeli zaleznogé ta jest ciagla, to w >v. Wzmianke o innych twier-
dzeniach Cantoi'a, jako przekraczajaca zakres niniejszéj notatki, pomijamy.

Do najnowszyeh prac w omawianéj przez nas dziedzinie nalezg prace
Killing'a. W jednéj z nich (,Ueber zwei Raumformen mit constanter
Kriimmung:* Crelle, 75) wykazuje Killing, ze sg dwie (i tylko dwie) formy
przestrzeni o staléj krzywiznie: jedna z nich ma charakter kuli, druga zgadza
sie z forma Klein'a (w Math. Annalen, tom VI). Tenze autor poswiect roz-
prawy pojeciom zasadniczym geometryi (,Grundbegriffe und Grundsdtze der
Geometrie), rachunkowi w przestrzeniach nieeuklidesowych (Crelle, 89); za-
stosowal do przestrzeni nieeuklidesowych twierdzenia, odnoszace sig do prze-
strzeni plaskich z-wymiarowych; wylozyl mechanike w przestrzeni nieeuklide-
sowéj (Crelle, 91) wreszcie wydal ksiazke p.t. ,Die nicht-euklidischen
Raumformen in analytischer Behandlung* (1885), zawierajaca wyklad teoryi
form nieeuklidesowych, przeprowadzonéj za pomocg ukladn wspilrzednych tak
zwanych weierstrassowskich.

W niniejszéj notatce pominelismy caly szereg prac, nalezacych do dziedzi-
ny teoryi poznawania,ktére omawialy nowe teorye geometryczne z punktu widze-
nia filozoficznego; jedne z nich staja na stanowisku matematykdw, uprawiaja-
eych te teorya, inne zajmuja stanowisko negujace wprost zasadnosé podobnych
dociekan. Wymienimy tylko niektirych filozofow, ktérzy oglosili prace w tym
przedmiocie, a mianowicie Wundt’a, Erdmanna, Dihringa, Schmitz-
Dumonta, Kromana.
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2. 0 PODSTAWACH CYNETYCZNEJ TEORYI GAZOW.

(DYSKUSYA POMIEDZY TAIT'EM A BOLTZMANN'EM.)
PRZEZ

WE. NATANSONA,

Historya rozwoju cynetyeznéj teoryi gazow zaznacza niejedne pamigtng
rozprawe naukowa. Wazna prace ,Ueber die mittlere Linge der Wege, wel~
che bei der Molecnlarbewegung gasformiger Korper von den einzeluen Mole~
ciilen znriickgelegt werden® napisal Clansins w obronie nowéj poddwezas
nauki przeciwko zarzutom Bujs-Ballot’a i Jochmann'a. ') Mniéj glodng,
lecz takze wazng byla wymiana zdan pomiedzy O.E. Meyerem a Boltz-
mann'em w przedmiocie dowodn, przytoczonego przez pierwszego dla udowo-
dnienia prawa Clerk-Maxwella. 2) Od roku 1886 wreszcie trwa dyskusya
pomiedzy Tait'em a Boltzmann'em %), z ktorg czytelnika zapoznaé zamie-
rzam. Ludwik Boltzmann, profesor nniwersytetu w Gradeu, uezony su-
mienny i ostrozny, znany jest od lat dwudziestu jako jeden z najgorliwszych
promotoréw teoryi cynetyeznéj. Caly szereg rozpraw jego ma za zadanie Sci-
sle uzasadnienie i dalsze rozwinigeie prawa Clerk-Maxwell’a, oraz zastoso-

1) Zobaez Clausiuss Abhandlungen iiber die mech. Wirmetheorie, 1867, tom II;
Poggendorff’s Annalen, tom 103 i 108.

%) Zobacz 0. B.-Meye r'a Die kinetische Theorie der Gase, 1877. Sitzungsberichte
d. Wiener Akademie, tom 76; Wiedemann’s Annalen, tomy 7, 8, 10 i 11.

3) Oto zapelna literatura t6j dyskusyi: 1) Tait, Philosophical Magazine, t. 21, str.
343. Kwiecieii 1886. 2) T ait, Transactions of the Royal Society of Edinburgh, tom 33, str.
65. Maj 1886. 3) Bur bury, Phil. Mag. t. 21, str. 481, Czerwiec 1836. 4) T'ait, Phil. Mag.
t. 93, str. 141. Luty 1887. 5) Boltzmann, Phil Mag. t.23, str. 305. Kwiecied 1887. 6)
Tait, Transactions of the Royal Society of Edinburgh, tom 33, str. 251, Kwieciei, 1887
7) Tait, Phil. Mag, t. 23, str. 433, Maj 1887. &) Boltzmann, Phil Mag.t. 25, str. 81.
Luty 1888. 9) Tait, Phil. Mag., t. 25, str. 172, Marzec 1888.
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