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badajac niektore metale i ich aliaze; o ile teraz juz moge sgdzi¢, wyniki tych
badan przemawiaja za przytoczong powyzéj hypoteza.

W koricu wspomue jeszcze o jednéj osobliwosci, ktorg zanwazytem w cia-
gu mojéj pracy. Jezeli (niezaleznie od rodzaju odksztalcenia) obcigzamy sztab-
ke szkla pewnym ciezarem, blizkim do tego, przy ktdrym sztabka si¢ rozrywa
i zostawiamy ja tak obcigzona przez pewien dinzszy przeciag czasu (24 godzin
do 48), to sztabka przyzwyczaja sie, ze tak powiem, do ciezarn i wytrzyma-
1046 jéj zwieksza sie; a wiec mamy zjawisko podobne do tego, ktdrve zauwazo-
no na cbeiazonych magnesach.

0 ZWIAZKU MIEDZY ZASADA NAJMNIEJSZEGO DZIALANIA
I NAJPRAWDOPODOBNIEJSZYM UKLADEM.

PRZEZ

WE. GOSIEWSKIEGO.

Stosujac rachunek prawdopodobiefstwa w rozwazaniu unkladéw mecha-
nicznych, otrzymalem wniosek, ze zasada najmniejszego dziatania jest w bez-
pofrednim zwigzku z ukladem najprawdepodobniejszym, ze wiec ja mozna za-
stapié zasada najprawdopodobniejszego uktadu. Przy takiém uwazanin, réwna~
nia ruchu przedstawiaja sie jako warunki konieczne najprawdopodobniejszego
ukladu, a w skutek tego przyczyna dzialan z odleglodci i wogéle przyczyna
wszelkich zmian ruchu staje sie rzeczywidcie pojeciem tylko przechodniém.

Nadmieniam przy tém, ze o ile mi wiadomo, rachunku prawdopodobien-
stwa do mechaniki wogdle dotad nikt nie stosowat. Max well, a za nim O.E.
Meyer, Boltzmann 1 inni stosowali go tylko w teoryi eynetycznéj gazéw,
na zasadach calkiem odmiennych.

W pracy niniejszéj zamierzam wylozy¢é pomieniong wyzéj nows zasade
i pewne jéj zastosowania.

Prawdopodobiefstwo stanu uktadu.

1, Przekonanie, ze migdzy wszystkiemi czedciami ukladu wszechéwiato-
wego zachodzg stosuuki, zmieniajace sie z czasem wediug praw niezmiennych,
prowadzi do przypuszezenia, Ze mimo nieoznaczonosé ichliczby, stosunki te wy-
razaja sle przeciez jako funkeye czasu oznaczone, za posrednictwem nieupra-

Prace matem.-fizyczne, T, I, 7
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szezalnego juz uktadu z elementdw q,, ¢, « - ., qu- ') Nieznajac jednak wszyst-
kich, nie mozemy znaé dokladnie niektérych nawet z pomienionych funkeyj,
a tém samém nie mozemy by¢ pewni, czy to poznanie udokladni sig kiedykol-
wiek. Dla tego to warto$é przekonania o ukladzie wszechswiatowym, czyli
istocie jego stosunkéw miedzyczesciowych moze by¢ tylko prawdopodobng
i zadanie oznaczenia tego prawdopodobieiistwa ma racyg bytuw.

2, Wedlng powyzszego, uklad wszechiwiatowy rozwazac nalezy jako
zdarzenie, powstajace ze wspdlistnienia dwdch niezaleznych, a mianowicie:

1-e, ze istnieje pewien uklad s wartodei stosunkdw miedzyczedciowyeh;

e, e istnieje odpowiadajacy mu uldad ¢ predkodei zmieniania sig tych
stosunkow.

Przypudémy, azeby wtatwié okreslenie prawdopodobienistw tych zdarzei,
ze notujac co chwila i przez caly wiecznodé, otrzymaliSmy w jednym szeregu:
wszystkie uklady wartodcl stosunkéw miedzyczedciowyeh, a wszeregn drugim:
odpowiadajace im uklady predkofei zmieniania sie tych stosunkéw. W kazdym
7 nich, kazdy uklad wartoSei powtarzaé sie moze wiele razy.

Owoz, prawdopodobienstwo ¢ zdarzenia 15° jest w gruncie rzeczy pra-
wdopodobienstwem wylosowania ukladu s z pomiedzy wszystkich w szeregn
pierwszym. Ze zad to ostatnie, jako stosunek liczby powtdrzenia sie ukladu s
do liczby wszystkich zanotowanych, zalezyé moze tylko od nkladu s, przeto,za
posrednictwem tego, prawdopodobietistwo ¢ jest fankeyg elementow 7,,7s,...,0n-

Prawdopodobienstwo ¢ zdarzenia 2%, bedzie to znowdzprawdopodobief~
stwo wylosowania ukladu & z pomiedzy tychtylko szeregu drugiego, ktére od-
powiadajg temu samemun ukladowi ¢ w szeregn pierwszym. Jako wiee stosmnek
liczby zachodzacych tu wzglednie powtirzen ukladu ' do liczby powtirzen
ukladu s w szeregu pierwszym, prawdopodobienstwo ¢ zalezy wspélezesnie od
ukladdéw ¢ 1 ¢/, a tem samem jest wogdle funkcya elementow 7,, 7oy . .« - 7n
i predkodei ich zmieniania sie:

, d , dg, ,
']1:—[771{—1: (/2='dL;:~--7(1w=

dq.
'W .

Tym sposobem prawdopodobienstwo ukladu wszechdwiatowego, albo ra-
czéj jego stanu (g, ¢), jako zlozone z prawdopodobienstw prostyeh © ie,
bedzie iloczynem ¢g, w ktorym ¢ zalezy tylko od elementdw ¢, a o— od ele-
mentow ¢ 1 predkosei ¢'.

) Przypudémy, dla przykiadu, ze caly wszech$wiat skinda sie tylko z przestrzeni i kul
jednorodnych. Wowezas wsaystkie stosnnki miedzyezedeiowe wyrazié by sie daly jako funk-
eye czasn oznaczone, za posrednictwem samyeh tylko stosunkow kul =z przestrzenig, to jest
wspotrzednyeh ich frodkow. Jezeli wige uklad tych wspolrzednyceh nie daje sie juz sprowadzié
do mniejszéj liezby elementiw, wyobraza wtedy nklad nieupraszezalny, W razie przeciwnym
uktad nienpraszezalny zawieratby mniéj elementow niz wspélrzednyeh i bytoby to znakiem,
g migdzy wzajemnemi odlegtodeiami pewnych punktéw, stale potgezonych z kulami (up, ich
Srodkoéw), . zachodzi tyle zwigzkow od czasu niezaleznyeh, o ile jest mnisj elementéw niz
wspitrzednych.
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Maximum prawdopodobiefstwa uktadu.

3. Skoro moze byé mowa o prawdopodobiefistwie stanu ukladu, wolno
sie pytaé o uklad najprawdopodobniejszy, to jest postawié zadanie tak : przy
Jakich warunkack uklad wszechswiatowy jest najprawdopodobniejszy ze wszysi-
kick pomysléd sig dajgeyeh?

Zadanie to rozwiazemy w ten sposob.

Oznaczamy przez (¢, ¢'), 1 (7, 7), dwa prawdopodobne stany ukladu, od-
powiadajace czasom #; i £, >#, a przez (by), i (%), ich prawdopodobielistwa.
Rozdzielmy nastepnie przedzial czasu 4 —;, na nieskoiiczenie male odstepy of,
i oznaczmy przez

(7, ¢)s (g, ) it

stany ukltadu, odpowiadajace ciasom:

t, — ot, &y - 20t 1t.d
a prawdopodobieistwa tych stanéw przez

(), (o), 1 t. 4.
Prawdopodobiestwo p, ze uklad przechodzi od stanu (g, ¢), do stanu (g, ¢');,
nie omijajac zadnego z posrednich (¢, ¢, (¢, ¢)",1t.d.1 W oznaczonym porzad-
ku, bedzie iloczynem
= (%) (). (99)" . ... ($2)r.

Owoiz, szeveg stanéw posrednich (g, ¢). (7, ¢)', 1 t. d. sprowadzajacy prawdo-
podobiefistwo p do maximum, odpowiada oczywidcie ukladowi najprawdopodo~
bniejszemn w czasie od %, do 4. Lecz ie logarytmujac wyrazenie p, mamy ré-
whiez oczywiscie:
t
. 1. 1o (¢
lep =g | o1z (o)

b
przeto, wyznaczywszy warunki maximum calki

'l

P= [ ot.1g (4)

la

w zalozeniu, ze stany ukladu kraficowe (g, ¢') 1 (7. ¢); sa niezmienue, otrzy-
mamy warnnki najprawdopodobuiejszego ukladn w czasie od %, do #. Zadanie
wiec nasze sprowadzilo sie do poszukiwania warunkéw maximum catki P.

4, Warmnkiem koniecznym maximum calki P jest, jak wiadomo:
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1
0led | olgo gy dd
sPp={at % ( 24 2P 2P acq __
F ;{ A.J{ T o s+ S @ =% @

gdzie dla prostoty pisania opueiliSmy znaczki pray ¢ i q.
Calkujac przez czedel, otrzymuje sie latwo:

# !
dgg dig (()lng ) (almp o (olg
Z5% o= (=K 8g) — =25 8g) — i
;U[ o' di oq 91 oq' 9)0 ;[6{7 at ( o7 )M.

Poniewaz jednak na granicach calkowania stany ukladu (g, ¢'), 1 (2, ¢) 53
z zalozenia hiezmienne, przeto (8g), =0, (8¢); = 0, i jest tylko

r

f

olgg dig (s d (olgw
= — ?

;} YT Jéq 7 ( P )dt.

Uwzgledniajac to w réwnanin (1), mieé¢ bedziemy:

I
. " d (olge dlow 4l
sp— dtv{_( w)-_g_._o,g_tk — 0.
‘ i\ dt\Tog o e | =0

o

a z przyezyny dowolnodei o¢:

d(dlg‘:p) olge t)lgqﬁ_o @)

G\ )T Tog T Tog T -

Dopisujac zatém w réwnaniu (2), przy ¢ i ¢/, znaczki: 1, 2,...,2, otrzymamy
:ﬂﬂddad n réwnan, przedstawiajacy warunki konieczne najprawdopodobniejszego
ladu.

3. Pomnozmy teraz obiel strony rownania (2) przez dg = ¢’ ot; i catkujmy

je wzgledem 7. Z uwagl na rownosé

,folge ,0lg olg
ff/f/(%q,)=r1 o;f’p— _LQ’E,;,II,

wynikiem tegocalkowania bedzie:
,0lgo folge dlge "9 lgd
/ { 2 y
q o7 _} ( o7 dq —-[——a—q zl([) — ] —oqi) dg = stala. (3)

Lecz z zalozenia mamy:

0lg dlgo .
dlgw \ ( 2 ’_}_L e 9]
Py dq 3g dgj, dlgy = E ———5%%

wige sunujac wizystkie réwnania postaci (3) stronami odpowiedniemi, znaj-
dziemy 1atwo: ‘ ’

O UKELADZIE NAJPRAWDOPODOBNIEJSZYM. 101

,0lge
Pl

lg (bg) =H+ >0

gdzie H oznacza staly.

Ten wynik przywodzi calke P do postaci

t
* olgw
—_ / =10
P= H(tl'—tu) + J ot 2 q !)(L]r 3
- fa
z ktoréj wyprowadzamy wiiosek nastepujacy: Warnnkiem koniecznym & do-
statecznym najprawdopodobniejszego ukladn w czasie od #, do 7, jest, laeznie
2 ukladem » réwnan postaci (2), maximum calki ’

h
NN 4
Q_gffatﬂq T

Zobaczmy, jak sie to wiaze z wynikami dogwiadczenia.

Zwiazek z zasada najmniejszego dziatania.

6. W obecnym stanie wiedzy przyjmuje sie powszechnie, ze stosuuki mig-
dzyczesciowe wszechswiata Wyrazajg sig przez stosunki jego czefci materyal-
nych z przestrzenia, a te nwazaja sie znown jako wspblrzedne punktéw, ktore
skladaja uktad pornszajacy sie bezwzglednie. Azeby wiee wyniki otrzymane
powyzéj zastosowaé w naturze, nalezy je utozsamié z odpowiedniemi wynika~
mi mechaniki, jako nauki opartéj na do$wiadczenin.

Jezeli T jest sita zyws, U—funkeys sif, a wspétrzedne prnktéw sklada-
jacych uklad—funkeyami » elementow ¢, wowezas jak wiadomo (réwnania Lia-
grangea), warunki ruchu zawierajg sie W » réwnaniach postaci:

a (o oT  oU

g~ 5w =" ®
Owdz z uwagi, Ze sita zywa T zalezy od elementéw ¢ 1 predkosei ¢, a funkeya
sit U — tylko od elementdw g, réwnanie (4) jest oczywidcie analogiczne z (2)-
7 przyezyny wige rownowaznosel stosunkow miedzyczesciowych wszechdwiata
ze wapdlrzednemi punktéw nkladu, réwnania (4) i (2) powinny by¢ nawet tozsa-
me, jezeli chcemy aby uwazany uklad byt najprawdopodobuiejszy zé wsZyst-
kich. Wypada zatém polozy¢:
AU A '

di\ og' arq)’
olgo oT e
o “)\0([ ? 4)
olgd )\IJ_U
og — og’

gdzie \ oznacza stalg.
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Pierwsze z rownat (5) daje:
olgy ;) oT :
—r = — 1),
rozumiej . f / .
niejac przez £ stala; rownanie za$ (6
. A stala; anie zad (6) laczni ugié i
—— anie zad (6) lacznie z drugiém (5) prowadzi do

d1g o =x1(dT — Zkdy),
z ktorego wynika:

| lgg =M (T—Xk¢) 4 stala.
Z trzeciego wreszcie réwnania (5) mamy:

. lg & =X U~} stala.
Twzgledniajac te wyrazenia lowiled i
— yrazenia lgeilg¢ i oznaczajac przez & stalg dowolna,

Yo = gﬁ)' (THU—3 ki g')

Lecz ze zad !
lana z )19(1];0501 nie moze ])S ieskor czenle wie k@ plzel() it
g nie 0 ¢ niesko N a

¢' = oo, powinno hy¢
=, y¢ b = 0. Z prayezyny zatém, ze 7T i
tnig stopnia drugiego predkosei q',l wgrm}lkzx e e g doda-

Wiwezas gdy h = — w2 << (), Mamy wiec st e zadose ke
lP o=g N THU~2kq) , 7
a rownanie (6) napisze sie tak: .
dlgo oT
=t =)

Réwnanie to, z powodn ze T

iz Jest funkeya jednorodns predkogei ¢ prowadzi do

, olg
E q a;,t? = (Eky —27),

ktiry calce @ nadaje postaé:

4
Q= wE{ (Sheh—(Ehgy— [ :raz} .
Owiz T> 0; wiec i )
3 Wige maximum @ wymaga oczywidcie minimum calki

t

[ 2rot,

ktéve, 1geznie £ Gwnan . W
y 18 z ukladem » réwnan postaci (4), Wwyraza, J&k riadomo za,sarlg
’
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najmniejszego dzialania. Otrzymali§my zatém:
Twierdzenie. Ze wszystkich ukladow moiliwych najprawdopodobnicjszy
Jest ten, w kidrym spelnia sie zasada najmniejs:ego dzialanic.

7. 7 twierdzenia tego wynika, ze zamiast najmniejszego dzialania, mo-
sna postawié na czele zasade najprawdopodobniejszego ukladu, o wiele racyo-
nalniejsza. Poniewaz warun <i konieczne spetniania sie t&] zasady sg W grun-
cie réwnaniami ruchu; przeto pojecie sity, nieodzownie potrzebne dla ustano-
powienia tych ostatnich, staje sie tylko przechodniém. Wreszele, W tym no-
wym porzadku wwazania rzeczy, mozliwym Dbyé moze nowy zupelnie szereg
dogwiadezen, na podstawie ktorego daloby sie wyznaczy¢ funkeye ¢ id, lub
przynajmniéj funkeya ¢, bez nciekania sie do pojecia sily. Przedmiot ten je-
dnak nie wehodzi w zakves niniejszéj pracy,

Uktad wolny.
8. Warunki ruchu (4) prowadzg wiadomym sposobem do réwnania sit
zywych:
T — U=stala.

Uwzgledniajac je w (7) i oznaczajac przez ~ staly rozna od g, bedzie

o= heeI2in ®)
Stalg # wyznacza sie z warunku, ze jeden z mozliwych standw ukladu jest Ko-
nieczny. Oznaczajac zatém przez S sume prawdopodobieistw ¢ odpowia-
dajacych wszystkim bez wyjatku stanom, otrzymamy z warinkn S = 1:

1

h= =
S p—w* @T—247)

7, przyczyny Ze sila zywa T zalezy od giq, wyznaczenie statéj % przed-
stawia wogole wielkie trudnogei.  Ograniczymy sl zatém do ukladu wolnego,
dla ktérego zadanie to rozwiazuje sig latwo.

9. W ukladzie wolnym elementy ¢;, fa: - + -5 G wyobrazaja wspélrzedne
punktéw. Przyjmujac wspohrzedne prostokatue i oznaczajac przez z, y = sklado-
we predkogei punktu posiadajacego mase (v, & Przez pa, 2ub, 2pe stale analo-
giezne z £, do tego punktu nalezgce, MOZNA Dbedzie potozyé: )

9T —3kq :ZM (@—a)y+ (=)t (=0t — Z&L (@*-b*-2%) s

byleby sumowania po prawéj rozeiggnaé tylko do tyln wyrazéw, ile jest punk-
tow w ukladzie.
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Uwzgledniajac to zatozenie w formule (8) i kladac:
ik emzﬁfp.(rz'-’—i-b’rl-y*)' ‘
znajdziemy, jako prawdopodobienstwo stann ukladn wolnego, wyrazenie:
o= i o (=Pt t—0) 4 (—ep). 9)

Wyrazenie to zalezy od wszystkich skiadowych (z, y, z) predkosei, ktére w tym
razie same jedne okvedlaja stan ukladu, co wlanie ulatwia Wwyznaczenie sta-
16} 4. Z uwagi bowiem, e w kazdéj chwili wartogd kazdéj z tych sktadowych
zawiera sie z pewnodcia miedzy — oo i oo, ize

+c0 _
[ e I Va
Zoo wlp’
znajdziemy tatwo
. ® 3m _ .
1= F) I (Va2ow oy oz), (10)
/e

gdzie m oznacza liczbe punktow ukladu, a (Y

D 0zdydz) wyraza iloczyn m
czymnikéw postaci Vi.* ooy oz,

Uwzgledniajac zatém w wyrazeniu (9) formute (10), otrzymamy prawdo- A

podobieristwo stanu ukladu wolnego, pod wartnkiem Jjednak, ze

4
J oS {a—ayt (y—tyt (2—¢)?} = Minimum;
13

w ukiadzie bowiem wolnym, za réwnaniem sil zywych

idzie zasada najmniej-
szego dzialania, a to pierwsze zachowaném zostalo.

Uktady jednorodne: bezwzgledny i wzgledny.

10. Jak z formuty (9) widoezna, prawdopodobienstwo de osiega maxi-
mum, jezeli predkosei z, g, 2 przyjmuja odpowiednie wartodci statych «, b, e.
Stale zatém a, 5, ¢ oznaczaja w 1uchu bezwzglednym skladowe prediose naj-
prawdopodobniejszych,

Rozne punkty ukladn posiadajy wogdle rozne predkosei najprawdopodo-
bniejsze, iztego powodn nazywaé go bedziemy ukladem bezwzglednym réino-
rodnym. Jezeli wiee wszystkie punkty posiadajg predkosei najprawdopodo-
bniejsze jednakie, ukiad nazywad sig hedzie bezwzglodnym sednorodnym,

Przypusémy teraz, ze rozwazamy

o tylko ukiad bezwzgledny Jjednoroduy,
1 zesmy poczatkowl wspéhrzednychna

dali predkogé najprawdopodobniejszs tego
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ukladn. Jezelisktadowe predkosei wzglednyeh oznaczymy przez &, ¥/, 2, bedzie
L= ‘EL{_”, ¥y= J/’_‘_ba L= 'Z‘L'll"c,
a z formut (9) 1 (10) wyniknie:

am =S (o a bt
dp = (i) IT (Vi 0 oy 02") o~ =9 an
Vz

Przyjawszy poczatek osi za biegun, zastapmy predkosei prostokatne — kudi-
stemi. Kladac w tym celu

‘7)2 — w’2+y’ﬂ+ :’2
i pznaczajac przez ds element powierzehni kuli promienia jedno$é —prostopa-
dty do predkosei », mieé bedziemy oczywiscie

o' oy 03’ = v? d5 0
i formuta (11) przedstawi sie tak:

1 3m . _ — o . —S(rw V:)n (‘13)
o === w)(vwlp.)20600Y. € .
e = () T {corieoleauin)
Stad widoczna, Ze prawdopodobienstwo ¢ osiega mzu:&immn3 jeZelija, grgd—
kosei » podstawimy uklad wartodei, zado$é czynigcy m rownaniom postach:
raVu=1.

Wielkodei zatém ol sa odwrotnoseiami prgdkos‘ci wzglednyeh 11’2%31)1%];
wdopodobniejszych. A ze, z przyczyny czynnika V., sa one %‘:)zn‘e ;113,”1? oznyec!
punktéw, przeto nasz uklad nazywaé hedziemy w2glednym roinor o1 ndyn 3 e

Jezeli jednak wszystkie masy w s3 jedx}akczwe, uklad wzg & ”yi oo
dlag sie bedzie jedng tylko wartoSci predkoscl n.agprawdopodobmeszej,
czas nazywaé go bedziemy ukladem waglednym Jednorodnym.

Oznaczajac te predkosé przez a, to jest kladge:

A

:W »
formule (12) npraszczamy w ten sposéb: ’
1 \3=» - _1‘_3 » {13)
= (==} O (?ocdv).e" =" ". (
by (dl/n) (

Takie jest wyrazenie prawdopodobienstwa stanu ukiadu Wzg](;dneg(()1 je-
dnorodnego, ktéry, z powodu, ze w naturze trafiajg sig same tylko Wzglfg ;19.—
gei, a je(’ijl(;rorlnoéé odgrywa czesto niezmiernie wazng role, przedstawia téz

: B
najwiekszy dla nauki interes.
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Uktady: izotropowy i heterotropowy.

12. Poniewaz wedlug formuly (13), prawdopodobieristwo stanu wkladn
wzglednego jednorodnego zalezy od wielkodei predkosci za posrednictwem o,
a od ich kiernnkdw—za podrednictwem do, przeto stan tego uktadu okvedla sig
wartosciami predkosel » I elementéw do.  Otoz, ukladem ézotropowym bedzie-
my nazywali ukiad wzgledny jednorodny taki, ktérego stan okredlié sie daje
samemi tylko wartoSciami predkosei ». Prawdopodobieiistwo wiee stanu nkla-
du izotropowego od elementdéw ds zalezyé nie powinno. Azeby je otrzymad,
uwazmy, ze predkodé v posiadaé tu moze ktérybads ze wszystkich kiernnkow
W przestrzeni, a tych jest oczywidcie

i
1

7

|

QU

S
Szukane zatém prawdopodobienstwo bedzie tyle razy wieksze od prawdopo.
dohiefistwa (13), ile jest jednodei w iloczynie m czymnikéw g. Tym sposobem

znajdziemy tatwo wyrazenie

U] 4\ 9 ~i,2r9
’f’—(m%) I (e%00) . e™"", 14

Jako prawdopodobieiistivo stanu (v) ukladu izotropowego, z warnnkiem oezy-
widcie, ze
‘
f 0t % 02 = minimum.
S

13, Aby jednak same tylko wielkosci predkodci v wystarezaty do zupel-
nego okveflenia stanu ukladu, kazda z nich oczywiscie powinna mieé wszyst-
kie kierunki wspdlezesnie (to znaczy w czasie nieskoficzenie krotkim). Jakze
sie wiec dzieje, Ze predkes¢ o ma wspétezesnie wszystkie kiernnki w przestrzeni?

W odpowiedzi na to zauwazmy najprzéd, ze predkosé w ruchu ZWYCZaj-
nyw, podpadajacym pod nasze zmysly, posiada przez czas nieskonezenie krét-
ki of kierunek staly elementu drogi; tu za$ ma sie zupelnie inaczéj w ten mia-
nowicie sposéb. Wyobrazmy sobie punkt opisujgcy linia Yamang, ztozona z od-
cinkdw prostych, ktére przebiega jednostajnie, z réznemi wszakze predko-
Sciami. Oznaczmy dlugosel tych odeinkéw przez ly, /g, i t. & i przypusémy, ze
W czasle = punkt nasz zrobil droge & =4 ... /3 predkodeia Jjego drednig
bedzie

v:11+12 +.otk

Jezeli zatozymy teraz, Ze droga zrobiona w czasie ¢ jest wielkodcig “tego sa-
mego rzedu co 7, a liezha s—nieskoriczenie wielks, wowezas kazdy odcinek !

O UKLADZIE NAJPRAWDOPODOBNIEJSZYM. 107

Dbedzie wzgledem drogi nieskonczenie maly. A jezeli przy te}n odcinki Z-Wy.*—
ezerpuja wezystkie kierunki, predkosé poruszajacego sie punktu wyczerpie je
rowniez w czasie ©. Nalezy wiec tylko zalozyé, ze = jest nieskoticzenie male,

to jest t==0f, azeby predkod¢ v posiadala wspolezeduie wszysthkie kierunki

w przestrzeni. Rozumié sie tu oczy\.viScie _prqdk’os'é S‘-rednig’ z=,.gd5'z Zm'iany 1z<i-
czywistéj, jako zachodzace wszysthkie w me.skm%lczen%e kl‘ot.kn.n czasie, weale
gie zawwazy¢ nie dajg. Predkodé ta wreszeie nie moze by¢ ani zerem, ani nie-
sl{m’mzono.s"ciaﬁr; z formuty bowiem (14) wynika, ze prm}'d.opc{doblenstwo stanu
ukladu staje sig zerem, ile razy ktorakolwiek z Prgdkosm v jest 0 lub oo

Droga ly -+l +.. .- £, jako niesl'ioﬂczeme mala tego samego lize_ﬂ%IC(l
af, przedstawia w powszechném znaczenin teg'o Wyrazu, elem.ent lxgljns.’. ; -e—
mént ten jednak rozny jest od zwyklego, gdyz sklada sie z.mesl.mn(%z.uneg licz-
by odeinkdw prostych, nieskonczenie matych 1.':5‘«;(111 dru.glego 111:@3]? (-)Z,nﬁlc-le‘l
7 sobg poplatanych. O styczné] zatfém do krzyw'e(],_ z takich elgamcn.‘.cm z ﬁzi
néj, mowy nawet by¢é nie moze; bo .]znkq pl"zedim'eme elementn jest niemozliwa,
a jako przedluzenie jednego z jego 0(1(:1111.(ox_v—meoznaczona. S,

Tak wiec, rozpatrujac sie w ukladzie lth.l'opt').wym, prze‘lq ocvzy‘ mn‘}r nie-
cheacy zwykle granice analizy nieskoll’m201ms<:1’mve‘]. Czy wiee “ ilt?n 51% nim
zajmowaé, i to kosztem takich ukladm}r, d’l& k‘noryc}l ta anahz_a vsv),s arczar

Na to pytanie znajdziemy odpowiedZ w ustepie nastg'pumc;.m. ‘ 3

14, Jezelibyémy przyjeli; ze predkosé posiat.la m*gljolczeéme me:skou.c-zele-
nie wiele kierunkow, lecz wszystlkich nie wyc’zerpuJ e, “_'owczas, dla f)ti 213)1}1&111?
prawdopodobiefistwa stanu ukladu te W%usnosé 1)051&51&3.21?’650, gslei‘za oby pra
wdopodobieristwo (18) pomnozy¢ przez iloczyn m czynnikéw postaci

4ze

s’

rozumiejac przez ¢ liezbe zado$é czyniaca nierdwnosclom

‘g <ex 1.
W ten sposéb otrzymuje sie wyrazenie
4:5 2] 5 _‘;237‘1 (15)
0 = VI (2200). 6" =",
v ((13]/7'2)

jako prawdopodobienstwo stanu wkladu, ktéry nazywaé bedziemy ukladem Z4e-
terotropowym. . . o
Owdz, stosunek prawdopodobienstwa (15) do (13), to jest:

1
(mepTl (55)
jest wogdle liczba nieskonczenie wielka, a sku‘lclliiem tego llk?gﬁi?;&?ﬁ%ﬂig
j i i ie praw iejszy od zwyklego; najpraw i
eskonczenie prawdopodobniejszy o 4 ; iprawdopode .
Jze:sf %zdzi\e uktad izotropowy, gdyZz pomieniona liczba osiega wtedy maximum
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(dmye H(al) .

s}

Jako wiee wnajprawdopodobniejszym, w ukladzie izotropowym, nrzeczy-
wistuia sie najprawdopodobniéj wiekszod¢ zjawisk natury, i z téj przyezyny
uwazaé go nalezy za najwazniejszy.

Przeciwnie, najmniéj stosunkowo zjawisk wrzeczywistniaé sie powinno
w ukladziezwyklym, po ktorym wcoraz wyzszym stopniu prawdopodobiefistwa
ida uklady heterotropowe, poczawszy od najbardziéj don zblizonego, az do izo-
tropowego wigcznie.

15, Poniewaz predkosei v, wehodzgce w wyrazenie prawdopodobiedstwa
stanu ukladu heterotropowego wogdle, 83 to predkoéei drednie ze wszystkich
elementn drogowego i czynis zadodé zasadzie najmniejszego dzialania, przeto
ruch zwykly, i wszystkie zjawiska dajace sie doi sprowadzi, pochodza wla-
nie od $rednich predkosei. Przyezyny wiec zjawisk, nie dajacych sig sprowa-
dzi¢ do ruchu zwyklego, nalezy szukaé w nieskoficzenie naglych zmianach
wielkogei i kierunkn predkosei rzeczywistych, odbywajacych sie w samym ele-
mencie drogowym. Jakim za$ w szezegblnodel zjawiskom te zmiany towarzy-
8z3 —odpowiedz na to pytanie wychodzi po za granice pracy, ktdréj zadaniem
bylo udowodnié tylko zasade najprawdopodobniejszego ukladu i wyciagnaé
z niéj najprawdopodobniejsze wnioski.

Rozdziat predkosci w uktadzie i formuta M axwell'a,
16. Na zakoticzenie pokazemy Jeszeze, jak z wyrazenia (13)
: 1
4’(? - (Q3VR‘3>
otrzymuje sig formuta Maxwell'a.
‘Wyobrazmy sobie w tym celn, ze w chwili ¢ rozdzielilismy mysly caly
uktad na grupy punktéw takie, ze w kazdéj poszezegile wszystkie punkty
posiadajg wspolng predkosé, tak co do wielkosei, jak i kiernnku, a rézne — od
grapy do grupy. Niech Z, /', 1 t. d. beda prawdopodobnemi liezbami punktéw
W grupach, ktérym odpowiadajs predkogei o', 0", i t. d., normalne do elemen-
téw 05', 0", i t. d., odrozniajacych si¢ tylko polozeniem. Wyrazajac w tych
warmnkach prawdopodobieristwo stanu ukladu $o, napiszemy krotko

5dp \ = e
‘P‘Pz(a au)ﬂ(e‘;v

Ble

I (v20500) e >

ad) 7

gdzie
m =X,

rozeiagaja sig tylko do tyln ezynnikéw, wzgle-

azow, ile jest wesystkich grup punktéw. Oznaczmy nadto przez

sume wartodei fankeyi e~ =

a znaki: floczynu I § sumy %
dnie wyr

, odpowiadajacych réwniez wszystkim

icm°®

% )
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grupom ukladu i napiszmy wyrazenie ¢y tak:

06 0v E(}‘i_ivp? m
w:( = ) u(

gdzie oczywiscie

Poniewaz rozdzial ukladu na grupy nie puwinie’u zalezyt od xgrtozt;ﬁ;ig};ﬁ\l};
tow, grupe oznaczajacych, ale od ich .stusmﬂ;o'w, prz!eto br AW 0}?0 e
stanu wkladu, ze wzgledu na ten rozdzial, zallezyc 1'uwme‘z p(()iml_moi ¢ \);y_
samyeh stosunkow. Ze za§, elementy oznaczajgce grupe sprowadzajg sig

o . e~
razenin dgp do jednéj funkeyi e—v?, zatém floczyn I (2 p
tylko od stosunkow wartodei tej funkeyl, oznacza, Wﬁ%‘;my‘Wsrl:f}kizmzléi
prawdopodobiefistwo  stanu ukl‘a_du, dotycz.@ce 1'ozd.z.m u(J na grupy. £
wige to prawdopodobieistwo osiegalo maximum, musi by

11
), jako zalezny

2

”
m e Ev?

= -
L7

Lo ) oW, Do-
Jest to zatém ogolne wyrazenie najprawdopodobniejszéj liczby punktéw,
iadajgcych predkosé ‘malng do elementu éc.
siadajacych predko$é o normalna L ot
17, Kazdéj grupie punktiw, w szeregu grup posiadajacy ch'da.n@ wartos
predkodei v, odpowiada rézny z polozenia element ds. Calka zatém

4re
fbc = 4me
0

w ktoréj ¢ zalezy w ogole od v i #1 ezyni zadosé nierownosciom:
05 << 4me < 4r

k juj rstki viadaja~
bedzie miara kata cielesnego, obejmujacego wszystkie elementy, odpowiadaja
ce danéj predkosci v, a stosunek

dne .
[}
bedzie liezba grup posiadajacych tg samg Wart?su 1)erkf)S::1‘ o epratiich
" Owoz, liczba L punktdw pornszajacych sie z predkoscia o we Wszy
)

4me . PONETNE B .
i j zywiscie =— razy ksza od liczby I, i mamy
% kierunkach jest oczywiscle p” razy wieksza y I,

o° 9
4dmme— F0%
=

o5 & e—g?
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Jezeli wiee predkosé ¢ wyczerpnje w ukladzie w chiili # wszystkie wartodei
od vy do #; > &, bedzie oczywidcie
2y dme 3

. e H TN in
05 Y e = T v 0500 = T—
doJ . ov
ey, 0

2

a tém samém

L=

e
/ e~ o%e oo
J
vy

Takie jest najogdlniejsze wyrazenie liczby L, w przypadku gdy liczba m jest
nieskoiiczenie wielka; zalezy ona od funkeyi nieznanéj e, i, jako taka, WyzZna~
czyé sle w ogdle nie daje. W razie jednak gdy = od v nie zalezy, bedzie

[ =—"%" 7" (1-[,)

a gdy madto predkodé » wyczerpuje wszystkie wartodei od 0 do oo, bedzie
jeszeze

(18)

to jest formula Maxwella.

18. OtrzymaliSmy zatém trzy formuly: w (16) i (17) liczba L zalezy od
¢ 14,0 wskazuje na zmienno$é stanu uktadn; w (17) (jesli v, i o, od # nie za-
leza) i (18) zalezy tylko od v, co odpowiada znown trwatosei tego stanu.

W gazach wiec, jako ukladach blizkich osiegniecia stanu trwalego, nale-
Zaloby stosowaé raczej formule (17) niz (18). Jakoz, niezaleinie nawet od
tego, czy energja cynetyczna 4302 Jest stala, jak to przyjmuja dla gazow, czy
nie jest, nklad, przechodzac rozne stany, zmierza oczywiscie do najprawdopo-
bniejszego (maz. by), ktory, jakotaki, jestnajtrwalszy. Ze zas mac. do naste-
puje dopiero wiwezas, gdy za wszystkie predkodel » podstawimy najprawdopo-
dobniejsza 2, przeto predkosei w ukladzie, a tém samém i granice calkowania o,
e, wformule (17), dazy ostatecznie do wyrdwnania sie, a liczba £ do m.
Tym czasem w formule (18) predkosel graniczne sa: 01 <, co odpowiada sta-
nowi ukladu najodleglejszemu od najprawdopodobniejszego.

Warszawa, w sierpnin 1888 r.
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