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0 PRAWDOPODOBIENSTWIE BLEDOW PRZYPADKOWYCH

PRZEZ

WEL. GOSIEWSKIEGO.

Gauss, jak wiadomo, dat w 1809 roku prawo prawdopodobienstwa ble-
déw przypadkowych, prawo, ktére do dzi§ dnia jest jedyna podstaws wszel-

- kiego rodzaju obliczen w tej dziedzinie. Jakkolwiek sam Gauss nie przy-

znawal nigdy swemu prawn deistodel matematycznéj, a nawet odmawial mu
wyraznie pewnodel, wszelako wspdlezesni 1 nastepcy jego, nie wylaezajac na-
wet samego Liaplace’a, robili wysitki dla udowodnienia tego prawa, w nadziei
zapewne, %e to jest w gruncie mozliwe.

Przed kilku laty, z powodn zamiaru przygotowania krdtkiego wykltadu
metody najmniejszych kwadratow, ta sama kwestya stata sie przedmiotem
moich rozmyslai, ktére, chociaz nie doprowadzily mnie do zupelnego wyzna-
czenia formuly dokladniejszéj od formuly Gauss'a, pozwolily przynajmnié]
okreglié warunki, przy ktdrych ta ostatnia moze by¢ dokladna. Zajety innemi,
bylbym moze o kwestyl tej zapomnial zupelnie, gdyby nie komunikacye p.
Bertrand’a w Sprawozdaniach Akademii Umiejetnogei paryskiéj z tego ro-
ku.®) ‘Widzge, Ze okolo téj saméj kwestyl w nich chodzi, a mimo to weale jé
nie rozstrzyga, postanowilem oglosié poglady moje, ktore, jak mi sie przynaj-
mniéj zdaje, vozstrzygaja jg stanowezo,

Rozumuje w ten sposdb.

Grdybysmy, w wykonywanin wszelkich pomiardw, zmuszeni byli, dla jakiéj-
badz przyczyny, do poprzestania na jednorazowém tylko mierzenin wszystkiego,
wowezas nie mielibydmy, ani nawet miéé mogli zadnego wyobrazenia o bledzie.

1) ,Comptes Rendus“—16 Janvier et 27 Fevrier 1888.
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ie Scis k i rzynajmniéj dwoch mie-
jeci tem Dbledn laczy sie Scisle z W‘ykonamem przy - !
I"Oigcéz‘ z:méj rze(%zy, a prawdopodobiedstwo popsahnema g0 powimno }oyc 010’
e g: funkeya wielkoel dwoch mozliwych breddw, po 'soble nastgpumcyc 1
Mjmn;é}%e]i oznaczymy, w mysl téj zasady, przez @ 1 b (}Wle c‘lo'strz.ezm;e' miary
t6j saméj rzeczy, ktore] ywielkodcig mozliwg, jest @, to wielkosciami bledéw mo-
zliwych beda:

z—a, t—D,
a prawdopodobielistwem p ich popelnienia:
p=[(z—a x— D).

Ze wszystkich wartodel @ najprawdopodobniejszy jest oczywxb;lc;le ta
ktéra sprowadza p do maximnm, od ktérego poczawszyp{ stale_male;e. 2 24
tém ‘W'artos’é zadodé czynié powinna przedewszystkiém rownanin:

ap _ . v —q. i —D)==0.
E——f (z—a, )

5 y]) = i Z 7 ier jastki
g0 Gwige i ¥ ¢ I akze DI as
Ob 0lnie mo wigc, row nanie 0 po%la.da ¢ moze "W

i oz % pierwiastkom tym odpowiadajg bledy

Sp6 rGwnaniem p == 0. Lecz Ze pierwlas \ Dledy
pr()];le; —1— b, ktérych prawdopodobienistwo p jest zerex;, czyli bledy niemo

- . 2 p

: . \ P oo o0 Gako
7Zliwe, przeto wartoscl z, sprawdzajace oba rawnania = 0ip=0, jak

i nierhozli ia naszego wytaczamy. Aby za$

7 do kategoryi nieshozliwych, z za:dama. n:LS/ : : J ;

2?&?;]?&% to jgesf., przeciwko pomienionym pierwiastkom sig zabezpieczy¢,

soman ip== : 3 ik wspdlny, lub, co na jedno
nalezy z rowna El]—a): =0 i p==0 wyrngowaé czynn polny, lub,

i ap 76 Townanie:
wychodzi, zamiast T 0, uwazaé rown

‘ Ldp_[@—az=D_,
0 pdz [fle—a, z—0)

w ktérém oczywiscie tege czynnika juz nie - . ‘ .
7 réwnania (1) wynika, Ze @, & tém samém wl_——la.l @ — b;@( f;ulé{;):;nlinz
i Ze 788 mi — @iz — b zacliodzi zwigzek (1),.0d «
zmiennych ¢ 1 b, Ze za$ migdzy z — @12 Ac 7wia ) 0d
niezalezylly, przeto ich wyznacznik funkeyjny powinien byé zerem, to jest:

oa. 0b
==(.
© oL QT

= =1

da. ? 0b
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W rozwiniecin tegoz znajdujemy rownanie rozniczkowe czeseiowe:

o o
a1
ktérego catks jest: ’
L b
=Ty o —yg), )

rozumiejac przez ¢ (b — a) funkeyg dowolng zmiennéj ) — a.

Przypuiémy teraz, zesmy wyznaczyli funkeya o w ten sposdh, aby z bylo
najprawdopodobniejsza miarg uwazanéj rzeczy. Wowezas piszac calke powyi-
823 pod postacia:

E—a)+@—h+e[(@—a)—(@—5]=0,

powinnifmy otrzymaé réwnanie tozsame z (1), 1 tylko jedno. Stsd mamy:
. dlgp ,
@ Zgm=ME—dte—rtel@—a—@—n])

rozumiejac przez A stals, i nastepnie:

dlgp _,
) dz?
‘Warnnek przeto maximum p wymaga, aby bylo A == — 2 4% <= 0. Wskutek te-

g0 z (2) znajdujemy:
p= He=#(etftetnen—n) 5598,
gdzie dla kritkodei:
o=z —a, B=a—1p,
a Hdodp oznacza czynnik staly. »
Tym sposobem dla z par bleddw :

(alz Bl)s (aﬁs @3), AR (!I,n, pn),
prawdopodobienistwo P bedzie :
P= H o3 (@HheteeB)on, 0B, doy 08, . . . dom 0B,
Jest to wyrazenie zawierajace czynnik
=15 (B ¢ ()
niesymetryczny wzgledem bledéw oy, 8y, gy, By, . . . s, Ba. Aby wiee prawdo-

podobienistwo P bylo funkeys symetryczna mozliwych bledéw, byé powinno:
¢ (& —B) =0, I wowczas ofrzymujemy znang formute Gaus 'a:

%) Z rownania tego wynika, ze x == Vab jest niemozliwe, albowiem w razie przeci-
wuym musiatoby byé ¢ (3 —a) = ( Va— V)2, co jest niedorzecznodeis.
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' P Hr ¢~ doy dBy . .. don dBa
A zatém, prawo Gauss'a, dolyczgee prawdopodobieiistwa bleddw, jest
prawdzwe Tylho w tm przypuszezeini, Ze szanse ich popelnienia mie zaleiq
weale od porzqdi, w jakim po sobie nastgpujy, Jako téz, 2e liczba ich sposirzes
i jest parzysta. Przy takich dopiero warunkach, srednia arytmetyczna miar
dostrzezonych danego przedmiotu moze by¢ jego miaranajprawdopodobniejszy.

W noeie z d. 16 styezniav.b., p. Bertrand wychodzl z okreslenia pra-
wiopodobienistwa jednego tylko bledu, co go prowadzi do wniosku, ze dwa
réwnania : '

Fe—a)+Fie—z)+ ... +Fe—a)=0

w——ﬂﬁ+¢($,~mg,w, B )

e

powinny by¢ tozsame. Owoz, rownanie drugie daje sig napisad pod postacia:

r—ay)] == 0,

(s—ap (g e A(e—n ) § [(2mmitg)—(o—ity) (5 g) (e Yy (5 )—(
z ktéréj oczywiscie wynika, ze, przy wymaganéj tu jednoznacznodel funkeyi ¢,
moze byé tozsame z pierwszém tylko wowezas, gdy funkeya ¢ jest zerem, Tub
co najwyzéj liniows wzgledem zmiennych @) — @y, & — &y, . . ., &y — o,

Tym sposobem nic si¢ nowego nie otrzymuje, co zapewne p. Bertrand
sam zauwazyl, skoro w nocie nastepnéj, z d. 26 lutego r. b., te same kwestysy
traktuje na nowo i inaczéj. Lecz 1 tu pokazal tylko, ze formula Gauss’a

) /‘”_ N

V=

nie jest wyrazeniem prawdopodobiefstwa bledu A, co, zdaje sig, bylo juz
wiadomém; ale natomiast nie uzasadnil wecale swegodomniemania, jakoby pra-
wdopodobienstwo bledu A powinno zalezyé nie tylko od A, ale 1 od wielkoScl
X, przy mierzeniu ktorej blad popelniamy. Takie uwazanie prawdopodobien~
stwa bredn, jako funkeyi ¢ (X, A), nie wydaje mi sie zgodném # natury rzeczy,
choéby dla tego, ze tu wladciwie idzie o ten tylko koniee wielkodel mierzonej
X, ktéry sie obserwuje, bo przy nim tylko blad sie popetnia. Gdyby wiec np.
pewna miava / miedcila sie w X razy m i jaki§ wlamek, powinno by byé:
o X N)=9X—1,0)=0( -2, 0)=...=9¢X—ml4),

ito calkiem niezaleznie od wyborn miary /. Prawdopodobienstwo zatém bledu
A od X zalezy¢ nie moze.

Warszawa, w maju 1888 r.

WELASNOSCI I NIERTGRE ZASTOSOWANIA WRONSKIANOW.

S. DICKSTEIN.

W historyl wyznacznikéw, pomiedzy matematylami, ktérym teorya ta
Jjuz to powstanie, juz to rozwij swij zawdzieeza Y, pomijano dotad nazwisko
Hoene-Wroiiskiego, lubo on jeszeze przed Canchym?) uzywal w dzie-
tach swoich wyrazei wyznacznikowych, nazwanych przez siebie fimkeyami
Sckin, ktore stosowal do wielu zagadnieil analizy. Mimo dziela Schweins'a?),
zawierajacego mndstwo twierdzen podanych przez Wronskieg o, mimo dziela
Montferriera ), streszezajacego najwazniejsze pomysly matematyczne
naszego ziomka, uczeni o odkryciach Wronskiego nie wiedzieli, i czesto

1 Co do historyl wyznacznikow patrz Baltzey - ,Theorie und Anwendung der De-
terminanten®, Wydanie ezwarte, Lipsk 1875.; Gitnther: ,Lehrbuch der Determinanten,
Handbueh fiir Studirende®, Erlongen 1875; Wladystaw Trzaska (Kretkowski): ,Krotkie
wisdomodei o wyznaeznikaeh®, (Praypisek do dziela:  Zasady rachunku rozniezkowego®
W.Folkicrskioego)y M A Baraniecki ,Teorya wyznacznikow® Daryz, 1879,
Okveglonie funkeyj sehin podane no str. 473 tego dziela , jest niedoktadném.

2 Canehysgo rozprawa ,Sur les fonctions qui ne peuvent ohtenir que deux va-
lenxs dgales ete.* zostata prazdstawiony Instytutowi w dnin 30 listopada 1812, pdy tymeza-
sem Wronslkiemu nie byt obeym ten przedmiot w pracy przedstawionéj Instytutowi
wrokn 1810 o wydanéj w 1812 p. t.  ,Refutation de la theorie des fonctions analytiques de
Lagrange“ gdzie znajdujy sie wzory zawierajyce fankeye schin. Podaje to na zasadzie twierdze-
nia samego Wrotiskieg o w podniejszém dziele: ,Reforme absolue® (Tom I str. 305, Tom
I, CXXII), poprzednio bowiem wymienionej rozprawy nie mam,

" %) Hehweins ,Theorie der Differenzen und Differentiale; Heidelberg 1825. Dzielo
to praepelnione jest wzorami i twierdzeninmi Wronskiego.

Y Montferrier. ,Encyclopédie mathématique®, Paryz. W czterech tomach, hez
daty. Wyszto 1856—1859.
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