374 Sur le principe de la condensation de singularités
partielles de Fournier s,(t) ont la propriéte
8
lim sup [ |s,(7)|dr = + 0
n—o )

pour tous les intervalles {a, B>.

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les généralisations et combi-
naisons des théorémes précédents. Il est aussi aisé de voir que la condition
de continuité imposée aux {g,} pour simplifier nos exemples n’'a pas été
toujours pleinement utilisée.

icm

Sur les fonctionnelles lineaires

publié dans Stndia Math. 1 (1929), p. 211-216.

Introduction. Soit E un ensemble vectoriel(') normé. Dans ce qui va
suivce nous désignerons par x,y,z,... des Gléments de E ot par
ab,e,...,u, B, y,... des nombres réels.

Un ensemble G(< E) sera dit linéaire lorsqu’il contient toute combi-
naison lincaire «; x;+a; x, de deux quelconques de ses éléments Xy, X3.
On définit une fonctionnelle f(x) dans G, en faisant correspondre & chaque
€lément x de G un nombre réel ¢ = f(x). Nous dirons que la fonctionnelle
f(x) est linéaire si

1° elle est additive, cest-a-dire f(x,+x,) = f{x,}+ f(xz) pour tout
Xy = G,xy © G,

2° elle est continue, cest-a-dire que nlim X, =x (x, < G, x < G) en~

—o

traine toujours lim f(x,) = f(x).
n-+ o
On prouve aisément quil existe alors un nombre M > 0, de sorte que
|G < M x|

pour tout x = &. Le plus petit possible des nombres M est dit la rorme
de f(x) dans G. Nous la désignons par ||fs ou bien simplement par
lfl, si G=E. On a donc

< flle-lIxl  (x = G).

§ 1. Tugoreme 1. Soit G un ensemble linéaire et vy, un élément TE
non conteny dans G. Nous désignons par G' Pensemble forme par tous les

(') L'ensembie E est dit vectoriel lorsque pour ses &léments sont définies les opérations
d'addition et de multiplication par un nombre réei, conformément aux régles d'alggbre. Un
ensemble vectoriel est dit normé lorsqu'd tout son élément x est attribué un nombre réel,
désigné par {lx|| — la norme de cet £lément, de maniére que: 1° x| > 0 pour tout x # #;
8] = 0, le symbole # désignant P&lément nul {module daddition), 2° Jux] = {ae |x{l  pour
tout o 18el, 3% [x,+ x4l € %] +]x,]. La suite {x,} des éléments d’un ensemble vectoriel
normé est, par définition, convergente vers I'élément x lorsque "1121C fx,—x|| = 0. Pour une

exposition detaillée voir S. Banach [7] [ce volume, p. 305-348].
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x+ay, (x < G,a reel), évidemment linéaire et contenant G. Soit f(x) une
fonctionnelle linéaire définie dans G. Il existe alors une fonctionnelle linéaire
@ (x) définie dans @', telle que

Pex)=fx) &<G),

2 [elle = I flla-

Démonstration. On peut évidemment supposer que || f[s = 1. On
a, pour X, < G,x, = G,

Flxa=%1) € [xz=xy | = |xa+yo—yo— x| € [ X2+ yoll +lx1+ ol
donc
{1 — %y +yoll =f(x1) < 12+ pol —f (x2).

Soit m la borne supérieure des nombres - |x;+ vl —f(x;) et M la
borne inférieure des nombres |[[x,+ yo| —f(x2). Les nombres m, M sont
finis en vertu de (1) et on a m< M. Soit 4 un nombre, satisfaisant
3 Iinégalite
(2) m< A<M,

d’ailleurs quelconque.
Nous posons par définition

@ (x+ayy) = flx)+ad

On voit aisément que la fonctionnelle @(2), ainsi définie(?) dans G,
est additive et que @ (2) = f(2) {z = G). On a pour o 3 0 (en vertu de (1), (2):

A(g)ere o o)

(el

W x+ad)l < llx+ayol,

(x = G, = réel).

x
';“‘yo

x
—+Ya
o

d’otr

H

ou bien

c'est-a-dire
leE) < lz| (z=G)

On a donc:

lele =1 =1|fle-

(3) L'81ément y, n'appartenant pas & G, un élément z de G' n’admet quune senle
représentation z = x+ey,. La définition de ¢ (z) est donc univoque.
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TukorEME 2. G etant un ensemble linéaire et f(x) une fonctionnelle
linéaire définie dans G, il existe une fonctionnelle linéaire ¢ (x), définie dans E,
telle que

p) =1 (xc=06),
ol =1fle.

Démonstration. On prouve ce théoréme par induction transfinie en
appliquant succesivement le¢ théoréme 1 aux éléments de lensemble E—G
(supposé bien ordonné).

Remarque. A l'aide du théoréme ci-dessus on peut définir dans chaque
ensemble vectoriel normé une fonctionnelle lin€aire non identiquement nufle.

Soit en effet x, # @ un €élément d’E. Les éléments ox, forment un
ensemble linéaire G. Posons f(xxg) = & ||xg] . C’est une fonctionnelle linéaire,
définie dans G, dont 1a norme ||fijg = 1. En vertu du théoréme 2, il existe
donc une fonctionnelle ¢(x), définie dans E, telle que @ (xp) = [xol et
el = 1.

§ 2. TucoreME 3. Soient {x,} une suite des éléments de E, {c,} une
suite numérique et M un nombre positif. La condition necessaire et suffisante
pour Texistence d’une fonctionnelle linéaire f(x), remplissant les relations

Pflg)=c¢ @®@=112,.),

22 HflsM,
est que Pon ait Pinégalité

I,Zl he| < M H.Z‘; A

pour tout systéme fini des nombres réels 1;(%).
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, si f(x) existe, alors

f(g:1 hyx)) = _‘;1 Af(x) = __.il A

D’autre part,

[A(E Al <0711 % Al
ce qui donne (1) en vertu de 1° et 2"‘.

(®) Ce théoréme a &té démontré pour certains emsembles particuliers par M. F. Riesz
(Untersuchungen {iber Systeme integriebarer Funktionen, Mathematische Annalen 69 (1910),
p. 449-497; Les systémes d'équations linéaires 4 une infinité dinconnues, Gauthier—Villars,
1913) et dans quelques cas plus généraux par M. Helly (Berichte der Wiener Akademie
der Wissenschaften, la, 121 {1912), p. 263). Notre démonstration est trés simple et ne
suppose sur Pensemble E que ce qui est dit dans lintroduction. Notamment ncus ne supposons
pas que l'ensemble E soit complet ou séparable.
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La condition est suffisante. Désignons par G lensemble linéaire formé

r
par tous les éléments de la forme Y A;x;. Définissons une fonctionnelle

i=1

r
@ (x) de la maniére suivante(*): si x = Z A; x;, posons
i=1

On a, en vertu de (1),
lp ()| < M |lxf,

@ (x) est donc une fonctionnelle linéaire définie dans G et ||y < M. Par
conséquent, il existe, d'aprés de théoréme 2, une fonctionnelle linéaire f(x)
satisfaisant aux conditions énoncées.

Remargue. On peut formuler ce théoréme d’une maniére plus générale
que voici:

¢ (x) étant une fonctionnelle définie dans I'ensemble W (linéaire ou non),
la condition nécessaire et suffisante pour Pexistence d’une fonctionnelle
linéaire, définie dans E, et remplissant les relations

° fx)= k) x<=W),

2|/ M, '
M étant un nombre positif donné, est que l'on ait

l,

quel que soit le systéme des r ¢léments x; de W, le systéme des r nombres
réels A; et Pentier positif r.

|=Zx j-i(i-"(xi]| =M ” ;1 A x;

TutoriME 4. G etant un ensemble lineaire et y, un element, dont la
distance a G est d = 0, il existe une fonctionnelle linéaire f(x), définie dans
E, remplissant les equations

1 f)=0 (x<0)
2 flyo) = 1,
301 = va.

Démonstration Désignons par G' lensemble linéaire formé par les
élements z = x+ay,(x = G, o réel). Posons dans G':

2) p{z) = a.
On a pour o # O
1
Izl = fxtazol = laf |~-x+o].

{*) Cette définition est univoque, comme il résulte aisément du § 1.
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s 1 S
Comme [’élément = appartient a G, on a par hypothése

Il > Ja-d,
done, en vertu de (2),
0@ < — Iz
d
et
(3) lole <~
d
On a, par définition,
exty =1 (xc6)
donc, en vertu de (3),
@ 1< ple x4yl < 3 Ix+31-

La distance de y, et G étant d, il existe dans G une suite {x,} telle que

lim [x,+ o) = d.

L'inégalité (4), appliquée a cette suite, donne
1< |elg-d< 1

ou

1
lelle —7-

D’aprés le théoréme 2, il existe donc une fonctionnelle satisfaisant aux
conditions demandées.
TrEOREME 5. Si G est un ensemble linéaire fermé tel que toute fonctionnelle
linéaire f(x) égale G 0 pour tout x de G est égale a O pour tout x, alors
G=E.

TutorEME 6. Soit W un ensemble arbitraire < E et y, un élément qui
Wy appartient pas. La condition necéssaire et suffisanie pour existence d’une
suite {w,} < E, remplissant les relations

1°w, = ia‘"’x x<wW)
n_—i=ll i i H

2° lim w, = y,,

n—+ oo
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est que Pon ait f(y,) = 0, pour toute fonctionnelle lineaire f(x) définie dans
E et identiquement nulle dans W.

Démonstration. On I'obtient aisément a l'aide du théoréme 4 appliqué

¥
a lensemble linéaire G formé par tous les éléments de la forme 3 «x,
(x; @ W, o, nombres réels). =t

(Recu por la Rédacrion le 28. IV, 1929)
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§ 1. Soient {s,} (s, = 1) une suite numérique 4 termes positifs croissant
indéfiniment et {a,} une suite des éléments telle que |a,| <1 (r= 1,2, ..).
f(x) étant une fonctionnelle linéaire, nous désignerons, dans ce qui va suivre,
par || f|*, le plus petit nombre positif K pour lequel

|fa) < Ks, (m=1,2,..).

Nous dirons que || f|* est la norme de f telative aux suites {o,}, {a,}.

On a évidemment

1| fi* =0,

2° Jafl* = |a - | f1*  (x réel),

3 [ f+ol* < ILfI*+ el

£ 11* < ISl

De méme, z = {{,} étant une suite bornfe des nombres réels, nous
désignerons par | z |* le plus petit nombre K pour lequel |{,| < K,
(n = 1,2,...). Dans ce qui va suivre nous supposons toujours que 'ensemble
des elements E est véctoriel, normé et complet (*°).

Lemme 1. Soit L un ensemble linéaire(*) des fonctionnelles linéaires.
Supposons qu'd chaque fonctionnelle de L correspond un nombre A(f) rem-
plissant les relations: '

Alfi+1) = A+ A,
A < M| fI*

M étant une constante positive. Il existe alors un élément x, tel que

Ixoll <M, A(f)=flxo) (f= L.

* Voir S. Banach [22] [ce volume, pp. 375-380]. Cette communication sera citée
dans la suite. comme ,I”.

(!} Un ensemble L de fonctionnelles linéaires est dit linéaire lorsqu’il contient toute
combinaison linéaire & coefficients réels de deux quelconques de ses fonctionnelles.



