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354 . Sur le prolongement de certaines fonctionnelles Im“

avec la puissance p (p > 1) (la distance de deux fonctions x(z) et y(t) étant
égale & {[|x—yI?}") et B est Pensembie de toutes les fonctions x pour
lesquelles [ |x|* <1 (g étant une constante arbitraire plus grande que p),
B est un G,.

Si E est le méme ensemble et B est I'ensemble de toutes les fonctions
pour 1esquelles-][x|‘1 existe (g > p), B nest pas un G,.

Sur la convergence presque partout de fonctionnelles linéajres
publié dans Bull, Sci. Math, (2) 50 (1926), p. 27-32 et 36-43,

1. M. Lebesgue a démontré le théoréme suivant ():
Pour que les fonctions bornées de la suite {¢,} aient Ia propriété d’annuler
1

la limite lim | f(x) @, (x)dx, quelle que soit la fonction sommable f(x), il faut
0

et il suffit que Pon ait, pour. presque tous les x tous et tous les n,

lon (x)f < M, limjf(pn(x)d'x = 0,

pour tous les a appartenant a Tintervaile (0 ... 1).

Du théoreme cité ci-dessus on peut facilement conclure les conditions
necessaires et suffisantes que doivent remplir les fonctions {K,(x, )} pour que

1

(1) lim [ K, (x. )/ ()dy = 0
pour chaque x et pour chaque fonction sommable f(x). Mais il se pose
la question: quelles sont les conditions pour que Iégalité (1) ait lien pour
presque tous les x et pour chaque fonction sommable fix).

Bien entendu, nous ne supposons pas que I'ensemble des x pour lesquels
(1) subsiste soit le méme pour tous les f(x) sommables.

Dans ce cas-li le théoreme de M. Lebesgue cité ci-dessus ne donne pas
de réponse.

Dans cette Note je m'occupe de ce probleme et des questions liées
avec lui. Je considere aussi ce probléme pour les ensembles abstraits. -

2. Soit E un ensemble vectoriel, métrique et complet (2), cest-a-dire que:
1° La somme, la différence de deux éléments quelconques et le produit
d’un élément par un nombre réel sont bien définis. Ces opérations obéissent,
bien entendu, aux r2gles ordinaires de l'alggbre. Par conséquent, il y a un

() Annales de la Faculte de Toulouse, 3¢ série, vol. I, 1909, p. 25-117.
(%) Banach [7] {ce volume, p. 305-348].
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élément nul (nous le désignons par 0) tel que si a est un élément quelconque
et m est un nombre réel, les égalités suivantes sont toujours remplies:
a—a=0, at0=qg, m-0 = 0. ‘

2° A chaque élément a correspond un nombre non négatif (nous le
désignons par [al]) remplissant l¢s conditions suivantes:
(a) faf >0 sia#0, [0]=0;
® Ima] = |mj |la] si m est un nombre réel;
() la+bil < llal+b].

3° 8i {a,} est une suite déléments et si lim |a,—a,| = 0, il existe

ptoo

un élément a tel que fim a—a,| = 0. 7w
n~a

Remarque. Si lim |la—a,]| = 0, nous écrirons lim a, = a. Nous disons
n—oow

| il

o0
que la série Y a, est convergente vers a si
a=1

fl

lim la— % af =0.

Considérons une fonctionnelle (}) U(x) qui i chaque element x de E
attribue une fonction z(r) définie et mesurable pour 0 < r < 1. Admettons
que U est linéaire et continue en mesure, c’est-d-dire:

1° U (my x,+myxy) = my Ux)+my Ulxy);

2° 8i lim x, = x, Hlljr}o U(x,) = U(x) en mesure(*).

n—w
Il est clait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonctionnelle linéaire U/ (x) soit continue en mesure est que, a chaque couple
des nombres & > 0, a > 0, correspond un nombre n > 0 tel que si Ixi <n,
Pensemble de points out |U(x)| > « est de mesure plus petite que ¢
] .Soit {U,(x)} une suite de fonctionnelles linéaires et continues en mesure.
Designons par v, 38 [Up(x)| la fonction qui, pour chaque ¢ compris entre
0 et 1, est égale 2 la plus grande valeur au point ¢ des fonctions
{lU.x)}}, N, £n<N,. Posons

B, 1009 = Jim | max 1U, ).

Nous allons maintenant démontrer le théorgme suivarit:

.THEOREME L Si {U,(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires et
continues, et si pour chaque x ,IL’E sup U, (x) est presque partout fini, & chaque

(*) L'operateur — selon la terminologie actuelle. .
(*) Nous disons qu'une suite {f,} de fonctions définies et mesurables pour 0 < £ <1
tend vers [ en mesure, si i chaque couple de nombres £> 0, 5 > 0 cortespond un nombre

N > 0 tel que pour chaque n > N I'ensemble de points ot |f,—f| > n est de mesure plus
petite que e .
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couple de nombres € > 0 et a > 0 correspond un nombre n > 0 tel que si
| x| < n Pensemble des points o 11‘<nax |Un(%)] > a est de mesure plus petite
Sp<x
que ¢.
Démonstration. Puisque lim sup U,(x) est presque partout fini pour

n—+x

chaque x, max |U,(x)| T'est aussi
1€n<x

Supposons que notre théoréme n'est pas vrai. :

Dans ce cas'il existe un couple de nombres ¢ > 0, a > 0, une suite
{n:;} de nombres positifs tendant vers zero, et une suite {X,} d’clements telle
que: ‘

L x| < n;. . R

II. Lensemble des points ou pax. VUL (X)) > o est de mesure plus grande
que &.

Posons
_ X; R
| SO Y IR A
nous avons donc
I x| = 1.
I, lim o; = co (x; > 0).

IIl. Lensemble des points oil  max (IUn(x)l) > o est de mesure plus

grande que &.
Introduisons les symboles suivants:
Soit N, le plus petit nombre entier pour lequel Iensemble des points

ol l'inégalité
max. (U (x)] > | ax | U, (x)]+1

<N,
a lieu est de mesure plus petite que }¢.
Soit y(n) le plus grand nombre tel que si [|x] < 7(#), 'ensemble des
poinis ol l'inégalité
max |Uy (x} > 1

a licu est de mesure plus petite que %¢. Les nombres N, et y(n) étant
ainsi définis, on trouve une suite de nombres positifs {4;} et une suite
partielle {x,} extraite de la suite {x,} telle que les conditions suivantes
soient remplies:

aa =1,r, =1.

b. 0 < a5y < b4y, G4y < 37(Ny)-

En posant

i
C. S,' _ Z akx”‘,
=
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I'ensemble -de points ot inégalité

1
lgfixm UL (S > 3041 %y,

a lieu est de mesure plus petite que Ze.

d a2, =1

Il est clair quon peut réaliser de proche en proche les conditions
a, b, ¢ d

De a et b il résulte que a; < 1/2'"! et, par conséquent,

0

= 1
Y4 ) “i+23r’—T—T=2“i+z§

re=i+2 reit2
donc
o
i) Y a <y, )
r=i+2
o
La série Y a; est eonvergente donc Z a;x,,, T'est aussi. En désignant
i=1 i=1

o0

w0
Y a;x, par S et Y ax, par R, nous ayons
i=1 k=i+1

8

0 o 1
ISh< ¥ lal-lx, )l = ¥ a: < ) 31

i=1 i=1 i=1

et, d’aprés (1),
2) [Rip1] <
Soit m; = Nx,. Alors

Un(S) = Un (Si)+ Uu (ai+1 xn+1)+ Un (‘Rt+ 1);

Za<v( )-

Frepy

donc

@) _max |U,(8) > max IU,.(am Xl =

1<pSmy 1€0Sm
— max |U - m U,(R,. )|
1Sn£m,+1l n (59l 1-<.n=<?'n}-(,+,l n(Rys1)l

Mais en vertu de III, et de la définition du nombre
N

Xri4q = mi“l"]’

nous voyons que la premiére partic de la somme qui constitue le second

membre de Pinégalité (3) est plus grande que @, %,,, dans un ensemble .

de mesure plus grande que 3¢, en vertu de c, ]a seconde partie n’est plus
grande que 14, a,. que dans un ensemble de mesure plus petite que
e, en vertu de (2) et de la définition du nombre y(n) la troisiéme partie
n'est plus grande que I'unité que dans un ensemble de mesure plus petite
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que 2. Donc, d’'aprés d et (3) dans un ensemble de mesure plus grande
que ¢ nous avons
@ max |U,(5) > | max [U,($)] >

1-
> ta,, a,,  —~2 > 3i—2.
1€n<o0

Puisque i est un nombre entier quelconque, I'inégalité (4) est contradictoire
avec I'hypothése que lim sup U,(S) est presque partout fini. Le théoréme
n—ro
est donc démontré.
Tuatoreme 1. Si une suite {U,(x)} de fonctionnelles linéaires et continues
en mesure tend presque partout pour chaque x vers une foncnonnelle linéaire
U(x), U(x) est continue en mesure.
Démonstration. Remarquons que nous avons pour chaque x presque
partout
<
UMl < max [U,0).

Donc en vertu du théoréme I & chaque couple de nombres ¢ > 0
et o > 0 correspond un nombre # > 0 tel que si ||x| < #, I'ensemble de
peints ol |U(x)] > o est de mesure plus petite que s. Cela prouve que
U(x) est continue en mesure.

TutoriME 0. Si une suite {U,(x)} de fonctionnelles linéaires et continues
en mesure est telle gue:

1° lim sup U, {x) est fini presque partout pour chaque X,

2° lim U,(x) existe presque partout pour chaque x appartenant a un
ensemble B (%) partout dense dans E; :
alors la suite {U,(x)} tend pour chaque x presque partout vers une foncrmnnelle
U(x) lineaire et continue en mesure.

Démonstration. Soit x un élément quelconque de E. 1l existe une
suite {x,} d'éléments de B telle que

lim x, = x, c'est-a-dire

n—+ao

Lim |x—x,| = 0.
=
Mais puisque ihm U;(x,) existe presque partout, on a presque partout
o
lim sup U;(x)— lim inf U;(x) = lim sup Ui(x—x,l)—'.lim inf U, (x—x,).
[ S} =0 i~x i— oo
Donc presque partout
lim sup U, (x)—lim inf U;(x) < 2 max |U(x—x,)|.
i—=m i~ _ 1€i<m0 .
Donc si o est un nombre positif quelconque, puisque
lim ||x—x,[ = 0,
Ao

(%) Nous disons qu'un ensemble B est partout dense dans E, si chaque €lément de E
est la limite d'une certaine d’éléments de B.
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d’aprés le théoréme I, lensemble des points ou
lim sup U, (x)— lim inf U;(x) > «
[Sad: ] i~
est de mesure nulle. Donc presque partout
lim ¥/, (x) existe.
. =+
Draprés le théoréme II la fonctionnelle
Ux) = lim U,(x)
H— o0

est coutinue en mesire.

Remarque. Considérons une famille de fonctionnelles U; (x) linaires
et continues en mesure dépendant d’'un paramétre A compris entre 1 et oo.
On peut démontrer par rapport a

}im Ui(x)

les mémes théorémes que I, II, 111, si 'on admet I'hypothése suivante:
Dans chaque intervalle fini 1 < A < L, U, (x) est uniformeément continue
et mesure, c’est-i-dire qu'a chaque couple de nombres &> 0,0 > 0 cor-
respond un nombre 5 > 0 tel que si ||x[]| <1, il existe un ensemble E,
de mesure plus grande que 1—: dans leguel [U;(x)| < a pour 1 €4 < L.

3. Applications. 1° Soit E lensemble de toutes les fonctions définies
et-sommables dans 'intervalle {0... 1). Posons

1
Af@l = !) Lf @) at.

’Soit {K, (s, %)} une suite de fonctions définies et mesurables dans le ..
carre 0 <7 <1, telles que |K, (s, ) < M,(s) ou M,(s) est une fonction '

finie presque partout dépendante de s et n, mais indépendante de ¢.
Dans ces conditions, il est clair que la fonctionnelle

i Ko (s, 1) f(t)dt

est continue en mesure. Si nous posons ¢ (=1 si z21,¢,()=0
si z<t<1, nous voyons que l'ensemble des polynOmes composés de
fonctions @,(t) (0 < z < 1) est partout dense dans E. Remarquons que

i z
| Kals, Yo (dt = | K, (s, t)dr.
0 o

Donc, d’aprés le théoréme IIf (§ 2), si

(1) | - lim | K, (s, t)dt
n-=+w g .
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existe presque partout pour chaque z,

03 lim sup i Ko (s, ) f (1) dt

est presque partout fini pour chaque f(t) sommable,

lim Jl" K, (s, ) f (@) dt

existe presque partout pour chaque f(f) sommable et est une fonctionnelle
continue en mesure. Le faif, que la fonctionnelle

lim } K, (s, 0 f(t)yde

B0
est continue en mesure, nous la définit pour tous les £, si nous la connaissons
pour les ¢, (). Par exemple si :

z

lim | K, (s, )dz = 0

B g

presque partout pour tous les z,

1

lim [ K, (s, ) f(6)dt = 0
L3

presque partout pour tous les f(f) sommables.
Si

n

im [ K, (s, )dt = ¢, (s)
¢
presque partout pour tous les z,

iim }K,(s,t)f(t)dt =f(s)
n—raK 0

presque partout pour tous les f(f).
Bien entendu, nous supposons que la condition (2) est toujours remplie.
On peut facilement généraliser ces théorémes pour les autres champs -
fonctionnels.
2° De nos théorémes on peut sans peine deduire le théoreme de
M. Lebesgue cité ci-dessus. En effet, supposons que {@,} sont des fonctions
1

bornées et que lim [fp, =0 pour tous les f sommables. En vertu du
n—ao o
théoréme I (§2), si nous posons ¢ = %, « = 1, il existe un nombre 1 > 0

1
tel que si | f|| = [|f] <#, on a pour chaque n |6[fqo,,| < 1. Cela prouve
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que si [[f| =1, I{fo. < 1/q. Donc |@,| < l/n presque partout. Si nous
supposons maintenant que |@,| < M pour chaque n presque partout et que

lim 6[ Ju=0 pour tous les x compris entre 0...1, du théoréme III (§2),

il rés’ulfe imméfliatement que pour chaque f sommable [im { f, = 0. Le méme
procédé s’applique dans le champ des fonctions continues ou sommables
avec la puissance p (p > 1). '

3° Soit maintenant E l'ensemble de toutes les fonctions de carrés
sommables définies dans 1'intervalle (0... 1}. Posons

1) = \/}f’.
0

Soit {f,()} une svite compléte de fonctions normales et orthogonales
c’est-a-dire que ,

1
(1) gﬁ(t)ﬂ(t)=0 si i #k, }faz(t)=1;
0

1 1
2 Si jo' S2(r) existe et si 1[ J@f(e) = 0 pour chaque i, f(£) soit néces-
sairement nul.
Les théorémes du paragraphe 2 nous donnent en posant

1
¢ = E|;f(t)f:(f)df
les théordmes suivants: ' |
- = > d
TukoriME 1. Si pour chague f(z) de carré sommable lim sup ¥ ¢, £(f)
est presque partout fini, on a presque partout e =1

o]

Y afi) =10

i=1
pour chaque f(t) de carré sommable.

IHE‘)REME II. La COI‘!dlthH necessaire et Suii!sa"te 71 -que St L) est
p ’ f( )

o

i;l ¢ filt) = f1)
est qu'a chaque & > O on puisse faire correspondre un nombre « > 0 tel que si
n . ' ‘
Y af=1, max
i=1

1€k=%n

L ak) > a

-dan.g un ensemble de mesure plus petite que «.
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Tutorime 1L Sl existe une fonction ¢(n) positive et tendant vers
Pinfini avec n telle que pour chaque f(t) de carré sommable

Z e fi(t)
lim sup = ———
. @)
est presque partout fini, on a
“ n B
lim i) =0
L ¢(")—i=zt 540

presque partout pour tous les f(t) de carrés sommables.

Les théorémes sont évidents, si nous observons que I'ensemble des
polyndmes composés de { fi(f)} est partout dense dams E et que dans la

série Y ¢ fi(r) correspondant & une fonction f,(f) tous les ¢ sont puls,
i=1 .
Sﬂ.llf Ct = 1.

Remarque. On peut démontrer des théorémes pareils pour dautres
champs fonctionnels. .

Supposons maintenant que les fonctions { £, ()} remplissant les conditions
(1) et (2) citées ci-dessus sont bornées; supposons en outre qu’il existe une
fonction F(s) sommable non identiquement nulle telle que pour chaque n

1
(3 g F{t) £,() = 0().

On peut démontrer que dans ce cas il existe une fonction & (f) sommable

<0

pour laquelle la série correspondante Y. ¢ f;(t) diverge dans un cnsemble de
i=L

mesure positive. En effet, supposons que le théoréme m'est pas vrai En
posant

o0

U(f) = 3.afilt)

=1

G = gfﬁ:

nous voyons que la fonctionnelle U(f) est continue en mesure dans le
champ des fonctions sommables. On voit sans peine que pour chaque

() Banach [8] [cette &lition, vol. I, p. 63-65].
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fonction f de carré sommable U(f) = f. Donc U(F) = F. Mais cette relation
est contradictoire avec (3). Le théoréme est donc démontré (7)(®).

3° Si la fonction K(s,¢,1) mesurable est définie pour 0 <
< A< oo et telle que

s
(S

IK(S,t,l)I < M;(s),

ol M;(s) est une fonction finic presque partout dépendante de s et A mais
indépendante de ¢, la fonctionnelle

Ui(f) = !)K(S,t,l)f(t)dt

est bien définie, continue en mesure dans e champ des fonctions sommables,
et remplit la condition de Ia remarque de paragraphe 2.

4° Je veux indiquer encore une chose assez curieuse. Des théorémes
du paragraphe 2 on peut facilement conclure l'existence de fonction continue
n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive. En effet, posons

x(t+A)—x(2)
Ay ’
{4,} étant une suite de nombres positifs tendant vers zéro.

S8i nous supposions que chaque fonction x(r) continue admet une dérivée,
on aurait

Un x) =

¥'(1) = lim U,(x) = U(x)

presque partout.

. . . . sin nx
Donc x'(f) = U(x} serait continue¢ en mesure. Mais la suite { }
n

. sin nl
montre que U(x) n'est pas continue en mesure, car {
n

} tend uni-

formément vers zéro et les dérivées {cosnx} ne tendent pas en mesure
vers zéro. Donc, d’aprés le théoréme I (§ 2), il existe une fonction continue
x () pour laquelle

, . t+4,).

lim sup U,(x) = lim supw =
A= n—+o0 ﬂ,”

dans un ensemble de mesure positive.

O Stemhaus a publié un exemple du développement presque partout divergent d'une
fonction sommable [4n example of a thoroughly orthogonal divergent development, Proc. Londen
Math. Soc. (2) 20 (1922), p. 123-126]. Kolmogoroff a trouvé une fonction sommable dont
la série de Fourier est presque partout divergente [Une série de Fourier-Lebesgue divergente
presque partout], Fundamenta Mathematicae 4 [(1913), p. 324—328]

{*) On peut Enoncer le pareil théorgme pour divers procédés sommatoires.
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Sur le principe de la condensation de singularités

publié en commun avec H, Steinhaus dans Fund. Math. 9 (1927), p. 50-61.

Hankel a donné le nom du principe de condensation de singularités
4 une méthode que I'on rencontre dans beaucoup de raisonnements mathé-
matiques et qui consiste en ce que I'on construit un objet jouissant d’une
infinit¢ des singularités a partir des objets (en nombre infini) qui n’ont
chacun qu'une seule singularité.

Cette méthode exigeant chaque fois des artifices pouveaux, notre but
est de remplacer ces artifices par deux théorémes du calcui fonctionnel;
ce sont les théorémes I et II du §2 Le § 1 est consacré aux définitions
des certaines notions du calcul fonctionnel; nous n’aurcns dailleurs 3 nous
occupper que des fonctionnelles linéaires. Pour montrer comment on applique
les théorémes en question sans recourir aux raisonnements spéciaux, nous
avons choisi la théorie de séries orthogonales; ces exemples constituent
le §3. I faut constater que la théorie de fonctions réelles et complexes
et la théorie des équations fonctionnelles fournit aussi beaucoup d’exemples
ol notre méthode conduit aux théorémes connus et inconnus.

M. Saks ayant lu notre manuscrit a remarqué que les démonstrations
du § 2 admettent des simplifications considérabies. Nous avons donc aban-
donné notre propre texte du §2 en y substituant- le texte de M. Saks.
De cette maniére nous avons évité certains calculs assez laborieux.

§1.

Soit D un espace 1° vectoriel, 2° mctnque et 3° complet. Nous enten-
dons par 1a

1° gue les éléments de cet espace — qui seront désignés par des petites
lettres latines — obéissent aux lois ordinaires de 1’algeébre en ce qui concerne
leur addition mutuelle et leur multiplication par des nombres réels —
désignés par des letires grécques — ces deux opérations étant toujours pos~
sibles et conduisant toujours aux €léments de D,



