348 Sur les opérations dans les ensembles abstraits

Cette analogie se présente également pour le champ (¢7%).
Nous passons maintenant au dernier champ, qui est (4757).

Pour le champ (#75"). Ayant choisi arbitrairement un nombre & > 0,
on peut trouver un mode de subdivision §, de Ilintervalle (a, b), tel que,

la notation du théoréme 4 étant conservée, on ait

(32) W (XD (1) > j X @) dt—e.

On a, en vertu de (29):
(33) lim W;((X(‘” @) = W (XP ().

n-r o

On a en outre

o

W (X2 @) < {1 XPrde,

a

de sorte que cette inégalité implique, en vertu de (32) et (33), la suivante;

o

b
lim inf [ [(XP () dr > [ | XD ()" di—s.

o

Comme cette inegalite subsiste pour chaque z, on a:

o

b
(34) lim inf [ |[XP (@)rde = [ |X®(0)f de.

Or, on a pour le champ (#P5"):
——
1X @) = max |X (@0 + 71X e,
ce qui donne en vertn de (28) et (34):
lim inf | X, &) > X @),

resulat contradictoire avee (27).
L'axiome VI est donc ¢tabli pour tous les champs considérés.

Sur le prolongement de certaines fonctionnelles

publié dams Bull. Sci. Math. (2) 49 (1925), p. 301-307.

1. Soit E un espace métrique continu, dans quuel par conséquent deux
points quelconques a, b ont une distance ab bien définie, qui remplit les
conditions suivantes: 1° ab = ba > 0 pour a # b, aa = 0; 2° ab+bc = ac;
3° on peut joindre deux points quelconques par un arc simple. {Un arc
simple est une image continue et biunivoque d’un segment.)

Soit B un sous-ensemble dense dans E, cest-a-dire que l'ensemble
dérivé de B soit égal a E. Considérons une fonctionnelle U définie pour
tous les elements de I'ensemble B.

Désignons par o (x)(?) lim sup U(a) — lim inf U(4), a—+x,a # x, a<B.
Il est clair que, si pour un point x,®(x) > 0, on ne peut pas définir U
au point x de telle manitre que U soit continue en x. Si nous supposons
maintenant que w(x) > 0 pour chaque point de E—B, peui-on affirmer
que la fonctionnelle U n’est pas continue dans B?

Dans cette Note, je démontre que pour que la réponse soit affirmative.
il est nécessaire et suffisant que B ne soit pas un G, A.

M. Paul Lévy pose dans son excellent livre(®) le probleme suivant:

" Considérons une fonctionnelle U définie pour toutes les fonctions ayant

des dérivées finies jusqu'2a l'ordre p, mais n’ayant aucun sens si la dérivée
d’ordre p n’existe pas ou devient infinie. Peut-on affirmer qu’elle n'est pas
continue d’ordre p—1?” Si nous admettons que la phrase ,n'avoir aucun
sens” est équivalente a ,ne pas étre défini” la réponse est triviale. En effet,
la fonctionnelle qui s'annule pour chague fonction ayant une dérivée d’ordre
p finie et pour d'autres fonctions est indéfinie resout le probleme de M.
Lévy négativement (*). Changeons maintenant I’énoncé du probleme de M.

{*) Nous appelons w(x) Poscillation aun point x.

(*) Gy est un produit d'une infinité dénombrable d’ensembles onverts.

(%) Legons d'analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris 1922, p. 18-19.

{(*) G. Bouligand, Sur quelques points d'analyses fonctionnelles, Comptes Rendus 176,
p- 822 et Sur les modes de continuité de certaines foncttonnelles Bulletin des Sciences
Mathématiques (2) 47 (1923).
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Lévy de la maniere suivante: Considérons une fonctionnelle U, deéfinie pour
toutes les fonctions ayant des dérivees finies jusqua Pordre p, mais telle que
si ¢ est une fonction arbitraire n’admettant pas de derivee finie d’ordre p,
on ne peut pas definir U pour ¢, de sorte que U soit continue d'ordre
p—1 pour ¢. Peut-on affirmer que U n'est pas continue d’ordre p—17
La réponse maintenant est affirmative et un peu moins triviale. En 'effeit,
si nous désignons par E l'ensemble de toutes les fonctions ayant la dgrivge
d’ordre p—1 finie, par B I'ensemble de toutes les fonctions ayant la derivee
d'ordre p finie et si nous deéfinissons la distance de deux éléments ¢, ¥
de E comme egale &

a7ty

der=t |’

& o
dert

max | — [+ max

on voit sans peine que, d’aprés notre théor2me cité ci-dessus, la réponse
est négative ou affirmative suivant que B est un Gy, donc la réponse est
affirmative. -

2. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant:

TrueoreME 1. Si E est un ensemble metrigue et continu, B un ensemble
dense dans E, la condition necessaire et suffisante pour qu'il existe une
fonctionnelle U definie et continue dans B mais telle que pour chaque x de
E—B w(x) soit positif est que B soit un Gy.

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, soit U une
fonctionnelle qui remplit les -conditions de aotre théordme. Désignons par
A, tous les points x de E pour lesquels w(x) < 1/n.

It est clair que A, est un ensemble ouvert et que

B= nl;Il An'

B est don¢ un Gy,
La condition est suffisante. En effet, posons

[= ]
B =[] o,
n=1

o les @, sont des ensembles ouverts. Nous pouvons sans aucune restriction
admettre que ¢,., <@, pour chaque n. Désignons par V,(x) la distance
d’un point x & Pensemble fermé E—¢,. En d’autres termes ¥, (x) = lim inf xqy
< E—¢,, 1l est évident que la fonctionnelle

1

_' Un(a) = sin -

est bien définie et 'qontinue dans B, parce que V() #0 si ac B.
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La fonctionnelle

1=

U=

al! Uﬁ’

1

Ol [a,[,=;..., est une suite de nombres positifs remplissant la condition
> Y a,
i=n+1
d'ailleurs quelconque, est la fonctionnelle cherchée. Fn effet, U7 est bien definie
et continue dans B car chaque U, est definie et continue dans B, U< 1
a
et la série 3 4, est absolument convergente. Soit x un point quelconque
n=1
de E—B. Nous démontrerons maintenant que si

xcE-(Pn! (J.JB(X)=2

en désignant par w, (x) oscillation de Ia fonctionnelle U,{x) en x. Si nous
_!oignons un point quelconque a de B avec x au moyen de l'arc simple k,
'y a sur k deux points v, y" aussi voisins que Pon veut du point x
pour lesquels . I ) :

= :1

1 w1
) (")

Or puisque B est partout dense, il ¥ a deux points o, a’ de B assez

sin

voisins de y' et y” pour que

U @)U, a) > 2—¢,
¢ ¢tant un nombre positif quelconque donné d’avance. Cela montre que
@,{x) > 2. II est évident que d’aprés la définition de U,, w,(x) est au

plus égal a4 2, donc w,(x}= 2. Si maintenant N est le plus petit des
nombres n tels que x < E—gp,, nous avons
wi(x) =0 pour i <N, w,(x)=2pouri> N.

Par consequent

ox) 2 a,0,(x}= Y a0(x) = 2a,—2 ; a .
i=N+1 i=N+1
Comme d’apres la supposition
Gy > Z &,
i=N -

donc @(x) > 0. Notre théoréme est démontre.

3. Nous allons maintenant envisager divers champs fonctionnels. Nous
disons qu'un ensemble B est G, par rapport a un ensemble metrique E,
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si B est le produit d’une infinite dénombrable d’ensembles ouverts situes
dans E. Si nous définissons la distance de deux fonctions x(t), y(t) definies
dans lintervalle (0...1) et admettant des dérivees continues jusqu’a l'ordre
p—1 comme egale a
artx  drty

a A |’

max |x (t)— ¢ (t)] +max

nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

TutoriME II. Lensemble B de toutes fonctions deﬁmes dans (0...1),
admettant des derivées continues jusqu'a Tordre p, n'est pas un Gy par rapport
a Tensemble E de toutes les fonctions definies dans (0...1) admettant des
derivees continues jusqu’a Tordre p—1.

Démonstration. Supposons que B est un G, par rapport a E. Dans
ce cas, il y a une suite dénombrable d’ensembles {A4;};=;.... ouverts tels que

.....

B =[] 4;. Si a et B sont des conmstantes quelconques mais telles que
0< oc_< B < 1/2, désignons par f(t, o, B) la fonction définie par les formules

a+p

f@,a,p)=0pour t =0,a,p,1, f(t,a,p) =1 pour t =

et par la condition de varier lineairement dans chacun des intervalles

o9, (2L), (225). @,

Soit {€,},=1...., une suite quelconque des nombres positifs tendant vers zéro.
Envisageons la sphére(’) k, de centre x(tf) = 0 et de rayon plus petit que
g, contenue dans A4,. Il est clair qu’on peut trouver un nombre o; assez
petit pour qu’il existe dans la sphere k, une fonction x,(f) vérifiant
I’équation

P x
dt?

L= f(t,0,0).

Désignons par k, une sphére de centre x, de rayon plus petit que &,
contenue dans k;-A4,. On peut trouver un nombre «,,a; < a, < 1/2 assez
voisin de o; pour qu’il existe dans la sphére k, une fonction x, vérifiant
I’équation

X2 _ £t oy, ap)+2
= o, 0
e b dt”

" () La spherc k de centre x et de rayon r est l'ensemble de toutes les fonctions
appartenant 2 E, dont la distance de x est plus petite que r.
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En genéral nous designons par k, une sphere de centre x,_; et de rayon
plus petit que &,, contenue dans 4,-k,_,, par ®, un nombre remplissant

les conditions: 1) a,_ 1< <1/2; 2) Dans la sphere k,, il existe une
fonction x, verifiant I’équation

dP
dtp f(t a’l 1> au)+

dt”

Il est clair que tous les x, a indices plus grands que N appartiennent
d ky. Puisque le Tayon de k, tend vers 0 avec 1/n,x, tend uniformément
avec ses dérivées jusqu’a Tordre p—1 vers une fonctlon x et ses dérivées
jusqu'a P'ordre p—1. 1l est évident que x < k, pour chaque n, donc x < A,
pour chaque n. Il en résulte que x = B. Mais

P

d?x i '
dtp =f(t, Oa a1)+i=21 f(t, a;, ai+1)

pour toutes les valeurs de t sauf

t=a=lime < 3.
i~
Mais un simple calcul montre qu'au point ¢t = « la dérivée d’ordre p droite
n'est pas egale & la dérivée d’ordre p gauche et, par conséquent, au point
t = a la fonction x(t) n’a pas de dérivée d’ordre p. Mais c’est contradictoire
avec le fait obtenu que x = B. Donc B nest pas un G; par rapport i E.

Remarque I. On peut facilement démontrer que B est G,,, clest-a-dire
B est la somme d’une infinite denombrable d’ensembles dont chacun est un G;.

Remarque II. On voit sans peine que le théoréme II serait vrai si
nous supposions que E (respectivement B) est I'ensemble de toutes les
fonctions ayant la dérivée d'ordre p—1 (respectivement d’ordre p) finie. En
conséquence du théordme I et de la remarque II, nous pouvons énoncer
le théordme suivant:

Tutorime III. Si la fonctionnelle U, définie seulement pour toutes les
Jonctions ayant la derivée dordre p finie, est continue dordre p—1, il existe
une fonction x(t) qui remplit les conditions suivantes: 1° dP~'x/dtP~' est
continue, la dérivée d’ordre p de x nexiste pas; 2° on peut définir x de telle
maniere que U soit continue d’ordre p—1 pour x.

4. On peut généraliser les résultats obtenus pour certains champs
fonctionnels. Je remarquerai que si E est 'ensemble de toutes les fonctions
continues (la distance étant égale au maximum du module de la différence
de deux fonctions) et B est I'ensemble de toutes les fonctions ayant la
méme dérivée au plus égale 4 1 en valeur absolue, B n’est pas un G par
rapport a E. Si maintenant E est 'ensemble de toutes les fonctions sommables

23 — Oeuvres t, Il
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avec la puissance p (p > 1) (la distance de deux fonctions x(z) et y(t) étant
égale & {[|x—yI?}") et B est Pensembie de toutes les fonctions x pour
lesquelles [ |x|* <1 (g étant une constante arbitraire plus grande que p),
B est un G,.

Si E est le méme ensemble et B est I'ensemble de toutes les fonctions
pour 1esquelles-][x|‘1 existe (g > p), B nest pas un G,.

Sur la convergence presque partout de fonctionnelles linéajres
publié dans Bull, Sci. Math, (2) 50 (1926), p. 27-32 et 36-43,

1. M. Lebesgue a démontré le théoréme suivant ():
Pour que les fonctions bornées de la suite {¢,} aient Ia propriété d’annuler
1

la limite lim | f(x) @, (x)dx, quelle que soit la fonction sommable f(x), il faut
0

et il suffit que Pon ait, pour. presque tous les x tous et tous les n,

lon (x)f < M, limjf(pn(x)d'x = 0,

pour tous les a appartenant a Tintervaile (0 ... 1).

Du théoreme cité ci-dessus on peut facilement conclure les conditions
necessaires et suffisantes que doivent remplir les fonctions {K,(x, )} pour que

1

(1) lim [ K, (x. )/ ()dy = 0
pour chaque x et pour chaque fonction sommable f(x). Mais il se pose
la question: quelles sont les conditions pour que Iégalité (1) ait lien pour
presque tous les x et pour chaque fonction sommable fix).

Bien entendu, nous ne supposons pas que I'ensemble des x pour lesquels
(1) subsiste soit le méme pour tous les f(x) sommables.

Dans ce cas-li le théoreme de M. Lebesgue cité ci-dessus ne donne pas
de réponse.

Dans cette Note je m'occupe de ce probleme et des questions liées
avec lui. Je considere aussi ce probléme pour les ensembles abstraits. -

2. Soit E un ensemble vectoriel, métrique et complet (2), cest-a-dire que:
1° La somme, la différence de deux éléments quelconques et le produit
d’un élément par un nombre réel sont bien définis. Ces opérations obéissent,
bien entendu, aux r2gles ordinaires de l'alggbre. Par conséquent, il y a un

() Annales de la Faculte de Toulouse, 3¢ série, vol. I, 1909, p. 25-117.
(%) Banach [7] {ce volume, p. 305-348].
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