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Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application
aux équations . intégrales*
publié dars Fund. Math. 3 (1922), p. 133-181.

Introduction. L’opération c'est une relation univoque yRx cest-d-dire,
telle que .

VRx et zRx  entraine y =z
pour tout x, y, z.

Chaque relation yRx comporte un contre-domaine (Cest la réserve des y)
et un domaine (la réserve des x) ou champ. L’opeération fonctionnelle ou la
Jonction de ligne c’est une opération dont le domaine et le contre-domaine
sont des ensembles de fonctions.

La notion de fonction de ligne fut introduvite par M. Volterra. Des
recherches 4 ce sujet ont été faites par MM. Fréchet, Hadamard, F. Riesz,
Pincherle, Steinhaus, Weyl, Lebesgue et par beancoup d’autres. Dans les
premiers ouvrages on admettait que le domaine et le contre-domaine sont
des ensembles de fonctions continues admettant les derivées d’ordres
superieurs. Ce ne furent que les travaux de Hilbert qui, bien qu’ils traitaient
les formes quadratiques 4 une infinité de variables et non pas les fonctions
de ligne, ont apporté des résultats susceptibles 4 &tre transferés facilement
sur les théorémes concernant les opérations dont le domaine et le contre-
domaine se composent des fonctions de carré intégrable (L).

M. Wilkosz et moi, nous avons certains résultats (que nous nous
proposons publier plus tard) sur les opérations dont les domaines sont des
ensembles de fonctions duhameliennes, c'est-a-dire, qui sont les derivées de

. leurs fonctions primitives.

L'ouvrage present a pour but d’établir quelques théorémes valables pour

 différents champs fonctionnels, que je spécifie dans la suite. Toutefois, afin de

ne pas, étre obligé a les démontrer isolément pour chaque champ particulier,
ce qui serait bien pénible, j’ai choisi une voie différente que voici: je considére
d’'vne fagon générale les ensembles d’éléments dont je postule certaines

* Thése présentée en juin 1920 4 I'Université de Léopol pour obtenir le grade de
doeteur en philosophie.

20 — Oeuvres t. [
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propriétés, j’en deduis des théorémes et je démontre ensuite de chaqu§ champ
fonctionnel particulier que les postulats adoptés sont vrais pour lui

Tai introduit pour plus de simplicité les notations suivantes de quelques
champs fonctionnels:

Lensemble de fonctions continues (%)
L'ensemble de fonctions sommables (intégrables au sens de
Lebesgue) ) (&)
L'ensemble de fonctions intégrables (L) avec la r*™ puissance (%)
L'ensemble de fonctions mesurables bornées (-#)
L'ensemble de fonctions duhameliennes bornées (<)

L'ensemble de fonctions ayant la (p—1)® dérivée absolument
continue et la p*™* dérivée

continue (6*%)
intégrable (L} (€rF)
intégrable (L) avec la r®™

puissance (€°S")
bornée (€7.4)
duhamelienne {G* %)

Je passe aux postulats concernant les ensembles traités dans cet ouvrage.

I

§ 1. Axiomes et définitions fondamentales. Soit E une classe composée
tout au moins de deux éléments, d’ailleurs arbitraires, que nous designerons
p-ex. par X, YV Z, ...

a, b, c désignant les nombres réels quelconques, nous définissons pour E
deux opérations suivantes:

1) I'addition des éléments de E

X+Y, X+2,...
2) la multiplication des éléments de E par un nombre réel
aX, by, ...

Admettons que les propriétés suivantes sont réalisées*:

Iy. X+7Y est un élément bien déterminé de la classe E,

I,, X+Y=7Y+X, ‘

I, X+(Y+Z)=(X+Y)+2Z,

L. X+Y=X+2Z entratne Y= 2,

Is. 1l existe un élément de la classe E déterminé 6 et tel gu'on ait
toujours X+6 = X, :

* Certains de ces axiomes sont superflus. On peut omettre par exemple les axiomes
1,, Ig, I; (note de la Rédaction).
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Ig. a-X est un élement bien déterminé de la classe E,

I;. a-X =8 équivaut a X =8 ou a = 0,

Isg. a#0 et a- X =a-Yentrainent X = ¥,

lo. X #0@ et a-X =b-X entrainent o = b,
Lig.a-(X+Y)=a-X+a-Y,

Lh.la+b)-X =a-X+b-X,

Iip. 1. X = X,

Lis.a-(b-X) = (a-b)-X.

Nous introduisons en méme temps les définitions suivantes:

{a) ~X =(-1)-X,
(b) X—Y=X+(-1)-Y
Toutes les régles algébriques des signes +,— et de la multiplication

(d'un ¢lément de E par un nombre) restent valabies pour un systéme E,
Comme exemples d’un tel systéme peuvent servir: les vecteurs, les formes
de Grassman, les quaternions, les nombres complexes etc.

Admettons ensuite que

Il Il existe une operation appelée norme (nous la désignerons par le
symbole | X)), définie dans le champ E, avant pour contre-domaine T'ensembie
de nombres réels et satisfaisant aux conditions suivantes:

;. X =0,

II,. | X|| =0 équivaur & X = 8,

Oy. la-X|| = |a]-]1X],

O | X+Y) < IXI+1710,

I 8i 1° {X,} est une suite d’éléments de E, 2° rlix?o 1X, =X, =0,

P
il existe un éléement X tel que

lim | X~X,| = 0.

Nous introduisons les définitions suivantes oit X, X,, Y, Y, désignent
des ¢léments de E. :

Définition 1. Nous dirons que la suite {X,} tend vers X suivant la
norme, & que nous écrirons

Tm X, = X,

n—+ao
lorsque

lim | X—X,| = 0.
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o

Définition 2. Nous dirons que la série Y, X, est convergente suivant
n=1

la norme vers X, ce que nous écrirons

SeE|

X, =X,

I
-

n
lorsque

Vbop

Clim | T X,—X] =0.
n=1
§
§ 2. Théorémes anxiliires suriles normes et les limites.
TutoriMmE L. |X=Y| < [ X}+|Y]).
Démonstration. On a en vertu de II:
X=Y = [ X+(=1)-Y| < |X|+}(=D)-Y| = |1X|+{=1-1 Y],

c'est-d-dire,
[X=Y| < {X|+]Y].
Tugoreme 2. [ XY 2 | X|—1Y¥).
On a en vertu de II:

IXI = 1X=7)+Y] < |X-Y[+]Y].

Lemume L |JX)I-IYH] < |X-Y].
Lemme 2. Lorsgue |[X—Y| <¢, on a |Y|—e < |X)| < | Y] +e.
LemME 3. Lorsque | X—Y|| =0, 0na X =Y.

11 [¢e]
TutoriME 3. | ¥ ap-x,[ € ¥ la ) - [X,].
n=1 n=1

On peut prouver aisément ce théoréme par linduction compléte, en
s'appuyant sur l'axiome II. '

Les théorémes qui précédent nous montrent que la norme joue un role
analogue & celui de la valeur absolue dans le champ des nombres réels.
Je passe maintenant 4 quelques théorémes concernant les limites.
Tukorkme 4. Etant donnés ‘

1° Une suite déléments {X,},

2° [im X, = X,
3 Im X, = ¥,
on a
X=Y
"Démonstration.

IX—Y| = |(X—X)+(X,~ Y)|.
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On a en vertu de laxiome II
WX = X)+(X,~ V)| < | X—X,|+1X,~- Y],
C’est-a-dire,
(1) X =Y < | X=X, +|X,~Y}.

Mais, en vertu des hypothéses 2°, 3° et de la définition 1, le membre
droit de T'inégalité (1) peut étre fait aussi petit que I'on veut pourvu que n
soit suffisamment grand. It en résulte que

[X—=Y]| =0 donc X =7, cqfd.

Remarque. Ce théoréme dit que lorsqu’une suite admet une limite, elle
la détermine d’une fagon univoque. Un théoréme analogue, que je n’énonce
pas ici, peut 8tre démontré pour les séries.

TrtoreME 5. Lorsque Im X, = X, on a lim | X,] = [X].
n—r oo

R0

Démonstration. On a en vertu du lemme 1:
NXF~1X1] < | X,~X{.

Comme par hypothése ct selon définition 1 le membre droit de cette
inégalité tend vers O avec 1/n, le membre gauche tend également vers O,
ce qui entraine précisément notre théoréme.

LemME 4. Si lim X, = X, il existe un nombre positif m tel qu'on ait

oo

) | Xl < m pour chaque n naturel,
2 X)) € m.
THEOREME 6. Lorsque
1° lim X, = X,

n—koo
2° [im ¥, = ¥,

| Jaudll+d]
3° lim q, = g,

=
4° lim b, = b,

nmon

on a

@ (@ Xp+by- Y = a-X+b- Y.
"—.

Démonstration. On a en vertu de Paxiome II:
@) @ X+b-Y)—(a,- X,+b,-¥)| < a-X ~a, X, I+|b-Y~b,  T,|.

Mais
”a X—an ) Xn ” = ;i(ﬂ“ﬂ,)‘ X+‘an(X_Xn)”s
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d’otr .
3) fa - X—a, X, | € lla—a) - Xl+}a, (X-X,).

En vertu de II; et (3):
la-X—a, - X,|| s la—a,| | X|+lal-1X-X,|,
ce qui donne par hypothése 1°, 3°:
Iim Jla- X ~a, X,| = 0.

On prouve d’une fagon analogue que

lim [|b- Y—b,- ¥;|| = 0.

L’inégalité {2) donne, par conséquent,
lim J(a-X+b -Y)—(a, X,+b, - ¥,)| =0,

ce qui implique notre théoréme en vertu de la définition 1.

Tui:oreME 7. Lorsque dans une suite {X,} on a pour tout n: X, = X, on
a aussi: im X, = X.

La démonstration résulte immédiatement de la remarque que
lim | X,—~ X| = lim [X—X] = lim | @] = 0.
n—r o n=+o0 n=x

TutoreME 8. Lorsque
1° {X,} est une suite d'éléments,
e

2° ¥ I1X,| existe,
n=1

A

la série Z X, est convergente suivant la norme.
n=1

Démonstration. Posons S, = Y X,. En admettant que p > g, on a
=1

. r P
@ 15,8, =1 ¥ X.|]< ¥ Ix..
n=q+1 n=g+]

Mais par hypothése 2°:

P
lim X, =0,
i 3 X
il résulte donc de Iinégalité (4) que

gl{n HSp—Sq” = 0:

q==
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ce qui prouve, en vertu de ['axiome III et selon définition 1, la convergence
de la suite {S,}. Or, la convergence de la suijte {Sp} est, selon définition 2,

équivalente a celle de la série Y X,.
h=1

LemME 5. Une suite d’éléments {X,} et une suite de nombres {a,} possédant
les proprietes suivantes:
1° I existe un nombre m > O tel que Pinégalité 1 Xl < m subsiste pour

tout n naturel;
o

2° La série ). |a,| est convergente;

n=1
fre

ia série Z a, - X, est convergente suivant la norme.
n=1

La démonstration résulte des considérations suivantes. On a:

”an'Xn” = Ianl ' ”Xn” < Ianl Tm,

og
Or, la convergence de la série Y la, et inégalité obtenue tout i heure
A=1

i= 4]
impliquent que la série Y |a,-X,| est convergente, ce qui entraine la
LEN]

o
convergence de la série )’ a,- X, en vertu du théoréme précédent,
=1

THEOREME 9. Pour que la suite {X,} soit convergente suivant la norme,
il faut et il suffit que
lim | X,-X,} =0.
lim || X, =X, | = 0

g+

Démonstration. L'axiome Il et la définition 1 impliquent que la
condition est suffisante. Il reste & démontrer gu'elle est nécessaire. .
Posons
lim X, = X.
H—=+00

Nous aurons donc
(5) 1, = Xoll = (X, = X)+ (X~ X)I < | X,—X|+|X-X,),
et comme, par hypothése,
lim | X,— X[ =0, lm|X-X, =0,
Fzha ] g0
la formule (5) implique que

fim | X,— X,| = 0.
pox

=
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by X, soit convergente, il faut et il suffit que

n=1

LeMME 6. Pour que la série

lim || Rp.q” =0
P
Q=
3
oip>qget R,= Y X,
r=gq+1 .

§ 3. Définition et théorémes sur les ensembles. Définition 3. X, désignant
un élément de E et r un nombre positif, l'ensemble de tous les éléments {X)
qui satisfont 4 I'inégalité |X—X,| <r est dit sphere. L’élément X, sera
appelé centre et r — rayon de la sphere. Nous la désignerons par le symbole
K{X,,n. _

(Dans ce paragtaphe, ainsi que dans les suivants, nous emploierons
souvent ['expression ,point” au lieu d’,€lément”).

On dit qu'un point X est situé & Pintérieur de la sphere K(X,,r),
lorsqu'il remplit Pinégalité [ X ~X |l <r. On dit que la sphere K, est
située dans la sphére K, lorsque tout point de la sphére K, est situé dans
la sphére K,. _

Tutorime 10. Etant données deux sphéres: K (X, r,) et K,(X,,15),
Pinégalite
{7 X ~Xo| S -1,

est une condition nécessaire et suffisante pour que la sphére K, soit située
dans la sphere K;.

Démonstration. 1° La condition est suffisante. Admettons, en effet,
que linégalité (7) est réalisée. X étant situé dans la sphére K,, on a, en
vertu de la définition 3
{8) [ X2~ X < ra,

par conséquent
X, — X = [X, — X))+ (X=X < X=X+ X2~ X,
d’ol, en vertu de (7) et (8):
| X1 = X1 S rp—=rpbry = 1y

On voit donc que le point X est situé dans la sphére K,.
2° La condition est nécessaire. Admettons, en effet, que chaque point de
la sphére K, est situé dans la sphére K, et posons
X=X =
Le centre X, étant situé dans la sphére K, linégalité || X, —X,| < ry est
remplie en vertu de la deéfinition 3; d’ol
@ _ s<ry.
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Supposons que s 3 0. En désignant par s un nombre positif, d’ailleurs
arbitraire, posons _

r+e
X = X1+_1?_(X2“X1)'
Par conséquent

rit+e
X~ X[ = —

S=Trite>r

et X n'appartient pas i la sphére K, donc non plus i Ia sphére Kz.
Or, dans ce cas X satisfait a I'inégalité

(10) | X—=X30 > ry,
mais
Fi+E —
X=X = =X+ 00 06 -X) = (- x) 7
c'est-a-dire,
P +Ee—3 —
I X=X3] = 12, —X, | L2285 | g —i-;i R

Comme, en vertu de (9), r; = 5, on a:

[X =X, = r +e—s.

Cette cgalité et I'inégalité (10) donnent:
rp < ri+e—s,
d'ol

‘8§ < ri—ryte.

Comme cette inégalité subsiste pour chaque ¢ > 0, on a
§ Sy,
c'est-a-dire
[Xy=X5] < r—r,.

Nous avons établi cette relation en supposant que s % 0. Supposons main-
tenant que s = 0, c’est-d-dire que X, = X,. Envisageons un élément arbi-
traire X pourvu qu’il soit distinct de X, et soit

IX—X,| =a, donc a#0.
Posons '

Y= X1+ r1+3

(X —-Xy),
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ol & désigne un nombre positif, d’ailleurs quelconque. On a

1‘1+8 r1+8

fY=X,| = X=X =

Par conséquent le point Y n'appartient pas a la sphére K,, donc non plus
a la sphére K,, cest-d-dire,

a=ri+E>rg.

HY-X2| > rs
et comme X, = X,, on a
ri+e>r;.
Cette inégalité &tant verifiee pour tout &, on a r, = r,, c'est-d-dire, que
ry—ry 2 0. Mais, comme X, = X,, on aura

”Xl Xz H ry—ry, c.q.f.d.

LemMMe 7. Lorsque la sphere K (X L, F1) est contenue dans K, (X,, 135,
on a Finégalité r; < r,.

Lemme 8. Lorsque la sphere K (X,,ry) est contenue dans la sphére
K, (X,, ) et la sphére K, est contenue dans la sphére K, on a

X1=X2 et

¥y = Iy

Remarque. Le lemme précédent peut s’énoncer d’une maniére différente,
a savoir: chaque sphére n'a qu'un seul centre et un seul rayon.

Tugorime 11 1° {K,(X,,r,)} étant une suite de sphéres,

2° la sphére K, contenant K,., pour chaque n,
il existe ume limite de lo suite {X,} et elle appartient & toutes les sphéres
simultanement.

Démonstration. L'hypothése 2° et le lemme 7 impliquent que
=

quel que soit n. Les termes de la suite {r,} ne vont donc jamais en croissant,
ce qui entraine la convergence absolue de la série

0
(- rit 3 (e —ra).

n=1
Mais on a en vertu du théoréme 9 et de I'hypothdse 2°:
(12) [ Xe1 =X, <

La convergence absolue de la série (11) et I'inégalité (12) impliquent
la convergence de la série

(13)

Ty Tyty -

2]
RAEDWE A A}

icm

Sur les opérations dans les ensembles absiraits 315

La série (13) étant convergente, on conclut du théoréme § que la série

(14) v

Z n+1

=
est convergente suivant la norme.
S, désignant la sbmme de n premiers termes de la série (14), on a S, = X,,

et la suite {X,} est par conséquent convergente suivant la norme.
Soit lim X, = X.

a0
Jaffirme que le point X appartient simultanément & toutes les sphéres.

Remarquons pour le prouver qu'en supposant n < p, on aura les inégalités
suivantes:

IXu= X = | Xo— X+ X~ X1 € | X,~X, || +] X,—X].

Mais, comme la sphére K, est contenue par hypothése dans la sphire K,
il résulte du théoréme 9 que

1X,~X|| € ra=rp,+1X,—-X|,

c'est-a-dire,

1 X~ X1 < rpt X, - X

Or, l'expression | X,—X| peut &tre faite, en vertu de la convergence
de la suite {X,}, aussi petite que I'on veut, Il suffit, en effet, de choisir p
assez. grand,

Ainsi

1X,— X[ <r,

et on en conclut en vertu de la définition 3 que X appartient & la sphére
K,. cqfd.
Nous introduirons & présent quelques définitions.

Définition. 4 étant un ensemble d’éléments qui appartiennent a E,
je dis que X est un point d’accumulation de I'ensemble A, lorsque pour
tout nombre r > 0, il existe dans la sphére K(X,r) au moins un élément
de lensemble A4, distinct de X.

Jappelle dérivé de Fesnemble A I'ensemble de points d’accumulation de A.

L'ensemble A est fermé, lorsqu'il contient son dérivé.

Lensemble A est parfait, lorsqu’il est égal 4 son dérivé.

L'ensemble B est dense dans Pensemble A, lorsque chaque sphére qui
contient 4 lintérieur un point de A4, contient en méme temps au moins
un point de B (B étant contenu dans A).

Remarque. Ces définitions impliquent que lensemble E est parfait.

Tutorime 12. Lensemble non vide A de tous les points communs d une
infinité dénombrable d’ensembles fermés {A,} est fermé.
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Démonstration. X étant un point d’accumulation de I'ensemble A,
on trouve 4 lintérieur de la sphere K(X,r), quel que soit r > 0, au moins
un point appartenant @ A, donc A A,. Par conséquent, X est en méme
terens un point d’accumulation de A4, et, comme 4 est fermé par hypothgse,
A appartient 2 A,. Cette propriété &tant realisée pour tout n, X est commun
a tous les 4,; X appartient donc & A4.

THEOREME 13. A étant un ensemble fermé et X un point qui wappartient
pas a A, il existe une sphere K(X,r) de centre X rayant avec A aucun
point commun.

Démonstration. En effet, en supposant quune teile sphere n’existe pas,
on trouverait dans toute sphére K (X, r) au moins un point de I'ensemble A,
X serait donc un point d’accumulation de T'ensemble A et, comme A4 est
fermé, X appartiendrait & 4, contraircr_nent 4 I'hypothése.

§ 4. Nous allons maintenant envisager les opérations dont le domaine
est contenu dans E et le contre-domaine dans un ensemble £, satisfaisant
également aux axiomes énumérés dans § L.

Par cela nous n'admettons, bien entendu, nullement que 'ensembie F est
égal 4 I'ensemble E,. Les éléments de I'ensemble E; peuvent &tre tout 2 fait
différents de ceux de 'ensemble E. Il faudrait, a vrai dire, introduire une
nouvelle notation pour I'addition et la multiplication par un nombre et pour
la norme dans 'ensemble £;; mais dans la suite de notre exposé une erreur
étant exclue, nous allons maintenir la notation précédente. [I est clair que les
théorémes, qui ont été demontrés pour I'ensemble E, restent valables également
pour Uensemble E;. Nous désignerons des opérations par F(X), P(X) etc.

Deéfinition. L'operation F (X) est continue pour un point X, relativement
a un ensemble A, lorsque

1° F(X) est défini pour chaque point de l'ensemble A,

2° X, appartient a2 A et est son point d’accumulation,

3° [im F (X,) = F(X,) toutes les fois que la suvite X, est contenue
dans 4 et im X, = X,. ‘

TuioriME 14, F,(X) et F,(X) désignant deux opérations continues pour
le point X, relativement 3 un ensemble A et a, et a, étant deux nombres
réels, d'ailleurs quelconques, Popération

F(X) = a;-F,(X)+a, Fy(X)

est continue pour le point X, relativement & Pensemble A.
La démonstration résulte du théoréme 6.
TuEoREME 15. Deux énoncés suivants soni équivalents:
1° F(X) est continu pour le point X, relativement a Pensemble A,
2° F(X) est defini dans A, X, appartient a A et en est un point
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daccumulation; pour fout nombre positif &€ on peut trouver un tel r > 0 que
Poscillation de l’operatzon F(X) dans la sphere K(X,,1) relativement a un
ensemble A West pas superieure a .

Remarque. L'oscillation de Popération F(X) dans une sphére K relati-
vermnent A un ensemble A c’est le plus petit nombre A satisfaisant 3 'mégalité

I F(X)—F(X) < 4

pour tous X, et X, qui appartiennent 2 I'ensemble A4 et & la sphére K
simultanément.

Démonstration. Admettons que I'énoncé 1° est verifié. Si I'énoncé
2° était faux, il existerait un nombre ¢ > 0 et une svite de nombres positifs
{r.} satisfaisant aux conditions:

1) lim r, = 0;

2) Dans chaque sphére K,(X,r,) il existe tout au moins deux points
X et X2 qui appartiennent 3 4 et remplissent I'inégalité
(*) [FX{M)—-FXP)N = e.
Or, X' et X, qui sont situés dans la sphére K,(X,,r,), satisfont
aux inégalités
[Xo—X)<r, et [Xo—XP| <,

et comme hm r,=0,0na fim X = X, et 11m X® = X,. On en conclut

n**no

par l’hypothese de continuité de F(X) pour le pomt X, que

lim F(X{) =

[: Sndile ]

F(X,) et Im F(X®) =F(X,).

On peut done choisir # de fagon que les relations
IFXI)—F(Xo)l < de et [FXP)—FXo)l < %
soient réalisées simultanément. Il en résulte que
IF D)~ FX) < e,

ce qui est en contradiction avec (*) On voit ainsi que [Iénoncé 1°
entraine 2°.

Admettons maintenant que c’est I'énoncé 2° qui est verifié. Il s'agit de
prouver que pour toute suite {X,} contenue dans A et telle que
fim X, = X,, on a '

=+

F,(X) = F(Xo).

Prenons dans ce but un nombre arbitraire ¢ > 0. Il existe en vertu de
2° un tel r> 0 que loscillation de T'opération F{X) dans la sphére
K(X,,r) n'est pas supérieure a &.
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Cependant, comme on a:

lm X, = X,, Cesti-dire, lim |X,—Xo| =0,

n—owo

il existe un nombre N > O tel que l'inégalité

[X.—Xoll < 7

subsiste pour tout # > N. Il en résulte d’aprés notre hypothese sur r que
[F(X)—F{Xo)l <e.

On voit donc que i:_t_u; F(X,) = F(X,), cqfd

Lemme 9. Si Topération F(X) est continue pour le point X, relativement
@ Tensemble A, il existe une sphére K(X,,r) dans laguelle Fopération F(X)
relativement @ Tensemble A est bornée (cest-a-dire, qu'il existe un nombre
M >0 tel que pour tout X appartenant a la fois a la sphére K(X,,7)
ef Tensemble A on a linegalité |F(X)| < M).

TutoriMme 16. Lorsque

1° Popération F(X) est continue relativement a Tensemble A pour tout les
poats de A,

2° Pensemble A est fermé,

3" m et p sont deux nombres positifs oa m = p,

Pensemble L de points X de A qui satisfont a linégalité
m 2 |F(X)| = p
est vide ou ferme. _

Démonstration. Supposons que L nest pas vide et soit X, un
point d’accumulation de I'ensemble L. Dans chaque sphére K(X,, r) il existe
donc au moins.in élément de 'ensemble L distinct de X,,. L’ensemble L étant
contenu dans 4, X, est un point d’accumulation de I'ensemble A4 et, en
vertu de T'hypothése 2°, X, appartient a 4.

Il en résulte, suivant Ihypothése 1°, que I'opération F(X) est continue
pour lc point X, relativement a I'ensemble 4. Le théoréme 15 implique donc
Pexistence d'une sphére K(X,,r) dans laquelle loscillation de Iopération
. F(X) relativement a l'ensemble 4 ne depasse pas ¢, ol ¢ désigne un nombre

positif donné a l'avance, '

Or, comme il existe dans la sphére K(X,,r) au moins un point qui
appartient a la fois & A et & L (désignons-le par X"), on a

|F(Xy)~F(X)]| <,
Cest-a-dire,
IFX+e > [FX) = [FG)] =,
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Comme, d’autre part, X' appartient a2 L, on a I'inégalité:
m 2 |F(X)| = p,
d’ou
mte 2z |F(X)| = p—e.
Cette inégalité subsiste pour chaque &, par conséquent
mz |F(Xo)| = p.
Nous allons introduire Jes définitions suivantes:

Definition. L’opération F(X) sera dite uniformément continue relative-
ment a Pensemble A, lorsque

1° F(X) est defini pour chaque point de cet ensemble;

2° Pour tout nombre positif ¢ on peut trouver un m > 0 tel que, X et X'
etant deux éléments quelconques de A, Iinégalité |X —X’[| < m entraine

IF(X)~F(X)] < e.

I est évident quune opération uniformément continue relativement x un

- ensemble 4 est en meme temps continue relativemment A cet ensemble.

Cependant la réciproque n’est pas vraie.

Définition. Nous dirons quune suite d’opérations {F,(X)} définies
dans un ensemble A4 tend suivant la norme vers une opération F (X) définie
dans I'ensemble A, lorsque chaque X qui appartient 3 4 vérifie la relation

EF,,(X) = F(X).

Deéfinition. Nous dirons qu'une opération F(X) définie dans un ensem-
ble A est, relativement a cet ensemble, de premiére classe de Baire, lorsqu’il
existe une suite d'opérations {F,(X)} satisfaisant aux conditions suivantes:

1° F,(X) est pour chaque n continu relativement i I'ensemble A.

2° Pour chaque X, Iim F,(X) = F(X). '

n-—+uo

Définition. Nous dirons qu’une opération F(X) est relativement 2 un
ensemble A pantachiguement continue lorsque

1° F(X) est défini dans I'ensemble A4;

2° L’ensemble de points de continuité de 1'opération F (X) relativement
a4 A est dense dans 4.

TutoreME 17. Lorsqu’une opération F(X) définie dans un ensemble E est
de premiére classe de Buaire relativement & cet ensemble, F(X) est pantachi-
guement continu relativement d chaque ensemble parfait.

Demonstration. Il existe par hypothése une suite d’opérations {Fp (X))
continues dans E telle quon a pour tout X

};ﬁ Fo(X) = F(X).



320 Sur les opérations dans les ensembles abstraits

Designons par A, l'ensembie de points qui satisfont a Iincgalite
| Fp(X)—Fpip (X S &

¢ etant un nombre positif donne.

Soit A un ensemble parfait choisi arbitrairement et A, lensemble de
points communs de 4, 4,1, 4,5,... Comme ensemble de points communs
d’une infinite denombrable d’ensembles fermes, 4, est ferme en vertu du
theoreme 12. )

A est la somme de {4,}, puisque, si X appartient a A, il resulte de
I'égalité E F,(X) =
Iinégalité (15) se trouve réalisée.

Jaffirme maintenant qu'on peut trouver un n assez grand pour qu'il
existe une sphere K qui contienne 2 I'interieur des points de 4 et pour
que tous les points communs de K et A, qu1 sont situés a lintérieur de K,
appartiennent a A4,.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on frouverait pour chaque n et dans
chaque sphere K, contenant a lintérieur des points de 4, un tel point
de A qui n'appartienne pas a 4,. Or, 4, étant fermé, on trouverait
€galement — en vertu du théorgme 13 — une sphere sans point commun
avec A,, mais contenant A l'intérieur des points de A.

Soit K; une sphere dont le cenfre X appartient 2 4 et domt aucun
point intérieur n’appartient 4 A;. Soit K, une sphere contenue dans
Pintérieur de K et telle que son centre X, appartienne a A sans qu'aucun
de ses points appartienne 2 A,, et ainsi de suite. Or, on ne peut pas raisonner
ainsi indéfiniment, car le point limite des centres de ces spheres (et une
telle limite existerait en vertu du théoréme 11) appartiendrait 3 K,, K,,...
et & A, puisque A4 est parfait, en méme temps ce point ne serait situé ni
. dans 4,, ni dans A,,..., ce qui est absurde, 'ensemble A étant la somme
des {4,}. :

On peut par conséquent trouver un K contenant a lintérieur des points
de 4 et un n tel que les parties des ensembles A et A4, qui sont contenues
a Pintérieur de la sphére K coincident.

On a d’aprés (15) pour tout X appartenant 3 A,: -

[F,(X)-F(X)| <e

donc, si K' est choisi a Iintérieur de K de fagon que le centre de K’
appartienne & A et quen outre, l'oscillation de Popération F,(X) dans K’

F{X) et du théoréme 9 qud partir d’'un certain n

soit inférieure 2 ¢, Toscillation de F(X) a lintérieur de la sphére K’

relativement & A est inférieure 2 3s.
Ceci établi, lorsqu’on a choisi arbitrairement une sphere K, qui contienne

des points de 4 a l'intérieur, on peut trouver une suite de spheres {K,}
telle que pour tout nz=1:
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1° K, soit situé a Pintérieur de K,_,;

2° Le centre de K, appartienne 3 A:

3° L'oscillation de F(X) dans la sphere K, relativement 3 I'ensemble A
soit plus petite que 1/n.

Ces conditions sont faites de facon que I'on puisse en remphr chacune
aprés avoir rempli celles qui la précedent. X désignant la limite de centres
des spheres {K,}, qui existe en vertu du théordme 11, on voit que X
appartient a toutes les spheres K, ensuite que X appartient 2 A {puisque A
est parfait) et enfin que F(X) est continu pour le point X relativement
a I'ensemble 4 [théoreme 15]. Nous avons donc démontré que dans toute
sphére qui contient des points de 4 a lintérieur on trouve un Elément
de A, pour lequel F(X) est continu relativement a 4. Ainsi F(X) est par
definition pantachiquement continu relativement 2 I'ensemble A, c.qf.d.

I
§ 1. Parmi les classes d’opérations c’est surtout celle des opérations
dites additives qui mérite une attention spéciale. Nous v’envisageons dans

ce chapitre que les opérations additives qui sont définies dans Iensemble E
tout entier.

Deéfinition. On dit quune opération F(X) est additive, lorsqu'on
a pour tout X et Y

F(X+Y) = F(X}+F(Y).

Il est évident que F(f) = 8, car
F(0) = F(0+0) = 2F (0).

On démontre égalemenf sans peine que _
F(—E X) =2 rm,
q q
ol p et g désignent les nombres réels entiers et g # 0.
TutoreME 1. Loperation additive F(X), bornee dans une sphire K, est

continue pour chaque point du champ E.

Démonstration. Admettons que F (X) est borné dans une sphre K(XO, 7}
et soit M la borne supéricure de [|F(X)|| dans K, cest-A-dire, que pour
tout X’ de K on ait constamment [F{X")|| < M.

Désignons par X un élément arbitraire, par & un nombre positif quelconque
et par « un nombre rationnel qui remplisse Tinégalité

(n ' N | [ A
X +e

21~ Qeuvres t. 1
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Posons ensuite ¥ = Xq+a-X.

Comme
[Y—Xo = fu-X|| = la-X|| <7,

élement Y appartient a la sphere K(Xo,1). .
L’hypothese, admise sur la sphere K et sur M, implique que

[F (¥} F(XoM < |F(Y)I+[F(Xo)| <2M
Or, comme _
F{Y)-F{X,)=F(a-X) =ua-F(X)
(ou o esi-rationnel par hypothese), on a
fioe- F(X) < 2M
et

2M
IFE)) < =2

Cette inegalité subsiste pour tout « rationnel qui satisfait a (1).
Par suite

IFOX )n% 2M/r . IFG) < M
[+e

(1 X1 +8).

r

La derniere inegalite subsiste pour chaque & > 0; on a par conséquent

@) iroon < 2L x.

L'inegalite (2) est vraie pour chaque X. La suite {X, } tendant vers
un X, dailleurs quelcongue, on a en vertu de (2)

‘ M
IFX - X)) < —— 1 X~ X,|

¢t comme _
F(X—-X,) = F(X)-F(X,),
on en conclut que

2M

T

IFX)=F (X)) <

”X_Xn”‘

lim | X—X,| =
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par conséquent,

lim | F(X,)—F(X)| = 0.

L'opération F(X) est donc continue pour chague point.

LemuMe 1. Lopération additive F(X) continue pour un point est continue
pour tous les autres.

La démonstration se déduit du theoréme précedent et du lemme 9,
chapitre I.

Lemme 2. F{X) éfant une operatzon additive continue et a designant un
nombre reel, dailleurs quelconque, on a

F(a-X)=a - F(X).

LemME 3. F(X) étant une opération additive continue, il existe un nombre

M >0 tel que Ton ait pour chaque X :

[FOI < M| X].
LemuMe 4. Toute opération additive continue est bornée dans chaque sphere.

LemMe 5. Toute operation additive et continue dans E est en meme temps
uniformement continue dans E,

TrEOREME 2. Toute operation F(X) qui est

1° additive,

2° de premiere classe de Baire dans E,
est continue.

Démonstration. F(X) étant de premitre classe de Baire dans E, il
existe en vertu du théoréme 17 (chapitre I, § 2) un point, pour lequel cette
opération relativement a E est continue. En vertu du lemme 1 cela implique
la continuité de F{X) pour chague point.

THEOREME 3. Si
1° F(X) est une opération additive pour chague X,
2° Tim X, = X implique que llm inf |F(X)| = |[F(X)|,

Foperation F(X) est continue. _

Démonstration. Supposons que l'opération F(X) n'est pas continue.
En vertu du théoreme 1, elle est donc non-bornée dans chaque sphire K.
Or, X ¢tant un élément quelconque, on peut trouver pour tout ¢ > 0 un
nombre r > 0 tel que tout X' situé dans la sphire K(X,r) remplisse
Iinégalité

3) IF X < [FX)] +e

En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait un nombre ¢ > 0 et une
suite de nombres positifs {r,} qui présenteraient les propriétés:
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a) limr, = 0; . ‘
b) Dans chaque sphere K(X,r,) se trouve au moins un point X,
satisfaisant a 1’inégalité -

(4) IFXH = [ F X)) +e.
Cependant
lim [ X,~X| < fim r, = 0,
d’ou
lim X, = X.

Il en résulte par ’'hypothése 2° que
tim wf | F(X)| 2 [FX),

contrairement a (4),
Ceci établi, on peut trouver pour toute suite arbitraire {M,} de nombres
positifs assujettie 2 la condition lim M, = +co et pour tout nombre po-

R

sitif &, d'ailleurs quelconque, une suite de spheres {K,(X,, r,)} telle que les

conditions suivantes soient verifices pour tout n:
1) [F(X)] 2 M,; .
2) La sphere K, ,; est contenue dans la sphere K,; )
3) Si X' est situe dans la sphere K,, il satisfait & Tinégalite

I F(X) < JF (X)) +e.

X designant I'élement appartenant a toutes les sphéres 4 la fois {voir
theoreme 11, chapitre I), on a pour tout n en vertu de la condition 3):

IF(Xpl < [[F(X)|+e,
d’ou en vertu de la condition 1)
M, < |F(X)| +e.
Cette dernicre inégalite est impossible, puisque }Ln; M, = oo. La supposition

que F(X) n'est pas continu conduit donc & une contradiction,
Tutorime 4. Si
1° F(X) est une opération additive;
2° {F,(X)} est une suite d'opérations continues dans E;
3° Linégalité lim inf | F,(X)| > |F(X)| subsiste pour chaque X ;
4° lim sup ||F,(X)| est borne pour chaque X,

Fopération F(X) est continue.

Démonstration. Supposons que I'opération F(X) n’est pas continue.
En vertu du théordme 1 elle est donc discontinue a l'intérienr de la sphére
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K (#,1). 11 existe par conséquent une suite {X,} telle quon ait pour tout
n: | X, €1 et

(5} lim | F(X,)] = cc.

L’hypothése 3° implique qu'il existe pour tout X un nombre dépendant
de X (nous le désignerons par N(X)) qui posside Ia propriété suivante:
quel que soit n, DPinégalitt » > N(X) entraine linegalité | F,(X)|
> [F (X)) 1.

En outre, pour chaque X et pour tont n entier, il existe un tel nombre
m, (X) que linégalité

1X' = X1l < m,(X)

entraine inégalité
IF (X 2 | Fa(X)fi~1.

L’existence du nombre m, (X) résulte du théoréme 15, chapitre 1. Les nombres
N(X) et m,(X) étant ainsi définis, on trouve une suite de nombres positifs
{a;} et une suite d’éléments {¥} telles que les conditions suivantes soient
remplies:

1°a =1,

2°Y, =X,,

3° a;,, est égal au plus petit de deux nombres:

i
1 -
74, %mN(S;) (Sl) ou .Sn‘ = E Y,
r=1

4° Y4y est celui des éléments appartenant a {X,) et satisfaisant aux
inégalites:

() IF SN < da, IFX)),
B i< da4, [|F X

dont Iindice dans la suite {X,} est le plus petit.

.Ces conditions déterminent d’une fagon univoque le nombre g, et
élément Y,,, lorsque les termes précédents de suites {a;} et {¥} sont
donnés. Il est & remarquer en méme temps que nous pouvons toujours
satisfaire 4 la condition 4° les conditions (5) étant remplies.

Les conditions 1°-4° impliquent que

' a <3 a,

car 4, < Ya; en vertu de 3°.
Il en résulte selon 1° que

a s @),
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ce qui donne lieu a deux relations:

on o0
Y oa<2 et a, < 28,4y,
i=1 r=i+1
d’on, en vertu de 3%
e
(6) Y a4, < mygs, (S).
p=it

Comme on a en vertu de (5) et de la condition 4°

la Yol = ai- | Bl <&

«© o )
et la série Y a; est convergente, la série Y @ % Pest également [théorgme 8
= i=1

et lemme 5, chapitre T].
Posons donc

X= i a; Y et R, = i a Y, Cest-d-dire, R = X--§
i=1 r=i+1
et nous aurons -
oo g ©
IR = | mzd 4% < r=};ﬂ flr‘lerll < F;rl ar,
d’ol, en vertu de (€):
(7 | Rill < miyys,y ().

Remarquons ensuite gue
IFEN = 1F@i-1+a, DI = |FS;-)+a - F()I = a; - [FXI — [F(S;-y)
donc, en vertu de la condition 4°(a),
IFSH 2 a |F(X) —%a- IF(H),

cest-a-dire,
IF S = da - [F (B,
d’on, en vertu de la condition 4_°(B):
(8) ' IF @Sy > i-1.
Par définition des nombres N (S;) et mys,(S), on a d'aprés (7):
1Ensa (X = | Fusy (Si+ R) = | Fs)y (S)1—1 2 | F(S)~1-1,

ce qui donne selon (8): .

1Eney (XM 2 i=1-1-1, dob  |Fyg (X))} 2i-3
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et par suite:
Hm | Fyy (X)) = oo,
Ao

contrairement & I'hypotheése 4. La supposition que Popération F(X) est
discontinue implique donc une contradiction.

THEOREME 5. Si

1° {F,(X)} est une suite dopérations additives continues;

2° F(X) est une opération additive;

3° lim F,(X) = F(X),
on a: )
1) L’operation F(X) est continue:

2) I existe un nombre M > 0 tel qu'on ait pour chague n et X

IF. (X)) < M|Xx].

Demonstration. La continuité de F'opération additive F(X) resulte de
hypothese 3°. En effet, comme limite des opérations continues, F(X) est
de prem@ére classe de Baire, ce qui entrafne selon le théoréme 2, la
continuite de F(X).

Pour demontrer la these 2), désignons par M, le plus petit nombre
dépendant de n qui vérifie linégalits

® IE, (X < M- X |

quel que soit X. .
L’existence d'un tel nombre est assurée par le lemme 3.
Il est evident que chaque nombre M > M, verifie également Iinégalité ).

Par consequent, si la suite de nombres {M,} est bornée, on aura pour
chaque n et X:

IF. (X < M- X1,
ou M désigne la borne supéricure de cette suite et le théoréme sera

demontre.

Nous allons donc prouver qu'en effet la suite {M,} est bornée. Remarquons
que M, est la borne supcrieure des valeurs que prend I'opération |F, (X)|
dans la sphere définie par linegalite |X| < 1.

On en deduit quen désignant par ¢ un certain nombre positif, dailleurs
arbitraire, on trouvera toujours une suite d'éléments {X,} qui remplissent
les inegalites

(10) X, < 1
et
Fan(Xn)“ = ‘EMH"*8

quel que soit n.
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Si I'on suppose que la swite {M,} nlest pas bornee, on peut trouver
deux suites de nombres {a,} et {r;} a proprietes suivantes:

a =1,
=1,
3) @;., est egal au plus petit de deux nombres
£
ta et SEEET

4) r;,, est le plus petit des nombres naturels qui remplissent les
inégalités

(d) is%ai+1|FFr’.+1(Xr!.+1]|ls
®) i<bta, M,
(¥) [Frey S S Taie M,

i .
ol §;, = Z a, X,,.
n=1

La posibilité de réaliser les conditions 1)-3) est manifeste. Quant 2 la
condition 4), il suffit de remarquer quelle peut &tre réalisée en vertu de
(%) et en vertu de notre supposition que la suite {M,} n'est pas bornée.

o
Tout comme dans le théoréme précédent la série Z q; est convergente,

@ i=1

car ¢; < (3Y L. 11 en résulte que la série a; X, est aussi convergente,

puisqu'on a en vertu de (10) o

(23] g oo
21 "aini” < 'Zlai‘”X.—‘_” = 21 a;.
i= i= i=

Posons donc

Or, on a

f‘, ay < i ae @)t = 2844,

‘ n=it1 n=1

d’on, en vertu de la condition 3),

(1) ' a, <
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En posant
o]
”Rl” = Z aann
n=i+1
on aura donc
o o
IRl = ¥ aX. |< Y a-|X.§,
n=i+1 " n=i+1 "
d’ot, en vertu de (11),
(12) Rl < s

L
Ainsi
1Frsy GO = 11 Fryy (Si+ 8141 - X, + Ris)|
-2 ”FrH-[ (al'+1 Xr1+1)gl - I|Fr[+1 (Si+R’l'+2)“l!

Cest-a-dire, que

(13) F|Frg+1(X)" 2 at'+1 ) HFl‘f+1(Xri+1)” - ||Fra+1(Si)” - ”Fl't-o-l(Rl".*‘Z);i .

On a d'apres (9)
||Ft'1+1(Ri+2)" < ]\a[r‘_+1 ”Ri+2”)
done, en vertu de (12):

£

ey e << £
i+1 M,‘+1+I

[Fypy, Risa)l < M,

I en résulte en vertu de (10), (13) et de la condition 4(y) que

“Fr1+1(X)“ > ai+l[Mr1+|—£]—“%al+l'MrH1_£’
C’est-a-dire,

|F, (X)) > daisy - M, —e(l+ayy),
ce qui donne en vertu de 4(f):
(14} ”FrHl(X)” .> 1._5'(14"1&-{"1)'
Comme, selon Ia condition 3),

g =0,

on conclut de (14), que

lm |F,, (Ol = .

329
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Or, c'est impossible, la suite {F,(X)} étant par hypothgse convergente pour
chague X.

Ainsi la supposition que la suite {M,,} est non bornée implique une
contradiction. Il existe donc la borne supérieure de la suite considérée
et, comme nous Pavons deja prouvé, cette borne satisfait a4 la thése du

théorzme,

§ 2. TuEOREME 6. Si
1° U(X) est une operation continue dans E, le contre-domaine de U(X)
etant contenu dans E;
2° Il existe un nombre 0 < M < 1 qui pour tout X' et X' remplit
Pinégalité
IUX)-UXM < M- X'-X"]],
il existe un élément X tel que X = U(X).

Démonstration. Y désignant un élément choisi d'une fagon arbitraire,
soit {X,} une suite qui satisfait aux conditions:

X, =Y etpour tout n X,,, = U(X,).
Nous allons démontrer que la suite {X,} converge suivant la norme

vers un certain élément X. On observera dans ce but que l'on a pour
tout n > 1:

[ X iy =Xl = [UX)-UX,- )| S M X~ X, |,
d’ou
1Xp-1 =X, < MM X, - X, .
On a par hypothése M < 1; la série- ) | X,,,;—X,] est donc con-
n=1

=]
vergente, ce qui implique que la série X;+ ) (X,,;~X,) converge suivant
n=1

la norme vers un certain &lément X.

Or,
n—1
X1+ 21 (Xn+1‘_Xn) = Xn
n=
donc
lim X, = X.
R+

U(X) étant continu, on a Tim U(X,) = U(X) et comme

[ - o}

X, = U(Xn~1):
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on trouve

et finalement

X=U(X). cqfd

 Tukoréme 7. X+a-F(X)=Y étant ume equation ou Y designe un
element donne et X [lelement inconnu, soit:

1° F(X) — une operation additive continue dans le champ E & contre-
domaine contenu dans E;

2° M — le plus petit des nombres qui satisfont & Pinégalite
WX < MIX|;

3° @ — un nombre reel quelconque;
pour tout Y et pour tout h satisfaisant a Pinegalite |h-M| <1 il existe
une solution de cette equation et on peut la mettre sous la forme

(15) X = Y+_2 (=1 -1~ Fo) (1),

ot les opérations F™(Y) sont déterminées pour chaque n par les relations:
FO(Y) = F(Y) et FO(¥) = F(F*-(y)).
Démonstration. On a par hypothése
IF(Y)| = [FF*~2(x))| < M {F*2(1)),

done .
[F™(Y)| € M*|Y].

Ceci établi, nous allons prouver la convergence de la série (15). On-
remarquera que '

[(=1y- k- FO(Y)] < |W"- M- Y1,

c’est-a-dire, que
I(~~1)* - B FO(Y)| < |h-M|"-| Y]

Par consequent, si F'on admet que |h-M| < 1, la serie

D8

(=2 F (T}

=1

est convergente, ce qui entraine précisément — en vertu du théoreme 8,
chapitre I — la convergence de la série (15).
Posons

X =Y+ ):jl(~1)"—h“-F"(Y).
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L’opération F(X) étant continue, on a

F(X)=F(N+ E (—1r-h"- Fot(y),

n=1
ce qui donne _
—h-F(X) = Zl(ﬂl)"-h"-F"(Y),
d’ou

—h-F(X)=X-Y e X+h-F(X)=Y.

On voit ainsi que I'élément défini par la série (15) existe et satisfait
a I'tquation considérée pour chaque Y, pourvu que |h-M | < 1.

m

§ 1. Admettons que les clements du champ E sont des fonctions mesu-
rables a une variable, definies dans un intervalle (a, b) sauf, peut-gtre, un
ensemble de mesure nulle. Deux fonctions appartenant a E seront conside-
rées comme égales, si elles ne différent que dans un ensemble de mestire
nulle. Par “addition et multiplication par un nombre” nous entenderons
l'addition et la multiplication ordinaires. Nous ne définissons pas la norme,
mais nous admettons qu'elle satisfait outre des anciennes 2 certaines condi-
tions supplementaires. Avant d’énoncer les nouveaux axiomes nous allons
introduire la definition de la convergence asymptotique donnée par Hardy
et Landau.

Définition. Soit

1° {X,(#)} une suite des fonctions mesurables définies dans (a, b) sauf,
peut-étre, un ensemble de mesure nulle; '

2° X (t) une fonction mesurable définie €galement dans (a,b) sauf un
ensemble de mesure nulle.

Nous dirons que la suite {X,(t)} converge asymprotiquement vers X (t),
Io’rsque pour tout &> 0 la mesure L de I'ensemble des valeurs de t qui
verifient I'inégalité |X,(t)— X (2 = ¢ tend vers 0 avec 1/n. Par écrit:

}Ln;.\o asym X, () = X ().

Les axiomes que nous ailons introduire sont les suivants:
V. 8i

1° (X, (&)} est une suite des Jonctions appartenant & E;
2° X (1) est une fonction appartenant 4 E;

3" im X, = X();
on a ' .
lim asym X, () = X (5).
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V. Si
1° {X,(t)} est une suite des fonctions appartenant i E;
2° lim X, ()| = 0;

=

on peut extraire de la suite {X,()} une suite {X,(t)} qui possede la
propriété suivante: il existe une fonction X(f) appartenant a E et satisfaisant
a linégalité

1%, @ < X ()]

pour tout n et pour tout t sauf, peut-gtre, un ensemble de mesure lebesguienne
nulle.

Remarque. | | est le signe de la valeur absolue.

V1. 8i

1° {X,(8)} est une suite des fonctions appartenant i E;

2° X (1) est une fonction appartenant a E;

3° 3}-]&:?0 asym X, (5 = X (1);

on a
Lim inf |, ()] 2> [ X (-

Nous n’avons pas donne ces axiomes dés le debut, afin de faire mienx
ressortir les conséquences qui resultent des axiomes I-IIL

TrEOREME 1. Si _
1° K (s, t) est une fonction mesurable & deux variagbles définie pour tout
couple des nombres (s, t) dont chacun appartient a (a, b);

2° Pour tout X(f) appartenant a E lensemble des valeurs de s, pour
b

lesquelles le symbole | K (s, 1)- X (f)dt wexiste pas, est de mesure lebesguienne
nulle; “ L

3° {X,(t)} est une suite des fonctions appartenant a E et "11“71010 X, = 0;
on a

b
lim asym [K (s, - X, (5)dt = 0.

Démonstration. Soit
. :
(I) djn(s) = IKT(S: t) 'Xn(t)dt'

Supposons que la suite {®, (s)} ne converge pas asymptotiquement vers 0.
Il existe par consequent un tel nombre & > 0 que la mesure de I'ensemble
des valeurs de s qui satisfont a linegalite |&,(s) = ¢ ne tend pas vers 0
avec 1/n. On peut donc extraire de la suite {®,(s)} une suite partielle {45,, (S)}l
telle que la mesure de Pensemble des valeurs de s, qui satisfont a Dinegalite
i®@,(s)| = &, tende vers un certain nombre m distinct de 0.
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Désignons par {X,(£)} la suite qui correspond a {®,(s)} selon (1). Comme
on a lim X,(f) = 0 conformement a 'hypothése 3°, on peut, en vertu de

I'axiome V, extraire de la suite {X, ()} une suite partielle {X, ()} de fagon
quil existe une fonction X (f) appartenant i E et satisfaisant a linégalité;

() X, () < |X ()]

pour tout n et pour tout t sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nulle.
L’inégalité (2) donne: _

G) IK (5, 1) X, (0 < 1K (5,8 X (1)

pour tout n et pour tout ¢ sauf, peut-étre, un ensemble de mesure nuile.
La mesure de I'ensemble de valeurs de s, pour lesquelles

b
}K(s, t)-X()dr et par suite  [{K(s, ). X (1) dt

n'existe pas, est nulle selon Thypothése 2° L’axiome IV et linégalité (3)
impliquent donc que
b
lim [K{s, ) X,()dt =0 (")
n—+o g

pour presque tout s
Par consequent, en posant

8,9 = [K(s, 0 %, 0dt ()

on aura

lim asym &, (s) = 0.

Or, {&,(s)} etant contenu dans {®,(s)}, le dernier résultat est en contra-
diction avec la proprlcte de {®,( ()} d’apres laguelle la mesure de Iensemble
des s, qui satisfont a I'inegalite |®,(s)| = &, tend vers un nombre m # 0.
Ainsi la supposition qu’on puisse avoir

, .
lim asym [ K (s, ) X, (f)dt # O
na—+o ]

conduit 4 une contradiction. Notre théoréme est donc démontré.

(') Je m'appuic sur le théortme suivant: si 1° lim asymf,(f) = 0, on {6} est une
Llad--]
suite des fonctions mesurables dans (a,b), 2° f(t) est wne fonction intégrable positive vérifiant
Finegah;té (0l < f(t) pour chague n et t sauf un ensemble de mesure nulle, on
a lim [f,()dt = 0.
A=wm g

(*) Je mappuje sur le theoreme suivant; s 1° { {fu(s)} est une suite des fonctions
mesurables définies dans (a, b), 2° presque partout I]m f,,(s) =90, 0na hm asym £, (s) = 0.
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Lemme 1. Les hypotheses 1°

et 2° du theoreme 1 etant verifiees,
lorsquien outre :

im X, (1) = X (1),

on a

lim asymjK{s )-X,[@)dt = jK(s 1) -X(Hdt.

Admettons 4 présent que E; est un ensemble de fonctions qui satisfait,
lui aussi, aux axiomes I-VI. Nous n'admettons pas par cela que I'ensemble E,
soit identique 4 l'ensemble E. La norme de 'un peut différer entidrement
de celle de Pautre.

TuioreME 2. La fonction K(s,t) satisfaisant aux hypotheses 1° et 2°
du theoréme precedent, si, en outre,

3° toutes les fois que X (t) appartient a E, Ia fonction

b

= [ K(s,0) X{ndt
appartient a E,,
il existe un nombre M > 0 tel que linegalite

b
If K(s, ) X (dt]| < M- | X (D)

subsiste pour tout X (t) appartenant d E.
Demonstration. Remarquons que

=}K(s,t)-X(r)dt,

ol X (¢) est une variable indépendante et Y (s) — dépendante, est une opération
additive. Le lemme précédent nous apprend que si la suite {X,(f)} converge
suivant la norme vers X (t), la suite {Y,(s)} converge asymptotiquement
vers Y(s).

Il en résulte en vertu de 'axiome VI que

lim inf | [ K (s, X, 0de] > || K65, 9 X@de],

ce qui implique (en vertu du théor2me 3, chapitre II) la continuité de
b

I'opération _[K (s, t)- X () dt. L’existence du nombre M est donc assurée par
le lemme 3 chapitre 1L

§ 2. Nous allons démontrer dans ce paragraphe que les axiomes I-VI
sont vrais pour tous les champs énumérés dans I'Introduction, si 'on admet
les définitions convenables de la norme.
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Ad axiome 1. Pour tous les champs considérés on assignera aux
opérations d’addition et de multiplication par un nombre la signification
algébrique habituelle. Toutes les lois de I se trouveront ainsi réalisées.

Ad axiome II. Quant i la définition de la norme, nous I'établirons
de la fagon suivante:

Pour le champ (%): | f(x)] = max |f(x)|.

Pour le champ (.#): ||f{x)| = vrai max |f(x)|. Cest le plus petit des
nombres M pour lesquels I'imégalité |f(x)] > M ne subsiste que dans un
ensemble de mesure nulle.

fEIN = \/j [f(x)dx.
@): | f(x)} = max |f{x)].

Pour le champ ($7%): | f(x)| = max |f (x}|-+max
Pour le champ ($*%7) ot r > 1:

Pour le champ (£%) ou r =

Pour le champ (
d? f (x)
dx?

T T
OOl = max [f0)+ \/ ! ’ LZCIN

Pour Ie champ (67 A0): 1 (] = max | (9) +viai max | 26

Pour le champ (€7 9): [f(x)] = max |f (x)|+max ‘%‘l

L'axiome II est manifestement vrai pour les champs: (%), (#), (2), (¥7 %),
(67 ) et (B7F). M. W.H. Young a démontré pour le champ {¥") un
théoreme equivalent a Paxiome II(®). L’axiome II pour le champ (4?%")
en est une conséquence immediate.

Ad axiome III. Pour le champ (%). La convergence suivant la norme
a dans ce champ la signification de la convergence uniformé. Il en resulte
(suivant le theoréme connu de I'Analyse, d’aprés lequel toute suite uni-
formément convergente des fonctions continues admet une limite, qui est
une fonction continue) que l'axiome III est rempli

Pour les champs (#),(2), (67%),($".#) et (¥"2) la question est
analogue.

Pour le champ (%"). La convergcncc suivant la norme est ici la con-
vergence en moyenne avec la r*™ puissance. Dans I'ouvrage cité M. Young

{°) Quarterly Journal of Mathematics 1912.
Ce théoréme est le suivant: fi(x) et @(x) érant deux fonctions deﬁn:es dans (a, b) de
puissance r = 1 Intégrable, on a

b [)
\/}' f+eldx < \'/I [T dx +\:/f [l dx .
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a démontré un théoréme équivalent pour le champ (%) i Paxiome III(%).
Pour le champ (#"%") laxiome tésulte de ce que nous venons de dire

de champ (#*").

Ad axiome IV. Pour le champ (") un théoréme équivalent a I'axiome
IV a été démontré par M. Young,

Pour les autres champs cet axiome est évident.

Ad axiome V. Pour les champs (%), (€7%), (¥7%"), (67 4), (D) et
(#) la fonction qui satisfait 2 laxiome V est une certaine fonction
constante.

Pour le champ {(¥") l'axiome IV peut &tre &tabli comme suit {sans
modifier la notation adoptée dans I'énoncé de cet axiome):

On remarquera que X (r} appartenant A (¥"),|X()] y appartient
€également, et que l'on a, en outre,]| |X (1) || = [ X ®)].

On a par hypothese

lim { X, ()] = 0,

on peut donc extraire de la suite {X, (1)} une telle suite partielle {X,(2)}

que la serie E X, (@) soit convergente.

a=1

Il en résulte en vertu du théoréme 8, chapitre I, de Paxiome IV et
de I'ggalité

XL | = 1X,00,
que la série

@ %, 15,0

converge asymptotiquement suivant la norme vers une fonction que nous
désignerons par X (). Les termes de la série (4) n'étant pas négatifs, la
convergence asymptotique de cette série implique que

% 15,00 = X0

{*) Si 1° {f(X)} est une suite de fonctions de puissance r integrable, définies dans {a, b);
b
2% lim \'/j fa—tel"dx =0,
Py m a

il existe une telle fonction f(x) de puissance r intégrable définie dans {a,b) que
E
Jim \/J [f=fil'dx =0.

22 ~ Oeuvres t. 1l
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pour presque tous les points. On en conclut que
X0 X0
pour tout n et pour tout ¢ sauf un ensemble de mesure {mlle:.
Ad axiome VI Pour prouver que Paxiome VI est realise, nous allons

établir un théorsme un peu different, a savoir celui que l'on obtient de
Paxiome VI en y remplagant I'hypothese 3° par la suivante .on a nlim X, (0
-]

= X (1) pour chague 1, excepté peut-gtre un ensemble de mesure nulle”.

L'axiome VI s’en déduit comme suit. Admettons notre théoréme auxiliaire
démontré et supposons que, les hypothéses 1°-3° de l'axiome VI étant
réalisées, on ait:

(3) lim inf [ X, ()] < 1 X @®)1-

Nous pouvons donc extraire de la suite {X,(t)} une telle suite partielle

{X, ()} que |
lim || X, ()] < 1X @)

De la suite {X,()} on peut extraire, en vertu de I’hypothése 3, une
suite {X,(f)} convergente pour presque tout point X (¢). Or, c’est impossible
d’aprés notre théoréme auxiliaire et suivant l'inégalité (5).

Nous passons maintenant a la démonstration du susdit théoréme pour
les champs considérés.

Pour le champ (%). Admettons qu'on a le max |X(f)] pour t =i,

On peut donc trouver pour tout & > 0 un tel # > 0 que chaque ¢ qui
satisfait & T'inégalité Jt,—t] < » remplisse également linégalité

6) X0 > X t)i~e = | X)) —e.
La suite {X,(r)} étant presque partout convergente, il existe un point ¢
satisfaisant a l'inégalité |t,—1'] < 5 et tel que

lim X,(¢) = X (t).

Comme
X, 00 < X, 00,
linégalité (6} donne

lim inf [ X, (8] = 1 X ()] —e¢.

Or, cette inegalite subsiste pour chaque & On a donc

lim inf X, @) > 1X@I, cofd

icm

Sur les opérations dans les ensembles abstraits 339

Pour le champ (.#). Pour chaque nombre positif arbitraire ¢ il existe
un tel ensemble de pomts A(f) de mesure lebesguienne positive que tout
pomnt ¢ apartenant & A(t) satisfait aux conditions:

(7) X0 2 1X0I—%e
et

lim X, (6) = X ().

Deésignons par 4, (t) I'ensemble de tels points appartenant A(t) pour
lesquels

(8) X, ()—X{() < }e
et
© X (0 < X,

Comme la suite {X, (1)} converge vers X () pour tous les points de
Pensemble A(f), qui est de mesure positive, on peut trouver un tel N que
la mesure fie l’c’ansemble A, (t) soit egalement positive pour tout n > N.
. %‘;S megalites (7) et (8) impliquent quon a pour chaque ¢ appartenant
a A,(0):

(10) X, 0 2 | X (0] —s.
d’ou, en vertu de (9),

1X. 0 =2 | X)) —e
pour chaque n > N. Il en résulte que

lim inf | X, () > | X (5} ~5

et comme cette inegalite subsiste pour tout & on a:
lim inf || X, (5 > | X ().

Pour le champ (2). X (t} étant une fonction duhamelienne, on a
(11) max |X ()] < vraimax | X (f)].

En effet, pour tous t et h > 0 o ¢ et t+h appartiennent 2 (a, b),

1 ith t+h
1 o
(12) ]T J X(de} < j |X (2)]dt < vrai max |X (£)],
v !

t

ce qui donne pour le point ¢t = b—k

% JX(t)dt

b—h

(13)

< vrai max | X (1)].
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Or, X(t) étant duhamelien, on a

tth b
.1 o1 _
'Ill_gg T j X(Hdt = X(1) et '1'111‘1)71— j X(dt = X{b),
t b~k
ce qui conduit — en vertu des inégalités (12) et (13) — précisément

a Pinegalité (11).
Comme le signe < mne peut figurer seul entre les deux termes de
I'égalité (11), on a
max | X (1) = vrai max | X (z)|

et en s'appuyant sur cette egalitt on peut démontrer I'axiome VI pour le
champ (%) de la meéme facon que pour (.#).

Pour le champ (¥"). Designons par X,(t,L), ou L> 0, une fonction
define dans (a,b) de la fagon suivante:

X@m—xm
X, L) =

lorsque
lorsque

X)) < L
(X, > L.

Comme la suite {X,(r, L)} est uniformément bornée et
lim {X, (¢, L} = X, L)
"=

presque partout, on a

b []
(14) '!]_’IE] \'/j | X, ¢, L) dt = {/j | X (¢, L)|"dr.
Comme _ ’
| X e, L)| < | X, (),
on a

b

r _“Xn (ts L)lrdr < {/.f IXn(t)irdt = HXH(I)“

Nous pouvons donc écrire en vertu de Iinégalité (14):

—
(15) im inf | X, (9] > \/ §IX(t, Ly de.
Or, )

b b
L \/ JX @ Lrde = \/ [1X (o de = 1x @,
ce qui donne
Tim inf X, @ > 1X @),

puisque Pinégalité (15) subsiste pour tout L> 0.
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Avant d’¢tablir 'axiome VI pour les autres champs, nous allons démontrer
quelques théorémes auxiliaires.

Tutorime 1. §i

1° {f,(x)} est une suite des fonctions positives non-décroissantes définies
dans Pintervalle {a, b);

2° Il existe un nombre M > 0 qui remplit pour chaque n Tinegalite
Sub) < M;
on peut extraire de la suite {f,(x)} une suite partielle qui converge partout
vers une fonction non-décroissante f(x).

Démonstration. Désignons par {a,} une suite composée de tous les
nombres rationnels de lintervalle (a, b); par {£{(x)} une suite de fonctions
extraite de la suite {f,(x)} et convergente pour x = a,, par {f{*(x)} une
suite extraite de la suite {f{”(x)} et convergente pour x = a, (elle est
donc en meme temps convergente pour x = a,}, et d’'une facon générale
par {f{x)} pour i = 1,2,3,..., une suite extraite de {£EY(x)} -t conver-
gente pour x = g; (donc, ev1dcmment pour X = 4, ds,ds,..., &_1). En
conservant cette notation, envisageons la suite {f,®(x)} dont le k*™ terme
est k™ dans la suite {fi;®(x)}. Il est évident que la suite {£:5(x)} est
convergente pour tout g;.

Posons donc

lim £*(a) = P(a).
k—oo
On remarque que

lorsque a; > a;, on a ,%a) 2 f,%(a)

et par conséquent
(16) Pla) = P(a)).

Désignons par @ (x) la fonction définie dans (a, b) de la fagon suivante:

@ (a) = borne infericure de l'ensemble des nombres P(s;), lorsque
x > a, ?(x) = borne supérieure de I'ensemble des nombres P(a) pour tous
les a; appartenant i I'intervalle (a, x).

En vertu des hypothéses 1° et 2°% la fonction @ (x) est bien determinée,
puisqu'on a pour tout g;:

0< Pla) < M

De plus, en vertu de (16), la fonction @(x) n’est pas décroissante et
on a pour tout a;:

®(a) = Pla).

P (x) est donc — d’aprés un théoréme connu — partout comntinu, excepté,
peut-gtre, une infinité dénombrable de points. Or, si @ (x} est continu pour
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un certain xo (ol @ # xg # b), on a
lim fi®(x) = P(x).
ko
On peut donc trouver, pour un & > 0 donne arbitrairement, deux
nombres rationnels a et @ qui remplissent les inegalites:
Dla)—e < Dxg) £ D(a)+e,
et on aura pour tout k en vertu de I'hypothese 1°:
@ < (P00 < M),
La suite {f;*®(x)} etant convergente pour tout a et 4 rationnel, on a:

${a) < Jim infi%(xo) < Jim sup % (xo) < & (a),

(17) a<xy<d,

d’ou, en vertu de (17):

® (xp) =& < hm inf £,%(x,) <

-

Comme cette inégalité subsiste pour chaque & positif, on a

Lim £ (x0) = D (xo).

lim sup £, (x,) € @ (xp)+e.
Jor o

On voit par conséquent que I'ensemble des points, pour lesquels la
suite { i (x)} n’est pas convergente, est au plus dénombrable. En appliquant
a la suite {£®(x)} le méme procédé, qui a été appliqué auparavant i la
suite {f,(x)}, on peut donc en enlever une suite {f,(x)} convergente pour
chaque point. Soit f(x) = limJf,(x); il est évident que f(x) est aussi une

fonction qui ne va pas en décroissant.

Lemme 1. Si

1” {f,(x)} est une suite de fonctions & variation bornée définies dans un
intervalle (a, b);

2° il existe un tel nombre M qu'on ait pour tout n

max |f,(x)l < M et variation f,(x) < M}

on peut tirer de la suite {f,(x)} une suite partielle qui converge en tous les
points vers une certaine fonction f(x) & variation bornée.

TukoriEmg 2. Si

1° f{x) est une fonction de puissance r intégrable definie presque partout
dans Tintervalle (a, b);

2° 9 est un mode de subdivision de segment (a,b), determine par les
points

—_— k K k
a=x{ <x < x&’ << Xy < x®, = b;

icm

Sur les opérations dans les ensembles abstraits 343

3° Le maximum de longueur des intervalles partiels pour les subdivisions
3, tend vers 0 avec 1/k,

on a

. | | Foxydx)r

e

lim W, (f) = lim Z,O W— JIf ) dx.

Démonstration. Deésignons en general par $(x), ol @ < & < g <
une fonction definie dans Pintervalle (a, b) de la fagon suivante:
H(x) = ﬁ lorsque  a < x < B
et
t(x) =0 pour les autres points de Pintervalle {a,b).
Considérons la fonction
LR =y
(18) o (x) = Z, (kl j S (x)dx
et remarquons que, x, €tant situé a lintéricur de 'intervalle (x{*, x{)), on a
x??-l
1
Pi(xo) = Fxdx,
xfk)

car les autres termes s’annulent par la définition-méme de Z£ pour x,.
Par suite, si x, mn'est un point de subdivision d’aucun 9. et s, en
outre, f(x) est pour x, la derivée de sa fonction primitive, on a

= f{xo).

I'ensemble des points de subdivision de tous les 9,, etant dénombrable
et f(x), comme fonction intégrable, étant la dérivee de sa fonction primitive
pour presque tous les points, on a pour presque tout x

(19) lim S, (x) = f(x).
Or,

lim s, (xo)
k-

(20) I loul” & < Wi

Lorsque r > 1, on a en vertu du théoreme de M. Young:

31’21 x"‘?l r
| 's{ Irax AR —xs*’},
PO M
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Cest-a-dire,
o #
21) | | fixdx|" < I | £ dx - (i, ~ oy,

x®

Cette inégalité est valable aussi pour r = 1, car elle prend alors la
forme

| | fxdx| < j | f]dx.
o =

L'inégalité (21) subsiste donc pour chaque r > 1.
On en déduit que:

nky—1 xfYy

Ilfph(x Fdx < W(f)< % I |f () dx = Ilfl'dx

Cn a donc:
i b b
@ Jim sup [ g, (9l dx < [|£] dx.

La fonction g,(x) tendant presque partout vers f(x), on a établi en
vertu de 'axiome VI pour le champ (¥7):

b b

'}im inf { o, (x)"dx = [ |f] dx.

b g o] a a
En comparant cette inégalité d I'inégalité (22), on s’apergoit que

b ]

Jim Flolrdx = [|fIrdx,

ce qui donne, en vertu de. (20), l'egalite:
b
Hm W (f) = [ 171 d

qui etait a demontrer.
Trgorims 3. Si

I* f(x) et les fonctions de la suite {f,(x)} sont continues dans (a, b)
a (p—1)*" dérivée absolument continue;

2% Il existe des nombres M > 0 et r = 1 tels qu'on ait pour tout n:

u

I ISPl dx < M, I I£P ) dx < M,

max [f(x < M et max|f,(0)| < M
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3°0na li.rrnl0 Jalx) = f(x) en presque tous les points de (a, b);
on peut extraire de la suite {f,(x)} une suite {f,(x)} telle quon ait:
lim 7, () = 70~ (x

pour tout X.
Démonstration. On a;

variation de j"r L2 () dx = j"] 119 () dx]

< JJ AP dv - bma < M-~ 1/ba

et comme
1 _r.
J £P0)dx < /M -1/b—aq,

t
la suite {[ £ (x)} satisfait aux conditions du lemme 1.

¢
On peut donc en extraire une suite de fonctions {{ £f#(x)dx} convergentes

en tous les points vers une fonction que nous désignerons par ¢ (1).

Or, on a
X

23) Julx) = _[(x~ =1 FP @) de+ Py (),

(P 1!

ot P,(x) est un polynome du degré p—1. En vertu de cette é&galité et

de I'hypothese 2°, la suite des polyndmes {P,(x)} est uniformément bornée;

on peut donc en extraire une suite {P,(x)} uniformément convergente vers

un polyndme (que nous désignerons par P(x)) du degré tout au plus p—1.
Comme on a

et 1)' J Cemtp i e = (- 2)1 f((x‘ I _[f..“”(s)ds)dt

et comme la suite j'ﬁ,"”(s), qui est uniformement bornee, tend en tous les
] 4

points vers 0, on a

X

1 x
(24) 1i 0 DT 1), J.(x Pt FR Dt = oD j(x—-t)”"zqo(t)dt.
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On déduit de (23) et (24), £ (x) désignant le P,(x) correspondant, que

Pﬂﬁ:{x} = “G_lz)—zj(x—t)"‘zqo(t)dHP(x)

uniformement.
Par hypothese on a presque partout:

lim £, () = f (),

on aura donc:
x

fx)= Fliij(x—t)’_zlp(t)dt+P(x]

a

et pour les dérivées (p—1™* des deux nombres:

(25) Fe7V(x) = @(x) = PPV (x).
L'egalite (23) donne en plus:
(26) JE ) = | F )+ P ().

Or, on a pour tout x:

lim [0 = ¢ (x)

=00 g

et, {P,(x)} étant une suite de polyndmes de degré tout au plus {(p— 1) qui
convergent uniformément vers P(x), on a

lim PP (x) = PP 1 (x)

i en résulte en vertu de {(25) et (26) quon a pour tous les poinis
lim f#~Y(x) = f* Y(x) cqfd

Ces théorémes établis, nous passons & la démonstration de I'axiome VI,
ou platdt du théordme qui I'implique, pour les champs (¥7.#), (4*%"),
(7 D) et (B*EF).

La démonstration est apagogique.

Supposons que

lim inf | X, @)1 < 1X @)1

On peut donc tirer de la suite {X,, ()} une suite partielle {X,(2)} telle quon ait
@n C lm X000 < X6
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En vertu de 'hypothése 3° (modifiée), on a:

(28) lim inf max | X, (f)| > max | X (z)|.

Comme les suites {X, (1)} et {X,(5)} satisfont en vertu de (27) pour les
champs (4*.#), (€*5"), (¢* %) et (¥7%) aux conditions du théordme 5,
on peut extraire de la suite {X,(s)} une suite partielle {X,(s)} telle quon
ait pour tout point de l'intervalle (a, b):

(29) lim X1 = Xt~y

Les résultats obtenus jusqu'd présent sont valables pour tous les quatre
champs & la fois. Nous allons maintenant achever la démonstration pour
chacun d’eux & part. .

Pour le champ (¥?.#). Etant donné un nombre arbitraire £ > 0, on
peut trouver deux nombres ¢, > t; compris dans (a,b) qui satisfont
a Iinégalité '

(30)

XE V() - X~ (g,
ta—1y

( > vrai max | X*(t)j—e.
Mais - .
Xy (1) - Xe 0 (1)

Iy — 1t

< vrai max | X® ()]

quel que soit n.
Il en résulte en vertu de (29) et (30) que

lim inf vrai max | X% (§)| = vrai max | XP(f)|—e¢

n—+oo
et, comme cette incgalite subsiste pour chaque &, on a

(31) lim inf viai max | X® (¢)] > vrai max | X (f)].

Or, on a powr le champ (¥?.#)
| X (2} = max |X (¢t} + vrai max | X (z)],
ce qui donne en vertu de (28) et (31):
Jim inf | X, (#)| > lim infmax X, (0} + lim inf vrai max | X (1)
> max | X ()| +vrai max | X@ (f)] = || X ().

Le dernier résultat est en contradiction avec (27), ce qui prouve que notre
théoréme — et par conséquent I'axiome VI ~ est vrai pour le champ (¢7.4).

Pour le champ (4?%) la marche de la démonstration est analogue:
f(x) étant une fonction duhamelienne, on a

max | f(x)| = vrai max | f(x][.
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Cette analogie se présente également pour le champ (¢7%).
Nous passons maintenant au dernier champ, qui est (4757).

Pour le champ (#75"). Ayant choisi arbitrairement un nombre & > 0,
on peut trouver un mode de subdivision §, de Ilintervalle (a, b), tel que,

la notation du théoréme 4 étant conservée, on ait

(32) W (XD (1) > j X @) dt—e.

On a, en vertu de (29):
(33) lim W;((X(‘” @) = W (XP ().

n-r o

On a en outre

o

W (X2 @) < {1 XPrde,

a

de sorte que cette inégalité implique, en vertu de (32) et (33), la suivante;

o

b
lim inf [ [(XP () dr > [ | XD ()" di—s.

o

Comme cette inegalite subsiste pour chaque z, on a:

o

b
(34) lim inf [ |[XP (@)rde = [ |X®(0)f de.

Or, on a pour le champ (#P5"):
——
1X @) = max |X (@0 + 71X e,
ce qui donne en vertn de (28) et (34):
lim inf | X, &) > X @),

resulat contradictoire avee (27).
L'axiome VI est donc ¢tabli pour tous les champs considérés.

Sur le prolongement de certaines fonctionnelles

publié dams Bull. Sci. Math. (2) 49 (1925), p. 301-307.

1. Soit E un espace métrique continu, dans quuel par conséquent deux
points quelconques a, b ont une distance ab bien définie, qui remplit les
conditions suivantes: 1° ab = ba > 0 pour a # b, aa = 0; 2° ab+bc = ac;
3° on peut joindre deux points quelconques par un arc simple. {Un arc
simple est une image continue et biunivoque d’un segment.)

Soit B un sous-ensemble dense dans E, cest-a-dire que l'ensemble
dérivé de B soit égal a E. Considérons une fonctionnelle U définie pour
tous les elements de I'ensemble B.

Désignons par o (x)(?) lim sup U(a) — lim inf U(4), a—+x,a # x, a<B.
Il est clair que, si pour un point x,®(x) > 0, on ne peut pas définir U
au point x de telle manitre que U soit continue en x. Si nous supposons
maintenant que w(x) > 0 pour chaque point de E—B, peui-on affirmer
que la fonctionnelle U n’est pas continue dans B?

Dans cette Note, je démontre que pour que la réponse soit affirmative.
il est nécessaire et suffisant que B ne soit pas un G, A.

M. Paul Lévy pose dans son excellent livre(®) le probleme suivant:

" Considérons une fonctionnelle U définie pour toutes les fonctions ayant

des dérivées finies jusqu'2a l'ordre p, mais n’ayant aucun sens si la dérivée
d’ordre p n’existe pas ou devient infinie. Peut-on affirmer qu’elle n'est pas
continue d’ordre p—1?” Si nous admettons que la phrase ,n'avoir aucun
sens” est équivalente a ,ne pas étre défini” la réponse est triviale. En effet,
la fonctionnelle qui s'annule pour chague fonction ayant une dérivée d’ordre
p finie et pour d'autres fonctions est indéfinie resout le probleme de M.
Lévy négativement (*). Changeons maintenant I’énoncé du probleme de M.

{*) Nous appelons w(x) Poscillation aun point x.

(*) Gy est un produit d'une infinité dénombrable d’ensembles onverts.

(%) Legons d'analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Paris 1922, p. 18-19.

{(*) G. Bouligand, Sur quelques points d'analyses fonctionnelles, Comptes Rendus 176,
p- 822 et Sur les modes de continuité de certaines foncttonnelles Bulletin des Sciences
Mathématiques (2) 47 (1923).





