Uber homogene Polynome in (L?)
publié dans Studia Math. 7 (1938), p. 36-44.

§ 1. Wir bezeichnen mit E, E' zwei vektorielle, normierte und vollstin-
dige Rdume. Eine fiir beliebige x,,...,x, aus E erklirte Operation
u(xy,...,x,), deren Werte dem Raume E' angehbren, nennen wir eine
r-lineare Operation, falls sie stetig und additiv in bezug auf jede der
Verdnderlichen x,,..., x, ist. Es ist bequem eine derartige Operation mit

(1) ' AXq 4.0y X,

zu bezeichnen.

Eine n-lineare Operation (n > 1} heisse symmetrisch, wenn sich ihr Wert
bei belicbigen Permutationen der Variablen nicht dndert. Werden in einer
symmetrischen n-linearen Operation r, Variablen gleich z;, weitere r,
Variablen gleich z;, ..., schliesslich die letzten r, Variablen gieich z, gesetzt
(ry+ ... +7, = n), 50 bezeichnen wir die so entstandene Operation mit

azil... zyx,
Insbesondere ist

n

az” = arz ... z.

Die Operation ¢z" nennen wir ein homogenes Polynom n-ten Grades.
Wie leicht zu sehen, enstehen aus verschiedenen symmetrischen n-linearen
Operationen stets verschiedené homogene Polynome n-ten Grades.

~Als Norm einer n-linearen Operation ax,...x, erkldren wir die Zahl

lal = llaxy ... x4l

ob. Gr.
I IS, I S8
es Ist also
laxy .. x,ll < llall - llxy ] oo Il
insbesondere
lax"(| < llall - |x}*(*).

(') Vgl. 8. Mazur und W. Orlicz, Grundlegende Eigenschaften der polynomischen
Operatioren, Studia Mathematica 5 {1935), S, 5068, 179-189.
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Ist E der m-dimensionale euklidische Raum, E' eine Zahlenmenge, so
fallen die oben erklirten Operationen mit den gewdhnlichen »-linearen
Formen, bzw. den homogenen Formen n-ten Grades zusammen, Bezeichnen
& bzw. &; (= 1,...,m) die Koordinaten des Vektors x; bzw. x, so hat man

"
axyg ... X, = Z a_,«l__.j"fi,l - é}", .
Jpedy=1
m
ax" = z a.:'l.--'jn éJl fjn’
Jiy=d

fa| = maxjax,...x| fir Y P <1(=1,.,n.
=

Wir nehmen jetzt an, dass E der Raum (I?) sei und dass E' in (I?)
enthalten sei und bezeichnen mit ax; ... x, eine symmetrische n-lineare
Operation. Jetzt bedeutet also x; eine in (0,1) quadratisch integrierbare
Funktion x;(f), ebenso ist ax;...x, eine derartige Funktion, Ist x,., ein
weiteres Element aus (I2), so ist

1
@ [ (@xy .. %) X 1
0

offenbar ein (n+1)-lineares Funktional (%),

Wir sagen, das homogene Polynom n-ten Grades ax" sei symmetrisch,
falls das entsprechende Funktional (2) symmetrisch ist. Insbesondere heisst
die lineare Operation ux symmetrisch, falls

1 . 1
[ (ax)xpdt = [ (axy)x, di
0 0
gilt. In diesem Falle stimmt also unser Symmetriebegriff mit dem von Herrn
D. Hilbert in der Theorie der Integralgleichungen eingefiihrten iiberein.
Ein Beispiel eines symmetrischen homogenen Polynoms n-ten Grades
in (I%) ist
t 1
ax" = [ Ky, by, X0 o x (G)dE . dEy,
a0
wo K eine symmetrische Funktion der Variablen ¢f,,....t,,t bedeutet, von
der Eigenschaft, dass die rechte Seite stets dem Raume (I?) angehort, Dies
ist zB. der Fall, wenn K in den Veréinderlichen ¢,,...,t,,t quadratisch
integrierbar ist.
In dieser Arbeit beweisen wir die Sitze:
Satz I [§ 5] Ist ax, ... x, eine symmetrische n-lineare Operation in (I2),

(*) Ein Funktional ist eine Operation, deren Wertmenge aus Zahlen besteht.
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so gilt

. Gr. = ob. Gr. |lax"} ().
|1x1||29,.4§7£,||s1”ax1 ull = oby Gr-lax’i )

Satz 11 [§ 6]. Ist ax" ein symmeirisches homogenes Polynom n-ten Grades
in (I?), so gibt es eine Folge {x;} und eine Zahl A(|x;|| = 1 fiir i = 1,2,..;
JA] = 1/ all), derart dass

lim |x;—Aax}| = 0.
i~ co

Sarz 1L [§6]. Ist ax" ein vollstetiges symmetrisches homogenes Polvnom
nten Grades in (I?), so gibt es ein Element x und eine Zahl 1 (|x|| = 1,
[A] = 1/)all), so dass

x—Aax" =0,

In den Sitzen II, III ist der Satz iiber Existenz von Eigenlosungen
einer linearen Integralgleichung mit symmetrischem Kern als Sonderfall
enthalten.

§ 2. Seien x, y (x+y # 0) zwei Einheitsvektoren des euklidischen Raumes
R,, welche den Winkel a (0 < ¢ < m) einschliessen. Wir bezeichnen mit
@p(x,y) den im Bereiche des Winkels o gelegenen Einheitsvektor, welcher
mit y den Winkel a/n bildet, wobei n irgendeine natiirliche Zahl bedeutet.
Offenbar .st '

X+, (x, 9 # 0, y+@.x,))#0 (h=1,2,..),
x+y
(x:y) =N
b2 Ix+ ¥
Setzt man
X =X, x2=ya. xk=¢n(xk—21xk—1) (k=3141'“)9

so ergibt sich leicht

kliIE’ Xy = ¢n+1(x1 y)'

§ 3. Hiwrssarz 1. Sei az, ... z, eine symmetrische n-lineare Form der Vektoren
Zy,..., 2, W R, mit |a| = 1. Falls fiir zwei Einheitsvektoren x,, x, die
Bezichungen x4, # 0, ax; x3™! = 1 stattfinden und x = @,(x,, x,) gesetzt
wird, so ist ax" = 1,

Beweis. Wir betrachten zuniichst den Fall n = 2. Nach Voraussetzung ist

Ixfl =1, Ix2ll = 1, x4+x3 50, ax;x; =1, jaf = 1.

(*) Die Werte der Operation ax, ... x, brauchen nicht zu (I7) angehoren.
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Wir bezeichnen die Koordinaten von x,, x, mit &! bzw. £ und schreiben
ax; Xy = ;a,-,,ﬁ} & lag = a).
Dann ist
Zk‘,éigami.-‘ = Zirf.-’";a.-kff: 1
und wegen |al| = 1
;(Z anfP <1, z‘:(zk:a,-kéf)z < 1.
Aus diesen Bezichungen folgt
;ﬂikﬁ =& k=1,.,m), Zk:aikfiz =& (i=1,..,m
und hieraus, mit Riicksicht auf a;, = ay,
;aik(ﬁ*‘ff}“ gG+e (i=1,..,m),

also
2o+ +E) = 3 €+ 8,
[13 i
dh.
a(xy+xp = ||x;+x,2
Xy +%, o . )
Setzt man nun x = @,(x;, x;) = —————, s0 ergibt sich wie behauptet
llxy + x|l
l ax® =1,

Wir nehmen jetzt unseren Hilfssatz fiir n—1 als richtig an; nach
Voraussetzung ist

el =1, lxall=1, x+x#0, axxf=1, Ja]=1.

Wir setzen
AZy ooy = X921 ov Zy )

dieser Ausdruck ist offenbar eine (n-1)-lineare symmetrische Form mit
@l < lla] = 1. Wegen &x, x}"% = ax,x} ' = 1 ist ||@| = 1. Da die Form"
@ die Voraussetzungen unseres Satzes fiir n—1 erfiillt, gilt ax3~! = 1, oder

ax; 37 =1, Wo X3 = @y (x, %), Xa2Hx3 %0

und ebenso
axyxy ' =1, WO Xy = Py—y (X3, Xa), x3+x4 # 0
-1 Xp =1, WO X = @poy(Xeozs Xuc1)s X1 X # O.
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Da nach § 2 lim x; = @,{x, x5) ist, ergibt sich durch Grenziibergang

X = (Pn(xl’ xz)-

Hirssarz 2. Ist azy ... z, eine symmetrische n-lineare Form der Vektoren
Zy1,.sZy in Ry mit |al = 1, so gibt es einen Einheitsvektor x, fiir welchen
ax" = +1 ist.

Beweis. Ist zunichst n = 2, so gibt es wegen | a| = 1 zwei Einheitsvek-
toren x,,x; fiir welche ax,x, =1 ist. Falls x,+x, = 0 ist, so geniigt es
x = x; 2zu setzen, anderenfalls besitzt nach Hilfssatz 1 der Vektor
X = @4x,,x,) die verlangte Eigenschaft.

Wir setzen jetzt die Richtigkeit unseres Satzes fiir n—1 voraus. Wegen
lzl = 1 existieren n FEinheitsvektoren x,,...,x,, fir welche ax;...x, =1

ist. Wir setzen :
t—lzl e By = a21 ...Z,,_lx,,.

ax" =1 fir .

Dann ist |a| < |[a] = 1, also wegen ax, ... x,., = 1 auch |a|| = 1.

Nach unserer Annahme gibt es einen Einheitsvekior x,, fiir welchen
axt™! = £1,dh ax} 'x, = +1ist. Im Falle x+x, = 0 besitzt also wieder
X = X, anderenfalls aber x = ¢@,(x,, xo} die verlangte Eigenschaft.

§ 4. Hiorssarz 3. Ist ax, ... x, ein symmetrisches n-lineares Funktional
in (I%), so gilt
: laj = ?lb‘-Gr- lax"|.

x||€1
Beweis. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fa] = 1
an. Ist z = (&,,..., &,) ein Vektor des m-dimensionalen Raumes R,,, so be-
zeichnen wir mit z das Element (£,,..., &,,0,0,..) aus (I?). Wir setzen
0 ATy .0 By = AZy ... Z,;

dann ist a,, eine in R, erkliirte symmetrische n-lineare Form und |a,| < 1.
Nach Hilfssatz 2 gibt es in R, einen Einheitsvektor x,, fiir welchen
Ay %m = + | a,| stattfindet. Daher ist

@) aXm = k| an|,

Wir beweisen jetzt, dass lim ||a,| = 1 ist.
m~+ a0

[%mll = 1.

Wegen |a|| = 1 gibt es zu einem beliebigen ¢ > 0 n Einheitsvektoren
Viyeos ¥y aus (I?) von der Figenschaft, dass

() layy ... yol > 1—e

ist. Wir setzen
yk =(n§=’1§! 1
W = ks ), (e=1,..,m)
yoe=0m,....,nk,0,0,..;
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dann ist lim yJ' = y, (k = L,...,n), also nach (1), (3)

m=+o0
S lay y7 - 7] = lm eyt F7] = lay; g > 1-e.

Wegen |yf| < 1 ist |a, )7 ..

-Wwl < [a,ll, also, da |la,| < 1 und & beliebig
ist, lim |a,| = 1.
m—=o

Aus (2) ergibt sich jetzt "1'1_1‘11: |aXpl = 1;da X, =1(m=1,2,..), so ist

obGr-lax" = 1= |a|.

§ 5.Sarz L Ist ax, ... x, eine symmetrische n-lineare Operation in (I?), so gilt

ob.Gr., axy ... x,| = ob.Gr. |lax"].
||x1\|m....‘|fx,||sx|| Lo %l if=l1<1 el

Beweis. Wir nehmen lal = 1 an und bezeichnen mit & eine positive
Zahl. Es gibt n Elemente X,,..., X,, so dass
Jaxy Xl > 1—e, 5 =1,.., %] = 1.

Setzt man

ft
B

Xg s eees Xy
= AXy ey Xy

e e

so ist |y > 1—e.
Sei Y ein lineares Funktional, welches fiir alle y, d.h. in der Wertmenge
der Operation g erklart ist und der Bedingung

1) 1Yji=1, Y@=Iyl
geniigt. Dann ist
axy..x, = Y{axy ... x,)
etn symmetrisches n-lineares Funktional in (I?). Man hat ferner
axy .. %, = Y(ax; ... %)= Y@ = [y} > 1—¢,
also ||@} > 1—¢. Nach Hilfssatz 3 gibt es daher in (I?) ein X, fiir welches
(2) [@x"| > 1—e, x|l =1 |
gilt. Wegen
x| = Y (@xY < [Y] - [lax"]
ist nach (1), (2) |la@"} > 1= Da ilgl =1 und & beliebig ist, folgt
ob.Gr. lax®| = 1 = |4].

x|l

§ 6. Sarz IL Ist ax” ein symmetrisches homogenes Polynom n-ten Grades
in (L?), so gibt es eine Folge {x;} und eine Zahl A (|x;| = 1 fir i=1,2,...;
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|A} = 1/l all). derart dass

lim Jjx;—Aaxf|| = 0.
2l o
Beweis. Setzt man
) 1
(1 Xy o Xp Xy = | (@X1 00 X)Xy 4L,
0
so ist
lall < lall - Jxgll .- Ixall - 0%n+a

also |al < |la. ~ o
Zu einem belisbigen &> 0 gibt es n Elemente Xx;,...,%, (|%] =
1,..., %, = 1) fiir welche

2) laxy ... %l > lal—e&;
wir setzen
Koy = Gy o By Fgpy = oL
n+1 1+ “ns n+1 ||.)C,,+1" H)
dann ist nach (1)
1
Xy oo Xy = _[ Xys1 X1 dt = [Xgir| = llaXy ... X%l
1]

also wegen (2) ‘
Efl ..-x_"+1 > "ail_ﬁ.

Hieraus folgt [|d@|| = ||, also schliesslich

3) | lak = llal.

Nach Satz I gibt es nun ein X, wofiir
lax"*1| > |al|—e,

d.h., mit Riicksicht auf (1), (3),

Ixl =1,

|i(a5c")fdt| > |lai—¢
gilt. Setzt man

n = sign j (aX") xdt,
so ergibt sich

1 1 i

T U U R B I P
j[x |!a” ax ] dt = 1+ Tall? J (ax™*dt -2 ial lj{ax } xdt

0 0

s1+1—2[1—i]=i.'
a4 Tal
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Fiir 2 = n/|lall ist also

o _ 2&
j{X—-Aax"]? dt = [Xx—Aiax"|? < ——.
o llal

Satz 1L Ist ax" ein vollstetiges symmetrisches homogenes Polynom n-ten
Grades in (L?), so gibt es ein Element x und eine Zahl ), (|x|| = 1, [A] = 1/]lal),
so dass

x—Aax"® = 0.
Beweis. Nach Satz IT existiert eine Folge {x,}, fiir welche
el =16G=1,2.), lm|x—iaxf| =0

ist. Da das Polynom a vollstetig ist, gibt es eine Teilfolge {xy}, so dass
die Folge {ax!} konvergiert. Fiir x = Jim axj, ist offenbar

x = Aax".

(Recu par la Rédaction le 10. 12. 1936)
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