50 La dérivée infinie

Définissons mainfenant dans Vintervalle A = (¢,5) la fonction
g{x) comme borne supérieure de tous les nombres f(£) pour o < & <
@(z) sera évidemment une fonetion mnon décroissante dans (a, 5), done
aura, comme 1'on saif, presque partout une dérivée finie. L’ensemble .,
ot 1o fonction ¢{r) ne posséde pas de dérivée finie, est donc de mesure
nalle.

On voit sans peine que pour tout point @ de Pensemble AR, qui
est limite d’une suife décroissante de points de cet ensemble, nous avons
¢l (%) = +oo (puisque f(2) = oo et p(t) = f(¢) dans ABy). I en résulte
que ensemble AR, sauf peut-2tre un nombre fini on une infinisé dé-
nombrable de points (gui ne sont pas points d’accumulation de droite
de Kz} est contenu dans ’ensemble 4. Par consdquent 47, est de megure
nwlle, ce qui impligue une contradiction. Notre théordme est aingi
démontré.

Sur les solutions d’'une équation fonetionnelle
de J. CL. Maxwell

par

S. Banach ef 8. Ruziewicz

En examinant Ia loi de la distribution des vitesses des molécules
@’un gaz J. CL. Maxwell est arrivé & congidérer une équation fonctionnelle
de la forme

(1) Flaf(0)f(w) = pu?+v2-+w?);

il s’agit de déterminer les fonetions f(x) et p{x) d'une variable réelle de
sorte gue Péguation (1) subsiste pour tous les w, v, w réels. Nous ne nous
arréerons pas & considérer le raisomnement par lequel Maxwell arrive
4 cette équation; mous nous oceuperons seulement de sa résolution qui
prégente quelque intérét au point de vue mathématique. Ta méthode
classique de la résolution de 1’équation (1) consiste en ce que l'on fait
certaines hypothéses sur la nature de la fonetion f (on admet par exemple
guwelle soit dérivable); on réduit ainsi Ia question & la résolution d’une
équation différentielle.

Le but de cette Note est de déduire, & I'aide d’'une méthode élémen-
taire, foutes les résolutions de I’égquation (1).

Dans 1"éguation fonctionnelle {1) nons pomvons avoir:

2) g{m) = 0 pour tous les & > 0.
Noug avons dang ce cas
(3) Fflz) =0

pour tous les z réels.
En effet, si nous avions f{x,} # 0, nous aurions

f(@o)]° = p(3a) 0,
contrairement & (2). _
Le systéme des fonctions (2) et (3) fournit une résolution continue
de l'égnation (1). '



h2 Sur Iéguation de Maxwell

Supposons maintenant qu’on n'ait pas econstamment g{z) = 0. On
a alors

¢(0) = 0.
En effet, pour un z,, nous avons
plg) # 0.

En posant =0, v =0, w = I/E. (Y), nous trouvons

[FO)f(w} = (@) # 0,

done
(4) HOE!
et
[f(O)® = ¢(0) 5+ 0.
Posons

@(0) = a.
Distingnons deux cas:
o) on a constamment g(x) =0 pour &> 0;
B) il existe un =, > 0 tel que @{zy) 3= 0.
Le cas o) n'offre ancune difficulté. Dans ce cag nous avons:

[FIOF = a,

done

(0) = Va.
Siz #0, on a
F@)[F0)]* = @(s*) =0,
d’onr, daprés (4),
flz) = 0 pour tous les » == 0.
Les fonetions
£(0) =Va, flo) =0 powr =z 0,
et
#(0) =a, @z}=0 pouwr =z £0
satisfont & I’équation (1) et fournissent une nouvelle selution (discon-
tinue) de cette équation fonctionnells (3).

Congidérons maintenant le cas B). Dans ce cas on a constammant
p(z) # 0; en effet, si on avait

{5 @(£) =0 pour un &> 0,
on aurait '

[FOVPFVE) = 9(&) = 0.

() Nous ne considérerons dans cette Note que les radicaux arithmétiques.
() Dans I'équation (1) généralisée pour n variables on a 6> 0 8i » est pair.
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d’on, d'aprés {4):
e =o0.

On en déduit, pour tout y réel:

FOFVOf) = ele+y%) = 0,

c'est-a-dire
(5a) w(z) = 0 pour tous les = = &.

Envisageons la borne inférieure £, de fous les x = 0 pour lesguels
@(z) = 0. Cette borne inférieure ne peut &tre nulle, d’aprés I’hypothése B)
et d’aprés la remarque que {5) entraine (5a). Nous avons done:
¢la) =0 pour 0 <o <,

(6)
p(e) =0 powr @3> &

Posgons
(7) =1/ %,
2
3V
(8) h=VE- =

nous anrons
k k
f(un - E)f(“o +EMf(0) = ‘P((“o — E)ﬂ“‘ {uy+ ]5)2) -

Or d’aprés (7) et (8) on a les inégalités

E\? 39 —2¥2
(9) (uo_g) T+ Uy +h)2 = 50_32 = &y,
\? 5V2—2\?
(10) . (’“o‘“E) == a(D 3 ) < &,
2 LY2\?
(11) (t1y LE)? = Eu( - ) <&

Dlapres (6) et (9) on a _
k
{0 5w 0) =0,

d’oli, d’aprés (4), il résulbe soif
7
f ('”’o - 5) = 0,
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ce gqui donnerait
k k)2
0 :f(“o—E) g =o((w—5) )
ee qui est impossible, d’aprés (10) et (6), goit
flug+k) =0,
d’ol, en s’appuyant sur (11) et {6), on aboutirait de méme & une contra-

diction.
On a donec dans la cas §):

(12} p(x) ¥ 0 pour tous les & = 0,

ce qui entraine
13) flz) % 0 pour tous les « réels.

Dans le cas 8) nous disﬁnguerons 4 leur tour denx cas (*):
B)  f(O)>0, ) f{0) < 0.

Dans le cas B;) nous avons

7(0) [f(]/ %)] — (o),

ce qui démontre, d’aprés (13), quion a

(14 pl@) >0 pour w=0.
On a alors
(15) flx) > 0 pour les x réels,

puisque autrement on aurait pour un

[F(0) 1 f () = @(a7) <0,
contrairement & (14).
On prouverait de méme que, dans le cas Bs)

p{eg) <0 pour xz=0
eb
(@) << 0 pour tous les o réels.
Posons
(16) J(o) = Fa),
(17) @(») = D).

T*équation (1) donne
F(uyF(v) F(w) = O{ut+v+uw?);

(1) Cf. la remarque présédente.
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en prenant les logarithmes réels, ce qui est possible d’aprés (12), {13),
(16) et (17), et en posant

(18) lgF(z) = y(=),

(19) lg® () = y(z),

nous obtenons

(20) v(u) o) +plw) = x{ud+o2+w?).
En posant

on a

or, en poeant

p=w =0,
on a
p(u)+2p(0) = y(u?),

d’olt _
(21) p(u) = y(u*)—52(0).

En subgtituant (21) dans (20), on obtient
(22) x (W) +x (%) + 1 (w%) —22(0) = y{(u?+-0*Fw?).
Posons

w=U 2=V, w=TW,

(23) x(@}—x(0) = H(x);
Péquation (21) devient alors
(24) H(O)+H(V)+H(W) = H(U+V+W) (4).

Admettons que noug ayons une fonction quelcongue satisfaisant
& D'équation (24). En vertu de (23), (21), (18) et (19) on a done

Flg) = oFEH0 = 405,

D(x) = @0 43 eH(z)’
d’ot, moyennant (16) et (17):
(25) f(ﬂ’) — :f:.A.BH{zz),

les signes dans les deux formmules étant tous les deux positifs om tous les
deux négatifs (*).

p(w) = LA,

(1) L’équation {24) a été dédmite pour U, ¥, W = 0; si Lon pose H{—z)
= —H (z), ’équation (24) subsiste pour tous les U, ¥, W, réels.
{(*) Pour un nombre pair de variables on a évidemment f{x) = F(z), p{z) = @ (=).
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Done, pour que les fonctions f(w) et p(x) satisfassent a 1’éguation
(1) dans le cas B), elles doivent &tre de la forme (25), 4 éfant nn nombre
réel indépendant de x et H(z) une fonction satisfaisant & I'équation (24),
c'est-d-dire une fonction additive.

D’autre part, on vérifie sans peine gue les fonctions de cette forme
gatisfont effectivement & 1'éguation (1).

On sait que, dans les hypothéses beaucoup moins probables que
celle de la dérivabilité de la fonefion H (z) (ce qui est nécessaire pour gue
e# git une dérivée) p. ex. dans la condition que H(w) soit bornée, oun
qu’elle goit continue au moinsg dans un point, on qu’elle s0if mesurable
an gens de M. Lebesgue, équation fonetionnelle (24) admet une régo-
lution unigque qui est une fonction linéaire

H(z) = azx ()
d’olt

fla) = Ae™, p(r) = A3%e™.

Or, eomme s démontré M. Hamel, 'équation (24} a une infinité
de résolutions discontinues. D’aprés les propriétés les plus simples de la
fonction exponeniielle et d’aprés la définition des fonetions megurables,
les fonetions H{z) et ¢ sont en méme temps mesurables ou non.

En résumant les résultats obtenus, nous arrivons aux théorémes
suivants:

1) Toutes les résolutions continues de Péguation (1) sont de lu forme
flo) = 467, o) = 430,

oy A 6t a sont des constantes réelles quelcongues.

2} Déquation (1) admet une solulion unique qui est discontinue et
mesurable:

F0)=a, fiz) =0 pour
p{0) =@, g(e) =0  pour

o =0,
T #=0.

3) Léguation (1) admet une infinité de solutions non mesurables de la
forme

2
f@) = 46", ple) = 437,
ol H(x) est une fonction additive non lindaire.

4) Les fonctions énwmérées dans les théorémes 1), 2) et 3) ‘présentent
toutes les solutions de Pequation (1).

Observons qu'on pourrait résoudre d'une manidre analogue Péqua-
tion fonctionnelle de la forme '

(I Flu)f (). Flow) = @ (uy+uf . . 4uf),

() V. p. o. Fundamenta Mathematicae 1, p. 118 et p. 123.
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ol » eb k& sont deux nombres naturels donnés quelcongues. Les résultats
geraient analogues.
Dans le type de Péquation (1) rentre 'équation fonetionnelle

: fu}fv) = flute)
étudiée par Cauchy.

Remarqguons enfin qu'en introduisant de légéres modifications on
pourrait discufer I"équation

Flu)f(o)f(w) = plu?+o0* 4w},
pour
w? o wt {1,

d’ot Pon déduirait sans peine les résolutions de 1'équation

Jluyf(v)f(w) = %
pour
wrpttw? =1.

NWous traiterons en une Note ultérieure les équations de cetbe forme.



