46 Sur la valenr moyenne

de cette repartition de masses; soient Xy, et ¥y les coordonnées du centre
de gravité. On voit que, pour presque tous les v, ce centre de gravité tend
vers le centre du cercle, Ce théoréme a ébé démontréd (avee d’autres trég
généranx) par M. M Hardy ef Littlewood (). Pour s, =4, il résulte
des recherches de M. Sierpinski (2) gue seulement les multiples de 9=
fournissent les vitesses exceptionnelles. Pour #; = #* (et ¥, p = nombre
naturel > 2) M. Kley {?) a démontré que les vitesses exceptionnelles sont
commensurables avec 2.

) (*) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some problems of Diophantine ap-
proxzimation, International Congress of Mathematicians, Cambridge 1912.

(%) Ce Bulletin, 1909, p. 725.

(%) Mathematische Annalen 19186.

icm

Sur I’équation fonctionnelle f(z-+y) = f(@)}+f(y)*

Le but de cette note est de démontrer que toute fonction mesurable
f(z), satisfaisante & Uéguation fonctionnelle

(1) flaty) =fla)+f )

est continue (done, d’aprés Cauchy, de la forme Awx). Notre démonstra-
tion sera fondée sur le théoréme de M. Tusin concernant les fonctions
mesurables.

Soit f{z) une fonetion mesurable (L), satisfaisant pour tous les nombres
réels z et y & I'équation (1), et soit z, un nombre réel donné, £ — un
nombre pogitif donné quelconque. SBoit (a, b) un intervalle donné quel-
conque, entourant z. D’aprés le théoréme de M. Lusin, il existe pour
toute fonetion mesurable f(z) et pour tout nombre positil ¢ — en parti-
culier pour o = (b—a)/3 — une fonetion F(x), continue {pour tous les x
réels) e telle que D'égalité
(2) fla) = Fla)
subsiste pour tous les nombres x de l'intervalle (a, b), sauf les nombres
x formant un engemble F de mesure < o (*).

TLa fonction F(x) ébant continue, il existe pour le nombre positif &
un nombre positif § = d{e) < o, tel que Pinégalité

(3) B < 8
entraine pour les nombres z de (a, b), Vinégalité
(4) P (R —F(®)] < &.

* (Commenté sur p. 314.

1y Comptes Rendus 154, p. 1688. Cf. 1a note de W. Sierpifiski, Démonstration
dldmentaire du thordme de M. Lusin sur Tes fonetions mesurables, Toholn Mathematical
Journal 10, August 1918. Les démonstrations du théoréme de M. Lusin sont fondées
sur Paxiome de M. Zermelo. (Voir & ce sujet la mémoire de W. Sierpinski, L'axiome
da M. Zermelo et son r6le dans la Théorie des Ensembles et I Analyse, Bulletin de 1'Acad.
des Sciences de Cracovie, Série A, Avril 1918, p.97). Cependant le théoréme qui nous
ocoupe pewt dtre démontrd sans l'aide de Paxiome du choix: voir les notes de W. Bier-
pifiski, Sur Uéquation fonotionnelle flz+y) = fl@)+F(y) ot Sur les fonclions convewes
mesurables, Fund. Math. 50 (1819), p. 116 ot p. 120



i3 Equation f(m-+y) = f®m) +5)

Soit & un nombre réel donné quelconque, satisfaisant & 1'ingé-
galité (3).

L'égalité (2) subsistant pour tous les nombres @ de (a, b), sanf leg
nombres de l'ensemble E de mesure < ¢, nous concluons que 1’égalité

(5) flath) = Plath)

subsiste pour les nornbres « de I'intervalle (e, b), sauf les nombres z d'un
ensemble f de mesure < o4|h| < o}-6.

T’ensemble des nombres 2 de (a, b), pour lesquels ne subsiste une an
moins des formules (2) et (5), a donc une mesure < m(E-+6G) < 201
+48 <30 <b—a; il en résulte qu’il existe dans (a, b) un point @ (dépen-
dant de %) pour lequel subsistent & la fois les formules (2), (4) et (5). Or (4)
donne, d’aprés (2) e (5):

{6) |f{w+h)—F ()| <e.
D'autre part, d’aprés (1) nous avons:

fa+h) = fla}+f(h) et flwy-+h) = flmg)+F(h),

dong
Fla+h) —f(2) = flwo-+h)—flme)s
Pinégalité (6) donne done:

(7) [f(@o+-B) —f(mo)] <e.

Nous avons donc démontré gu’il existe pour tout nombre Téel i
et tout nombre positif ¢ un nombre positif 4, tel que P'inégalité (3) entraine
l'inégalité (7), ce qui démontre la continuité de la fonction Flw), e q. £ d.

icm

Sur les ensembles de points out la dérivée est infinie*

M. Lusin a démontré que I'ensemble de points on la dérivée d’une
fonction continue f(x) est +oco est de mesure nulle (*). M. Ruziewicz
m’a communiqué une idée comment on pourrait démontrer ce théoréme
pour toute fonction d'une variable réelle (mesurable ou non). Le but de
cetibe Note est de démontrer un théoréme, un peu plus général, que voiei:

L'ensemble de points z, oit la dérivée 4 droite Filz) = +oo, est de mesure
nulle pour toute fonciion f(o) d'une variable réelle.

Soit f(«) une fonction donnée d'une variable réelle, Désignons par E
Pensemble de points « ot la dérivée & droite, £} («), est = -}-co. Pour tout
point # de F existe évidemment un nombre positif &, tel que pour tout
nombre ¢ intérienr & Iintervalle (x, @—4,) subsiste Pinégalité
(1) Flx) < f(8).

Désignons par B, I'ensemble de ces points de B pour lesquels existe
un nombre &, > 1/n tel que linégalité & < & < 2+, entraine linéga-
lité (1). (I’ensemble E, est évidemment toujours contenn dans By et
nous avons B = B, +H,--F, ...}

8i chacun des ensembles B, avait une megure nulle, notre théoreme
gerait démontré. Admettons donc que 1’ensemble By, ne jouit pas de cette
propriété (c’est-i-dire a une mesure positive ow bien esh non mesuraple).
Dans ce cas il existe évidemment un intervalle A = (a, b) de longueur
< 1/k tel que I'ensemble ARy (la portion de Fj contenue dans A) n’est
pas de mesure nulle.

Soient x, et @, > x, deux points de Vensemble AH,. D’aprés la défi-
nition de Pensemble E et la propriété de D'intervalle 4, noug concluons
que linégalité (1) subsiste pour z = 2, et £ = x,, ce qui donne

Flas) < flz,).

II en résulte que la fonction f(z) est croissanbfe dans I'ensemble AEj.

* Commenté sur p. 317.

() Comptes Rendus 154 (1912), p. 1688; Recueil de la Société Mathématique
de Moscou (Matiematitechesky Sbornik) 28 (en russe). Cf. G.-C. Young, Comptes
rendus 162 (1916), p. 909.
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