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— et H. Bteinhaus, Sur la convergence en moyenne de sdries
de Fourier, Bulletin International de 1’Académie des Sciences de
Cracovie, Classe des Sciences mathématiques et naturelles, Série
A, 1918, p. 87-96.*

(’est la premidre publication de Banach, parue lorsqu’il était encore
étudiant., Denx ans plus t6t, Hahn publia (voir Habn [1]) un travail
dans lequel il établit, enfre autres, l'existence d'wne fonetion intégrable
dont la série de Fourier ne converge pas vers elle dans la métrique de
Pegpace L' Oe régultat mit en évidence la différence essentielle entre
la facon dont se comportent les séries de Fourier dans 'espace L' et celle
dont elles se comportent dans les espaces I* ol p>1, vu le théordéme
de Riesz et Fischer pour p = 2 et les théorémes analogues pour d’autres
p > 1 (voir Zygmund [6], volume I, p. 266). Le régultat de Hahn fut
inconnu & Banach et Steinhaus dans des conditiong d’alors (c¢’était le
temps de la premidre guerre mondiale); or le théorémes qu'ils démontre-
rent dans leur travail va plus lein: ils y construisirent une fonction inté-
grable aun sens de Lebesgue et dont la série de Fourier converge vers elle
presque partout sans étre convergente dans L'. Il résulte donc du théoréme
classigue de Banach et Steinhaus (voir [19]) que Vensemble des fonctions
dont les séries de Fourier divergent dans L' est résiduel dans cet espace.
Tci, ees anteurs construisirent aussi un exemple de fonetion gni n’est
pas & carré intégrable, mais dont la série de Fourier est convergente dang
I'. On y trouve en outre des conséquences se rapportant & d’autres pro-
blemes de ce genre, & saveir un exemple de deux fonctions, eIt et g
bornée, pour lesquelles 1'égalité de Parseval concernant lintégrale

[ Hogwas

est en défaunt (un paveil exemple est contenu cgalement dans le travail
précité de Hahn) et une condition néeessaire et suffisante pour que 1’égalité

* Voir p. 31
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de Parseval soit satisfaite par une fonetion feI' quelconque lorsque la
fonetion bornde g est fixde d’avance.

Les recherches proches de celles du travail commenté concernaient
la divergence d’intégrales singulidres, en particulier lides & des systémes
orthogonaux. Les travaux sur les suites d’opérations linéaires, comme
T'ouvrage classique de Banach et Steinhaus [19] et celui de Banach [17],
peuvent étre regardés comme des généralisations des mémes idées.

Z. Zahorski

Sur lo valewr moyenne des fonctions orthogonales, Bulletin
International de 1’Académie Polonaise des Seciences et des Let-
tres, Classe des Sciences mathématiques et naturelles, Série A,
1919, p. 66-72*,

Ce trawvail contient une généralisation de la propriété élémentaire
du systéme trigonométrique, & savoir que la moyenne arithmétique de
premiéres fonctions du systéme (dans leur ordre naturel) tend & 0 partout
sauf anx points 2k o k = 0, 1, 2, ... lorsque » croib & co. Banach établit
un théoréme analogue pour une suite arbitraire de fonctions d'une varia-
ble, orthogonale ef normée dans un segment o <@ < Db; d’aprés une
remarque de Steinhaus, citée dans ce travail, hypothése que le systiéme
est complet n’est pas néeessaire. Les fonctions en question étant supposées
arbitraires, ce théoréme de Banach n’affirme évidemment que la con-
vergence des moyennes vers 0 presque partout; on peut parvenir i la
convergence vers { partout par une modification des fonctiong qui n’est
pas essentielle (dans un ensemble de mesure nulle).

Lo résultat est bien pius profond que la propriété mentionnde du syste-
me frigonemétrigne et s’appuie sur le théoréme de Hobson daprés lequel

o0
les fonetions ¢, formant un systéme orthonormal et la série 3 #al étant

Pl 1

o
convergente pour un e > 0, la série 3 a,qp,(2) converge presque partout.

T}
Banach n’a pas remarqgué que son théoréme se laisse déduire de celui
de Hobzon d'une manidre plus simple en appliquant le théoréme de Kro-
necker ’aprés lequel la série

1
) D) = nla)

* Voir p. 40.
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convergeant presque partout (par suite de la convergence de la série
oo
a0 on e

Re==1

1 1 1
1 'T‘P](W) +2- é‘%(m)*f"---‘l’”';;ﬂ“n(ﬂ?)

" -+ 0 presque partout.

Plus tard, le théoréme de Hobson fut généralisé: Rademacher dé-
montra que le facteur x° peut y &tre remplacé par log®ns, facteur qui,
comme le prouva Menchoff (voir Menchoff [1]), ne se Ilaizsse pas, en
général, réduire davantage car quelle que goit la snite w(n) pour laguelle

w{n)

o logtn

il existe un systéme orthonormal de fnnetions @n{®) hornées dans leur

ensemble et telles qu'une SéI‘lB de la forme S’an%(m) diverge presque
=1

partout, tandis que la série Z‘w (n)e; est convergente.

M=

L’application du théoréme de Rademacher au lien de celui de Hobson
permet d’améliorer le régultat de Banach en remplacant 1/n dans (%) par
exemple par #'?(logn¥***) (voir Kaczmarz et Steinhaus [1], p. 165).
En particulier, loraqu'on prend pour les fonctions gn(x) celles de Ra-
demacher, le théoréme de Banach a pour conséquence celui de Borel
sur la répartition des signes: sauf dans un ensemble de mesure nulle, Ia
densité des chiffres 0 et 1 est la méme dans le développement binaire
d'un. nombre réel quelconque. L’interprétation probabiliste de ce résultatb
donne le théoréme de Cantelli: le gain moyen au jeu de pile ou face
aprés # parties (les probabilités étant supposées consbantes, égales & § of
indépendantes) tend 4 0 avec la probabilité I lorsque » tend & oo.

Plailleurs, le théoréme de Borel, celui de Cantelli et le cas particulier
de celui de Banach pour le sysféme de Rademacher sont dquivalents
{voir Kaczmarz ei Steinhaus [17], p. 129).

Plus récemment, les généralisations du théoréme en question de
Banach furent appliquées dans la théorie des méthodes de limitation
(voir Zeller [1]).

Des régultats analogues 4 cenx ¢ui viennent d'ftre dlscutés peuvent
dtre déduits également par un choix convenable des coefficients de la
série et par Papplication subséquente du théordme de Kronecker en
gappuyant sur le résultat de Zygmund (voir Zygmund [1]} concernant
Ia convergence presque partout de la série

Suo ) ok (e

P 1L
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ot 8l gont les moyennes de Cesaro d’ordre r > } des sommes partielles
d'une série orthogonale dune fonction quelconque & carré intégrable,
résultat qui n’est pas en rapport direct avee le théoréme de Banach.

Z. Zahorski

Sur Uéquation fonctionnelle f(x+y) = f(z)+1(y), Fundamenta
Mathematicae 1 (1920), p. 123 et 124%.

Leg fonctions réelles définies pour tout 2 réel et qui satigfont & I'dqua-
tion fouctionnelle

(1) flo+y) = Fla) -+

portent d’ordinaire le nom de fonctions additives. Cauchy monfra déja
en 1821 (voir Cauchy [1]) gue toute fonction additive satisfait & Véquation

{2) flra) = rf(x)

pour tout x rdel et tout » rationnel. En y ajoutant la continuité de f, il
en résultie aussitét que cette fonction est lindaire:

Remarquons que (1) et (2) entrainent pour tonte fonction f additive
1'égalité

N N
(3) f(ZTkwk) = Zfrkf(wk)
=1

k=1

ot N est find et ry, est un nombre rationnel arbitraire. La question s*impose
#'il existe des fonetiong addifives qui ne sont pas lindaires. Hamel g’occupa
de cettie question dans son fravail [1] ot il démontra {d’ailleurs par des
moyens non effectifs, & savoir en admettant la possibilité de bien ordon-
ner le continu numérique) existence de telles fonetions et établit une
méthode pour les congtruire. Cefite méthode congistait & construire d’abord
une bake de nombres réels (dite deés lors base de Hamel), c’est-i-dire un
ensemble de ces nombres tel que tout @ réel puisse dtre représentd dune
fagon univoque sous la forme d'une somme finie

N

(4) » = 27‘10501;

k=1
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ot ry, sont rationnels et 2, appartiennent 4 cette base. Alors, en se donnant
arbitrairement une fonetion f(») définie pour les = de la base de Hamel
et en prolongeant cettie fonction & ’aide de (3) et (4) & tous les autres «
réels, la fonction ainsi formée régsulte additive. On obtient par cette
voie toutes les fonctions addifives et il est clair qu’il y a parmi elles
des fonctions non-linéaires.

Les fonctions additives continues étant nécessairement linéaires,
il était naturel de continuer 1'étmde des fonctions additives en vue de
trouver des conditions aussi faibles que possibles qui suffiraient pour
conclure, en leur assujettissant une fonction additive, gu’elle est conéinue
{on — ce qui revient an méme -— lindaire). En d’autres mots, il s'agissait
d’étndier les propriétés pathologiques des fonctions additives discontinues.
Certaines investigations sur les fondements de la mécanique (essais de
bien fonder la loi du parallélogramme des forees; voir Voss [1]) eonbri-
butrent également & déclencher ces recherches. En voici les principaux
résultats: chacune des cing conditions qui snivent suffit pour la conti-
nuité d'une fonetion additive.

(a) Que cette fonetion goit bornée, ne fiit-ce gque dans nn intervalie
¢t ne fit-ce que dun edté (Darboux. [1]).

{(b) Qu'elle n’aiti, ne fit-ce gue dang un intervalle, aucune valeur
appartenant & nn certain intervalle (Hamel [17, o ce résultat a la forme
de congtatation que le diagramme d'une fonchion additive discontinue
est dense dang le plan).

(¢) Qu'elle soit mesurable I (Fréchet [1], Banach [3], Sierpinsli {1],
Kac [1], Alexiewicz ef Orliez [17).

(d) Qu'elle ait une majorante mesurable L (Sierpiiski [2]).

(e) Qu'elle n’ait, ne fiit-ce que dans un ensemble de mesure positive,
aucune valeur appartenant i un certain intervalle (Ostrowski [1], Kestel-
man [1]).

Les implications entre les conditions (a)-(e) se laissent représenter
par le schéma

(a) = () N\
(e} —(d) #

Suifisantes sont augsi les conditions que devienment (c) et (d) en
y remplacant la mesurabilité par la propriété de Baire (Sierpinski [2],
Braun, Kuratowski et Szpilrajn [1], p. 240).

On peut considérer comme appartenant au méme ordre d’idées les
travaux de Jones [1] et [2] consacrés » 1'étude des diagrammes de
fonetions additives discontinues aun point de vue de leur connexite.

Si Iéquation. (1) est satisfaite sanf au plus pour un engemble de
couples (w,y) de mesure (plane) nulle et la fonction f est mesurable, elle

(e).
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coincide presque partout avec une fonetion lindaire (voir par exemple
Jensen [1]). 8 Péquation (1) est satisfaite sauf au plus pour un ensemhble
de couples {, y) dans lesquels # on y appartient & un ensemble de mesure
(linéaire) nulle, cette équation est satisfaite partout (voir Hartman [17).
8i enfin Péquation (1) est satistaite sauf aun plus pour un enstemble de
ccuples {x, ) de mesure (plane) nulle, la fonction f coincide presque
partout avec une fonction satisfaisant partout i cette équation (voir de
Bruijn [17). Clest la solution d’un probléme de P. Trdos.

Le fravail de Banach commenté ici eut pour gon but la démonstra-
tion de la suffisance de (¢). Comme le montre la bibliographie des travaux
précités, les démonstrations de la suffisance de cette condition furent
données également par d'antres autfeurs et 4 des époques différentes.
La bréve et élégante démonstration de Bamnach utilise le théoréme
de Imsin sur les fonctions mesurables d’aprés. lequel il existe, pour
toute fonction mesurable, une fonction continue qui coincide aveo
elle sauf dans un ensemble de points de mesure aussl petite que
Pon vent.

Notong encore une généralizsation des fonctions additives due & Jensen.
11 appela conwvewes les fonctions f définies dans un intervalle cuvert quel-
congue et assujetties & la relation

(6) f(w;r'y) gf(m);i;lf(y)_

Il montra que toute fonction continue et convexe dans ce sens est
contvexe au sens ordinairve, ¢’est-A-dire que tout are de son diagramime se
trouve au-dessous de la corde fendue sur cet are (voir Jensen [17], p. 180).
Or toute fonetion additive discontinue est convexe an sens de Jensen
sans D’étre aun sens ordinaire,

Tout comme dans le ecas de fonctiong additives, on peut demander
dang celui de fonctions assujetties & la condition (5) quelles sont les con-
ditions qui en assurent la contiowité, done aussi la convexité au gens
ordinaire. On en trouva plusieurs (en général les mémes que pour les
fonctions additives) gui, au fur et & mesure des progrés dans les
recherches, furent de plus en phﬁ affaiblies. Sans en citer ici toute
la bibliographie du sujet, mentionnons les travanx d’Ostrowski [1] et [2]
qui contiennent des résultats généranx embrassant d’antres, connus
anteérieurement.

Remarquons enfin que les problémes de I'étude des fonctions ad-

ditives se transmettent aux ospaces abstraits (voir le livre de Banach
[38], p. 23, 54 ef 78).

H. Fast
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Sur les ensembles de points ol lo dérivée est infinie, Comptes
rendus de I’Académic des Sciences, Paris, 173 (1921), p. 457-459*.

Ce travail contient une simple démonstration de la généralisation
du théoréme important de la théorie des fonctions dune variable réelle
@Laprés lequel Vensemble des points ot la dérivée unilatérale egt infinie
est de megure nulle. La généralisation en guestion porte sur les fonctions
arbitraires (méme sans ’hypothése de leur mesurabilité); elle est donc
la plus vaste posstble. Banach réduisit le probléme 4 son analogue sur
les fonctions monotones et commit une erreur, d’ailleurs sans importance
essentielle: la fonction définie comme borne supérienre d’une autre fone-
ton sur le segment [a, x] avec ¢ variable doit y &tre définie comme ma
borne inférieure sur le segment [z, b].

Plus tard, Saks [1] démontra un théoréme embrassant celui de
Banach et généralisant & la fois aux fonctions arbitraires les théorémes
de Denjoy [1] et de G. C. Young [1].

Z. Zahorski

Sur les fonctions dérivées des fonctions mesurables, Funda-
menta Mathematicae 3 (1922), p. 128-132%*,

(Mest un fravail sur les propriétés fondamentales des dérivées de
Dini et qui décida de la direction des recherches ultérieures sur les pro-
priétés des dérivées. T.e théoréme ’aprés lequel les dérivées de Dini des
fonctiony de clagse o de Baire sont de classe a-+2 fub complété d’une
manidre essentielle par Zahorgki, qui -démeontra en 1942 que la dérivée
supérieure d une fonetion guelcongue, méme non-mesurable, est de classe 2.
Ce résultat fait partie de son fravail d’agrégation de 1947 {non publié).
Le méme résultat fut trouvé aussi par Hijek {voir Hijek [11); le probléme
posé par lud, & savoir si la clagse de la dérivée supérieure se laisse abaisser
pour les fonctions continues, fut régnlu négativement par Staniszewska
(voir Staniszewska [1]): il existe des fonetions satisfaisant méme & la
condition de Lipschitz et dont ni la dérivée supérieure, ni inférienre n’est
une fonction de classe 1. '

Z. Zahorski

* Voir p. 49.
#* Voir p. 58.
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An example of an orthogonal development whose sum is every-
where different from the developed function, Proceedings of the
London Mathematical Society 2 (21) (1922), p. 95-97*,

(Pest un simple exemple d’une singularité intéressante, basé sur
lexistence d'un systéme orthogonal, normal et complet dans I*, mais
incomplet dans L' Fin ajoutant des constantes convenablement choisies aux
fonctions sin o et coswm, une fonction intégrable pesitive arbitraire étant
donnée, on obtient un systéme dans lequel tous les coefficients du dévelop-
pement de cette fonetion sont nuls, Bn orthogonalisant ce systéme, on par-
vient an systéme requis, composé de certains polyndmes trigonométriques.

Le développement ultérienr du probléme conduigit 4 un résultat
plus général, conou sous le nom du théoréme de Banach et Fichtenholz
(voir Fichtenholz [2] et Saks [4], p. 174-178). D’aprés ce théoréme, quetle
que soit la fonetion f intégrable dans un ensemble F mesurable et situé
dang Vespace euclidien & % dimensions, il existe un systéme de fonctions
continues ¢, orthogonal dans & et tel que toute fonction orthogonale
a toutes les fonetions ¢, est de la formse ¢-f) ol ¢ est une constante. Par un
c¢hoix convenable de la fonetion f, ce théoréme permet de former des sys-
témes orthogonaux qui sont complets dans certaines classes choisies de
fonctions sans Pétre dans des classes plus vastes contenant la fonetion f.
La démonstration procéde par une construction plus générale du gystéme
de fonctions ¢,.

On trouve des généralisations dirveetes de 1’idée de Banach dans les
fravaux d’Orlicz [1] et [2]. Dansg le second de ces fravaux, 'auteur
dédnit du théoréme de Banach une conséquence d’aprés laquelle, dans
tout espace fonctionmel X assujefti & certaines conditions, il existe un
tel systéme corthonormal que le développement dune certaine fonction
feX suivant ce systéme diverge presque partout. Cela met en relief le
role gue le travail de Banach jone dans divers domaines de la théorie des
géries orthogonales, mbme gi éloignés en apparence que celui des problémes
concernant la convergence presque partout de ces séries.

Z. Zahorski

Sur le probléme de la mesure, Fundamenta Mathematicae 4,
(1923), p. 7-33%*,

Ce travail apporta la célébre solution du probleme de la me-
gure gimplement additive eb invariante sur la droite et sur le

* Voir p. 63.
** Voir p. 66.
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plan, c’est-i-dire la construction de la mesure dite de Banach ou
universelle.

On savait depuis la publication [1] de Hausdorff qu'une telle mesure
n'existe pas dans l'espace B pour » > 2 ni sur la sphére 8™ pour » > 1.
Ces faits sont rappelés an début du travail commenté. Le probléme de
Ruzjewicz qui ¥ est mentionné reste ouvert jusqu'a présent, de méme
que le probléme agsez voisin dfi & Marczewski: existe-t-il une mesure
invariante, définie pour tous les emsembles bormés & propriété de Baire
situés dans E* on 87 et qui goit un prolongement de la mesure de Jordan?
Marczewski apercut que la méthode de Banach permet de définir dang
I, A% et sur 8 {des mesures universelles invariantes, coincidant avec
celle de Jordan el ’annulant pour les ensembles de I™ catégorie de Baire,
ce qui résout les problémes de Ruziewicz et de Marezewski pour ces espa-
ces. Targki montra (voir Tarski [4], p. 65) que &'l existe dans E™ pour
nn % > 2 ou dans 87 pour un % 3> 1 une mesure satisfaisant sux conditions
de Ruziewicz (ouw de Marczewski respectivernent), elle s’annule néces-
sairement pour les ensembles de rmesure lebesguienne nulle (ou de I
catégorie respectivement).

Le travail commenté donna naissance 3 une longue série de travaux
apportant des généralisations des mesures universelles dans diverses
directions et des applications de ces mesures. En voici une revue succinte:

Le probléme représentatif est le suivant: en admettant que

(1) @ est un groupe de transformations d*un ensemble §, B est un
anneat G-invariant de sous-ensembles de S {e’est-d-dire tel que
A, BeB et geff entrainent 4 o BeB, AN BeB, et g(4)eB)
et B, est un sous-anneau G-invariant de B tel gue, pour tout
AeB, il exigte un 4,¢ B, contenant 4;

(2) m, est une mesure G-invariante dans B, (c'est-d-dire telle que
mg(A) = mg(g{A)) pour tout 4deB, et tout ge&),

trouver des conditiong suffisantes pour gue

(%) il existe une mesure G-invariante m dans B et telle que m(4)
= my{A4) pour tout de B,.

Il v & sur ce sujet des régultats de deux genres, dont les premiers
concernent les conditions suffisantes imposées au groupe & senl et les
seconds -- celles portant sur le systeme (&, 8, B, B,, m,) tout entier.

Premier genre. Ilexistence d'une mesure invariante 4 droite
(4 gauche) dang la clasge de tous les sous-ensembles de @, ce qui en-
traine déji Lexistence d’une pareille mesure invariante des deux cities,
est une condition suffisante. Cette condition est évidemment le cas
particulier de (%) pour § == &, B = classe de tous les sous-ensembles de
&, B, = {B,q), gld) = {ga:acd}, m(@) =0 et me(¢) =1. Boit MB
(lisez: ayant une mesure de Banach) la classe de ces groupes.
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On saif que la classe MB

{i) contient tous les groupes abdliens (résultat contenu implicite-
ment dans le travail commenté; cf. anssi von Neumann [1]) et fious les
groupes finis (ce qui ext trivial),

{ii) est close par rapport aux opérations de passage aux 8OUB-groupes,
d’homomorphisme, d’extension d’un groupe de classe MB par un groupe
de la méme clagse ef de somme ascendante (voir von Neumann [1] et
Falner [1]).

En particulier, MB contient tous les groupes résolubles (voir von
Nenmann [1]} sans contenir ancun groupe libre non-abélien, done aussi
ancun de leurs sur-groupes (voir von Neurann [1] eb la littérature citée
dans le commentaire au travail [13]). En désignant donc par X la plus
petite classe satisfaisant & (i) et (ii), et par L la classe des groupes dé-
pourvug de sons-groupes Lbres non-abéliens, on a

K =MB c L.

On ignore si MB = K, MB = L, voire si & = L. On peut montrer
que la réponse négative au probléme de Burnside (existence d’un groupe
infini & un nombre fini de générateurs et dont tous les éléments distincts
de 'anité soient d'ordre p premier) entrainerait 1'inégalité K == L. Une
belle caractérisation de la classe MB fut trouvée par Felner (voir Hula-
nicki [1]): G'«MB équivaut & l'existence, pour tout sous-ensemble fini 4
de G &b tout z > 0, d'un sous-ensemble fini ¥ de G satisfaizant pour toutb
aed i Dinégalité

1—‘_?_}\ all < &8,

On en déduit facilement (i), (ii) et mbme la propriéhé suivante de
la classe MB: fout groupe dont les sous-groupes ayant un nombre fini
de génératenrs appartiennent & MB appartient lui-méme & cetfe clagse.

Les groupes de la classe MDB satisfont & diverses conditions plug
générales que (+). An point de vue formel, la plus générale en est celle
du théoréme de Hahn et Banach sur la possibilité de prolonger toute
fonctionnelle linéaire invariante par rapport A un groupe de la classe MB
de transformations linéaires, de facon qu'elle soit invariante et conserve
une majorante invariante convexe donné d’avance.La démonstration de
ce théoréme est une conséquence presque évidente {of. Agnew et Morse [1]
pour les groupes régolubles) du théordme classique de HMahn et Banach,
car on peut rendre invariant un prolongement queleongne an moyen
de Pintégration suivant un groupe de la classe MB par rapport 4 une
mesure de Banach. Le théoréme de Markolf et Kakutani {voir Dunford
et Schwartz [1], p. 456) est vrai pour tous les groupes de la classe
MB et seulement pour eux. Plugieurs travaux farent congacrés b des géné-
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ralisations de ces théorémes dans lesquelles on considérait des gemigrowpes
d’opératenrs lindaires au lieu des groupes (voir Day [1] et Silverman [an.
On y trouve également des conditions assez éloignées Pune de I'antre en
apparence et pourtant équivalentes (cf. Day [1]). Les travaux [1] de Day,
[1] de Deleenw ot Glicksberg ot [1] de Silverman confiennent diverses
applications de ces recherches.

La généralisation suivante de () pour les groupes de la classe MB
résulte de la généralisation précitée du théoréme de Hahn et Banach (voir
[36]): en remplacant P’hypothése (2) par

(2") a est nne fonction réelle donnéde, définie dans le groupe & et

telle que m,(g(d)} = a(g) my(4) pour tout 4B, et tout yed,
on a pour les groupes G eMB

(#') Pexistence d'un prolongement m de la mesure m, dans B tel que

m{g(4d)) = a(g)-m(4) pour tout 4B et tout ged.

Pour ’établir, on n’a quw’s considérer I'espace linégaire I des foretions
définies dans 8 tendu sur les fonctions caractéristiques des ensembles
appartenant & B, puis de définir Paction du groupe G sur ’egpace L par la
formule

1
= m‘f(g(s))

g(f){s)
ol g e et 58, et enfin d’appliquer la généralisation précitée du théorétme
de Hahn et Banach.

Voici des corollaires faciles, analogues anx théorémes dn travail
commenté et qui résulfent des théses (), (x) et de I'appartenance & MB
du groupe des gimilitndes du plan (car i1 est résoluble):

Il existe des mesures m de Banach dams ’annean des sous-engembles
bornés du plan, qui sont des prolongements de la mesure de Lebesgue
ou bien qui satisfont & la condition de Ruziewicz ou celle de Marczewski
citée p. 319 et qui mont telles que

m(aX+b) = |al* - m(X) ol aX-b = {ax-tb:weX?},
& ¢t b étanf des nombres complexes quelcongues.

Il exigte aussi une mesure m bornée, définie dang le corps de tous
les sous-ensembles du plan ef telle que m(aX-+8) = m(X) pour tout
a 7+ 0.

On peut de méme prolonger les mesures !-dimensionnelles de Haus-
dorff (o1 O < ={2) définies sur le plan en conservant la condition
m(eX4b) = ja|'-m(X) et les mesures généralisées de Hausdorff en con-
gervant la condition m(eX4-b) = m(X) pour ja] = 1. Une autre appli-
cation est & trouver dang le travail d’Agnew et Morse [1].

Qeuvres 2
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Second genre. Des conditions suffisantes portant sur le systéme
(&, 8, B, B,, m) tout entier sont dues & von Neumanu (voir von Neumann
[1]) et & Tarski (voir Tarski [4] et [9], théordmes 16.12 et 16.13). Les
théorémes 14.13 (i) et 16.8 (lii) de Tarski (voir Tarski [97) concernant
16.5 (ii) entrainent le corollaire qui suit.

En admettant que

10 il existe un 4,e B, tel gue my{4,) > 0, la mesure m, étant as-
sujettie & (2), et que la mesure m, est déterminde d’une manidre
univoque par sa valeur mg{4,),

2° B est un anneau d’ensembles dénombrablement multiplicatif

(e'est-d-dire tel gue 4,eB pour 7 =1,2,... entraine M Aie B)
L=l

et il existe pour tout deB un geG tel que A ~ g(d) = @

?

la eondition néeessaire et suffisante pour que 'on ait () est qu’il n’exigte
pas de A« B, contenant 4, et sugceptible d’une décomposition paradoxale
dans B par rapport & ¢ (c’est-4-dire tel que 4 = A, v ... v 4, =Py @,
_P=P1u....U.Pn, Qleu...uQﬂ, A.inA:;“:P.;nP,':QimQ;
= @ pour ¢+ j eb Ay =fi(P;) = g;(Q:} B pour un fie& et un f;, g:G ol
t=1,...,n e j=1,...,a).

Ce corollaire montre que le probléme précité de Marczewski dqui-
vaub & un autre probléme posde par lui et concernant les décompositions
paradoxales en sommandes ayant la propriété de Baire (cf, le commentaire
au travail [ 73] de Banach, ce volume, p. 323).

Ryll-Nardzewski [2] établit une série intéressante de théorémes
équivalents d'une maniére effective (3 savoir sans P’axiome du choix)
au théoréme de Hahn ef Banach. Ces théordmes sont apparemment plus
faibles que l'axiome du choix et méme que le théordme de Tychonoft
sur la compacité du produit cartésien d’espaces de Hausdorxff compacts.
Plusieurs conséquences du théoréme de Hahn et Banach furent démontrées
par voie effective par Morse. D’autres résultats sur les mesures univer-
gelles et décompositions paradexales sont 3 trouver dang les travaux de
Delkker [4], Hadwiger[1], Hadwiger et Kirsch [1], Hadwiger et Nef (17,
Kirsch [1], Nef [1], von Neumann [17, Sierpinski [18] et [24], Tarski[4],
[5] et [9]; voir augsi la littérature dans le commentaire au travail
[13] de Banach, p. 323. _

Qumant an probléme de l'existence des mesures universelles dénom.-
brablement additives, sa nature est tout & fait différente. 11 ¥ a des
résultats importants sur Pimpossibilité de telles mesures (voir le com-
mentaire au travail [73] de Banach, ce volume, p. 323). '

Jan Mycielski

icm

Commentaires 323

Sur le théoréme de M. Vitoli, Fundamenta Mathematicae 5
(1924), p. 130-136%,

Ce travail contient une simple démonstration du théoréme de Vitali,
fondamental pour les applications de la théorie de la mesare & I'étude des
fonctions. On frouve 4 présent la démonstration de Banach dans la plu-
part des cours de la théorie de lo mesure.

En outre, ce travail apporte une solution négative du probléme de
Carathéodory: le théoréme de Vitali cesse d’étre vrai lorsque Pensemble
est couvert par des rectangles dont le rapport des chtés nlest pas borné.

Sikorski [6] appligua la méthode de la démonstration de Banach
& certaines mesures non-lebesgniennes des ensembles situés sur la droite.

Z. Zahorski

Sur une classe de fonctions d’ensemble, Fundamenta Mathema-
ticae 6 (1924), p. 170-188**,

Tous les théordmes de ce travail, bien que formulés en termes de
planimétrie, subsistent pour tout espace cartésien & un nombre quel-
congne 7 >>1 de dimensions. La classe de fonctions envisagée ici par
Banach est plus vaste que celle dont s’occupait antérieurement de la
Vallée-Poussin (voir de la Vallée-Poussin [1]), et les variations de ces
fonctions, de méme que leur continuité abgolue, présentent beaneonp
@’analogies aux propriétés homonymes des fonctions d’une seule variable.
Ces propriétés trouvérent de nombreuses applications dans des recherches
sur les transformations continues, sur les courbes roctifiables. et sur Uaire
de surfaces. C’est Banach qui fut le premier & les appliguer dans de telles
recherches (voir son travail [14]). Des renseignements détaillés sur les
applications ultérienres & la théorie des transformations continues sont
& frouver dans la monographie de Radd et Reichelderfer [11, p. 223-236,
et sur celles & l'aire de surface dans la publication de Radé [2], p. 413-423.

Le théoréme IV dn travail commenté fut généralisé en partie, & sa-
voir pour les fonetions d'une variable, par Zahorski (voir Hajek [1]) et
par d’autres autenrs (voir & ce sujet le commentaire au fravail [217 de
Banach, ce volume, p. 330).

J. Lipisiski

* Voir p. 90.
** Voir p. 96.
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Un théoreme sur les transformations biuntvoques, Fundamenta
Mathematicae 6 (1924), p. 236-239%.

Ce travail apporta des généralisations du théoréme de Cantior-Schrd-
der-Berngtein concernant 'antisymétrie de la relation < enfre les nombres
cardinanx. Des généralisations analogues se laissent établir pour les théo-
rémes sur les nombres cardinaux de la théorie des algébres B. A. (voir
Targki [9], théoréme 11.28) par une gimple analyse des démonstrations.
Il n'intervient dans ces généralisations qu'un nombre fini d’ensembles
et de transformations; elles appartiennent ainsi & la théorie des congruences
par décomposition finie (cf. ce volume, p. 325) et leurs déln(?nstrations
n’exigent pas Q’axiome du choix. Autres théorémes de l'arvithmétigue
des nombres cardinanx, n’appartenant pas & la théorie des algdbres R. A,
se prétent dgalement & des généralisations finitistes de ce genre (voir
Kénig [1], Kuratowski [1] et Tarski [9], théoréme 16.9), mais ces
généralisations exigent déja des moyens non-effectifs, par exemple le théo-
réme de Tychonoff sur la compacité des produits cartiésiens d’espaces de
Hausdorf compacts. Cependant, si ’on admet nne infinité dénombrable
d’ensembles et de trangformations, ¢’est-i-dire si Pon fait la théorie des
congruences par décompositions dénombrables, les théorémes en ques-
tion convenablement modifiés redeviennent effectifs (voir par exemple
Kuratowski [1]) et toute larithmétique effective des mombres cardi-
naux, développée surtout par Tarski (dans ses travaux [6] et [9]_ari.th-
métique des algébres cardinales et théordmes p. 241-243; cf. aussi Sier-
pingki [28]) est susceptible & des généralisations de ce genre. Autres
recherches géndralisant les théordmes 1 et 2 du travail commenté ou éfa-
blissant des théordmes analogues 4 eux sont & trouver dans les publica-
#lons de Knaster {1], de Lindenbaum et Targki [1] et de Tarski [1] et [2].

On étudia également la question (voir Hanf [1], Joénsson [1], Sasiada
[17, Sikorski [11 et Tarski [9] et [6]): dans quels cas est-il possible on im-
possible de généraliser le théordme de Cantor-Schroder-Bernstein et ses
analogues pour Parithmétique des produits eartésiens d’algébres de Boole
et de ceux de groupes abdliens?

Pour terminer, ajoutons les démonstrations, aujourd’hui presque
immédiates, du théoréme de Cantor-Schrider-Bernstein dans ges formes
T1-T3 les plus nsuelles (cf. Reichbach [17]) et celle du théorédme 1 du tra-
vail commenté.

Ti. 8 M =« N < P et f est une transformation biwnivogque de P on MM,
o f(P) = M, il existe un X tel que

(1) X cM o FINNX =M\X.

* Voir p. 114.
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On n’a en effet quh poser X = f(P\ N) w ff(P V) w
tions (1) sont alors manifestes.

T2.m<C,nCpel M=) entralnent m = n.
Pour Pétablir, il suftit de poser sous les hypothéses de T1

. Les rela-

@ pour wed,
glw) =
flz) pour @eN\X;
d’aprés (1), g est alors tne transformation biunivoque de N en M.
T3. m<n et n<m entrainent m = n.

On n’a en effet qu's substituer m 4 p dans T2.

Enfin, pour démontrer le théoréme 1 du travail commentd, défi-
nissons les décompositions

{2) A4 =4, 04, e B=RB B8,
4 Vaide de T1 et des formules
P = A, N = V_I(B): M = 1:”—199(-‘4-)7 f == V’_I‘P:

Ay =PNENE)Y Ay =NNIT, B, =y(X), B,=r9(¥\X).

Leg relations 4, ~ 4, =0 = B, ~ B, et (2) sont alors manifestes.
On & @(d)) =B, ear y 'p(d) =[P\ (F\X) = f(P)\F(F\ X)
=MN (MUNZX) =X =y (By); on a également p(d,) = B,, ce qui
achéve la démonstration.

Jan Mycielski

— et A. Tarski, Sur lo décomposition des ensembles de
points en parties respectivement congruentes, Fu:nda;menta, Mathe-
maticae 6 (1924), p. 244-277%,

Ce travail apporta la célébre amélioration du résultat de Hausdort!
(voir Hausdorff {2]), & savoir la décomposition paradoxale de la sphére,
et maints antres théoréimes sur diverses relations d’équivalence entre les
ensembles de points dont la plus importante est Ia relation 7 (voir défi-
nifion 2). Les matiéres de ce travail furent reprises par plumeurs a,uteurs
et développées par enx dans des directions fort varides.

* Voir p. 118.
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Les travanx d’Adams [17, de Dekker [1] et [4], de Dekker et de Groot
17, de Mycielski [1], de Mycielski et Swierczkowski [1], de von Neumann
[11, de Robingon [1] et de Sierpitski [15] et [16] furent consacrés & I’étude
détaillée dn phénomeéne de décompositions paradoxales des boules, des
spheres, des espaces eunclidiens, elliptiques et hyperboligues. Robinson
démontra par exemple que la boule est congruente par décomposition
en 3 parties digjointes an couple de deux boules disjointes de rayon
égal an sien et gue le nombre 5 est ici le plus petit possible. Sierpinski
établit {voir Slerpitiski [15]) un décomposition de la boule en 2% parties
digjointes donf chacune lui est congruente par décomposition finie (voir
aussi Mycielski [1], théoréme (S3,)). Dans ces travaux, on établissait
déjh des méthodes générales de décompositions de divers espaces en
parties assujefties & un systéme de congruences arbitrairement donné.
Le fond commun de tous ces phénomeénes se révéla dang Dexistence des
groupes libres d’isométries sans point invariant dans les espaces considérés
ou de celles satisfaisant & la condition de commutativité locale introduite
par Dekker (voir [1] et [4]) ef qui est plus faible (ce qui est essentiel
par exemple dans le cas du groupe des rotations de la sphére 82, toutes
les rotations de cette sphére ayant des points invariants).

(est de 13 que prirent naissance les problémes d’existence des groupes
libres d’isométries assujetties anx conditions mentionndes et, plus géné-
ralement, ceux d’existence des sous-groupes libres dans les groupes topo-
logigques (remarguons que toub sous-groupe dun groupe opére sur lui sang
point invariant). Ces problémes furent examinés assez complétement dans
les publications de Baleerzyk et Mycielski [1], de Dekker [1], [3] et [4],
de Myecielski et Swierczkowski [1] et de Sierpinski [15] (ef. aussi Balcerzyk
el Myecielski [27 et Dekker {2]). T.e premier progrés important dans cette
gérie de publications fut apporté par le travail [15] de Sierpinski qui y dé-
montra Pexistence d'un groupe libre de rotations de la sphire §* de rang 2%.
(ette direction de la recherche parait 4 I’heure actuelle presque épuisée, les
problémes restés owverts ne concernant gue leg groupes des rotations des
spheres §* et 8° (voir Dekker [1], [3] et [4] ef Myeielski [3]).

Les groupes libres localement commutatifs se monfrérent également
congtituer le fond dun autre phénoméne géoméirique singnlier, 4 sa-
voir de celui des ensembles invarianiés par rapport aux wmodifications
dénombrables (voir Myclelgki [3]).

Autres phénomenes géométriques, semblables aux décompositions
paradoxales de la gphére, furent Pobjet des fravaux de von Neumann
[1] et de Sierpifski [19], [21] et [24]. Reste ouvert le probléme de
Marozewski sur V'existence des décompositions paradoxales de la sphire
en parbties ayant la propriété de Baire.

Les théordmes 8-10 du travail commenté, qui concernent la relation =y

furent généralisés considérablement par Tarski dans sa monographie [9].
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s appartiennent & l'arithmétique des algébres R. A. qui y sont introduites
par la définition 11.26 et le théoréme 11.28. Par confre, les théorémes 11
et 12 du fravail commenté, gui appartiennent 4 la série de théorsmes
etudiés par Kuratowski, Konig et Tarski (ef. Tarski [9], théoréme 16.9),
ne sont probablement pas susceptibles & une telle généralisation et en ontre,
par différence de ceux d’arithmétique R. A., leurs démonstrations semblent
exiger des moyens non-effectifs (Papplication du théoréme de Tychonoff
sur la compacité des produits cartésiens d’espaces de Hausdorff com-
pacts). On examinait également la relation = de la congruence par dé-
compogition en « parties, qui est plus fine que Ia relation = (voir Linden-
baum [1], Lindenbaum et Tarski [1], Sierpinski [15], [16], [18] et [25]-[27]-
Finalement, les théorémes 8'-12' du travail commenté, qui concernent la
relation =, furent aussi généralisés sensiblement par Tarski dans 8a mono-

graphie [9] précitée. Il appartiennent & Uarithmétique des algebres €. A,
qui y est développée. Elle ezt presque effective et constitue également
une généralisation de la théorie effective des nombres eardinaux. On ne
connait quan seul groupe de théorémes concernant la relation = et un
groupe gnalogue de théorémes dans la théorie effective des nombres
cardinaux (ef. Tarski [8], théoréme 7) dont on ignore la possibilité ou
l'impossibilité d’une pareille généralisation (cf. Tarski [4], p. 242 ef 243).
Quant & ce cycle de problémes, voir aussi le commentaire au travail [12]
de Banach, ce volume, p. 321. De méme, les données bhibliographiques
sur les rapports entre les décomposifions paradoxales et les problémes
de la mesnre, ainsi que sur le degré de non-effectivité des théordmes I
¢b T gui précédent le §1 du travail commenté, sont & trouver dans le
commentaire au travail de Banach [9], ce volume, p. 318.

Divers théorémes, remarques et problémes sur la congruence d’en-
sembles de points sont dus & Sierpieki (voir Sierpiiski [18]-[20], [22]
et [25]-[27]; voir aussi Lindenbaum [1], Lindenbaum et Tarski 1)
ot Mycielski [2]. Autres renselgnements sont & trouver dans la plupart
des travaux précités ici. ‘

Jan Mycielski

Sur les lignes vectifiables et les surfaces domt Uaire est fimie,
Fundamenta Mathematicae 7 (1925), p. 225-236%.

Les résultats eontenus dans ce travail jouérent un role important

dang I’étude des propriétés de courbes rectifiables, dans les tentatives

* Voir p. 149.
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variées de définir Vaire de surface, dang la théorie des transformations
continues et dans celle des fonctions abgolument continues. Jls furent
souvent cifég et géndralinés. Des renseignements détaillés & ce sujet sont
& trouver dansg les monographies de Rado [2], de lul ef Reichelderfer 1],
de Cesari [1] et de Saks [6].

La fonction N(t) du §1. Elle est dite dans la littérature ultérienre
fonction banachienne de mulliplicité (,Banach multiplicity function®)
ou indicatrice de Banack. On en emploie plusieurs généralisations et modi-
fications. Morey [1] et Cereteli [1] par exemple adoptérent comine valeur
de l'indicatrice non pas le nombre de points, mais celni de cocmposantes
(an sens de connexité) de la eontre-image d'un point et Lozinskit [1]
deéfinit 1o notion @’indicatrice aussi pour certaines fonctions discontinues.
Banaeh lui-méme généralisa an § 2 sa fonction de multiplicité & (f) définie
pour une senle variable & la fonetion de multiplicité N (%, v) d’une trans-
formation continue de la forme o = ¢(u,9), ¥ = v{u, v). Une modifi-
cation en egt la fonction essentielle de mulbiplicité (,esgential multi-
plicity function®) de Raddé [1] ayant powr valeur en fout point {u, )
le nombre de certaines composantes dites ,eszenfielles de la contre-
-image de ce peinf. D’autres fonctions de multiplicité sont envisagées
dang la monographie précitée de Radé et Reichelderfer [1], p. 145-190
et 232-249.

Théoréme 2 du § 1. La condition nécessaire et suffisante pour qu’nne
fonction goit & variation bornée, la sommabilité de la fonetion N{t) étant
remplacée dans cette condition par la convergence d'une série, fuf établie
aussl un peu plus tard, mais indépendamment, par Vitali [1]. Comme le
montra Lozinsgkit [1], le théoréme 2 en question subsiste pour les fonctions
diseontinues ayant en tout point les limnites nnilatérales lorsgu’on remplace
Ia fonetion N (f) par une autre, plus générale.

Oorolladre 1 du § 1. Lia propriété des fonctions exprimée dans la thége
de ce corollaire s’appelle condition (T,) de Banach. Différentes proprididy
des fonections satisfaisant & cette condition furent &tablies dans
le travail wltérienwr [78] de Banach (voir dans le commentaire & ce
travail, ce volume, p. 331, une vaste bibliographie concernant cefte
classe de fonctions).

Théoréme 3 du §1. Les fonetions pour legquelles |H| = 0 entraine
(I} = 0 g'appellent ayant lao propriété (N) de Lusin. D’aprés leo théoréme
en question, dang la classe des fonetions & variation bornée, la propriété
(N) de Tiugin équivant & la continuité absolue. Clest aussi une conséquence
directe du théoréme de Radon-Nikodym (voir le commentaire au travail
[18] de Banach, ce volume, p. 331). Menchoff mountra (voir Menchoff [2]
et Saks {3]) que ceite dguivalence subsiste dang une clagse plus vaste de
fonctions, & savoir qui gsont continues, différentiables presque partout ef
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ayant la dérivée sommable. Saks prouva (voir Saks [2]) que I’équivalence
en question subsiste également dans la classe des fonctions continues ayans
en tout point un nombre dérivé médian A{z) qui est une fonetion sommable.
D’autres geénéralisations sont dues & Ning Bary (voir Bary [1]) et & Men-
choff (voir Menchotf [2]). Les applications du théoréme 3 et de ses géné-
ralisations furent envisagées par Saks aux chapitres VII (§6) et IX ($7)
de gon livre [6].

Défimitions et théorimes de §2 et §3. Les deux §§ sont consacrés an
transport des résultats sur les fonctions dune variable et sur Ia recti-
fiabilité des courbes établis dans le § 1 dans le domaine des transformations
eontinues d’ensembles plans et dans celui de Ia planification des surfaces.
I’idée de Banach de définir la variation et la confinuité absolue dune
transformation (définitions 1 et 3 du §2) de fagon gu’elles rappellent les
définitions des notions correspondantes dans le cas d'une seule variable
g'avéra bien utile. Elle permit de trouver le théoréme analogue & celui
de Lebesgue sur la différentiabilité des fonctions & wvariation bornée
(théoréme 1 dn § 2) et ley relationy entre la sommabilité de lindicatrice
et Daire finie de la gurface (§3). Des recherches détaillées et fécondes
furent continuées dans ceb ordre d’idées surtont par Radé et Reichelderfer;
les résultats de ces recherches et leur rapport & la théorie de Banach
firent Vobjet du chapitre IV de la monographie préeitde [2] de cey
auteurs, consacré aux transformations confinues, et du chapitre IV, 5§
de la monographie [2] de Radd, consacré & la théorie de ’aire de
surface. La définition hanachienne de Paire fut prise par Young (voir
G. C. Young [1]) pour modéle de sa définition de Paire intrinséque;
cet anteur lia en outre les idées de Banach 4 la théorie de la mesure
de Carathéodory.

Schaunder (voir Schauder [1] et [2]) ainsi que Radd et Reichelderfer
[1] développérent les idées de Banach concernant le jacobien généralisé
(théoréme 1 du § 2) et parvinrent & des résultats plus avancés. La valoeur
du jacobien généralisé congue par eux est le produit de celud
de Banach et de l'index de point, convenablement défini. Pour des
rengeignements plus préeis 4 ce sujet, voir la monographie [2] de Radd,
p. 414-416.

La notion de rectifiabilité des courbes n’étant pas directement trans-
portable aux surfaces, plusieurs auteurs furent porfés 4 définir diverses
clasges de surfaces planifiables et les aires de ces surfaces. A Digsue du
travail de Banach, ce fut la définition de Lebesgue qui jouait le réle domi-
nant. Lebesgue traitait l'aire comme wune fonctionnelle semicontinue
inférieurement. Les définitions de Peano et de Gedcze suivaienti la méme
voie, Les résultats de ces auteurs reléguérent a 'arriére-plan la théorie
dite projective de Daire qui ufilisait les relations enfre I’aire des surfaces
et celles de leurs projections sur les plans du systéme des coordonnédes



330 Commentaires

cartésiennes. Or le travail de Banach, et avant tout ses théorémes 1 ef 2
du § 3, attivérent 4 nouveau lattention sur la théorie projective (voir
par exemple Cesari [1], p. 6). Citons & ce propos les paroles suivantes
de la monographic de Radé (voir Raddé [2], p. 415) sur I'histoire de
Pévolntion de la théorie de laire de surface dans denx directions en
guestions: ,, Apparently, the concepts sBV and sACY (variation bornée
d'une transformation et la confinuité absolue) ,introduced by Banach
were too exacting. This becomes strikingly evident if one attempts
applications in the theory of surface area: the fundamental econflict
between the projection principle and the lower semi-continuity prineiple
arises immediotely, the Banach concepts being founmd bissed in favor of
the projection prineiple®.

J. Lipifiski

Sur wne propridté caractéristique des fonctions orthogonales,
Comptes rendus de 1’Académie des Sciences, Parig, 180 (1925),
P. 1637-1640%,

Cetfe communication de Banach contient une application du thé-
oréme &établi par lui dans sa thése de doctorat (voir [7], p. 183) 4 Ia
convergence des séries orthogonales suivant la morme dang les espaces
C<0,1y et L <0,1% ol p > 1. Le théoréme appligué peut &tre formulé
comme gwit:

Soitent <X, || > un espace de Banach, (X, || 1> uwn espace normé
quelcongue et U une opération distributive transformant X en X, et telle
que, pour tpeX et weX arbitraives, Hm|jx,—a| = 0 entraine Hm [T (=),

n T

= Ty, dlors Vopération U est continue,

Les idées de la communication de Banach se développérent en ainsi
dite théorie des multiplicateurs qui constitue actuellement un secteur de
celle des péries orthogonales.

Premiers résultats de la théorie générale des systémes orthogonaux
{des multiplicateurs) sont & trouver dans les publications de Steinhaus [47,
Orlicz [17, Kaczmarz et Steinhans [1], Kaczmarz ef Marcinkiewicz {17 eb
Marcinkiewicz [1].

Z. Ciesielski

. * Voir. p. 180,
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Sur une classe de fonctions continues, Fundamenta Mathema-
ticae 8 (1926), p. 166-172%,

Dans son mémoire important sur Pintégrale et la série trigono-
métrique, Lugin [1] introduisit la notion de propriété (W) des fonctions
de variable réelle, & savoir que l'image d’un ensemble de mesure nulle est
de mesure nulle. Il ¥ a des fonetions continues ayant cette propridté sans
qu'elles soient absolument confinues. Lmsin éerivip: il serait bien inté-
ressant d’étudier d’une manidre plus détailide la classe des fonctions qui
ont la propriétié (N) ... ou de poser la question d’existence de la dérivée
('une telle fonction“. Fichtenholz [1] démonfra que la superposition de
deux fonctions absolument econtinues est abgolument continue i elle
est & variation bornée et senlement dans ce cas. Ce sujet fat repris par
Banach dans son travail fondamental [14] (voir ici p. 149) ol il établif,
entre autres, le théoréme d'aprés lequel pour gu'une fonction continue
s0it absolument continue, il faut et il suffit gu’elle soit & variation
bornde et ait la propriété (N). Le théoréme précité de TFiehtenholz
en régulte directement, vu que la propriété (N) est invariante par
rapport & la superposition de fonctions. Le théordme de Banach qui
vient @&’8tre rappelé fut embrassé ultérieurement par le théoréme de
Radon-Nikodym d’aprés lequel nne mesure » qui est o-finie et absolu-
ment continte par rapport & une mesure o-finie p 8’exprime par £¢(t) wian

(= »(I)) olL p est p-intégrable. Pour en déduire qu'une fonction continue,
3 variation bornéde et ayant la propriété (N) est absolument continue,
on n'a qu'd remarquer que la mesure engendrée par les accroissements
d*une telle fonction est absolument continue relativement & la mesure
lebesguienne, done représentable govs la forme d'une intégrale de Le-
besgue.

Dans son travail gqui est Pobjet de ce commentaire, Banach intro-
Auisit one propriété (8) plus forte au point de vue formel que la propriété -
(¥). Une fonetion continue a la propriété (8) lorsqu’elle transforme les
ensembles de ruesure (lebesguienne) suffisamment petite en ensembles
de mesure inférieure 4 un nombre positif donné d’avance. Banach ignorait
alors que la propriétd (S) est en réalité essentiellement plus forte que (N),
comme Fiehtenholz le” démontra nn peu plug tard dans son travail [3].
Plus précisément, ce résultat de Fichtenholz revient & la démonstration
de Vexigtence d’une fonction continue ayant la propriété () sans satisfaire
A la condition (T,), & savoir que l’ensemble des valeurs que la fonetion
prend une infinité de fois soit de mesure nulle, Or c’est seulement la réu-
nion de (T,) et (N} qui équivaunt & (8) pour les fonctions continues; Banach
I’établit par le théordme 4 de son travail comments,

* Voir p. 163.
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La propriété (N) entraine la condition (T,), & savoir que ’ensemble
des valeurs prises par la fonction nne infinité indénombrable de fois soit
de mesure nulle. Ce régultat constitue Ia premiére thése du théoréme 3
du méme travail de Banach. D’aprés la seconde thése de ce théorime,
toute fonction ayant a propriété (N) est dérivable dans un ensemble de
megure positive, ce qui est une réponse partielle & la question proposée
par Lusin dans ses paroles précitédes. Ruziewicz [1] montra gue 1'ensemble
des points ol la dérivée d'une fonction continune ayant la propriété
(N), et méme la propriété (8), n’existe pas peut ne pas étre de mesure
nulle.

Les conditions (T,) et (T,) forent introduites par Banach déji dans
gon travail [714]. I1y démontra qu'elles sont satisfaites en particulier par
les fonetions & variation bornée. {'est une conséquence facile de 1’égalité
entre la variation d’une fonetion et intégrale de son indicatrice de Banach,
ce qui y fut un des résultats prineipaux {voir p. 151 de son travail en ques-
tion). La condition (T,) est satisfaite également par les fonctions dites
a variation bornée généralisée (fonctions VBG, voir Saks [6], Chap-
ter VII). Les deux conditions, (T,) et {T,}, interviennent aussi dans des
travaux postérienrs des autres auteurs. Par exemple, Ridder [1] dé-
montra gue la condition (T;) est suffisante pour qu’une fonection continue
an geng de Darboux (¢’est-a-dire qui prend fontes les valeurs intermé-
diaires entre chaque couple de ses valeurs) soit continue. Plus récemment,
Marcus fit Pusage des conditions (T,) et (T,) dans sa solution dun pro-
bléme de Steinhaus (voir Steinhaus [5]) sur les superpositions des fenetions
continues ayant certaines propriébés singulidres.

S. Hartman et W. Nitha

o

- et 8. Saks, Sur les fonctions absolument continues des
fonctions absolument continues, Fundamenta Mathematicae 11
(1928), p. 113-116%.

Le probléme de la superposition de deux fonetions absolument conti-
nues (c¢f. le commentaire au travail [18] de Banach, ce volume, p. 331)
fub repris par Bary et Menchoff au point de vue ’une earactérisation
intrinséque de la fonction qui résulte par cefte superposition (voir leur
travail [1]). Tls démontrérent gue pour qu’une fonction continue soit une
superposition de denx fonetions abgolument continues, il faut et il suffit
qu'elle satisfasse & la condition (V) suivante: I’ensemble des valeurs de

* Voir p. 178.
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cette fonction aux points ol elle n’a pas de dérivée finie est de mesure
nulle. La condition plus faible qui différe de (V) par les mots ,finie ou
infinie® remplagant le mot ,finie® se montra équivalente & (T,) pour les
fonetions continues (voir le livre [6] de Saks, p. 278).

Or dans le travail qui est Pobjet de ce commentaire, Banach et Saks
montrérent que la condition (8), introduite par Banach dans son fravail
[18] {voir anssi le commentaire & ce travail, ce volume, p. 331), caractérise
également les fonchions continues qui sont des superpositions de deux
fonctions absolument continues et en déduisirent le théoréme préeits
de Bary et Menchoff moyennant Péquivalence entre (S) et la réunion
de (N) et {T,). Le théoréme de Banach et Saks entraine comme corollaire
évident l'dquivalence entre (V) et (8) pour les fonctions continnes. Les
démonstrations appuient essentiellement sur le théoréme de Banach
coneernant son indieatrice (voir [14]). Les auteurs signalérent dang un
post seriptum que Nina Bary parvint indépendamment an méme résultat
par une voie essentiellernent différente.

Plug tard, Bary montra (voir Bary [2]) que toute fonction continne
f est somme de trois {mais pas toujours de deux!) fonetions dont chacune
est une superposition de deux foncfions absolument eontinues. Deux
gommandes de ce genre suifisent si f a la propriété (N). Dans le méme
travail, elle donna une nouvelle interpréiation de la condifion (T,) en
monfrant gque cette condition se trouve satisfaite par toube fonection abso-
lument continue d'une fonetion & variation bornée ef seulement dang ce
cas. Un antre résultat remarquable de Bary dans cet ordre d'idées (voir
Bary [1]) est la caractérisation des fonctioms absolument continues par
la propriéié (N) unie & la condition que Ia dérivée soit intégrable dans
Vensemble de tous les points ol elle existe et n’est pas négative.

8. Hartman et W. Niika

2

— et C. Xuratowski, Sur une généralisation du probléme
de la mesure, Fundamenta Mathematicae 14 (1929), p. 127-131%*,

Ce travail concerne ls probléme suivanti:

(x) Etant donné un engemble ¥ de puissance du continu, existe-t-il
une mesure finie, définie dans le corps S(H#) de tous les sous-ensembles
de B et g’annulant pour tous ceux qui se compesent dun seul point sang
&tre identiquement nnulle?

* Voir p. 182,
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Dans le texte original de ce travail, B est Uintervalle 0 < o < 1,
ce qui n’est pas essentiel. Au Heu de la mesure, ¢’'est-4-dire dune fonoetion
d’engemble dénombrablement additive et non-négative, il y sont con-
sidérées des fonctions d’ensemble dénombrablement additives et prenant
des valeurs réelles quelconques {(donc angsi négatives), ce qui n’est non
plug une généralisation essentielle, vu l'existence de la décomposition
de Hahn.

(Pest la. golution négative du probléme (x) avant recours & I’hypo-
thése du eontinu (théoréme I) qui est le résultat principal du travail.
Cettie hypothdse y infervient notamment dans la construetion d'une
suite double singuliére {.xi}'} de gous-ensembles de F (théoréme II) qui
sers dite ici décomposition de Banach ef Hurafowski. L’existence dune
pareille décomposition entrajne la réponse négative aw probléme (%)
déjh sans Phypothése da continu.

Le théordme II sur existence d'une décomposition de Banach et
Kuratowski peut éfre formulé dans le langage de 'algébre de Boole comme
il guit {ef. Sikorski [7], p. 108):

1. 8 B = 2% = ®, et I est un vrai idéal dénombrablement additif
de spous-ensembles de F confienant tous les sous-ensembles composés
d’an point, l'algébre de Bocle S(E)/I(*) n’est pas dénombrablement
distributive aun sens faible (2).

Or on a le théoréme:

2. 8i m est une megure finie, définie dans un corps dénombrablement
additif K de sous-ensembles de 7 et I est l’idéal composd de tous les
sous-engembles de F de megure m nulle, algébre de Boole K /T est dé-
nombrablement distributive au sens faible.

Le théoréme T du travail comimenté résulte aussitéh des théorémes
1 et 2. (est la méthode dont se servirent les auteurs de ce travail sans
employer le langage de 1’algébre de Boole. Le théoreme 2 fut formuld
explicitement plus- tard par Horn et Tarski dans leur travail [1], mais
il est contenu implicitement dans la démonstration dn théoréme I de
Banach et Kuratowski et il en est, au fond, un extrait.

{*) K ébant un corps d’ensembles et I un idéal d’ensembles, K /I est le corps
de Boole régnltant ds lidentification des ensembles appartenant 3 K qui ne différent
entre eux gue par un ensemble appartenant & I.

(*) Un corps de Boole ¢ dénombrablement additif est dit dénombrablement
distributif lorsgue

ﬂ U“w =) ﬂmh
{#} i=

pour toute snite double {4;;} de ses éléments. ( Vest dit au sens faible, lorsqu’on. a cetite
égalité pour toute suite double {aiy} telle gque aiy = aijy1-
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On ne sait pas Jmsqu 4 prégent démontrer le theoréme 1 en y rem-
placant I'hypothése B = 2% — %, par E = 2% on par E= ¥;. De méme,
Olt;l ne sait pas établir le théoréme IT sans faire intervenir I'hypothése
2 0= 81

Le probléme d’affaiblir 'hypothése du continu dans les théordmes
I et IT fut l'objet de plusieurs publications.

Marczewski remarqua {voir Marczewski [2]) que la réponse négative
4 (*) résulte de l'existence d'un ensemble de Lusin (1) de puissance du
continu. IL’hypothése du continu impliqgue Dexistence d'un ensemble
de Lusin, mais on ignore si I'implication réciproque est vraie. Sierpirgki
démontra (voir Sierpinski {10]; cf. aussi Sierpiniski [7], p. 53) que Vexis-
tence d’un ensemble de Lusin implique (sans I*hypothése du continm)
celle d’une décomposition de Banach et Kuratowski dans un ¥ arbitraire
de puissance du continu. Kuratowski montra (voir Kuratowski [4])
gque l'existence d'un ensemble de Lusin équivaut 3 celle d’une modifi-
cation de cette décomposition. Braun et Sierpitski établirent (voir Braun
et Sierpifiski 17) 1’éguivalence entre Phypothése dn continu et Pexistence
de la décomposition suivante de tout ensemble F de puissance du continu
{x et y parcourant ’ensemble & de tous les nombres réels):

E=|JBE.

2el

pour tout ¢ =1,2,...

ol B~ By =0 pour @y et I'ensemble B |_J BE, est au plus dénombrable
fe=1

quelle que soit la suite {z;} de nombres réels. L’existence d'une telle dé-
composition de F enfraine sussitét celle d’une décomposition {47} de
Banach et Kuratowski en pozant

: BE~\JB. pour
AJ' = k=2

B} pour

j=1,
j=2,3,..

Bierpinigki montra (voir Sierpinski [13]) que l’existence d’une dé-
composition de Banach et Kuratowski dans tout ¥ de puissance du con-
tinu résulte de la conségquence suivante de I’hypothédse du continu: il
existe une fonction définie dans un ensemble de puissance du continu
de nombres réels qui est continue dans %, mais n’est uniformément con-
tinue dans aucun des sous-ensembles indénombrables de ¥. Llexistence
d'une telle fonctiom est également une conséquence de I’existence d’un
ensemble de Lusin de puissance du continu. Sierpinski établit anesi (voir

Sierpifiski [7], p. 52-59, et [14], [3] et [10]) Pédquivalence entre l'axis-

(*) ¢’egt-a-dire un ensemble indénombrable de nombres réels qui n’a qu'un
ensemble .an plus dénombrable de points communs avec tout ensemble nen-dense
de ces nombres (voir Lusin [2]). .
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tence d'une décomposition de Banach et Kuratowski dans un ensemble
E de puissance du continu et chacune des trois propesitions smivantes:
(a) T1 existe nne suite de fonctions réelles de variable réelle qui ne
converge uniformément dang aucun ensemble indénombrable de nombres
réels.
(b} 11 existe une suite double {f,} de fonctions réelles de variable
réelle, telle que la limite f,,(2) = litnfy, .(#) existe pour tout m et tout

et que la limite limf,,(2) #’annule pour tout =, tandis que la limite
M—rc0

Hmf,,, n, (@) ne gannule gu'an plus pour une infinité dénombrable des

Ji—so0 :

quelles que goient la suite {1y} de nombres naturels et la suite croigsante
{mz} de ees nombres,

(e) Tl existe mn ensemble ¢ concentré (') de puissance du continu
de nombres réels.

Poprougénko consacra ses travaux (voir Popruzenko [1] et [2])
& 1’étude des problémes se rattachant 4 la proposition (a) et & la décompo-
gition de Banach et Kuratowski.

Rangeons les termes 4} d'une telle décomposition en une suite
simple {4.,}. Cette suite a les propriétés que voici:

# étant une mesure extérienre de Carathéodory, définie dans §(E),
il exigte un = naturel et tel gue 4, n’appartient pas au corps des ensembles
mesurables par u;

K étant le plus petit corps dénombrablement additif qui contient
tous les A,, toute mesurs définie dans K et g’annulant pour tous les
atomes de ce corps s'annule idemtiquement. '

Tlexistence d'une décomposition de Banach et Kuratowski dans
un ensemble # indénombrable implique ’existence d’un engemble in-
dénombrable € de nombres réels de mesure absolue nulle, c'est-i-dire
tel gne, pour toute mesure m définie dans le corps des ensembles boré-
lieng de nombres réels, il existe un engsemble berélien B contenant ¢ et
pour lequel m(B) = 0.

La plug forte généralisation du théoréme I egt due & Ulam (voir
Ulam [2]) qui montra que Phypothése du continu peut étre remplacée
dans ’énoncé de ce théoréme par une hypothése plus faible, & savoir que
le nombre 2% est inférienr an premier aleph inaccessible auw sens large.
I montra en particulier (sans d’autres hypothéses supplémentaires)
que toute mesure définie dans le corps de tous les sous-engembles d'un
ensemble de puissance ¥, et g’annulant pour tout sous-ensemble qui ge
réduit & un poinf est nulle identiquement — résultat que Sierpivski ef

{(!) o’est-a-dire contenant un souns-ensemble 0, tel gue, pour tout sur-ensemble
ouvert & de C, I'ensemble E\G est aun plus dénombrable (ef. Besicoviteh [17).
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Szpilrajn (Marczewski) établirent dans [1] par une autre voie, ¥ savoir en
le déduisant des théorémes de Hausdorft (voir Hausdorif [3]) sur
Pexistence de certaines suites transfinies d’ensembles boréliens.

Le probléme analogue & (%) pour les ensembles & de puissance quel-
conque est envisagé dans le commentaire am travail [807 de Banach
(voir ce volume, p. 338) ol Banach résolut ce probléme par une con-
struction analogue & la décomposition de Banach et Kuoratowski, mais
adaptée aux puissances plus 4levées. Cebte construction savera utile
aussi dans la théorie des algébres de Boole (voir Sikorski [8], p. 130).
Cest & Vaide de cette construction que Traczyk (voir Traczyk [1]) résolub
DPar un bel exemple un probléme concernant les ainsi dites complétions
des algébres de Boole.

Il est & noter qu’en remplacant dans le probléme (%) ,mesure’” par
»ionction additive d’ensemble”, la réponse devient affirmative: quel
que soif Pengsemble %, il exigte une fonetion additive, définie pour tous
les sous-ensembles de I, prenant exactement deux valeurs, 0 et 1, ef
g’annulant pour tout ensemble qui se réduit & un point {voir Ulam [1]
et Tarsld [27).

RB. Sikorski

Uber eimige Iigenschafien der lakuniren trigonometrischen
Reihen, Studia Mathematica 2 (1930), p. 207-220*.

Bemerkung zu der Arbeit: ,,Uber einige Kigenschaften der
lokundren trigonometrischen Reihen, ibidem, p. 251,

Les deux publications forment un tout, la seconde n’apportant
qu'nne correction & deux théorémes de la premiére.

Draprés un théordme dit & Sidon (voir Sidon [1] et [2]), si nne fone-
tion bornée mesurable posséde la série de Fourier de la forme

1 = Fou+1
(*) ;rxﬁ-« E(ancosknt+ﬁnsmknt) ol nt

e 1 kn

>k >1,

cetiie série est absolument convergente (voir anssi la monographie [6]
de Zygmund, volume I, p. 247). D’aprés un autre théordme, & & Zyg-
mund [4] (p. 138), si une fonction intégrable posséde la série de Fourier
de la forme (x), cette fonction est intégrable avee une puissance pogitive
arbifraire (voir aussi Sidon [8], corollaire et théoréme IT, p. 486).

* Voir p. 187.

Oeuvres 22
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Ces denx théordmes furent le point de départ du travail de Banach,
qui ¥ établit, en sappuyant sur eux, deux théorémes suivants, con-
cernant le cas obt ky. fky > k> 1:

[}
1. 8i la sévie  Y(ah-+f5) converge, il existe une fonction x(t) continne
=1

et telle que Pon a les égalités ay, — an eb by, = Bn.

2. Si les suites {a,} et {8,} tendent & zéro, il existe une fonetion z(t)
intégrable et satisfaisant aux mémes égalitiés.

Ici et dorénavant, a, eb b, sont les coefficients de Fourier de la fone-
tion ={t) relatifs au systéme trigonométrique. La démonstration de 1 et 2
est précédde par celle de équivalence de certaines trois propriétés des
systémes orthogonaux assujebfis & des hypothéses convenablement choi-
gieg. Cette équivalence v est établie & V'aide des méthodeg de I'analyse
fonctionnelle, & savoir en appliquant les théorémeg sur les opérations
conjugudes {voir [23], p. 236-238, lemome 9 et théordmes 5-7; voir aussi
[38], p. 99 et 100). Cette équivalence impligue entre sutres que le théoréme
précité de Zygmund enfraine 1 et que celui de Sidon entraine 2. Aw moyen
des théorémes 1 et 2, Banach fut & méme de montrer sang peine ef d'une
fagon élémentaire gue

a. il exigte une suite {s,} de mombres positifs convergeant wvers 0
et une fonetion «(f) continune pour lagquelle la série

oo

(W D laal* =04 o))

Hl=a 1

diverge (voir le travail commenté, p. 188);

b. il existe une sumite {4,} de nombres divergeant vers +oc et une
fonection z(f) intégrable pour laquelle la série

(i) (1l 1on] )
for=]
diverge (ibidem, p. 189).

Le théoréme a. esf une généralisation d'un théoréme de Carleman
(voir Carlemaan {1], p. 378) d’aprés leguel il existe une fonetion #{f) conti-
nue et telle que la série (i) diverge pour tout ¢ > 0; on appelle singularité
de Carleman cette propriété de la fonetion x(3).

Le théoréme h. est une généralisation dun théoréme d’Orlicz sur
les systérnes orthogonaux {voir Orlicz [1], p. 30, théoréme 15) qui entraine
en particalier pour le systéme trigonométrique Vexistence d’une fonction
() intégrable et telle que la série (ii) diverge pour tout i > 0.

Sidon publia plus tard (voir Sidon [8), p. 477) une démonstration
du théoréme 2 en procédant par construction et sans recourir & Panalyse
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fonctionnelle. Ensuite, Webber (voir Webber [1], p. 325, théoréme I)
généralisa le théoréme 2 en montrant que si 2,/logn tend A zéro, il existe
une fonction x(?) intégrable et telle que la série (ii) diverge, tandis que
si Apflogn >k >0 pour w =1,2,..., une telle fonction z{t) n’existe
pas. La démonstration de Webber procéde également par construction et
s’appuie sur certains résultats de Young. Tne simple démonstration
constructive du théoréme 2 est & trouver dans la monographie [6] de
Zygmund, volume II, p. 131, 7.1, ii.

Quant anx cas particuliers des théorémes 1 ef 2, il y eut, outre le
théoréme préeité de Carleman, certaing résultats de Gronwall, de Ver-
blunsky et de Sidon gui méritent d’8tre mentionnés.

Gronwall montra (voir Gronwall [1], p. 320) que si ¢(u) tend & 1'in-
tini avee w, il existe une fonetion x(z) continue et telle que la série

D (@48 pl{ad+02) 1

—

o
w

diverge. Ce théoréme de Gronwall est une généralisation de ceini de Oar-
leman; il résulte anssitét du théordme 1 (voir Zygmund [6], volume II,
D. 132, 7.5). La démonstration de Gronwall est basée sur un lemme numé-
rigue de Hardy et Littlewood. Les recherches de Gronwall furent pour-
suivies par Paley (voir Paley [1], en particulier p. 126, théoréme I).
Verblunsky généralisa (voir Verblunsky [17], p. 33 et 42, théoréme V)
all cas du systéme orthogonal borné le théoréme d’aprés lequel il existe

une suite {k,} dindices telle gque si la série 2 (ap+p3) converge, il

existe une fomction x(t) bornée pour laguelle on a les égalités fy, = an
et by = f,. La suite {k,} fut définie par induction.

SIdOIl établit, pour tout £ > 0 et toute suite {k,} d’indices, Iexis-
tence d'une fonetion @(f) continue et telle gne la série

oc

N A

N=1

diverge. Tous ces théorémes furent démontrés par construction. Enfin
Sidon démontra par construction (voir Sidon [7], théoréme II, p. 538)
le théoréme 1 et le compléta dans une annexe par la géndralisation suivante:
sila suite {k,} d’indices est telle que le nombre de termes égaux dans cha-
cune des suites doubles {kms} et {kna} définies par les conditions

k) = 2k, ey Foun = 2k,

klz = k1+kz: ey Fo, = m+k-n:

et g =Ta—ky, .oy Timn = bpn—hy,  POUT 7=
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est borné (indépendamment de m et n) et la série > {a}--f3) converge,
=1

il existe une fonetion x(¢) continue et satisfaisant aux égalités ay, = a,
et by, = fy. Cetle généralisation est essentielle, car ’hypothése sur la
suite {k,} est réalisée non seulement lorsque Kk, ;/k, > % >1, mais
anssl pour certaines suites ofl &, = O{n") par exemple.

Une esquisse de la démonstration construetive du théoréme 1 se
trouve également dans la monographie [6] de Zygmund, volume II,
p. 1381, 7.1, i. Contrairerment % la démonstration du théoréme 2, elle y est
longue et compliquée.

Une nouvelle démonstration constructive du théoréme 1, bien plus
suceinte, est due 4 Salem et Zygmund [1]. Elle repose sur un raisonnement
semblable & celui de la démonstration du théoréme 2 par Sidon, & savoir
sur Yemploi des produits analogues & eeux de Riesz

n(lﬁ—ancoskntv[—ﬂnsinknt).
a1
I’équivalence entre certaines propriétés des séries orthogonales

(voir aussi Kaczmarz et Steinhaus [1], p. 250-255, théorémes [734]-[787])
fut également le point de départ des recherches nltérieures, entre autres,
de celles de Hewitt et Zuckerman (voir Hewitt et Zuckerman {1], p. 2,
théoréme 2.1 et autres) et de celles de Rudin {voir Rudin [1], partie V),
qui g’occupa des équivalences pour les exposants finis p > 1 (cf. aussi
Semadeni [1], p. 177, lemme B5).

J. Musielak

Uber additive Mapfunktionen in abstrakten Mengen, Funda-
menta Mathematicae 15 (1930), p. 97-101*.

Ce travail contient une généralisation des résultats de Banach ef
Kuratowski (voir Kuratowski [5]) et concerne le probléme qui ne différe
de (x) formulé ici dang le commentaire an travail [24] de Banach (voir
ce volume, p. 331} que par la puissance arbitraire m de I'ensemble X
an lien de celle du continu, la mesure étant entendue comme wne fonction
non-négative e dénombrablement additive.

Le théoréme fondamental de cette publication est qu’en admet-
tant Phypothése du continu généralisée, la réponse au probléme est né-
gative lorsque le nombre cardinal m est inférieur aux alephs inaceessibles.

* Voir p. 200

icm

Commentaires 341

La démonstration g’appuie sur Pexistence dune décomposition singu-
liere, analogue & celle envisagée dans le travail précité de Banach et
Kuratowski. Un élément essentiellement nouvean de la démonstration
est représenté par le mode de raisonnement dans le eas olt le nombre m
n'egt pas régulier. L’artifice employé par Banach dans cetbe démonstra-
tion fut appliqué dans des géndralisations ultérieures dont il sera question
plus loin.

Un pas en avant fait dans le domaine du probléme considéré est
dfl & Ulam (voir Ulam [2]), qui montra (sans avoir recours & ancune hypo-
thése générale sur les nombres eardinaux) que la réponse est négative
pour les nombres cardinaux m inférieurs an premier aleph inaccessible
au sens large. La décomposition singuliére de Pensemble F sur laguelle
la démonstration est basée sera dite ici décompesition @ Ulam. Elle differe
essentiellement de celle de Banach et Kuratowski (ef. Kuratowslki [57).
Ulam montra en particulier que la réponse est négative pour la puissance
du continu, cette puissance étant supposée inférieure aux alephs inae-
cessibles. Il y montra en outre que si la réponse est négative pour m = 2%,
elle Vest aussl pour tout nombre cardinal m inférieur aux alephs inacces-
sibles an sens strict. Pour établir ce théoréme, Ulam considérait & part
le probléme des mesures ne prenant que deux valeurs, 0 et 1, et il prouva
(sans aucune hypothése supplémentaire) que la réponse est négative
également pour de telles mesures lorsque le mombre eardinal m est infé-
rieur aux alephs inaccessibles an sens strict. Enfin, il y remarqua que
le théoréme suivant se présente pour les ensembles B de puissance R,:

Tous les sous-ensembles de F étant divisés en deux classes, M et N,
de fagon qu’il y ait dans M au plus une infinité dénombrable de sous-
-engembles disjoints, il existe dans N une suite {4,} telle que Iensemble

BN U A4, est au plus dénombrable.
Nn=1

Sierpifigki montra (voir Sierpitiski [6]; cf. aussi [7], p. 152-159)
que ce théoréme subgizte pour tous lez ensembles B de puissance infé-
rieure aux alephs inaccessibles au sens large. (’est une généralisation
du théoréme d'Ulam sur Pinexistence de la mesure (pour le voir, on n’a
qu'a désigner par M la classe des sous-ensembles de & de mesure positive
et par & la classe de ceux de mesure nulle). Ce résultat de Sierpiriski
Tut applique par Ulam (voir Ulam [3]) et par Slerpingki (voir Sierpifski
[8] et [9]) pour démontrer l'existence de décompositions singuliéres
de certains ensembles de nombres réels en une infinité indénombrable
d'ensembles de IT™° catégorie ou d’ensembles non-mégurables (voir aussi
Kuratowski [5], p. 53, b4 et 59).

Maintes géneralisations des théorémes établis dans le travail [2]
d'Ulam furent trouvées par Tarski [3]. En voici deux exemples (sous
une forme plug restreinte que leurs énoneés origingux):



342 Commentaires

Le nombre ecardinal s étant inférienr aux alephs inaccessibles au
gens large, tout idéal dénombrablement additif et dénombrablement
gaturé dans un corps m-additif d’ensembles est m-additif.

Le nombre cardinal m étant inférieur aux alephs inaccessibles an
sens sbrict, tout idéal premier dénombrablement additif dans wn corps
m-additif d’ensembles est m-additif.

Drautres génédralisations dans le méme ordre d'idées sont dues & Smith
et Tarski [1]. Bn voici une (également dang une forme plug regtreinte
gue gon énoncé original):

Le nombre cardinal m étant inférienr aux alephs inaccessibles an
gens large, si Uidéal T du corps de tous les sous-engembles de & de puis-
sance ne dépagsant pas m satisfait aux conditions
(a) tont sous-engemble de ¥ composé d’un senl point appartient a I,
(b)' toute fainille de sous-ensembles de F qui n’appartiennent pas & T

est au plug dénombrable,

B est gornme d’une suite au plus dénombrable d’appartenant & I.

Dans les généralisations précitées de Sierpinski, Smith et Targki
des théordmes de Banach, Kuratowski et Ulam, I’hypothése de 1’exis-
tence d’une mesure est remplacée par la condition qu'une certaine classe
de sous-ensembles de ¥ ne contienne que tout au plug une infinité dé-
nombrable d’engembles disjoints. Ta géndralisation de Mazur (voir Mazur
[2]) dont il sera qﬁestion & présent prit une vole différente. Pour ne pas
rappeler ici lex définitions des fermes intervenant dans 1'énoncé de son
théordéme, nous n’en citons que le corollaire qui est une généralisation dn
théoréme de Banach et de celni d'Ulam.

Soit 4 une fonetion réelle d’ensemble, définie dans la classe de fous
les sous-ensembles de # de puissance inférieure aux alephs inaccessibles
au sens large. Admettons que cette fonction est séquentiellement
continue, c’est-a-dire

pllim4,) = limz(4,)
Thir00 00
olt la convergence de la snite {4,} d’ensembles est entendue comme dans
la théorie des ensembles. Alors cetbe fonction est concentrée dansg un
sous-ensemble au plus dénombrable (clest-d-dire qu'il exigte un 4, = B
tel que wp(d) = u(d ~ A,) pour tout 4 « F ef que A, sIN,).

Mazur se servit ‘de ce corollaive pour montrer que, sous cerbaines
hypothéses, la continuité séquentielle des fonctions définies dany les
produits cartésiens indénombrables en implique la confinuité ordinaire
(par enfourages). )

Une autre généralisation des théordmes précités de Banach et d'Ulam,
& savoir eoncernant les mesures, est due & Marczewski et Sikorski [17.
TLa voici:

icm

Commentaires 3483

B étant un espace métrique de puissance inférienr aux alephs inac-
cessibles an sens large (strict), tonte mesure (mesure ne prenant que
les valewrs 0 et 1) définie dans le corps des sous-ensembles borédliens de B
est concentrée dans un sous-ensemble séparable (composé d'un seul point).

Katétov géndralisa ce théoréme anx espaces non-métriques (voir
son travail [17).

Toutes les généralisabions envisagées font intervenir directement
ou indirectement lexistence d’une décomposition d’Ulamn. Seul le cag
de mesures aux valeurs 0 et 1, de méme gue ecelni de propositions corres-
pondantes dans lesquelles il n’est pas question de mesures, se laizsent
démontrer sans faire intervenir cette décomposition. On ignore si les thé-
orémes envisagés subsistent sans 'hypothése gue les puissances sont infé-
rieures aux alephs inaccessibles.

Le probléme discuté () prit naissance dans la théorie de l'intégrale
et de la mesure. Sa version concernant les mesures aux valeurs 0 et 1
semblait d’abord n’en &tre qu'un sous-produit indireect et secondaire,
mais elle se montra pratignement plus importante pour les applications.
Clesti ainsi par exemple que lexistence des mesures anx valeurs 0 e 1
est actuellement nn probléme fondamental de la théorie des représenta-
tiong des algébres de Boole. Les applications des théorémes d'Tlam [2]
et de ceux de Marczewski et Sikorski [1] sont envisagées dans le travail
[2] de Sikorgki.

Le probléme de Pexistence des mesures aux valeurs 0 et 1 ge présente
parfois tout i fait inepinément dans différents domaines des mathémati- .
ques, bhien éloignés en apparence 'un de I'autre. Notons & titre d’exemple
le probléme de la forme des fonctionnelles linéaires dans l'espace de toutes
les fonetions réelles définies dans un enseinble pourvn de la notion usunelle
de convergence (voir Magur [1]), celui de la forme des fonetionnelles
a la fois additives et multiplicatives dans l'annean de ces fonetions,
celui de la forme des fonctionnelles & la fois additives et multiplicatives
dang ies produits cartésiens d’algébres linéaires (voir. Bialynicki-Birula
et Zelazko [1]) eb certaing problémes concernant les produits de groupes
(voir Bhrenfeucht et Fiod [1], X.of [2]).

Le probiéme de Pexistence des mesures aux valeurs 0 et 1 dans le
corps de tous les sous-ensembles d’un ensemble se présente aussi dans les
recherches portant sur les fondements des mathématiques. Pour simpli-
fier les énoncés des théorémes qui suivent, convenons de dire qu'un nom-
bre cardinal m est mesurable lorsqu’il existe nune mesure aux valeurs ¢ et
1 dang le corps de touy les sous-engembles de puissance m de F; en cas
contraire, le nombre cardinal m sera dit non-mesurable.

Scobt établit (voir Scott [1]) un théoréme remargnable d*aprés lequel
Vexigtence d’un ensemble # dont la puisgance est un nombre cardinal
megurable entraine celle des ensembles mon-consfructibles au sens de
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Godel. Rowbottom généralisa ce résultat (dans un travail non publié)
en montrant gque l'existence d'un nombre cardinal mesurable implique
que la famille de toug les ensembles constructibles de nombres naturels
est dénombrable. Gaifman [17] monfra go’elle implique, plus généralement
encore, que ¢ ¢étant un nombre cardinal infini arbitraive, la famille
de fous les ensembles constructibles de mombres ordinaux précédant o
est de puissance an plus égale 4 a.

Les ensembles constructibles jouent, comme on sait, un réle im-
portant dans la démonstration de la compatibilité de I’hypothése du
continu. ILe théoréme précité de Scoit montre que la démonstration
de Gadel [1] de la compatibilitd de I’hypothése du continu généralisée
ne g’applique pas 4 la théorie des ensembles enrichie par laxiome (P)
de Yexigtence des nombres ecardinaux megurables. Plus récemment,
Prikry [1] montra que la compatibilité des axiomes de la théorie des
engembles et de I'axiome (P) entraine celle du méme systéme d’axiomes
angmenté en outre par Ia proposition: le plus petit aleph mesurable ¥,
satisfait & léguation 2% = §,.;. D’aprés cerbaing résultats non publiés
de Solovay, la compatibilité de l'axiome (P) implique que I’hypothése
du contina est 4 la fols indépendante de (P) et compatible avec ().

Tous les nombres cardinanx inférieurs au premier aleph inaccessible
an gens strict étant d’aprés le résultat précité d’Ulam (voir Ulam [2])
non-mesurables, le probléme ¢’imposait §'i en est de méme, ou non,
de cet aleph. La solution se montra fort difficile et ne fut trouvée
qu'en 1960 par Tarski [10], qui montra, en se servant de certaing
théorémes de Hanf [27], que le premier aleph inaccessible au sens strict
est également nmon-mesurable. Leg résultats de Tarski permirent de se
rendre compte de l'immensité du premier nombre cardinal mesurable
{si ce nombre exigie). Premicéres démonastrations de Tarski furent méta-
mathématiques, mais Keisler et Tarski établirent bientét (voir Keisler
et Tarski [17), sans recourir aux moyens métamathématiques, diverses
propriétés des nombres megurables et un théordme plus général sur la
grandeur dun premier nombre cardinal megurable (supposé existant).
Ce théoréme mérite d’étre envisagé ici de plus prés, tant il est in-
structif pour qui veut s’imaginer Pextréme immensité du nombre en
question.

Keisler et Tarski définirent dans lewr travail [1] certaines opé-
rations conduisant 4 partir des ensembles de nombres cardinaux & d’autres
ensembles (plus vastes) de tels nombres et montrérent que ces opérations,
appliquées aux ensembles arbifraires de nombres non-mesurables, ne
conduisent jamais au-deld d’eux. Il y appartient opération I qui, appli-
quée b un engemble X de nombres cardinanx, conduit & I'engerable L{X)
composé d’alephs m dont les indices sont des nombres-limites ordinanx
et pour lesquels il existe dans X un n tel que tous les nombres cardinanx
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entre 1 et m appartiennent aussi & X. En particulier, si Pon prend powr X
Vensemble AU des alephs qui ne sont pas inaccessibles an sens large et
si Pon range en une suite croissante &y, @,, ... les alephs n’appartenant
pas & AC, done qui sont inaccessibles au sens large, ensemble L(AC)
se compose de tous les @, tels que £ < @;. Plus puissante que I, est opé-
ration. M définie comme suit: M(X) est Pensemble des alephs m aux
indiees qui sont des mombres-limites ordinaux et pour lesquels il existe
un gous-ensemble ¥ de X tel que m = sup{n:ne¥} et que P"ensemble
Y o {m} est fermé dans espace topologique ordonné des alephs. Si ¥
se compore par exemple d’'alephs anx indices n'étant pas des nombres-
-limites et d’alephs singuliers, le premier aleph n’appartenant pas & M(X)
est tel que toute suite croissante de nembres cardinaux qui converge
vers lui contient, parmi ses termes, des nombres inaccessibles. Lies opéra-
tions L et M sont en rapport avec la classification des nombres inacces-
sibles proposée par Mablo déja en 1911 (voir son travail [17).

Or Keisler et Tarski montrérent que non seulement les opérations
L et M, mais aussi leur itérations transtinies L et M™, de méme que
les opérations

L) = (JIY et M = ) Mt

ol la sommation s’étend sur tous les » ordinaux, ne conduisent & partir
des ensembles de nombres non-mesurables gqu’a ceux de nombres non-
-mesurables. En particulier, les ensembles LM AC) et M (AC) ne se
composent gue de nombres pron-mesuarables et il en est de méme pour les
itérations des opérations L™ et M.

Il guffit d’ailieurs d'établir ces propriétés pour I'opération A car
LX) = M(X) quel que soit X.

On ne connait & I’heure actuelle aucune raison gul prévaille en faveur
da la possibilité d’admettre, sans risquer une contradiction, Vexistence
de nombres mesurables, pas plus qu’en faveur de lincompatibilité de
Tadmettre.

A, Mostowski et R. Sikorski

Théoréme sur les ensembles de premiére catégorie, Funda-
menta Mathematicae 16 (1930), p. 395-398%*.

Depuis 1929 environ, datent les recherches ge proposant d'étendre
la théorie descriptive des fonctions réelles de variable réelle, créée et dé-

* Voir p. 204.
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veloppée surtout par Baire, Borel et I.ebesgue, aux fonctions dont les
variables et les valeurs appartiennent & des espaces topologiques plus
généraux. Beaucoup de théorémes sur les emsembles et les fonctions,
concernant la notion de catégorie, les clagses de Baire ef aufres, se lalssérent
étendre aisément en admettant que les espaces considérés sont séparables.
Qest ainsi par exemple qu’il fut facile de montrer que, dans un espace
métrique séparable, tout ensemble qui est de I™ catégorie en chacun de
ges points est de I'® catégorie tout court.

Par un raisonnement simple et élégant, Banach démontra ce théoréme
pour les espaces métriques quelcongues, sans hypothése de séparabilité.
Sa démonstration se laisse transmettre aux espaces Ty, c’esf-i-dire dans
lesquels tous les ensembles se réduisant 4 un point sont fermés (voir
Kuratowski [5], p. 49). Ce résultat de Banach fut d’importance eapitale
pour les recherches dont il est question (voir Kuratowski [2] et [3];
aussi Marczewski [17]) et dont les résultats trouvérent place, entre aufres,
dans la monographie précitée de Kuratowski.

Tn antre pas important en vue de se débarasser des hypothéses de
séparabilifé est dd & Montgomery (voir son travail [1] et Kuratowski [5],
p. 264). Lapplication des moyens plus récents, tels que la notfion d’es-
pace paracompact, le théoréme de A. H. Stone d'aprés lequel tout
espace métrique est paracompact et le critére de’ métrisabilité de
Nagata-Smirnov, permit (voir Emgelking [1]) de simplifier les raigon-
nements assez eompliqués de Montgomery.

En revenant sur la démonstration de Banach, il est a remarquer
que pour affranchir cette démonstration mon senlement de 1I’hypothése
de séparabilité, mais aussi de celle que Pespace est métrique, on n'a qw’h
remplacer dans le raisonnement de Banach le mot ,sphére® par les mots
Lensemble ouvert®; le théoréme se trouve alors démontré pour tout espace
T,. Plus encore, en modifiant légérement cette démonstration, on arrive
an théordgme suivant qui est bien plus général: I étant un espace Ty,
goit {X,} une famille quelcongue d’ensembles situés dans E et ouverts
dans leur somme 8 = {_JX,; alorg, si chacun des X, est de I™ catégorie,

la somme § 1’est également (voir Kuratowski [5], p. 49}

Kuratowski déduigit (voir son travail [3]) du théoréme de Banach
deux conséquences importantes sur la propriété de Baire.

Dlaprds la premiére de ces conséquences, I étant un espace Ty, la
condition nécessaire et suffisante pour gu’un ensemble 4 < F ait la pro-
priété de Baire est qu’il soit de la forme 4 = (G P;) v Py olt & est un
engemble ouvert et P, et P, sont des ensembles de I' catégorie. Bn défi-
niggant la propriété de Baire par cette condition, on peut démontrer d'une
fagon trés bréve que les ensentbles ayant ectte propriété forment un corps
{(Kuratowski [5], p. B5).
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Draprés la seconde des conséquences en question, pour gu'une fonetion
f définie dang un espace métrique ¥ et donft les valeurs sont des points
d'un espace métrique séparable 7 ait la propriété de Baire (c’est-4- dire
que la fonetion partielle f|E\ P soit continue pour un ensemble P < B
de I'® catégorie), il faut et il suffit que tout Vimage réciproque f~(T) oa U
est ouvert dans F ait la propriété de Baire. En définissant par cette
condition la propriété de Baire des fonctions, on peut développer d’une
manitre élégante la théorie de ces fonctions ef faire ressortir 1'analogie
entre elles et les fonetions mesurables (Kuratowski, op. cit., p. 306).

R. Engelking et E. Marczewski

Uber analytiseh darstellbare Operationen in abstrakien Riuwmen,
Fundamenta Mathematicae 17 (1931), p. 283-295*.

Ce travail de Banach appartient & la série des recherches mentionnées
au début du commentaire & sa publication [37] (voir ce volume, p. 343).

La fonction y = f(z) transformant un espace métrique X en un es-
pace métrique Y est dite de classe L* lorsque I'image réciproqus f~{T)
de tout sous-ensemble ouvert U de ¥ est de £-éme clasge borélienne addi-
tive (voir Kuratowski [5], p. 282). Appelons les classes L' classes de Borel.

Désignons par B° la classe de toutes les fonctions f continues et posons
pour tout £ >0

B = {f: f(2)

Appelons les classes B classes de Baire.

On a B* < Lf pour tout £ (voir ibidem, p. 293) ot, si 'espace ¥ n'est
pas connexe, Bf £ Lf (voir Hausdorff [4], p. 390). Or Kuratowski [3]
(p- 281) montra que tout espace métrique ¥ peut étre plongé topoelo-
giqguement dans un espace métrique ¥ tel gue B® = L° pour toute
fonetion f transformant X en Y'.

Banach introduisit dans le travail commenté d’autres classes de
fonetions f, & savoir les classes o° définies comme il suit: posons pt =T}
et powr tout £ > 1

= {f: f(#) =ﬂ]‘il?-°fn(w)

D'aprds le théordme 1 de ce travail, si Pespace ¥ est séparable, on
a b° = L ansg pour tout £ >>1 et, d’aprés le théoréme 2, si Lespace ¥
ett en outre connexe par arcs, on a B° = IF pour tout &> 1. D’aprés

= lmf,(r) ot freB* et &, < &

ol freb®n et &, < &}.

* Voir p. 207.
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uie remarque de Banach (voir Particle en guestion, p. 209), on a B! = I*
pour cerbaing espaces vectoriels, en particulier pour ceux de type (B),
appelés aujourd’bui universellement espaces de Banach. On ignore si la
derniére égalité subsiste pour les espaces cobnexes par arcs, mais non-
-géparables ef, plus généralement, pour les espaces Y connexes. Notong
que cetbe dgalité enfrainerait aussitét en vertu du théordme 1 que si
Vespace Y est séparable, on a B* = L pour tout £.

Rolewicz [1] montra que, espace Y étant supposé aséparable et
connexe par arcs, la condition suffisante pour avoeir Pégalité Bl = It
est que toute fonetion f qui est limite d’une suite uniformément con-
vergente de fonctions de classe B soit également de cette classe; en d'au-
tres fermes, que la classe B! de fonctions soit fermée relativement 3 leur
convergence uniforme. Il fut démontré (voir ibidem) que cette condition
suffisante est sabisfaite en particulier dans les espaces ¥ rétractifs, c’est-
-h-dire que toufe sphére (intérienr et surface) de rayon suffisamment
petit e située dans Y est un rétracte de ¥. Or, comme le montra Borsuk,
la clasge de ces espaces est agsez 6Gtroite: méme parmi les espaces
localement connexes par arcy, il y a des ¥ qui ne sont pas rétractifs,

8. Rolewicz

Uber die Baire’sche Kategorie gewisser Funktionenmengon,
Studia Mathematica 3 (1931), p. 174-179%*.

Ce travail contient une démonstration fort simple que 1’ensemble
des fonctions n'ayant de dérivée finle de droite pour aucun ¢ de Vinter-
valle 0 <t <{ 1 est 1ésiduel dans Pespace métrique de toutes les fonctions
continues «(f) ol 0 < ¢ <1 avec la distance naturelle

d{x, y) = max |z(f) —y (1)
Osgigl
Le méme théoréme fut établi un peu plus t6t par Mazurkiewicz [1] (em
réponse & une guestion posée par Steinhaus); il peut servir de démon-
stration qu'il exigte des fonections continues non Adifférentiables en aucun
point. .

Le théoréme de Mazurkiewicz et Banach fut une des premidres ap-
plications de ce qu’on appelle la méthode de catégorie pour Gtablir les théo-
rémes d’exigbence. Cette méthode consiste, comme pour exigtence de
fonctions continues sans dérivée, dans le choix convenable d*un egpace

* Voir p. 218.
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métrique complet B et dans la démonstration que l'engemble des points
ayant une certaine propriété y est résiduel, donc sfirement pas vide (ce
qui prouve l'existence des points qui ont cette propriété).

Leg travaux en question de Mazurkiewicz et de Banach inaugure-
rent une gérie des recherches des mathématiciens polonais ol la méthode
de catbégorie, appliquée en diverses variantes, fut employée pour démon-
trer existence des fonctions continues ayant diverses singularités (voir
les travanx d’Auerbach et Banach [35], commenté iei p. 346, de Kacz-
marz [1], d’Orlicz [3] et [4], de Tarnawski [1]-[37]).

Aun méme cycle de problémes vint se rattacher le résultat remarguable
de Saks (voir Saks [5]) d’aprés lequel Pensemble des fonctions non diffé-
rentiables au sens de Besicovitch, c’est-d-dire n’ayant en auecun poind
de dérivée ni & droite, ni & ganche, ni finie, ni infinie, est de 1™ catiégorie
dans Vespace des fonctions continues, par opposition & ensemble des
fonctions non différentiables au sens ordinaire, c’est-d-dire n’ayant de
dérivée finie en ancun point.

Les résultats de Banach et de Saks furent développés par Jarnik
(voir par exemple ses travaux [1] et [2]).

Corome on saif, la méthode de catégorie trouvs anssi de nombreuses
applications dans d’autres disciplines des mathématiques, notamment
dans la topologie, dang la théorie des fonctions analytiques et dans I’ana-
lyse fonctionnelle.

W. Orlicz

H. Auerbach ot —, Uber die Hildersohe Bedingung, Studia
Mathematica 3 (1931), p. 180-184%*, ' :

Les résultaty établis par Banach dans son travail [34] (ce volume,

p. 218 et le commentaire p. 348) sont appliqués dans le travail faisans

I’objet du prégent commentaire pour démontrer que Pensemble des fone-
tions continues () ol 0 <t <1 telles que

— |#(t+h)—2()

(;(h)

-

h—w -0

pour tout # y est résiduel. Ici w est une fonction quelcongue telle que
h > 0 entraine {h) > 0 et que & - + 0 entraine w(h) — 0. Le théoréme
précité de Maznrkiewicz en est un cas particulier pour w(h) == h.

* Voir p. 223,
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Plus généralement, en congidérant D’espace H® ol 0 << a 1 des
fonections satisfaisant & la condition de Hélder |x(i+h)—xz(f)] < eh® il
¥ est démontré que excepté un ensemble de I' catégorie de valeurs de ¢,
on a

lim

st

0|

pour tout t et tout f > a. Il en résulte en particulier que ensemble des
fonctions non différentiables nulle part et satisfaisant 3 la condition de
Holder avec un exposant a<< 1 donné est résiduel dans l’espace €.

Un probléme aszez proche est celui de certaines intégrales singulidres.
Kaczmarz [1] démontra que celles des modules du type de Dini divergent
partont pour les fonetioms continues excepté pour un ensemble de ces
fonctions qui est de I™ catégorie dans l'espace €.

Parmi des travaux ultérieurs appartenant i cet ordre d’idées, sont
& noter avant tout ceux d’Orlicz [4], de Tarnawski [2] et [3] et de Saks (5],
mentionndés dans le commentaire an travail [34] de Banach (voir ce volume,
p. 348).

7., Zahorski

Sur les transformations biunivoques, Fundamenta Mathema-
ticae 19 (1932), p. 10-16%.

Les constructions qui constituent le procédé de démomstration des
théorémes 1 et 2 de ce travail furent sonmises plus tard & des modifications
et généralisations dans les travaux de Halmos et von Neumann [1],
lemme 10, de Hularnicki [1] et de Sierpinski [5], [12] et [23]). Elles
furent appliquées dans deux premiers de ces travaux & la théorie de
la mesure.

11 y eut aussi des recherches apportant des théordmes et construetions
de tendance opposée. On y étudiait par exemple les ensembles Presgue
digjoints de chacune de leur image de translation (voir Ruziewicz et Sier-
pifgki [17] et Sierpingki [297) ou hien on démontrait que ¥ final de I'énoncé
du théoréme 1 ne peut pas y &tre remplacé par ¥, (voir Trzeciakiewicz ri,
résultat gqui fut redécouvert par P. Lax (voir Erdos (1], p. 6486); ef.
aussi Seott ¢t Sonneborn [17].

Jan Mycielski

* Voir p. 228.
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Sur les séries lacunaires, Bulletin International de I’Aca-
démie Polonaise des Sciences ef des Lettres, Classe des Sciences
mathématiques et naturelles, Série A, Année 1933, p. 149-154%,

Ce travail eat consacré d Pétnde des propridtés particulidres des géries
orthogonales lacunaires, Déja Weierstrass abtira Dattention sur les pro-
pridtés des séries exponentielles avee des lacunes en utilisant ces séries
pour congtruire des séries non prolongeables par exeraple. Puis, des recher-
ches générales sur les séries lacunaires furent poursuivies, enfre autres,
par Borel, Hadamard et Ostrowski. Vu les rapports connug entre les séries
exponentielles et les séries trigonométriques, il était natursl d’étudier les
séries trigonométriques lacunaires. Banach s’en occupa aussi dans ses
travaux anbérieurs [28] et [29], mais & un point de vue différent de celui
adopté dans le travail qui est Vobjet du présent commentaire. Par contre,
un point de vue analogue fut adopté par Zygmund (voir Zygmund [3]
et [B]) qui démontra, entre autres, les théorémes:

1° 8i la somme des carrés des coefficients d'une gérie trigonométri-
que & grandes lacunes {c’est-a-dire oll ., /1, > ¢ > 1) est convergente,
la somme de cette série est une fonction de elagse LP pour tout » > 1
(il y établit aussi un théoréme plus général n’ayant pas d’analogue dans
le travail de Banach).

2° & la série de Fourier d'une fonction de clagse L oh » =1
est & grandes lacunes, la somme des carrés de ses coefficients est con-
vergente (par suite du théordme 1° la fonction est done de classe L
pour tout p = 1).

Les principaux résultats du travail de Banach congistent dans les
théorémes suivants:

I. Il existe pour tout systéme orthonormal ,(t) une snite particlle
T,(t), que Banach appelle suite lacunaire, telle que la condition

o ; » . —_—
Zaﬁ‘, < 4oo entraine la convergence de la série lacunaire ) a,Z.(%)
=1,

Te=]

suivant les moyennes intégrales en toube puissance p = 1.

IL. Toute fonction feh® ol ¢ =1 gui se laigse développer en une
série lacunaire est de classe A® pour tout p = 1. '

(Pest done une propriété analogue & celle des séries trigonométri-
ques & grandes lacunes.

Des généraligations considérables des résultats contenus dans ce
travail de Banach sont & trouver dans la monographie [1] de Kaczmarz
et Steinhaus. Ces auteurs y envisagent des systdmes orthogonaux la-
cunaires (dans un sens qui y est défini); en particulier, le systéme de
Rademacher en esti un. Or pour certaing systémes ,{f) lacunaires an sens

* Voir p. 234.
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de Kaczmarz et Steinhaus, la suite %,(f) lacunaire au sens de Banach
coincide avec la suite w,(f) toute entiére.

De forty résultats concernant les séries trigonométrigumes, mais ne
se rattachant pas directement an sujet de ce travail de Banach sont dus,
entre autres, & Zygmund [3, 5], Kolmogoroff [1] et Szidon [1, 3,3, 6,81;
ils concernent la convergence en moyenne, la convergence presque
partout et la convergence absolue. Parmi les résultats qui ont un
certain rapport au swjet dont il est question, i est b noter un théoréme
de Wiener sur les séries trigonométrigues & petites lacunes (c'est-
-h-dire  oht wypy, Ny — oo avee k— +oo). Suivant ce théoréme,
si le développement trigonométrigne 2 petites lacunes dune fonetion
feIr est de classe I* sur un segment, on a feI2 BHrdds montra que
le théoréme analogue pour LP ol p >2 est en défaut ef Turin le
prouva par des exemples effectifs pour p > 6. Plus récemment, ces
exemples furent simplifés par Knapowski et méme déja pour tout p > 3.

Z. Zahorski

Sur 1o mesure de Haar, note au livre [6] de Saks, p. 264-272;
traduction russe O wmepe Xaapa, VYcnexm Maremarnweckux Hayw,
punycr 1T, 1936, p. 161-167, et traduction anglaise On Haar’s
measure, note I to the book ,,Theory of the Infegral” by S. Saks,
Monografie Matematyezne VII, 1937, p. 314-319*.

La mesare invriante, introduite par Haar en 1932 dans les groupes
topologiques (voir Haar [1]), devint une noficn aussi fondamentale pour
1la théorie de ces groupes que la mesure de Lebesgue 1’était pour 'analyse.
Antérienrement, on connut des applications d’une mesure invariante
aux groupes de Lie; elle joua également un role esgentiel dans un théoréme
fort important pour la théorie des reprégentations, & savoir dans celui
de Peter et Weyl [1]; Hurwitz [1] commenca & Pappliquer déja en 1894.
La notion de mesure de Haar suscita done d'emblée un vif inbérét, et pla-
sienrs mathématiciens éminents consacrérent leur travaux i cette notion.
La note de Banaeh en fut le premier; il parut presque aussitét aprés celul
de Haar,

Le théorédme de. Haar gur l’existence d™ane mesure invariante par
rapport aux translations dans un groupe topologique fut établi gous
T'hypothése gue ce groupe est nn espace métrique, séparable et localement

* Voir p. 239.
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corpact (voir 'exemple 2 dans la note de Banach, p. 245). Banach géné-
ralisa ce théoréme aux espaces ayant Ia méme structure topologique, mais
dans lesquels la congruence était définie axiomatiquement (dans l'exem-
ple 1 de la méme note, p. 244}, ce qui est un cas essentiellement plus géné-
ral que celui congidéré par Haar. En particulier, déjh le théoréme formulé
dans ’exemple 1 précité implique celui de Haar, mais pas réciproquement.
Notons & ee propos que la condition 4) en est satisfaite en particulier lors-
que le groupe dont il s’agit dans ’exemple 1 se compose d’homéomorphies
équicontinues.

L*hypothése de séparabilité n’est pas essentielle dans la note de
Banach: tous les raisonnements restent valables sans cefte hypothése
§i 'on ¥ entend par compacité la bicompacité au lieu de la compacité
hahbituelle (c¢'est-d-dire définie par la convergence de suites). Plug tard,
le théoréme de Haar fut généralisé aux groupes localement compacts
quelcongnes (y compris les non-métrisables) et complété par le théoréme
gur l'unicité de la mesure de Haar (voir par exemple von Neumann [2],
Halmos {17, chapitre XTI, et Weil [1], § 7, oi1 'on trouve aussi une hiblo-
graphie). :

1’idée directrice de toutes les démonstrations de lexistence de la
mesure en question est au fond la méme. La différence consiste dans le
passage & la limite. Haar choisissait une suite partielle convergente et
faisait un usage esgentiel de I'hypothése de séparabilité. Banach se servait
de la limite généralisée tandis gque dans les généralisations non métrigues
on appliquait le théoréme de Tychonoff. Auneune de ces démonsfrations
n’étaiti effective. Lia premiére démonstration effective de Pexistence de la
mesure de Haar est due & H. Cartan (voir ga note [2] et aussi le livre de
Hewitt et Rogs [1] contenant une vaste bibliographie du sujet).

Le théoréeme de Banach se laisse également généraliser aux espaces
non métriques: il suffit de modifier convenablement 1a condition I; dans
la définition de la convergence (p. 240) et d’appliquer, an lieu de la limite
généralisée, le théoréme de Tychonoff (comme dans le livre de Halmos
[L1, p. 254). La condition I; pourrait éfre modifiée par exemple com-
me suit:

I, {U} étani une classe @ensembles ouverts dont les fermetures sont
compactes et dont Vinersection se rédwit & un point, st pour chaque U de
ecette classe tout enfourage d’un point a contient un tel point x e toul entou-
rage d'un point b contient wn tel point y que w et y appartiennent & wun
méme ensemble congruent avec U, on a a = b.

Ainsi généraligd, le théoréme de Banach implique comme son cas
particulier non seulement le théoréme de Haar pour les groupes, géné-
ralisé comme dans l'exemple 2, mais avssi un théoréme plus général sur
Pexistence d'une mesure invariante localement compacte dans les espaces

Oeuvres 23
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3 struchure uniforme soumis an groupe d’homéomorphies équicontinues —
théoréme que Segal (voir Segal [1], théoréme 7), gui s’cccupait anssi
dn probléme de l'unicité de cette mesure établit plus tard par une
autre voie. .

Loomis [1] démontra Pexistence et l'unicité de toute mesure qui
est 1a méme pour les ensembles congruents, en regardant comme engembles
congruents seulement les sphéres pleines compactes de rayon égal gituées
dans les espaces métriques assujettis A la condition supplémentaire que
les sphéres de rayon égal s’y laissent toujours couvrir par un méme n‘ombre
de sphéres de rayon z quelconque fixé d’avance. La démonstration de
Loomis est effective. Cependant, la congruence chez Loomis et celle chez
Banach ne sont pas comparables, les axiomes I,-I; de Banach n’enfrai-
nant guére la congruence entre les sphéres d’'un méme rayon. Flus encore,
3 cette épogue Banach ne pouvait pas admettre I’hypothése de ce genre
gl voulait appliquer son théoréme aux groupes. L'admission de cebbe
hypothdse pour les groupes topologiques avec congruence définie par les
translations ne devint possible que lors de la publication en 1936 du théo-
réme de Kalutani [17] sur Pexistence d'une mesure invariante.

A. Goelz

— et 8. Mazur, Uber mebrdeutige stetige Abbildungen, Stu-
dia Mathematica 5 (1934), p. 174-178%*.

L'étude des homéomorphies locales prit naissance damns la théorie
des surfaces de Riemann des fonctions analytiqaes et, plus généralement
(voir Weyl [1], p. 47), dans celle des surfaces couvrantes (,,Uberlagerungs-
flichen*). Liorsque, X et ¥ étant des espaces topologiques, X est pour ¥
un egpace couvrant, il existe une homéomorphie locale f: X — ¥. Un
des problémes de cette théorie et celui des conditions pour gue la surface
couvrante soit unifolide (,einblittrig®) ou, en d’aufres termes, pour que
Ihoméomorphie locale f soit nne homéomorphie tout court. Le théoréme
2 du travail commenté apporte de telles conditions.

 Dans le méme ordre d’idées, quatre théorémes suivants furent connug
an moment de la publication de ce travail:

TRAEOREME DI CARATHEODORY BT Ravemacurs ([1], Satz II). Soit f
un¢ fonetion transformant une région plane X simplement connexe en
une région plane ¥ d’une maniére continue, localement biunivogue et

* Veir p.-246.
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telle que les ensembles isolés se transforment en engembles isolés. Alors

la fonetion f est biunivoque dans X tout entier et la région Y est anss
simplement connexe.

THEOREME DE STOTLOV ([1], §2, §3 p. 231 et § 6 p. 234). Soient X
et ¥ des espaces topologiques connexes par ares, ¥ étant en outre
tel que tonte cowbe simple fermée 8y laisgse déformer d’une fagon
continue en un point. Alors toute fonction f transformant X en ¥
d’une maniére continue, localement biunivoque et telle que les ensembles
isolés se trouvent transformés par F en ensembles isolés (hypothése
qui se laisse affaibliv pour X et ¥ méiriques; voir loco ecit. 20) esb
une hoeméomorphie, '

Tmforiye DE H. CARTAN ([1], p. 89, corollaire du théordme I;
les définitions ibidem). Soit T ume transformation localement topolo-
gique dans un domaine D et qui le transforme en un domaine
intérieur & un domaine simplement connexe A. Si T ne posséde aucun

chemin de détermination, elle est une transformation bienivoque
de D en A.

THEOREME D'EILENBERG ([1], p. 42, théoréme I1). Toute trans-
formation localement homéomorphe f d*un continu connexe par .ares X
en un continu ¥ dont le groupe fondamental disparait est une homéo-
morphie.

Le théoréme 2 du travail commenté se distingune de ces rézultats
par la simplicité de la manidre dont il est formulé et par la généralité des
hypotheses. L’hypothése («) équivaut 4 la connexité par arcs (voir Kura-
towski [6], p. 182) et I'hypothése (B) coincide pour les espaces connexes
par arcs & D'évanounissement de leur groupe fondamental, propriété dite
aussi leur connexité simple {voir Pontryagin {1], p. 3486).

A la méme série de théorémes se rattachent ceux, bien plus précoces,
de Kérekjarto [1] (p. 313, Satz TIT et p. 317, Satz VI) dans leggquels
le théoréme précité de Carathéodory et Rademacher fut géndralisé anx
fonctions pluriveques & plurivocité finie, :

Le théoréme 1 du travail commenté joue le rdle d'un lemme et peut
étre regardé comme un théordme sur les sélecteurs continus. F étant
une fonction plurivoque définie dans un espace topologique X, on en
appelle sélecieur continu toute fonction f continue et telle que f(x)eF ()
pour tout e X et on entend d’habitude par la continuité de F'(x) Uexistence,
pour toute suite de points z,eX.

C’est la théorie des espaces fibrés (voir par exemple Steenrod an
qui egt la branche de la topologie consacrée & wune étude méthodigne
de Dexistence des sélecteurs continus. Deg recherches plus générales
furent abordées par Michael [1].

J. Mioduszewski
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Sur un théoréme de M. Sierpinski, Fundamenta Mathematicae
25 (1935), p. b et 6%*.

Os travail contient une démonstration simplifiée d'un théoréme de
Sierpinski sur les superpositions de fonetions (voir Bierpinski [11]).

Tes résultats ultérienrs sur ce sujet sont dus a Sierpiriski [17] qui
démontra que toute fonction de plusienrs variables f(w,...,®,) st
représentable par superposition d’un nombre fini, soit &, de fonctions de
deux variables (2, &n) oU b=l 0k b=1,..,nebm=1,...,m

Plus récent est le théordme de Fof (voir g [1]) d’aprés lequel pour
toute suite de fonctions fy (24, #,, - -, #,) OU le nombre total de variables
nest pas supposé fini, il existe une fonction p de deux variables telle que
chacune des fonctions f, est une superposition de fonctions de la forme
{5 Daz) -

S. Hartman et W. Nitka

The Lebesgue integral in abstract spaces, annexe du livre
6] de Sakg**.

Ttidée de construire intégrale du type de celle de Lebesgue sans
introduire au préalable la notion de megure d’ensemble est relativement
précoce (voir par exemple Bourbaki [1], note historique). Banach n’était
pas le premier & déduire la notion de megure de celle d’intégrale et non
pas la notion d’intégrale de celle de mesure. Son fravail qui est I'objet
de ce commentaire différe d’ailleurs de 'oeuvre capitale de Lebesgue non
seulement par la méthode, mais aussi par le degré de la généralité (ce
qui est exprimé déja dans le titre). A cet égard, Banach ne prétendait
pas & la priorité, comme le montrent les renvois du débuts relatifs aux
pages du livre de Saks (dont le travail en question de Banach est une an-
nexe) sur lesquelles on trouve les noms des auteurs et les renvois & la
‘bibliographie de leurs publications recueillie & la fin du livre. Pour les
plug importantes de ces publications et qui se rattachent plus étroite-
ment & ce commentaire, voir Daniell [1], Hahn [3], Nikodym [1] et
Radon [1].

Quant & la construction de 'intégrale ne g’appuyant pas sur la théorie
de la mesure, Banach ne fait aucune mention des idées antérienres. On
peut done en conclure qu’il les ignorait. Une autre preuve que Banach
n’était pas inspiré par des fravaux antérieurs est que sa solution du pro-

* Voir p. 250.
** Voir p. 252.
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bléme qu'il se posa différe distinctement de ces travanx. La tentative
qui suit a pour bubt de montrer en quoi consiste ce caractére distinctif
et de clasger le travail en question de Banach dans la longue série des
publications comprenant les travaux antérieurs et postérieurs au sien
et consacrées & la notion apriorique d’intégrale — bien entendu sans
chercher & mentionner toutes ses publications et tontes les variantes des
méthodes fondamentales.

C'est Daniell qui est considéré d’habitude comme 1'autenr de la théo-
rie de ,l'intégrale sans la mesure® (intégrale de Daniell). Son fravail [2]
confient un exposé complet de cefte théorie dans I'espace abstrait. Il
¥ ingiste particulidrement sur 'indépendance de sa méthode de la nature
des éléments de l'espace: sa méthode est libre de la géométrie. 11 faut
cependant, du point de vue actuel, attribuer autant d’importance i ce
quw’elle est & la foig libre de la théorie d’'une mesure a priori, car une telle
méthode s’accorde mieux avec l’analyse fonctionnelle contemporaine et
g'avére particuliérement avantageunse lorsqu’il g’agit d’étendre la notion
d’intégrale & parfir des classes plus restreintes aux classes plug vastes
de fonetions, et surtout lorsqu’il est question de construire l'intégrale et
Ia mesure dans les espaces localement compacts (voir plus loin). En omet-
tant la construction de lintégrale de Stieltjex généralizde, qui ne nous
intéresse pas ici, le travail de Daniell peut &fre résumé comme il suib:

Une classe Iinéaire T, de fonetions réelles, définies dans un espace et
contenant, avec tout couple de fonctions f, et f, les fonctions max(f, f)
et min(f,, f,), étant donnée, goit T une opération linéaire positive (c'est-
-b-dire telle que f -0 partont entraine U (f) == 0), définie dans T, et agsn-
jettie &4 la condition

(#) 81 faeTqy fo = fop pour 7 =1, 2, ... et im f, = 0 partont, on a

T—00

lim U(f,) = 0.

On définit alorg, pour les fonctions de la clasge T, & savolr pour les
limites des suites {f,} non décroizsantes de fonctions de la classe Ty,
Vintégrale I comme lim U(f,), qui peut &tre égale & oo, Cefte défini-

o0

tion est univoque. On définit ensuite, pour une fonetion f arbitraire, la
demi-intégrale supérieure I (f) comme la borne inférieure des intégrales de
fonctions de la clasge T, qui sont des majorantes de f. Lorsque I(f)
=1 (—f) et [i {f)] < oo, la fonction f s’appelle sommable et on admet
I {f) comme gon intégrale I(f). Bn prenant pour T, la classe des fonctions
continues dansg un intervalle et pour U l'intégrale ordinaire, I(f) est celle
de Lebesgue.

Daniell fait remarquer que le résultat est le méme si T, est par exem-
ple la classe des fonctions constantes par intervalles. T1 est toutefois facile
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d’apercevoir que la démonstration en comporterait des difficultés techmi-
ques. Par confre, en modifiant le mode de procéder de Damiell de facom
& introduire & part, pour les foncbions définies dans un gegment de droite
(on plus généralement, dans un cube & » dimensions), la notion d’ensemble
de mesure nulle et puis & considérer une fonetion non négative f comme
'intégrable lorsqu’on a pour une suite croissante {f,} de fonctions constantes
par intervalles f,, — f presque partout et Hm If(n) = I{f) < oo, le chemin
=00

conduisant & intiégrale de Lebesgue se trouve abrégé considérablerent.
Cette méthode revient & F. Riesz. Elle egt exposde dang le livre de lui
et Nagy [17], mais elle fut introduite déji dans la publication [1] de F. Riesz
de 1920, bien gque sous une forme un peu différente. 11 y mentionna l'in-
tégrale de Daniell et indiqua la facon de mettre d’accord la méthode de
convergence presgue partout avec la congtruction abstraite de Daniell.
Il g’agit d'introduire un suceddandé convenable de ensemble de mesure
nulle. ¥. Riesz proposa de considérer comme tel tout ensemble B pour
lequel it existe damns la clagse T, une guite {f,} de fonctions non négatives
convergeant daus E vers U'infini et telle que la suite {U(f,)} est bornde.

Le travail [1] de F. Riesz a la forme d’une lettre & .G. Mittag-Leffler.
L'auteur y cite au début quelques méthodes antérieures pour introduire
Pintégrale de Lebesgue et dont il attribue & Borel (1910) lidée de constru-
c¢tion, non fondée sur la notion de mesure, bien que Borel n’elit pas dé-
veloppé cette idée, Il y rappelle aussi que W. I. Young introduisit dans
ges travaux [1] et [2] une notion d’intégrale basée sur denx passages 3 la
limite successifs, monotones et partant soit des fonctions continues, soit
des fonctions constantes par intervalles. Les denx méthodes en question
furent exposées encore une fois dans son travail [3] et généralisées aux
intégrales du type de celles de Stieltjes. Aingi, on peut trouver déja chez
W. H. Young Vidée de Ia théorie apriorique de lintégrale (il est vrai
que sculement dans E") et méme une esquisse des moyens techniqueg,
perfectionnés plus tard par Daniell et F. Riesz. Cependant, ce ne furent
senlement que Daniell qui les appligua au cas abstrait et F. Riesz qui
les introduisit dans la comstruction des suites convergentes presque par-
tout en épargmant par cela un passage 3 la limite.

Dans leur livre [1), Riesz et Nagy résumérent succintement la théorie
de Young en se servant du théoréme d’aprés lequel linfégrale inférisure
de Darboux d'une fonction bornée et semicontinue inférienrement I est
une limite des intégrales de fonctions continues f,, pourvu que Futf
On peut done expliquer comme suit en termes des intégrales de Darboux
la construction décrite dans le travail [1] de W. TL. Young: f étant une
fonction bornée, définie dans un segment de droite, on définit deux nom-
bres, & savoir les bornes inférieure et supérieure des intégrales de Dar-
boux de toutes les fonctions bornées g = f et g < f respectivement, et
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on appelle Ia fonetion f intégrable lorsque les denx nombres coineident;
pour les fonctions non bornées, on définit Iintégrabilité et Vintégrale
& Paide des fonctiong tronquées.

La théorie exposée dans le travail de Banach g'approche de celle de
Daniell. Elle en différe par une autre axiomatisation de la classe Tondsa-
mentale T, et de Vopération U. Au lieu de (%), c’est la condition suivante
(fiy) qui doit é&tre satisfaite (les notations y étant convenablement modi-
fides): fac Ty, pedy, |ful < ppourn =1,2,... et limf, = 0 partout entrai-

T
nent Nm U7 (f,) = 0. Cest évidemment une condifion & la foig plus forte

Hezoa

et qui anticipe en partie la propriété de 'intégrale de Lebesgne, contenue
dans son théoreme sur la convergence majorée. La condition (ii;) équi-
vaut 4 une antre condition que Banach désigne par (ii;) et dont il se sert
dans les démonstrations. La classe intermédiaire 7, du travail précité
[2] de Daniell est alors & remplacer méthodiquement par celle des fonctions
qui sont des limites inférienres des snites de fonctions de la alasse 7',
minorées par une fonction appartenant également 3 7,. Aussi bien dans
la théorie de Daniell gue dans celle de Banach, on a deux théorémes
classiques de la théorie de Pintégrale lebesguienne, & savoir Pun sur Pinté-
gration des suites monotones et Pautre sur celle des suites convergentes
de fonctions majorées par une fonetion intégrable. Or la fonetionnelle
linéaire construite est, pour la classe des fonctions intégrables, la seule
qui satisfalt an premier de ces théorémes (pour 'intégrale de Daniell)
et au second (pour celle de Banach) et qui coincide dans la clagse T, avec
la fonctionnelle U7. En outre, il est facile de montrer que si la classe T,
et la fonetionnelle U satisfont aux conditions de Banach, la méthode da-
niellienne des suites monotones appliquée & cette classe et & cette fonction-
nelle conduit & la méme classe des fonctions intégrables gue la méthode
de Banach ef, évidemment, & la méme intégrale. Autant que le sache
Pautenr de ce commentaire, la méthode de Banach ne fut pas usitde
ultériewrement dang des cours et monographies sur la théorie de
Uintégrale.

Dang la seconde partie dn méme travail de Banach, la théorie géné-
rale est appliquée au cas d’un espace métrique compaet arbitraire K,
(Pest la classe C(K)} de toubes leg fonctions continnes qui est prise alors
pouwr T, et one fonectionnelle positive arbitraire, définie dans O(K) joue
le role de U. Il ne g’agit que de montrer que U satisfait 4 la condition
(ii;). Banach ls déduit des théorémes généraux sur la convergence faible
contenus dans son livre [38]. On voit ici un désavantage de la méthode
de Banach vig & vis de celle de Daniell: ¢’est que la démonstration de la
condition (+) ponr les fonctions continues dans un espace métrique com-
pact queleonque et pour une fonctionnelle linédaire (continue) arbitraire
est bien plus sgimple et tout & fait élémentaire.
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Quant h 'intégration dans des espaces topologiques, on ne se borne
pag dans les cours et monographies modernes qu’aux espaces compacts.
Le développement de Panalyse moderne a mis particulitrement en relief
1e T6le des espaces localement compacts, netion que Banach ne faisait
pas encore intervenir. 11 semble néanmoins que ¢e fub lui le premier qui
porta juste au degré de généralité le plus actuel i cette époque, tandis
que ses prédécessenrs ne sortaient pas, en spéeialisant la consfruction
abstraite de 1'intégrale, en dehors du cag de cube euclidien &4 #» dimensiong.
Or Dextension de la construction aux espaces (de Hausdorff) localement
compacts n’exige 4 peine que des soins techniques: on ne prend plus pour
T, la classe de toutes les fonctions continues, mais celle, désignée par I,
des fonctions continues ayant des supports compacts. C’est ainsi que
1a théorie de I'intégrale dans les espaces localement compacts fut exposée
par exemple dang les livres [1] de Bourbaki, [2] de Loomis et [1] de Nai-
mark dont les auteurs se servent cependant de la construction de Daniell
ot non pas de celle de Banach.

Sous un rapport encore la seconde partie du travail de Banach est
un pen anachronigue au point de vue d’aujourd’hui: ¢’est que le probléme
y est réduit aun cas d’espaces métriques. Dans les espaces (de Hansdorff)
localement compacts sans deuxitme axiome de dénombrabilité, Iemploi
des suites {au sens classique} n’est pas le plus naturel, car la fonetion carac-
téristique d’un engemble ouvert peut ne pas y éire limite d’une suite
croigsante {ordinaire) de fonctions de la classe L. Cest pourquoi dans le
livre [1] de Bourbaki et dans celui [2] de Loomis, ce sont les suites au
seng de Moore et Smith qui furent employées. La condition (*) pour la
clagse L et pour la fonctionnelle positive U définie dans I prend, aprds
une modification convenable, la forme suivante:

(%) Bi A est un ensemble filtrant, f, L pour tout acA et inff,(x) =0

aeA

pour fiout », on & inf U(f,) = 0.
aed

On peut aussi envisager les intégrales et les mesnres non-positives,
c’est-a-dire provenant des fonctionnelles lindaires définies dans L et pas
néeessairement; pogitives (voir Bourbaki {1]). On postule alors que la
fonctionnelle U soit continune snivant la topologie de convergence uni-
forme sur les compacts. Cette condition enfraine (#+) et elle est satisfaite
en particulier pour toute fonetionnelle positive. Le role de 1a classe inter-
médiaire T, est joué par celle deg fonctions semi-continues inférienrement.
La construction de 'intégrale y est en principe pareille 3 celle de Daniell;
cependant le résultat final n'en est. pas engemble des fonctions intégrables
individuelles, mais l’espace L, auxquel on parvient comme il suit: on
définit une fonctionelle I(f) pour toutes les fonctions f non-négatives
(et qui peuvent prendre aussi la valeur oo) en posant f(f) = infl(g)
pour g =f et geT,, ult I(g) est Pintiégrale définie an préalable dans Ty
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par un prolongement de la fonctionnelle I'; puis, on introduit espace
des fonetions f pour lesquelles I(|f]) < oo et on en forme un espace métri-
que avec la norme I(|f]} & Vaide de 1a division par la relation d’équivalence
I{|f—g|) = 0; entin, on définit L, comme adhérence de I dans cet egpace.
Toute la construction se laisse effectuer également, méme sans le deu-
xiéme axiome de dénombrabilité, exactement par la méthode de Daniell,
c'est-a-dire & l'aide des suites monotones ordinaires i partir des fonctions
continues. La différence entre les deux méthodes est analysée en détail
dans le livre de Bourbaki [1]. D'un facon générale, la méthode de Daniell
fournit moins de fonctions intégrableg, car la fonctionnelle 7 construite
% aide de suites monotones peut étre plus grande que celle construite
A l'aide de suites de Moore et Smith. Néanmoins Pespace des fonctions
intégrables, construite par cette voie, est isomorphe & lespace L., tout
ensemble de fonetions équivalentes, qui est un point de I,, contenant
une fonction intégrable au sens de Daniell,

L’autre agpect du travail de Banach, & savoir la généralisation de
l'intégrale aux ensembles abstraits, a été en partie commenté déjd 4 pro-
pos du probléme de la notion apriorique d'intégrale. Les deux aspects
ne se trouvent pas en interdépendance étroite, car non seulement
lintégrale lebesguienne classigue se laisse construire pax la méthode
apriorique, mais angsi 'intégrale abgtraite peut &tre basée sur la théorie
de la mesure, pourvu que cette théorie soit traitée aveec une généralité
suffisante. ‘

Il semble que c’est Fréchet (voir Fréchet [2]) qui £ut le premier
& attirer 'attention sur la possibilité de D'intégration dans des espaces
abstraits, bien que Radon se fOt affranchi avant lui (dans son travail
connu [1]) de la mesure basée sur la longueur ou sur ile volume
et et introduit les aingi dites fonctions -d’engemble absolument ad-
ditives dans E* (c’est-d-dire des mesures dénombrablement additiver)
dont il congtruigit engnite Vintégrale par la méthode géométrique de
Lebesgue.

Hahn [2] définit autrement que par la méthode de Lebesgne l'inté-
grale abstraite d’une fonetion bornde f par rapport 4 une mesure o-addi-
tive ¢ donnde, 4 savoir en entendant par cette intégrale une fonction d’en-
semble M agsujettie 4 la condition que ¢ <f<o¢" dans M entraine

op(M) < [ f < 0" p(M).

On connajt bien la théorie générale de la mesure de Carathéodory,
exposée par exemple dans son livre [1] ef dans ceux de Berberian [1]
et de Halmos [1]. Son trait fondamental est que la mesure exté-
risure y est axiomatisée, ce qui permet de définir la notion d’ensemble
mesurable et de démontrer que les ensembles mesurables const?tuant
un ¢-anneau.
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Enfin, dans d’innombrables publications contemporaines de la théo-
rie de la mesure et de celle des probabilités, la mesure et le corps des soms-
-ensembles mesurables d'un egpace congidérd, qui peut-dire tout i fait
abstrait, sont donnés d’avance. La notion d’intégrale d’une fonetion réelle
ou complexe par rapport & une telle mesure se laisse construire sang
auncune difficulté (voir par exemple le chapifre I du livre [6] de Saks).
Llextension de la notion d’intégrale aux fonctions ayant leurs valeury
dans un egpace lindaire normé quelcongue fait Vobjet d’une littérature
4 part et ne sera pas envisagée ici.

La troigiéme partie du travail de Banach fut consacrée & application
de la théorie de l'intégrale exposée par lui  la boule-unité H dans I'egpace
{2. Banach traita H comme un gong-ensemble de la puigsance dénombrahle
du segment J = [0,1], & laquelle ’appliquent leg théorémes établis dang
la seconde partie de son travail, cet espace étant compact. Grice 4 cefte
méthode, toutes les mesures boreliennes non négatives dans H se laissent
décéler comme celles qui correspondent aux suites de fonctionnelles li-
néairves positives, définies pour les fonctions continues de w;, de x,, Doy ey
de @y, ..., By ... (@ed, i <1), ces fonctionnelles étant compatibles
denx 4 deux.

A cette époque, la théorie des mesures dans les produits cartésiens
n'était pas encore développée. Banach contribua lui-méme dans un de
ses derniers travaux a I’épanouissement de cette théorie (voir [54a]).
Au point de vue actuel, les mesures dont il est question dans la troisitme
partie du travail faisant objet de ce commentaire sont une rélativisation
des mesures boreliennes dans J™ & Pensemble H. II résulte des théorémes
connus sur les produits de mesures (voir par exemple Bourbaki [17, p. 99}
que les mesures boreliennes positives dans les puissances finles du
segment J, pourvn que la condition de leur compatibilité soit respectie,
déterminent une megure-produit dans J™. En la relativigant & DPensernble
H, on a une mesure borelienne dans H en tant que dans un gous-ensemble
de D'espace 2, car la transformation de H < 2 en H < JN par lidentité
egt continue, done mesurable B dans les deux sens réciproques. Evidem-
ment, toute mesure borelienne non négative dans H peut dtre obtenue
par cefite voie.

I1 est & remarquer & ce propos que les théordmes sur les mesures dans
les produwits d’espaces compacts furent généralisés plus tard par Max-
czewski [7] grice 4 sa conception abstraite de la condition assurant la
possibilité d’approcher les ensembles mesurables par leurs gsous-ensembles
compacts, Les megures satisfaisant & la forme abstraite de cette condition,
dites mesures sompactes, furent ensuite étudides et généralisdes davantage
par d’autres auteurs (voir par exemple Ryll-Nardzewski 1mn

8. Hartman
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Sur la diveryence des séries orthogonales, Studia Mathematica
9 (1940), p. 139-155*,

Ce travail concerne le probléme de la divergence des sommes partielles
de séries orthogonales, en particulier dans l’espace fonctionnel L0, 1).
Le probléme en question est envisagé pour une suibe arbitraire {Cp}el?
de coefficients. Les démonstrations des théorémes contenu dans ce tra-
vail procédent par la, méthode de catégorie (voir le commentaire au tra-
vail [34], ce volume, p. 348) efi n’indiquent pas explicitement le mode
de construction du systéme orthogonal {g,(¢)} ayant les propriétés requises.

Le cas particulier du théordme ITI, mentionné par Banach p. 262,
a savoir Pexistence pour toute fonction non nulle feZ2(0, 1) d’un systéme
orthonormal complet et tel que les sommes partielles s,(t) du dévelop-
pement de la fonction fen série snivant ce systéme satisfont presque partout

a la condition m{sn(t)l == oo, fub aussi établi indépendamment par
N—o0
Talalyan ([1] et [2]) quelgues anndes plus tard.
J. Musielak

(Publication posthume) On measures in independent fields,
Studia Mathematica 10 (1948), p. 159-177%*,

Ce travail de Banach, rédigé et complété par S. Hartman d’aprés
des fragments manuscrits datant de 1940, est intimemenf lié aux re-
cherches de Marczewski [3-6] sur lindépendance des ensembles,
smr celle des corps d’ensembles et sur l'indépendance stochastique des
mesures (pour le détail, voir article synthétique de Marczewski [5]).

Le principal théoréme du travail, et qui est la solution affirmative
d'un probléme pogé par Marczewski [6], constitue une géndralisation dua
théoréme snivant sur Pexistence des mesures spéciales x* dans les produits
caridsiens: ‘

Iindice j§ parcourant un ensemble J arbitraire, soit n; une megure
dénombrablement additive, définie dans un corps dénombrablement
additit M, de goug-engembles de ’espace X; ef telle que ,:,;,—(,IX;) =1.
Alors, il existe exactement une mesure dénombrablement additive wu*,
définie dans le plus petit corps dénombrablement additif M d’ensembles

* Voir p. 262,
*# Voir p. 275.
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qui contient tous les sous-ensembles 4 de I'espace X = jPXJ de la forme
&

() A =P 4; ol 4;¢ M; pour tous jeJ et 4; = X; sauf pour un nombre
feJ
fini de valeurs de j
et qui satisfait pour tout 4 de la forme (x) & ’égalité

atd) = [ w4y,

Je

Hn effet, envisageons pour fout jeJ enserble A7 de tous les points
meX dont j-éme coordonnée appartient & 4; et le corps dénombrablement
additif M de tous les ensembles A7 tels que 4;¢ M;. Or la famille de
tous les corps M’;k olt jeJ est dénombrablement indépendante. En appli-
quant le théoréme de Banach & cette famille et aux mesures engendrdes
d'une fagon naturelle dans chacun d’eux, on obtient le théoréme sur
T'existence de mesures u* dans les produits cartésiens.

Sherman [1] et Sikorski [4] montrérent indépendamment Pun de
autre que, réciproquement, le théoréme de Banach peut étre déduit
du théoréme sur lexistence de mesures p* dans les produits cartésiens.
Ils remarquérent qu’étant donné und famille dénombrablement indé-
pendante de corps dénombrablement additifs d’ensembles, il existe tou-
jours une famille de corps M, définie cornme plus haut et felle que la
tamille M; est isomorphe & la famille donnée.

On envisagen aussi des tentatives de généraliser le théoréme de Ba-
nach par ’affaiblissement de ’hypothése d'indépendance entre lex corps
d’ensembles. Ainsi, dans le théoréme de Marczewski sur le prolongement
de mesures additives, rappelé aun début du travail de Banach, hypothése
d'indépendance peunt étre remplacée par celle de presque-indépendance,
4 savoir que lintersection d'une suite finie quelcongque d’ensembles de
mesure positive choisis dans des corps différents ne soit pag vide (voir
Marczewski [5] et [6]). Le probléme simpose done si le théordme de
Banach subsiste lorsqu’on y remplace I’hypothése d’indépendance dénom-
brable entre les corps d'ensembles par cells de presque-indépendance
dénombrable entre ces corps, définie d’une manidre analogue. Helson [1]
résolut ce probléme par la négative déja pour la presque-indépendance
entre deux corps et Marczewski [6] montra que la réponse est affirmative
lorsque tous les corps, ou bien tous sanf un seul, sont finis.

La notion d’indépendance et celle d’indépendance dénombrable se
généralisent d'une fagon naturelle aux familles de soms-corps dun.
corps de Boole fixé d’avance. Le fthéoréme de Marczewski, rappelé par
Banach au déhut de son travail commenté ici, reste vrai aussi pour les
corps de Boole. Sikorski (5] montra que le théoréme de Banach est en
défaut pour les familles dénombrablement indépendantes de mous-corps
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dénombrablement additifs d’un corps de Boole dénombrablement additif
(déja pour wune famille composée de deux sous-algdbres). A l'aide
de la notion d’indépendance dénombrable dune famille de COI'DS,
Sikorski [3] définit les notions de produits cartésiens minimam ef maxi-
mum d'une famille de corps de Bools dénombrablement additifs et
montra que le théordme sur Pexistence de la mesure u* dans les produits
cartésiens est vrai pour le produit maximum sans Pétre pour le produit
minimum.

E. Sikorski

(Publication posthume) Sur la mprésenmtibn des fonections
tndépendantes d Uaide des fonctions de variables distinctes, Collo-
quium Mathematicum 1, (1948), p. 109-121%*,

Ce travail fut recongtruit par 8. Hartman et B. Marczewski d’apres
une notice manuserite de Banach infitulée ,,Fonctions indépendantes®
el contenant plusieurs résultats sans démonstration. La tdche des rédac-
teurs était celle de préciser les termes et d'ajouter les démonstrations
détaillées, La notion de fonetions (stochastiquement) indépendantes fut
introduite en 1933 par Kolmogoroff [2] et en 19386, 4 l'aide d’une défi-
nition modifiée, par Kac et Steinhaus (voir Kac [2]}. Le buf en était de
préciser la notion intuitive d’indépendance employée depuis longtemps
par leg probabilistes. Les fonctions indépendantes se révélérent un instru-
ment extrémement utile et leur role devint fondamental dans la théorie
moderne deg probabilitées.

Dans le travail en guestion, denx fonctions indépendantes, f et g,
définies dang lintervalle 0 <C @ <C 1, s’appellent représentables biazialement
lorsqu’il existe deux couples de fonctions, & savoir des fonctions & = ¢(2)
et y = w(¢) transformant cet intervalle en carré-unité et conservant la
mesure, en méme temps que des fonctions mesurables F(x) et G(x) telle
que f(t) = F(p(t)) et g(t) = G(p()}- La conservation de la mesure par
la transformation (rp (1), w(#)) de l'intervalle lindaire en un carré signifie
que, pour tout ensemble borélien M situé dang ce carré, la megure
(lindaire) lebesguienne de Vensemble {i: (@(f), p(t))e M} est egale & la
mesure (plane) de Pensemble M.

Banach posa le probléme: quelles sont les conditions pour que les
fonctions indépendantes soient représentables biaxialement? Il en trouva

* Voir p. 296.
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deux suffisantes: une que ces fonctions aient leg distributrices continues
et I’autre qu’elles ne premnent qu'un ensemble dénombrable des valeurs,
sauf dang les points d’un ensemble de mesure nulle, En outre, Banach
donna un simple exemple de fonections indépendantes n’ayant pas de
représentation biaxiale. L'extension du probléme # wn systéme arbi-
trairement nombreux de fonctions indépendanfes ne comporte pas de
difficulté.

La tendance évidente de Banach fut de représenter les fonctions indé-
pendantes par des fonctions de variables distinctes et de ramener aingi
I'indépendance au cas le plus simple ot l'une des fonctions f(w, ¥) et
gz, ¥) ne dépend que de la variable # et 'autre — que de la varizble y.
A cefte dpoque, la théorie générale des mesures dans les produits carté-
giens, due 4 Daniell, Kolmogoreff, Ulam, Halmos, Marczewski et autres,
n’était qu'd ses débuts et peun familiére aux mathématiciens par suite des
conditions de la guerre. Banach fut lui-méme l'auteur de 1'un des prin-
cipaux théorédmes de cette théorie (ef. som travail [54a]), madis en
écrivant la notice dont il est guestion ici, son attention se tenait
manifestement & des notions antérieunres de la théorie des fonctions
réalles, comme celles de mesure lebesguienne et de tramsformation type
péanien, qui étaient alors particulidrement familigres & l'école mathéma-
tigne polonaise.

Or le développerent ultérieur du caleul des probabilités montra
quil n'y a pas d’inférét & se bormer aux fonctions indépendantes par
rapport & la mesure de Lebesgue et définies dans un segment de droite,
mals qu’il vaut mieux d’envisager les fonctions indépendantes dang un
espace arbitraire muni d’une mesure finie dénombrablement additive
et gu’en renongant & la mesure lebesguienne, on peut toujours considérer
les fonctions indépendantes comme celles de variables distinetes, quoique
dans un sens différent de celui de Banach. Les fonctions réelles f,(#),
fa(®), ... étant stochastiquement indépendantes par rapport & une mesure
u« dans U'egpace de la variable ¢, on peut notamment considérer sur leg axes
réelles Xy, X,,... les mesures u, engendrées par ces fonctions en posant
(M) = u{fx (M) pour tout ensemble bordlien M < X,. Alors leg fonc-
tions F,, définies dans le produit cartésien X x X,x... par la formule
(e, e,y ...) = 2, dépendent des variableg distinetes et lenrs distributri-
ceg coincident avec celles des fonctions f, (of. van Kampen [1]). Awn point
de vue du caleul des probabilités, le probléme est régolu, vo que tout
systéme de fonetions (variables aléatoires) peut &fre remplacé par un autre
ayant les mémes distributrices & plusieurs dimensions.

Il est & remarquer que f(#) et g () éiant des fonctions indépendantes
définies dans un segment de droife, il existe toujours des fonctions I (¢)
et @(t) ayant la méme distributrice & 2 dimensions et représentables
biaxialement an sens de Banach. Telles sont par exemple les fonctions
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F{ I:f(rp(t).) et G(4) = g{p(t)) ot ¢ et ¢ forment un couple péanien de
fonctions qui transforme le segment rectiligne en un carré et congerve la
mesure.

_ Le problérr'le de Banach est intéressant anssi pour Ia théorie des fone-
tions d’une variable réelle. Or il nlest Pas résoln d’une maniére compléte.

Les remarques qui précédent ne le concernent qu’s 'dgard de la théorie
moderne des probabilités.

8. Hartman





