Sur la divergence des séries ‘orthogonales™

Introduction

Soit & Tensemble formé par tomtes les suites {@ ()} orthogonales
et normées dans lintervalle (0,1). La distance de deux suites {g:(1)},
{9;(t)} appartenant & l'ensemble & sera définie par

S s (8) — s ()l
e 2% 1+ [l ) — pel )]

L’ensemble ¥ est alors un espace métrique, complet et séparable.
Dans ce Mémoire, nous démeontrons les théorémes suivants:
TatorimME L. L'ensemble P des swites complites {p, (1)} eF

semble G, partout de lo seconde caiégorie dans F.

Par conséquent, l'ensemble des suifes incompléfies est un ensemble

F, de la premidre catégorie.

Tukortme IL 89 {e;} est une suite numérique donnde, lelle que

D6} << oa, alors deux cas seulement sont possibles:

1) la série 20{(}0{“)

{r:(0)}T;

2) Pensemble Q des swites {p(t)}}«F

a presque partout

({'Pi Bt {walt)

o lpl = ([ e2ma)”
L

est un en-

est presque partout convergente pour chague suile

pour chacune des lesquelles on

Ei_jemmi = o0

est un ensemble Gy partout de Ta seconde catégorie dans 5.

TagortmMe 1T 8i F est un ensemble semi-compact dans (L7), alors
Vensemble B des suiles {p;(£)} ¢ ¥ telles que Uon a pour chague fonction f(1) e
non nulle

I | 3ou(t) [f0)elt) ) = o0

presque partout, est un ensemble Gy partout de TT-¢ catégorie dans F.

* Commenté sur p. 363.
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On peut citer comme exemnples d’ensembles semi-compacts dans
(L*): Pensemble des fonctions possédant une derivée continue, P’ensemble
des fonctions satisfaisant & une condition de Lipschitz, Pensemble des
fonctions & variation bornée, efe.

Des théorémes I et IIT il résulte en particulier qu’il existe dams &
des guites compléfes donmant pour chaque fonetion & wvariation bornéde
un développement presque partout divergent de maniére que la suite des
sommes partielles est presgue partout non hornée.

On pent étandre les théoremes IT ef III & de diverses méthodes de
sommation, par exemple 4 celles de M. Toeplitz; Jes démonstrations
subgistent sans changemenfs essentisls.

§4
Démongtration du théoréme I. Posons

1) [2 ( f pult) ' dt)’ > [ (tyai—

‘Pn} i=

1
TI (k1 =1,2,...).

Les ensembles P{k, [) sont ouverts ef on a

ﬁp(k D).

Par conséquent, P est un ensemble G4. Reste & prouver que ceb en-
semble est partout dense dans F.

Soient {u;(t)} une suite appartenant &% ¥ et p mn nombre positif.
Désignons par » un entier tel que 27" < p. Il existe évidemment une suite
compldte {g;({)} <P dont les » premiers ferms coincident avec ceux de la

guite {uw;(#)}. On a donec
L
29* 1+ et %ll Zz‘zg‘

=01 i=n+1

(2)

II
EL: 8

({0}, {@alt)}) =

Le nombre u étant arbitraire, il s’ensuit que l'emsemble P est partout
denge dans . Enfin, @’aprés un théoréme bien connu, chaque ensemble &,
partout dense est partout de Il-e eatégorie.

§2

LEMME 1. Soit {¢} une suite numérigue telle que >’ 6 < co. Sup-
posons qu'il existe une suile {v;(t)}eF pour laquelle la série D' owi(t) nlest
pas presque partout convergemte. Alors, élant donnés wn nombre neturel



icm

264 Divergence des suites orthogonales

m el deux nombres positifs u, M, on peut définir des fonctions orthogonales
et normées w,(f), wy(t), ..., wx(f) pour lesquelles

H
mes E”ggmfuni(t}‘ s Mnen=1,..., N] < f.
Démonstration. Il existe éviderament un nombre I > 0 tel que

7
(3) lim l Eewi(t)J =1
P0—=00 jp
dans un engemble I} de mesure § > 0. On peub suppeser que D coincide
avec le segment (0, d), car il esfi possible de représenter I'intervalle (0,1)
sur lui-méme par une transformation # = ¢(f} biunivoque, conservant
la mesure et qui fait correspondre & ’ensemble I} le segment (0, 4).
Cela posé, supposons que g < 1, et soit & = ¢(t) la fonction repré-
sentée dams le plan (4, #) par la ligne polygonale dont les sommets sont
(0, 0), (1—u/2, 5), (1, 1). Désignons par ¥ un entier remplissant I’inégalité
k> M2*(1—puf2)/18 et posons

wlp() Vg () powr 0<t<,

1
0 pour I<tett<0

(i=1,2..).

On voit sans peine que {y4(#)}<F et que, en vertu de {3},
a

lim [Z‘cm(t)] >M (0<is

B,g—>c0 §Tp

1—pf2
k

).

Il en résulte qu’il existe une snite d'indices m = p, < Py < ... < Pi
telle que

(5) mes E‘”E%fmm} <M, pr<n<pp| <L

O<t<1fl; j=0,..., k~1).
Noug définirons maintenant les fonetions wy(t) comme il guib:

wi(t) = %”ma—i(t*%) (p < m+i KPr3 J=0,...,k-1).

Puigqu’on a, en vertu de (4), w,(f)w,(t) = 0 pour
Py <m+r < Pi1,  Pr< mts Shuery JFh,
linégalité & démontrer résulte de (5) avec N = Pr—Pq-
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Démonstration du théordme II. Choigissons arbitrairement
denx nombres positifs u, M et désignons par Q(u, M) Pensemble des
suites {ug(H)}eF jouissant de la propriété suivante:

Il exigbe des indices p,q (p < ¢) dépendant en général de Is suite
considérée, de manidre que

[

(6) mes ]g}[] Zciui(t)l <M, p<n< q] < u.

i=p

Il egt aisé de voir que Vensemble @ (u, M) est ouvert (peut-dtre vide).
Evidemment

(7) QZﬁHQ(é,s).

Par conséquent, H est un &, (peut-8tre vide).

Supposons gu’il existe une suite {;(i)}eF pour laquelle la série
X ogi(t) n'est pas presque partout convergente. Alors, chaque engemble
Q(u, M) est parbout dense. En effet, solent {p;(I)} une snite guelcongue
contenue dans ¥ et » un nombre positif arbitraire. Choisissons un enfier
m tel que
(8) 27" < g,

D’aprés le lemme 1, il existe des fonotions w, (1), ..., wy(f) pour lesquelles

(9) mes E[‘jcm{wi(tﬂ <2M,1<n gN] < g

=1

Etant donné un nombre pogitif 6, on peut trouver une fonction de
Rademacher A,(t} telle que

1
| [outywo b, (at] < 8 (i=1,..,m; ] =1,..., 7).
(1}
En choisissant § suffisamment petit et en orthogonalisant et normalisant
les fonctions (%) ky(£), ..., wx(t) h(f) relativement & la suite {@:(f)}
A l'aide de la méthode de Hilbert-Schrmidt, on obtiendra des fonctions

(), ..., wn(t), orthogonales et normées, qui sont orthogonales aux
fonctions ¢, (£),..., pm(t) et remplissent Vindgalité

8 |
74
(10) mes 7| ; gl -l R (B) (1)) < M] > 1— 5
Puisque |,(f)] = 1, il en résulte, en vertu de (9), que

(11) mes E['Eﬂ'cmiw(tﬂ < M, n :1,...,N]_<,u.
in
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Soit {u;(f)} une suite de F satisfaisant aux conditions

'H’m{.'i(t) =t =1,...,N),

d'aillenrs guelcongue. D’aprés (11), cette suite satisfait & la condition
(6) avee p = m+1, g = m+2N. Elle appartient done & ¢(x, M). De plus,
({pz(1), na(t)}) < u, en vertu de (12) et (8). L’ensemble Q(u, M) est donc
partout dense. Comme il est ouvert, ¢ est en vertu de (7) un ensemble
partout de IL-e catégorie dang &.

(12)  w(t) = @u(t) (8 =1,...,m),

§3

D’aprés un théoréme de M. Menchoff (1), étant donnés les nombres
puz>0, M >0,d>0, i1 exisbe des nombres ¢,...,e, et des fonctions

wy(t), ..., we(f), mesurables dans lintervalle (0,1), telles que
1 1

Sd=a, [el®a=1, [w@u®)a=0 (7,
(13) 1} 0

?
mes E(]Zciwi(ﬂl SM,je=1,...,k <p.
i=1

Nous désignérons par k(p, M, d) le plus petit entier % pour lequel
il existe & nombres ¢; et & fonctions w; (f) remplissant les relations ci-dessus.

Pareillement, A{y, 3, d) désignera Vensemble des suites finies
G4y ...y € (b arbitraire) & chacune de lesquelles on peut faire correspondre
une suite de fonctions w, (1), ..., wx(t} de fagon & satisfaire anx relations (13).

Levve 20 80 {eifer,, e dipy M, @) et {;() )i, »c(L2), alors, pour
chague ensemble A < (0,1} de mesure positive, il existe wne suite finie
{1}, x des fonctions orthogonales et normées gqui sont orthogonales
aux fonomons w;{t) ef remplissent les conditions

'U.,;(t) = {)

mes E[l yc;'vl(t J

ted,

(te(0,1)—4),
(14)

M, j=1,..,k <2

Démonstration. Désignons par m Ia mesure de Densemble A,
par g{t) (0 <? < 1) sa fonetion caractéristique et posons

(15) e = g e

!

("} D. Menchoff, Sur les suites de fonctions orthogenales T, Fundamenta Mathe-
maticas 4 (1923}, p. 82-105. "
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Ti existe par hypothése des fonefions eo(t), ...

les relations (13}. Posons
(16) pilt) = m~ g (D)0, [6 (1))

On voit sans peine que les fonetions p;(f) sont orthogonales et normées
dang (0,1) et que

, wi(f) remplissant

(i=1,..., k).

(17 ety =0 (te(0,1)—A).
De plus, en vertu de (13), (16) et de m << 1, on a
g
(18) mes E[}Zoi%(ﬂl <M, j=1,..., k< p.
<. t=1

Ftant donné un nombre % >> 0, il existe dans le systéme de Rade-
macher une fonetion 4,(t) telle que 'on a

1

DR

0

Nat <y (=1, k=17

En prenant 5 suffisamment petit et en orthogonalisant et normalisant
les fonctions ¢;(t) h,(2) relativement aux fonctions w(f) g(t), on obtiendra
des fonctions v, (), ..., ¥() qui remplissent les conditions:

() =0 (te(0,1)—4),

(19)

mes I;?[Iieim(t)hw(t)—m(n]| < =1, B> 1

Puisque |, (#)] =1, les relations (18), (19) donnent (14).
LEMM:E 3. HBilant donndes une fonction K (f)e (L”) et une suite finde

{ug() iy, o e (L*) dams Vintervalle (0,1) satisfaisant & lo condition
1 7
(20) | [F(t) Zmﬂ(t)] d=d>0
0 i=1
quels que soient les mombres o, U ewiste une suite finde {pi(D}lica,..%

orthogonale et mormée, of k = k(u, M, d), telle que

1

(21) f (8

0

DAt =0 (=1 ..nk;i=1..,7)

(22)  mes [ g%m f Pl)ps(d)d] < o M

Démonstration. Posons

(23) | Ft) = f)+F(8),
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ol
r 1
(24) filh = Zaiui{t), ff(t) w(Hdt =0 {E=1,...,7)

=1 (1]
On a, en vertu de (23) et (24},

1
(25) Jrwat =a
L]
81 {edia,. wedlu M, d) avee k= k(u, M, d), il régulte d’aprés {24)
et (25) qu’il existe une suite finie {w;(?)};.1, %, orfhogonale et normée
dans (0,1), telle que

(26) flf{t)wm‘(i)dt = Gi., fui(t)wi(t)dt =0
(d=1,..,k §=1,...,7).
Porons
(27) A=E[’§ciw¢(t)’ <-1—M, n=1,..., k|-

On vérifie sans peine que, dans le cas ol mes 4 < 2y les fonchions
@i(t) =w;(7) ({=1,..., %) satisfont aux conditions du théordme.

Supposons maintenant que I'on ait mes 4 > 24. D'aprés le lemme 2,
il existe une suite finie {v;(t)};.., » orthogonale et normés, jonissant des
propriétés suivantes:

1
(28) [wodtydt =0 @=1,..,kj=1,..,1,

1

(29) Jran = o,

0

(i, =1, ..., %),

[y =0

(30) ) =0 (te(0, 1)— 455 =1, ..., k),

(31) mes kEA”Zcm‘ ' < — noe= 1, k] < 2
Posons

(32) pilt) = 27 [ ()] (E=1,...,%).

Daprés (29), cette suite est orthogonale et nmermée. Les relations
(26} et (29) entrainent (21). En vertu de (27), (30) et (31), il vient

(33) mes]?['jﬁci%(t){g—i-ﬂf, no=1 k] < 2
f=1
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Draprés (23), (24), (26), (28) et (29), on a
1
[P gt =27 "e (s =1,..., k).
Q

Cette relation, jointe & (33), donne (22), c. q. £, d.

LEMME 4. 8¢ les suites {w;(0)}ica,.. m € {0i(D)}i1a,. 00y SONE orthogo-
nales et normées dans (0, 1), alors, étant donnés les nombres 5> 0, u >0
¢t M >0, il ewiste un entier & tel que Pon peutl faire correspondre & toul
couple des entiers v, r une suite {p({)}icr,  mir, oOrthogonale et normée, pour
laquelle on o

(34) Zilm (B < m,

1
35)  [ou®wmidt=0 (j#E» j=1..,70=mtl, ..., 0tk),
1] .

Z it flgu (. B (t)dt,gllf, m<ns;m+k] < l.

=t 1 0

(36) mes EH

Démonstration. Pogsons

o

(37) uP (1) = oy

=1

(4 =1, ..., m).

() [ o3 (5) ws(t)dt

Ftant donné un nombre & > 0, il existe un entier » tel que, en posant

(38) 84(1) _2@, j Wu@ (@ =1,...,m),
01 aura
(39) () —s: @) <& (@E=1,...,m).

Pour & suffisamment petit, la suite {10:(f)}i1,., » 0btenue en ortho-
gonalisant et normalisant la suibe

{a() —wi () +8:(D s,

satipfait anx conditions:

(40) 2 s () — 03] < -’21

(41) [wyyat =0 (i=1 ..., m; j>h).
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Etant donnés les entiers », v, posons:

(42) g = h-+vtr,

(43) Fult) = V1—pra,(f)+yre.at)  (E=1,...,m),
ol )

(44) you= 27y o 1

pourvu que # soit sulfisamment petit, ce qui ne restreint pas la généralité.
Dapres (41), la suite {fi(t)}k_,,. = est orthogonale et normeée. Des
relations (40), (43) et (44) on déduit que

(45) ; ey —Fe(0)]] < g—+:»-nl/2(1—1/1 ) < -Z— Vomy = 7.

En posant
1
(46) a4 = [0,Of)@ (=1,...,m),
0
on a d’aprés (43), 2% 1—y2 En vertu de (41), (42), (43), (44) et (46),
4=1
il vient
1 m
4y [ - Zalft( N 0] K
9 gl i=1
ity
m n
= (1“*2 ﬂiﬂi)z-!-?az i
1:’7: 5 ;Eal b 2 92
;(1_1-;1’1 fl»ich') +l—'y2 (g aiﬂ:z‘) =zt = ol
quelles que soient les suites finies {otiy .. m €6 {Bitiv,. m
Posons
1 72

D’aprés (47) ef en vertu du lemme 3, appliqué i la fonetion F(f)
=wv,(8) et & la suite finie {u;(f)} composée des suites {fi(t)}i.,..
et {v;{(t)}jon, o i existe une suite {p;(#)};.1,. %, OoU Ventier & est donné
i

par (48), telle que

(49) [fiDpsidt =0,  [w(t)p, ()8 =0

(fi:l vy =10 dFv; s=1,..,k),

(50) mesE |Z‘¢1 f%(t w,(t)dtf M,n=1,.

te=1

..,k] < i.
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o)
=t}
it

Il est aisé de voir gue les fonctions

fi(t) porr i=1,...,m,

() = A
Pi_m(t) pour ¢ =m-+1,...,m+k
forment une suite {w;(f)}i_1  m.x Satisfaisant en vertu de (42), (45), (48),
(49), (B0) aux conditions (34), (35), (36).

Condition (a). Soient {»;(f)} une suite contenus dans F et {u;}
une suite décroissante i termes positifs tendant vers zéro. Nous dirons
qu'une suite {p;(f)}eF satistait & la condition («) relativement anx suites
{pg(8)} et {w;} ¢, étant donnés des nombres x> 0, M > 0 et un enfier »,
il existe des entiers p, g (p < q) et r tels gue

M

(a) r >, <W,

r

) 2 ;( dt) q—;—;-l’
p

i=p i

(¢} mes ]tf [quo.i(t)fm(t)q)i(t)dtL <M, p<n< g] < -
= 7

LEMME 5. Lorsque la suile {gs(t)} S satisfait & la condition («) relaii-
vement ouw swites {vi(t)} &t {u:}, on & pour toule fonction

oo

(51) ft) = D asni(t),

ot -

(62) j’a%>0, 5:’ o <y (r=1,2..),
Ia relation a o

(53} Elﬁ’:%(t) j%(t)f(t)dt’ = +oo

presque portout.

Démonstration. Soit () une fonction remplissant les conditions
(31) et (52). L'un des coefficients a;, soit a,, esb alorg différent de 0.
Choigissant deux nombres g > 0 et M > 0, posons:

L [

Sawitt),  Ralty = D) aunit).

il - T i1

{54) 8, =
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Il existe par hypothése des entiers p, g (p < g),r remplissant les
inégalités (), (b) et (o). Posons:

q

(55) At = D |pt) [ (8D —a,m, (0 Ips(t) 1],
=P 0
(56) B = Ygult) [ Bel0u(t)]-

On a pour p <a <q |
(67) | Yett) [ fygad] > | Yeutt) [ guit)a] —Am—B(.
M L= 4 i=D 0

Les formules (55) et (54) donnent

q * 1

[awat < @—p112] ) 3e [ mtmna)]”

=2 g:=1
ey
] r -”2 q k3 1
<lg—p+0%( Y (3 [nenar)]”;
mE

on & done, en vertu de (b) et (51),

1

(58) [Awat < u)f].

&

Sy,

Pareillement,

le(t) at < (q—p-+1)42 [ j‘(fﬂr(ﬂ%(t) dt)z]llz

1
<lg—p+17"7 ([ B2 ar)™,
a
d’ott d’apres (a) et (52),

(59) le(t)dt < u.
Les inégalités (58), (59) ;]ntra,inent

(60) mes tE[A(t)-i-B(i) =11 < p(llfi+1).
Il en résulte en vertu de (57) et (e), que

mes fr]
H

| Do [T ai]< o] M—1,9 < n < g < atulifi+1).

=P

P_uisque 4, M sont des nombres positifs arbitraires et a, #0, il
s'ensait que la relation (33) a lien presque partout, c. . f. d.
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Levve 6. Lensemble K des suites {p;(2)}eF remplissant la condition
() relativement aux swites donmées {v;(£)}, {u:} est un Gs partout de Il-e
catégorie dans F. ‘

Démonstration. Soient x, M des nombres positifs et g <y
r, v des entiers arbitraires. Désignons par

(61) L(py Myv,p,q, 1)

l'ensemble des suites {p;(t)}«¢F satisfaisant aux conditions (a), (b) et (c).
Cet ensemble peut &ire vide, pour certains systdmes 4y M, v, p, g, . Dans
le cas ol il n'est pas vide, c’est un ensemble ouvert.

I est aisé de woir que I’on a

o0

(62) =[] ﬁﬁZ Zw’ iK(—;j,Mmp,w)-

o=l M=1 3=1 P=1 gu=P-}1 r=1

I’engembie
(63) Kiw, Myv) = 3 3 M E(u, M, p,q,7)

ext aussi ouvert ou vide. Nous allons prouver que cet ensemble, sinon
vide, est dense dans &.

Soient {u;(¢)} une snite appartenant & &, § un nombre positif et m
un entier fel que 27™ < 44. D’aprés le lemme 4 avec 5 = 146, il existe
un entier % tel qu’a chague entier » remplissant les indgalités (a) vient
correspondre une suite finie orthogonale et normée {y;(9kier  mis
satisfaisant aux conditions (34), (35) et (36).

Soit {p;(2)}«F une suite pour laquelle on a (f) = w;(t) (4 =1,
ooy k), d’aillenrs guelconque. En vertu des conditions gue nous
venons de citer, cetbe suite satisfait aux relations (b), {e) avec p = m--1,
g = m--k. Blle appartient done 4 ’ensemble {61) et par conséguent 4 1’en-
sernble (63). La relation (34) donne, puisque 2= << 16 ot 5 = 34,

- 1 oo — w3

L < +le—0
£ 2% Tjge—ui] 2t 1Ty '

4=t1

({pul®)}: {wa(0)}) <

L’ensemble (63) est done partout dense dans F. Comme de plus
il est ouvert, ¢’est un ensemble partout de Il-e catégorie dans 7. Il en
résulfe, en vertu de (62), que K est un ensemble &, partout de seconde
catégorie.

Démonstration du théordme III. Supposons d’abord gue 1’en-
semble % soit compact. Soit {#;(1)} ¢ une suite compldte. IL existe alors

Oeuvres i



274 Divergence des suites orthogonales

une suite déeroissante {u;} & termes positifs tendant vers zéro, telle que

fes] 1

DH{[umroa) <w =12 fheE)

=41 0

Pour >0 et M > 0, désignons par R{u, M) 'ensemble des suites
{p:(H)TeF telles que

mes E[

pour toute fonction f(t) ¢ H non nulle.
L’ensemble ¥ étant supposé compact, il ¢’ensuit que B (u, M) est
un ensemble ouvert ou vide. Puisqu’on a

A |
R(—, M),
r

00
=1 M=1

n 1
D) [fOed) <, n=1,2,..] <p
g=1 0

B =

Pensemble R est un &;. Enfin, en tenant compte de ya définition ef en
56 gervant des lemmes 5 et 6, on conclut que c'est un ensemble partout
de seconde catégorie.

Supposons maintenant gue ensemble ¥ goit semi-compact, ¢’est-
d-dire que ¥ = > E; ot les ensembles E; sont compacts. Soit R; I’ensemble
des suites {g;(1)} eF remplissant (64) presque partont pour chaque fonction
fiHyeE; non nulle {(j =1, 2, ...). Tout &, est done un @, partout de geconde

o
catégorie. L’ensemble R = } R; jouit done de la méme propriété.
j=1
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On measures in independent fields*

Edited by 8. Hartman

Among the papers left by Banach was found the incomplete Polish manuseript
of this paper, written in 1940. § 1 is almost lterally translated from the manuseript.
The details of farther reasonings were elaborated by S. Hartman, who also gupplied
the paper with Appendices and adapted it for print, with some help of Henry
Helgon.

§ 1. Let I be an arbitrary space. A family ® of fields (1) of subsets
of T is said to be a family of independent fields if any finite number of
non-empty sets, belonging to different fields of %, has a non-empty
intersection. That is, & iz an independent family if the conditions
0 % Hied;e® and A; = A; for 4 #4 (4, ==1,...,m) always imply

J] Hy=o.
i=1

The family R is called a family of denumerably independent fields
if- any sequence of non-empty sets, belonging to different fields of R,
has a non-empty intersection; ie. if 0 = Hied;e® and A; + A; for

i #j (4,7 =1,2,...) always imply ] H; +£ 0.
=1

The concept of independence of fields of sets was introdunced by
Marczewski (2), who algo proved the following fheorem (9):

* Commenté sur p. 363.

(*) The class A of subseis of a space 7’ is called a field if A contains with any
set its complement and with any finfte number of sets their sum. The field 4 is a Borel
Jfield if the sum of any denumerable number of sets of A belongs to A.

(*) Cf. E. Marczewski, Indépendance d’ensembles ef prolongement de mesures
{(Résultats et problémes), Colloguium Mathematicum 1(1948), p. 122-132, especially
p. 125-127.

(*) Thidem, Théordme II, p. 126-127. For the proof of this theorem ses Mar-
ozewski [6].



