Sur un théoréme de M. Sierpinski*

M. W. Sierpiriski a démontré récemment (1} ce

THEORBEME. f,(p), f: (0), f2(®), ... étant une suile infinie de fonetions
définies dans un ensemble infini E (formé d'éléments guelconques) et ne
prenant que les valeurs appartenant & B, il existe deux fonctions de méme
nature, ¢(p) et w(p) telles gue toute fonction de la suwite considérée est une
superposition (finie) de ces deuw fonctions.

Le but de cette Note est de donner une démonstration plus simple
de ce théoréme,

Démonstration. Décomposons Vensemble E en une infinité dé-
nombrable d’ensembles disjoints £,, By, E,, ..., dont chacun a Ia méme
puissance que lensemble &, et décomposons ensemble F, en une infinité
dénombrable d’ensembles E, ., Fy., By, ..., dont chacun a la méme
puissance que E,; {donc aussi gue F).

Définissons maintenant dans ’ensemble E la fouction w(p) de sorte
quelle transforme d'une fagon biunivoque l'ensemble F, en ’ensemble
By pour 1 =10,1,2,...

Or, définissons la fonction ¢{p), d’abord seulement dans ’ensemple
E—E,= E +E,+E+..., de sorte quelle transforme d’une fagon
biunivoque l'ensemble E, en l’ensemble E,, pour » =1,2,3, ..,

On vérifie sans peine que, pour n =1, 2, 3, ..., la fonction

(1) ba(D) = pyp"gy(p)

transforme d’une fagen biunivaque l'engemble E en l'engemble Eya
La fonetion 6;'(p) (inverse de la fonetion 4,(p)) est aing définie dans
T'ensemble #, ., et transforme E,, en F.

Définissons maintenant la foncion ¢(p) dans l'ensemble

EO = E0’1+.E0!2+E0’3 +. ey
* Commenté sur p. 3566.
{1} Fundamenta Mathematicae 24 (1934), p. 200.
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en posant

(2) ¢(p) = faba'(p)  pour

Les formules (1) et (2) donnent immédiatement (d’aprés 8,(F) = H;,)

pekyy (R =1,2,3,...).

() = falp) pour pek,
ce qui donne, d’aprés (1),

fa(p) = @y pp(p) pour peB (n=1,2,3,...)

" et le théordme de M. Sierpinski est démountré.



