Uber mehrdeutige stetige Abbildungen®

S.Banach und S. Mazur

Die in dieser Nofe behandelten Probleme sind an sich nieht neu
und ihre Losungen fiir verschiedene Spezialfille lingst bekannt; die
hier vorliegenden Bifze mdgen trotzdem vielleicht mit Riucksicht auf
die Allgemeinheit ihrer Voraussetzungen Interesse beanspruchen.

Seien X und ¥ mefrische Riunme. I8t jedem Punkte ze¢X eine aus
I Punkten bestehende Menge F(a} = ¥ zugeordnet, so sagen wir, es
gel eine k-deutige Abbildung F(x) von X auf einen Teil von I erklirt.
Die k-deutige Abbildung F(x) heillt sietig, wenn man stets fir w,¢ X
(n=1,2,...) und xyeX mit &, -z, In der Menge F(w,) (m = 0,1,...)
eine Anordnung ¥m, ..., ¥me 50 bestimmen kann, daB y.,: — ¥, Eine
stetige Abbildung f(z) von X auf einen Teil von ¥ wird als ein stetiger
Zwetg der k-deutigen Abbildung F(x) bezeichnet, falls f(x)eF(x); wir
sagen, dafll die k-deutige Abbildung # (x) in stetige Zweige zerfalll, wenn
es gbetige Zweige fi{w) von F(x) mit F(x) = {f,{z), ..., fu(a)} gibt.

Bei unseren Ausfﬁhrungen spielen dle metnschen Réume Z mit
den folgenden Eigenschaften (x) nnd (#) eine grundlegende Rolle: (o)
Jede Umgebung W eines Punktes z,cZ enthilt eine Umgebung W von
#, derart, daB jeder Punkt von W mit 2, durch eine stetige Kurve inner-
balb W verbindbar ist; fiir jedes e W gibt es also eine stetige Abbildung
2(f) von <0, 1} auf einen Teil von W, so daB 2(0) = z,, #{1) = 2. (§) Je
zwel sbetige Kurven in Z mit gemeinsamen. Endpunkten konnen durch
eine stetige Deformation, bei der diese Endpunkte unverindert bleiben,
ineinander iberfithrt werden; d. h., sind 2'(f), 2’ (¢) stetige Abbildungen
von {0, 1> auf einen Teil vonZ wit ' (0) = 2/ (0),2' (1) = 2/ (1), so existiert
eine stetige Abbildung 2(%, &) von <¢0,1;0,1) ebenfalls anf einen Teil
von Z, fir die (1, 0) = &' (1), 2(¥, 1) = 2" (8), =(0, 8) == 2/ (0}, 2(1, 8) = &' (1).

* Commenté sur p. 354.
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Barz 1. Sind X, Y wmetrische Réume, wobei der Rowm X die E"z'-genf-.
schaften («) und (8) besitet, so zerfilli jede k-deutige stetige Abbildung & ()
von X auf einen Teil von Y in stetige Zweige.

Beweis. Bermerken wir voraus: Zu jedem x,¢X gehirt eine Um-
gebung Ulz,] von z,, so daB die k-deutige Teilabbildung Fla ULz,
d.h. die durch F{z|U[x,]) = F(x) defim’erte Abbildung von U{sz,],
in stetige Zweige zerfallt. Denn sel F{ay) = {yos ..., Yo} und V; eine
Umgebung von ¥4, V,V, =0 fir p ;A-q, alsdann ist jedenfalls eine
Umgebung {2} von x, ao bestlmmbar, daf es filr jedes e Ulir,] in
der Menge F(%) eine Anordnung Yiyeewy U mit JeeV; gibt; setzt man
Fil®) = Fil@; Bo; Yous o+, Yor) = ¥y, 80 sind von selbst die Abbildungen
fi(@) von UEmn] stetig und F(z|U[z,]} = {filx), ..., ful@)}, filmo) = Yoi-
Nun kdnnen wir leicht zeigen, daB fir jede stetige Abbildung x(f) von
0,1 auf einen Teil von X die k-deutige Abbildung F({z(1)) von <0, 1>
in stetige Zweige zerfillt. In der Tat, sei z, = z(0), F (%o} == {Yor, ---s Yor};
wir wihlen £,<{0,1> (m =20,1,...,7) mit %, =0,% =1,%, < Imgs
w(f)eUlz(tn)] fir {, <t <tpy,, uwnd sefzen y;{0) myoi:yi(t fl( (t};
T(tn); Y1 (Fm)y -« -5 yk(tm)) T ty <t < lypyq; die auf diese Weise erklirten
Abbildungen v, ( ) = ¥ue(t; (8); Yors - » Yor} vOR <0, 13> sind augenscheinlich
stetig und F (z(2)) = {y (), .., ¥n(f)}; %:(0) = ¥y. Betrachten wir jetzt
beliebige stetige f&bblldungen ' (1), " (f) vor ¢0,1> auf einen Teil von
X mit @2'(0) =2"(0); sel @y =2'(0), F(x) = {Yory--, Yo} Yilt)
= 5(t; & (1); Yors -y Yors 6 (8) = Yslt; 27 (8); Yor, ---, You) - Sicherlich ist
y(0} = yi (0); wir behaupten, daB allgemeiner ', ' €<0, 1>, 2’ (') = 2" (")
die Grleichheit y;(t') — yi (¢} zur Folge hat; es geniigt, wie sofort ersicht-
lich, den Beweis fitr den Fall ¢/ = 4" =1 zu fiithren. Da der Raum X die
Eigenschaft () aufweist, so 40t sich- eine stetige Abbildung «(Z, s) von
<0,1; 0,1> auf einen Teil von X angeben derart, daB 2(3, 0) = 2 (8},
2{t, 1) =a" (1), =(0,8) =z(0), x(1,s =a(1); setzen wir y;(t,8)
= Yilt; B, 8)3 Yous - Yoy 50 It (8, 0) = yilt),  wilt 1) =i (D),
i(1,8) e (' (1)), und die Riehtigkeit von y;(1) = ; (1) wird demnach
gegichert sein, wenn nur die Stetigkeit der Abbildungen y;(1,s5) von
¢0,1> erkannt ist. Sei s,e¢®, 1>; wir wihlen s,e<0,8,> hzw. = 0 falls
S =0, 85 €(s5,1> bzw. =1 falls 85 =1, £,e<0,1> (m =0,...,7) mit
o =0, & =1, by <<ty 2(t, SJEU[m( my S0)]  TT fm T [ZTRE 3(,}
g6 K 36!5 izt i’ms-“m: L1 SE(SO, 30> und wird fu(r) = tm-: Em{T)
'—So‘f‘ -;(,5-—3 Y i 0 v <, InlT) =t t (27 )(?m"tm) é"m('r)“‘-§ fir
% < v < 1 gesetzt, dann sind die Abbildungen i {7) = fi(2(ta(7), 8w (7));

2Ty 80); Y1{tms o)y -y Yis(lmy se)) von <0,1)> stetig, wobei Fa ( (m(f):
5m () = 1 (D)s ooy Yem( D)}y Yim(0) = Ys(tm, 8); andererseits ist auch

F( (f'm )y ST )) = {yl(tm(x)u gm(—g).), reey yls(tm(f): Sm(r))}r Y (tWI(O)} Sm(o))
= Yi{tm, $o); sind also fir ein m die Abbildungen y;{t.(z), sx(z)) von
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{0, 1> stetig, so gilh ?fi(tm(f)ﬁ 5‘»1("5)) = Y (7) und ingbesondere yi(tm(l)y
'S‘m(l)) = ¥mfl}), d. h. Yi{tmy §) =fi(a}(fm, §)5 (s Sa); Y1lbms So)yen-,
Yeltn, 80)). Mit Benutzong der obigen Tatsachen folgern wir nun mittels
Induktion, daB (1, s) = fi(m(ts $Y5 @By So); Yol Sody - -1 ¥relbm, 30)) fiir
b b Sty 80 08 <sg'5 aus (1, 8) = fi{w(L, 8)5 @(toy, 50)5 41 Gy, 80),
coor Unltroys 8o) TUT 85 <5 <8 geht aber nabinlich die Stetigkeit der
Abbildungen y;(1, s) im Punkte s, hervor, Nach diesen Hilfshetrachtungen
kann man nun den Beweis des Satzes in einfacher Weise, wie folgt, erbrin-
gen. Es bedentet offenbar keinerlei Einschrinkung, wenn wir annehmen,
daf der Raum X zusammenhingend ist. Seiw, e X and F (@) = {¥o1, -, ¥ar}-
Da dem Raume X die Higenschaft («) zukommt, so ist die Menge aller
%X, die mit @, durch eine ghetige Karve in X verbunden sind, sowohl
offen als abgeschlossen, und infolgedessen mit X identisch; fiir jedes
ZeX gibbt es also eine stetige Abbildung () von <0,1> anf einen Teil
von X, so daB z(0) = 2, und (1) = &; fir alle solche Abbildungen w(f)
stimmt nach dem vorigen %;{1; #(1); ¥, ..., You) fiberein. Setzt man
Jil@) = y:(1; 2(%); ¥os, -+, Yor), dann sind die so definierten Abbildungen
Jilw} von X stetig und Flz) = {f,(x), ..., fx(x)}. Um die Stetigkeit nach-
zuweisen, verfahren wir folgendermafBen: Ist m,eX (n =1,2,...) und
ZeX mit @, %, s0 konstruieren wir eine stetige Abbildung () von
€0, 1> auf einen Teil von X derars, daB «(1-27™) =z, (m = 0,1,...),
®(1) = &; dies erreicht man mihelos, da der Raum X die Higenschaft
(«) besitat; alsdamn ist fu(m) = g:(L~27"  ©(8); Your - .., Yor)s Sl B)
= ¥:(1; 2(2); Yors - -, You) und mithin f;(2,) — f;(¥), wie behauptet.

Beien X und Y metrische Riume. Bine Abbildung fir) von X auf
einen Teil von ¥ heifit lokal-homiomorph, wenn es fiir jedes z,eX eine
Umgebung U[x,] von z, gibt, die bei dieser Abbildung auf eine Umgebung
V¥l vou y, = f(x,) homdomorph iibergeht; alsdann ist die Abbildung
Fz) stetig.

Barz I, Sind X, ¥ metrische Réume, wobei der Raum X zusammen-
hingend ist und Y die Bigenschaften (a), () besitst, so ist jede lokal-homdbo-
morphe Abbildung f(z) von X auf einen Teil von Y, bei der dis Urbildmengen
in sick kompakier Mengen in sich kompokt sind, eine Homdomorphie swischen
X und Y.

Beweis. Fir y,c Y bezeichnen wir mit %(y,) die Anzahl der Tvhild-
punkfe von y,. Zunichst folgt trivialerweise, daR %(y,) endlich ist; an-
derenfalls gibe es nimlich einen Hiufungspunkt a,eX der Urbildmenge
von %, und U[z,] kinnte mithin nicht hom&omorph auf ¥ [y,] tibergehen.
Wir behaupten nun, da8 k(y,) von y, freiist; ist §e ¥ und & = k(%) < k(y,)
fiir alle y,¢ ¥, so haben wir also zu zeigen: k(y,) =k fir alle Yoe Y. Dies
ergibt sich leicht, wenn man beachtet, daB nach der Yoraussetzung der
Raum X zugammenhingend ist; denn die Menge aller 4, ¥, fir die
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k{y,) = &, ist sowohl offen aly abgeschlossen, wofiir der Beweis dem
Lesger iiberlassen bleiben kann. Ordnen wir jetzt jedem y,¢¥ die Urbild-
menge G (¥,) von ¥q, 50 ist ersichtlich die auf diese Weise erklarte k-deutige
Abbildung &(y) von ¥ auf X stetig. Auf Grund des Satzes T zerfillt sie
daher in stetige Zweige; es gibt stetige Abbildungen g;(y) von Y auf
einen Teil von .Y mit &(y) ={g.(»),..., gx(¥)}. Sicherlich ist X =g, (F)+
4ot gl Y) und g,(X)g(¥) = 0 fiir p =£ ¢; da auberdem die Mengen
¢:{Y) abgeschlossen sind, so mull k¥ = 1 gein; der Raum X ist ja als
zusammenhidngend vorausgesefzt. Damit ist der Beweis schon erbracht.

Alle Uberlegungen lassen sich sofort auf den Fall von topologischen
Réumen iibertragen.

Die oben angegebenen 3itze wurden der Polnischen Mathematischen Gesell-
schaft (Abteilung Lwdw) in der Sitzung vom 1.4, 1933 mitgeteilt; vgl. Annales de
la Société Polonaise de Mathématique 12 (1933), p. 118-119.

Wir gtellen hier die wichtigsten diesen Gegenstand betreffenden Arbsiten zu-
sammen :

C. Carathéodory und ¥. Rademacher, ber die Hineindeutigkeit tm Kleinen
und im Grofen stebiger Abbildungen von Gebiefen, Archiv der Mathematik und Physik
26 (1917), p. 1-9.

H. Cartan, Sur les transformations localement topologigues, Acta Lith Sei.
Szeged 6 (1933), p. 856-104.

8. Eilenberg, Sur quelgues propridiés des transformations localement Rhoméo-
morphes, Fundamenta Mathematicae 24 (1935), p. 35-42.

J. Hadamard, Sur les transformaiions punciuelles, Bulletin de la Société
Mathématique de France 34 (1906), p. 71-34.

B. von Kerékjarto, Zur Theorie der mehrdeutigen stetigen Abbildungen, Mathe-
matische Zeitschrift 8 (1920), p. 310-318.

8. Btoilow, Les propriftés topologiques des fonctions analyligues d'une voriable,
Annales de I'Ipstitut H. Poincaréd 2 (1932), p. 233-266.

— Sur les tromsformations continues des espaces lopelogigues, Bulletin Mathé-
matigne de la Société Roumaine des Sciences 35 (1934}, p. 229-235.



