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11 en résulte aisément gne la fonetion

x(t) = N a, @, (1)
Poaz ]

est sommable avec toute puissance p = 1.

§ 5. Supposons maintenant que le systeme {x,(#)} soit complet;
c’est-a-dire gqu’une fonetion gommable (1) remplissant les équations

1
[aaiyalt)dt =0 (n=1,2,...)
a

s0it égale 4 zéro dans (0, 1)
Soit () une fonction sommable avee une puissance ¢ > 1 eb soib

DAe

.Bn "‘s‘ﬂr (t)
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1
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son développement formel suivant le systéme {x,(¢)}. Désignons par {e«,}

une suite telle que Yol < co. D’aprés le paragraphe précédent, la série

=1

oo

2 a,Ey(l) converge en moyenne avec toute puissance p = 1, done auss
Tha=1
avec la g/(g—1)-éme puissance. Il s’en suit que la série

be

1
an [y (1) Z, (1) dt
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clesh-a-dire la série

o0

Z anﬁn

f=1

ext convergente.
Or, {a,} étant nne suite quelecongue qui remplit Pindgalité

oo
Eai< co,

n=1

oo
la série 'A% est nécessairement convergente.
D =]

La fonetion y (4} est done & carré gommable, done, en vertu du para-
graphe précédent, sommable avec toute puissance p > 1.
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Sur la mesure de Haar *

Cette Note esh consacrée & la théorie de la mesure dne & Alfred
Haar (*}. I’objet de sa belle et importante théorie est la notion de mesnre
(définie par Ini) dans les espaces métriques séparables et localement
compacty ol la notion d’ensembles congruents est définie. Cette mesure
remplit les conditions habituelles de 1a mesuve lebesguienne; les ensembles
congruents sont de mesure égale et tous les ensembles boreliens (plus
généralement, tous les ensembles analytiques) sont mesurables. La thé-
orie trouve des applications importantes dans celle des groupes continus.

§1. Un ensemble F s’appelle espace métrigue, lorsquune fonefion
réelle non négative o (a, b), dite distance de deux points variables a et b
de E, est définie de facon que V'on ait toujours o(e, b) = o(b, a), p(a, )
< ola, b)+o(b, ¢), ola,a) =0 et gla, b) >0 pour a b,

La notion de distance dans 'espace E détermine, comme d’ordinaire,
celles de point daccumulation, d’ensernbles fermés, ouveris, de fermeture
d'un engemble A (gue nous désignerons par A), efic. Un ensemble 4 « F
sera dit compact, lorsque chaque song-engemble infini de 4 admet (dans %)
an moins un point d’accumulation.

Un espace E s'appellera localement compact, loraque chacun de gzes
points est conbenu dans une sphére (}) compacte. I1 est dit séparable,
lorsqu’il contient nn ensemble dénombrable, dense dans lud,

§ 2. Nous admettrons dans la suite que B est un espace métrique,
séparable, localement compaet et que pour les ensembles gitués dans B
la relation de congruence o est définie de fagon que les conditions suivantes
se trouvent satisfaites:

I,. 42« B entratne Bow A. A~ B et Boe (0 entrafnent A== (.

I,. Si A esi un ensemble ouvert compact et A o~ B, Uensemble B esi
aussi ouvert et compact.

* Commenté sur p. 352, _

(*) Voir Pouvrage de A. Haar [1], dont jemprunte les méthodes et les prin-
cipaux résultats.

{*) Le terme sphére désigne dans celte Note la gphére ouverie.
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1,. Si A o Bet {d,} est une swite (finie ou infinie) d'ensembles ouverts

et compacts tels que A = YA, @l existe aussi une suite d’ensembles {Bp}
n

tels que B = ) B, et que A, == By pour touf n = 1,32, ...

I,. Quel nque soit Densemble ouvert et compact A, la famille de lous
les ensembles congruents avec 4. couvre Uespace E.

I, {8} étant une suite de sphéres compactes concentrigues de reyon
tendant vers 0, el {Gy} wne suite d’ensembles tels que Gy 22 Sy, les relations
o = lima, et b = limb,, okt a,cG, et byeG,, ontrainent a = b.

n 13

§ 3. Htant donnés deux ensembles ouverts et compacts 4 et B,
1a famille de tous les ensembles congruents avec 4 couvre, en raison
de I,, Pensemble B. Il existe donce en vertn du théoréme de Borel-Le-
besgue(’) une famille finie d’ensembles congruents ayec 4 et couvrant B.
Soit & (B, 4) le nombre le plus petit possible d’ensembles dont se compose
une telle famille.

On montre aisément & 1’aide de I,-1; que les propositions suivantes
sont vérifiées pour des ensembles ouverts ef compacts 4, B et ¢ quel-
conques:

II,. ¢ = B entraine h(C, A) < k(B, 4).

II,. h(B+C, 4) < k(B, 4)--h{C, 4).

I,. B ~ O entraine (B, 4) = h({, A).

IT,. 2(B, A) < h{B, (}-h({{, A).

IIs. {8,} &ant wne suite de sphéres compacies concentrigites de rayon
tendant vers O, o(4d, B) > 0 entraine Dexistence dun N lel que

R(A+B, 8,) = WA, Su)Lh(B, 8n) pour tout n> N,

Supposons, en effef, contrairement % II,, qu'il existe une suite infinie
croissante d'indices {n;} pour lesquels 1'égalité en question est en défaut.
11 existerait par conséquent une suite d’ensembles {(:;} tels que Gy Sy,
et que les ensembles 4 -G; et B-@; soient simultanément non vides. Con-
gidérons des points arbifraires ased -Gy et b;eB-G;. Les ensembles 4
et B étant compacts, les suites {a;} et {b;} econtiennent respectivement
des suites partielles convergentes {a;} et {b;}. Solent a == ani; ef
b= 1imb.;j'. On conclut de I; que « == b, ee qui est cependant impossible

J~=>00
puisqu’on & par hypothése pl{d, B) > 0.

Ceci établi, fixons un ensemble ouvert et compact & eb une suite
{8y} de sphéres coneentriques de rayon tendant vers 0, situdes dauns @,

() Voir p. ex. F. Hausdorff [2], p. 130.
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Pl

done évidemment compactes. Pogons pour tout engemble ouvert et eom-
pact A

L4y — R B
T R@ 8y

On a en vertu de II,
A, 8,) S kA, @) -0(G S8, et
d’olt pour tout n =1, 2,...

TR, 4) < L{d) <h(4, G).

R(E, 8a) < MG, A) (A, 8,

Il en résulte que {I,.(4)} est une suile bornée aur termes dépassant
un certasn nombre positif.

§ 4. Faisons intervenir & présent le théoréme suivant (1), ol {&,}
et {n,} désignent des suites bornées arbitraires, @ et b des nombres réels
et los gignes lim, lim sup et lim inf sont & entendre dans le sens ordinaire:

A toute suile bornée {£.} on peut foire correspondre un nombre Lim &,,
o0

dit limite géndralisée, de fagon que les conditions suivanies solent remplies:
1) Lim(aé,+by,) = elimé,+bLimay,,

B N—>00 fi—00
2) iminf&, € Lim &, < limsup &,,
H—r00 N—ro0 H—r00
3) IJinl Eq»-{-l R le S'n-
o0 T 00

Ces conditions impliquent que I liméte généralisée reste la méme,
gquand on change ou supprime dans une suite un nombre fini des lermes.
La condifion 2) implique, en ounire, que si lo suile {£,} est convergenie,

on o Lim§, = Hmé&,.
—roo I—+00
Or, posong pour Hout ensemble ouvert et compact A

(4.1) 14) = Liml,(4).

N0

On a alors pour des ensembles queleonques 4 et B onverts et com-
pacts:

IIX,. 0 < I{d) < oo,

1IT,. 4 = B entratne I(4) < 1(B).

IIT,. A o B entraine [{4) =1{R).

T, T{A--B) < I(4)+UB).

IIT;. ¢(d, B) > 0 entratne [(A-+B) = L{A)+1{B).

Q

(%} Cf. 8. Banach [38], p. 34, et 8. Magur, Sur les méthodes de sommation,
C. R. du T Congrés des Mathématiciens Polonaig, Lwdw 1927, p. 102.107 {en polonais).
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§ 5. Bitant donné & présent un ensemble arbitraire I = K, désignons
par m*(H) la borne inférieure de fous les nombres }I{A,) olt {4,} est
%

une suite quelcongue d’ensemnbles ouverts et compacts, telle que H < ZAn,
o

Le nombre wn*(H) portera le nom de mesure evtériewre de ensemble H.
Nous allons montrer qu’il satisfait anx condifions suivantes:
1° On @ toujours O <\ m*(H) el il eviste des ensembles H pour lesquels
on a0 < m*(H) < ooy tels sont en particulier tous les ensembles H owverts
et compacts,
° H, < H, entraine m*(Hl) < m*(H, ),
3° H < Z H,, entratne m™(H) < Zm

4° o(H,, Hz) >0 entraine m*(H1+H2) =m*(H

5 H, == H, entraine m*(H,)) = m"*(H,).

Démonstration. 1 8Boit H un ensembls ouvert et compact. Om
a par définition wm*(H) <1(H) < +oo.

D'autre part, il existe évidemment pour tout & > ¢ une suite (finie
on infinie) d’ensembles ouverts et compacts {4,} tels que H < Z’Au

et m* Z’l

Comme fermé et compach, l'ensemble §, done & plug forte raison 8§, se
trouve couvert déjh par une snite finie {A,} extraite de {4,}. Hn vertu
de 11T, et 111, on a donc I(8) <1(} Aa) < 3 Hdn) < 3 1AL

< m*(H)+e Il en résulte, ¢ étant arbitvaire, que I(8) < m*(H), d'onr
finalement, selon IIT,, 0 < m*(H).
2% eb 3° sont évidents.
o(Hy, H;) > 0 entraine l'existence de deux ensembles ouverts
G, et G, tels que H, « ¢4, H, = §, et pit, &) > 0. D'autre part, il
exigte pour tout £ > 0 une suite d’ensembles ouverts et compacts {4,}
tels que

mr(H,),

. Soit & une sphére guelconque eontenue dans H.

(5.1) H,+H, < ;An et m*(H,+Ho)+e = D1(Ay).

Posons A, = A,-Gy et A, = A,-G,. Les ensembles 4, et AL étant

ouverts et compacts et leur digtance, tont comme celle de ¢, et (f,, étant -

positive, on a en wverfu de I1I; et 11X,
{5.2) HA+1{An) = A+ 40} < 14,).

Or, comme d’autre part H, Y‘An ef H2 < 2, Ay, on a les inégali-
tibs m*(H,) < ZE(A et m* ZZ m*(H )+

4m*(H Z’l »). On en tire en vertu de (5.1), ¢ étant arbitraire,

d’ou selon (5.2) m
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m* (H)y-+m* (Hy) < m™(H
= m*(H,+H,).
5o résulte directement de I, et IT1,.

HHz), dolt enfin, selon 3° w™(H,)+-m*(H,)

§ 6. Un ensemble H sera dit mesurable, lorsqu’on a pour tout en-
semble 4

m(A) = m*(H-4) +-m*(H—4);

Ia. mesure extérieure m*(H) d'un ensemble H mesurable porte le nom
de mesure tout court et sera désignée par m(H).

Cette définition ('} est conforme % celle donnde par M. ¢ Carathéo-
dory dans sa théorie générale de la mesuve, oft 1'on ne postnle d’aillenrs
que les propriébés 1°-4°, p. 242 de la mesure extérieure. Tl en résulte que
la mesure qui vient d’étre définie remplit tous les théorémes de gz théorie.
En partienlier,

(6.1} Le complémentaire dun ensemble, ainsi que la somme et le produit
dune suite (finie ow infinde) d’ensembles mesurables, sont des ensembles
mesurables.

(6.2) Tout ensemble de mesure extérieure nulle est mesurable; ainsi,
tout sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle est mesurable,

(6.3) Les ensembles cuverts (done en vertu de (6.1) tous les ensembles
boreliens (%)) sont mesurables.

{(6.4) La mesure de la somme d'une suite (finde ou infinie) d’ensembles
mesurables disjoints est égale & la somme des mesures de ces ensembles.

Pour les démenstrations de ces théorémes voir C. Carathéodory [1l], II, Chap.
VI, et H. Hahn [1], Chap. VI, § 5-7.

D¢ plus, étant donnés un ensemble H et un & >0 quelcongues, il
existe par définition du nombre m*(H) une suite {4,} d’ensembles ouverts

et compacts telle que
21(;1,,) Zm ) > m(ZA,,).
i

Or, 3A, étant un ensemble ouvert, il en résulte en vertu de 2°,
T

H « 2;—1” et

n

m* (H) e

p. 242, que

i1y ¢f. aussi th. 11, Chap. II, § 6 de Saks [6].

{#} et plus généralement, tous les ensembles analytiques. On a méme le théoréme
suivant: Popération (4} de Souslin (ef. p. ex. F. Hansdorft [2], p. 90-93) effectuée
gur ley ensembles mesurables conduit toujours aux ensembles mesurables. La dé-
monsiration de ce théordme, donnée par MM. N. Lusin et W. Sierpidski
pour ensembles linéaires, reste valable pour un espace métrigne duelcongue e pour
tonte notion de mesure extériewre gqui satisfait aux conditions de C. Carathéodory
{les conditions 1°-4°, p. 242).
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(6.5 H dant wn onsemble quelcongue, le nombre m*(H) est la borne
inféricure des mesures des ensembles owverts contenant H.

Il s’en guit en vertu de (6.3) que la mesure extérieure m*(H) est
régulitre au sens de M. Carathéodory (‘). Enfin, comme espace #
peut étre eouvert par une suite d’ensembles mesurables de mesure finie
(p. ex. par une suite de sphéres compactes), on déduit aisément de (6.1)-(6.3)
et (6.0) les conditions suivantes de la mesurabilité d*un ensemble:

(6.6) Pour qu'un ensemble H soil wmesurable, il faut et il suffit qu'il
existe un ensemble G, contenant H et wen différant que tout au plus par un
ensemble de -mesure nulle.

(6.7) Pour qu'un ensemble H soit mesurable, il faut ef il suffit quil
exigte un ensemble F. contenw dans H et w'en différant que towt au plus
par un ensemble de mesure nulle.

§ 7. Nous allons terminer cefte Note par deux exemples des espaces #
avec la notion de congruence.

ExEMPLE 1. Soit & une classe de fransformations biunivoques et
bicontinues 7' de Pespace entier F en espace entier E, assujettie aux
conditions:

1) Te & entrafne T e &

2) B Tye# et Toe o, on o aussi TyTye A,

3} Powr toul couple a, b de poinis de B il existe une transformation
Te # telle que T(a) = b.

4) Blont donndes deww suiles convergentes {a,} et {b,) de points de E
telles que

limea, = limb,,

N—pg R—rca
81 pour une suite {T,} de transformations appartenant & 4 les suites {T,,(a,)}
et {T,(b,)} sont aussi convergenfes, on a

Wm T {a,) = Um T, (b,).
=300 N0

Définition. Deux ensembles 4 c E et B < K sont congruents,
lorsqu’il existe une transformation T'e # telle que T(A) = B (3.

Il est aisé de vérifier que les conditions I,-I; se trouvent remplies.

Comme des cas particuliers des tels espaces ¥ on pent citer: Pespace
euclidien & n dimensions, olt .4 est la classe de toutes les translations
et rotations; la sphére 4 3 dimensions, oit la classe 4 est celle de toubes
les rotaticns. :

(*) C£. C. Carathéodory [11, p. 258, et H. Hahn [8]. p. 433.
(") T'(4) désigne la transformé de 4, c.-a-d. Pensemble de tous ley points T(n)
ol aed.
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Exwmrie 1L Soit F un groupe, c.-a-d. qu’a tont ecuple a, b A°8lé-
ments de & est assigné un élément b de E, dit produit et assujetti anx
conditions:

1) (ab)e = a(be);

2) 4l existe dans B un élément-unité 1 tel que Pon o la = al = a Ppour
tout ael;

3) d tout élément ae B correspond un élément inverse o= e B satisfaisant
& Péquation aa™' = 1.

Admettons, en outre, que E remplisse les conditions:

1) §¢ lima, = @ et limb, = b, on a lima,b, = ab;

L A0

00 #3200
5) st lima, = a, on a lime,* = a™%.
N—co s

Etant donnés un élément e« of un ensemble B = F queleongues,
on désigne par cB Pensemble de tous les éléments a<E tels que a = cb
ol beB.

Définition. Deux ensembles 4 c B et B < ¥ sont congruents,
lorsqu’il existe un élément ce & tel que A = ¢B.

On vérifie facilement gue les conditions I,-I; sont remplies (). Nous
allons I’établir en particulier pour Ia condition I, p. 240.

En congservant les notations, il exigte dans F une snite d’éléments
{e,} tels que G, = ¢,8,, Aolt 8, = ¢,'G,. En désignant donc par s le
centre des sphéres S, et en posant p, = 6;'a, et g, = ¢, by, OR 2 Py,
et g.eS, et par conséguent limp, = limg, = s. Or, &' = pra;’, doir

T—rc0 00

On = Pnly by Onen tire par le passage 4 la limite s = 54725, d'oti 678 = 1
et finalement a = b.

Remarque. Il est & observer gue pour les espaces F des exemples T
et 11 on peut énoncer le théoréme suivant: .

8i A e B et A est un ensemble mesurable, B est aussi un ensemble
mesurable. '

On le déduit facilement de (6.7), p. 244, en se rappelant que les en-
sembles congruents avec des ensembles fermés sont fermés et que les
ensembles congruenty avec les enserbles de mesure nulle sont d’aprés 5°,
p. 242, et (6.2), p. 243, de mesure nulle.

(1} D’ailleurs la clagse des congrnences, considérée dans cet exemple, satisfait
augsl aux eonditions 1)-4} de Pexemple I, qui enlrainent, comme il a &té déja obeervé,
les conditions I;-Ts.



