Sur les séries lacunaires®

Introduetion. Soif {u,(t)} (0< 1< 1) un systéme orthogonal normé
tel gque |w, ()] < I (» =1,2,...). On a alors le théoréme:
TesorEME 1. Il existe une suite partielle {%,(1)} de {£,(8)} qui joudt
de 1o propriété suivante:
o
8 Mol < oo, lo série

M=l

an‘ & (1)

=1

converge en moyenne aqvec toute puissance p =1,
La démonstration est donnde au § 4.
SBupposons gue le systéme {z,(1)} soit eomplet.

TreorEME 2. Soit y(f) wne fonction remplissant powr un g > 1 la

condition
1

Jlriat < oo
[

et telle que son développement formel suivant le systéme {r,(t)} soil de la
forme

[==]
D BuEnlt).
=1
Alors

1
f!y(t)i"rlt < 0o
L]

pour chaque p =1

§ 1. Nous nous servons dans la sulte dn théoréme suivant (H):
Etant donné un nombre p > 2, deux constantes A, B existent de

* Commenté sur p. 351.
(Y} 8. Banaoh et 8. Saks [27].
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maniére que, pour toute paire de fonctions x(¢), y(f) qui remplissent
les conditions

1

[ly@pFat < o

G

1
[lzPat < oo,
[t]

on a linégalité

1

[lewryra < [araty [P swyoda
L

[
By 1

A,f 0] *’dt+)32 f!as Iy (Y.

§2. Soit {m,(t)} un systéme orthogomal remplissant I’hypothése
du théoréme 1.

En désignant par r un entier quelcongue et par a,..
des nombres réels ol p > 2, posong

vy oy B(p)

r

(1) Tafay, <oy a) fiZ (1
@

i=1

(3 )

I est aisé de voir que la suite {fu(ai,..., @)} tend uniformément
b

vers zéro avec 1/n dans la sphére Y o < 1.

t=1

Il existe donc un entier p(r) tel que

(2) | f ] 2 () (5} ai()) w,(dt] < &
i=1

£ E
b i=1

pourvu que

r
nzel et Ya <1
=1

§ 3. Définissons maintenant une suite {r,} de la maniére suivante:
Pogons r, = 1 et soit r,,, le plug grand des nombres 14-r, &b ¢(r,}.
On a évidemment v, <77y << ...

Dégignons par {¢;} une suite qui remplit la condition

(=]

Za

f=1

eoks

() Eip) est le plus grand nombre naturel < p.
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d’aillenrs guelcongue. La série f’aL ,,(f) converge en moyenne vers une
=1
fonction x(#) & carré sommable. Nous prouverons que

i

(3) [lemPar < ¢,

0

le nombre ¢ étant indépendant de la suite {o;}. En effet, en posant

n

sall) = D it (1)

[=1

on a, d’aprés le §1,

1

13 1
Jlsnar@F @ < [ sn(@ dt-Fpangy [1sn(OF sn(t)an, () di+
i (1] 0

1

AP f [, 4 (O AL+

E(w)

+B D Jan,f f Isn (87 5, (D] .

=t

On voit en vertu de (2) et de la définition des nombres r; gue la valeur
absolue de la seconde intégrale est moindre gue 1/)r, < 1/n.
Comme

1
[l 0@ <M < (j<p)
a

. 1
{(évidemment 3 2> 1 en vertu de [ w,(t)dt = 1) et
[

1

[tsu(iPat <1+ j’s ()P dt
1]

3 (2 <j<p),
ian+1|J & a;,}_] J
il vient
1

1
f lsnps (P < (L+BpMPdl, ) f |s,,(t)|f'dt+§’—l‘j:i+AM”ai_H.
] N
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oo
La série }'|ay, ;|/n remplissant Vinégalité
=]
oo “» T = [}
E 1 la'n-.-ll < z 1 y 1
ﬂ —
n-LlLJ }’!2 -l/ .,__J 2
=1 Me=1 N==l

on en conclut aisément Pexistence dn nombre .

(s}
8i Pon ne suppose plus que 3 of

< 1 on a encore, d’aprés (3)
i=1

1

(f |:E(t)[“’dt)”p < O(

1]

l‘ﬁ g

o) = f 22 (1) di)ug

0

"
i
-

On a en particulier, pour foute suite finie {3} (i =1,
Tinégalité

2, 0 n),

k)

1 7" )
(13 enlra” < o( 30

00

qui montre gue la série Zaimrl,(t) converge en moyenne avec la p-éme
i =1
. ki
] . 9
puissance si Y af < co.
i=1

Nous dirons que la suite partielle {w,, (1)} satisfait & la eondition ¢,

oo
lorsque Dinégalité D'af < oo entraine la convergence en moyenne avec
T==1

la p-éme puissance de la série 3 a;x,, (1)
5

§4. Soit {p;} (2 <p, <p,<...) une suite tendant vers infini.

En vertu du paragraphe précédent, il existe une suite partielle {x, }
qui satisfait 4 la condition Cp,. Posons a, = @i

Ta suite {={} confient & SO towr une suite partielle {:c“)} qui satisfait
& la condition (. Posong r(l) = g,

En procédant ainsi on obtient une infinité de suites {0y, (=i, .
qui satisfont respectivement aux conditions Oy , Cp,,... et telles gue
chaque suite contienne la suivante.

Ta suite diagonale {F,} sera contenue dans toute suite {#{} et satis-

PERE

). 8i done Yo, << oo, la série

N=1

faira donc & la condition (', (k =1,2,..

S: €l B (1)

=]

converge alors en moyeunne avec toute puigsance p =1
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11 en résulte aisément gne la fonetion

x(t) = N a, @, (1)
Poaz ]

est sommable avec toute puissance p = 1.

§ 5. Supposons maintenant que le systeme {x,(#)} soit complet;
c’est-a-dire gqu’une fonetion gommable (1) remplissant les équations

1
[aaiyalt)dt =0 (n=1,2,...)
a

s0it égale 4 zéro dans (0, 1)
Soit () une fonction sommable avee une puissance ¢ > 1 eb soib

DAe

.Bn "‘s‘ﬂr (t)

-]
1
—

son développement formel suivant le systéme {x,(¢)}. Désignons par {e«,}

une suite telle que Yol < co. D’aprés le paragraphe précédent, la série

=1

oo

2 a,Ey(l) converge en moyenne avec toute puissance p = 1, done auss
Tha=1
avec la g/(g—1)-éme puissance. Il s’en suit que la série

be

1
an [y (1) Z, (1) dt
[

=
i
[

clesh-a-dire la série

o0

Z anﬁn

f=1

ext convergente.
Or, {a,} étant nne suite quelecongue qui remplit Pindgalité

oo
Eai< co,

n=1

oo
la série 'A% est nécessairement convergente.
D =]

La fonetion y (4} est done & carré gommable, done, en vertu du para-
graphe précédent, sommable avec toute puissance p > 1.
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Sur la mesure de Haar *

Cette Note esh consacrée & la théorie de la mesure dne & Alfred
Haar (*}. I’objet de sa belle et importante théorie est la notion de mesnre
(définie par Ini) dans les espaces métriques séparables et localement
compacty ol la notion d’ensembles congruents est définie. Cette mesure
remplit les conditions habituelles de 1a mesuve lebesguienne; les ensembles
congruents sont de mesure égale et tous les ensembles boreliens (plus
généralement, tous les ensembles analytiques) sont mesurables. La thé-
orie trouve des applications importantes dans celle des groupes continus.

§1. Un ensemble F s’appelle espace métrigue, lorsquune fonefion
réelle non négative o (a, b), dite distance de deux points variables a et b
de E, est définie de facon que V'on ait toujours o(e, b) = o(b, a), p(a, )
< ola, b)+o(b, ¢), ola,a) =0 et gla, b) >0 pour a b,

La notion de distance dans 'espace E détermine, comme d’ordinaire,
celles de point daccumulation, d’ensernbles fermés, ouveris, de fermeture
d'un engemble A (gue nous désignerons par A), efic. Un ensemble 4 « F
sera dit compact, lorsque chaque song-engemble infini de 4 admet (dans %)
an moins un point d’accumulation.

Un espace E s'appellera localement compact, loraque chacun de gzes
points est conbenu dans une sphére (}) compacte. I1 est dit séparable,
lorsqu’il contient nn ensemble dénombrable, dense dans lud,

§ 2. Nous admettrons dans la suite que B est un espace métrique,
séparable, localement compaet et que pour les ensembles gitués dans B
la relation de congruence o est définie de fagon que les conditions suivantes
se trouvent satisfaites:

I,. 42« B entratne Bow A. A~ B et Boe (0 entrafnent A== (.

I,. Si A esi un ensemble ouvert compact et A o~ B, Uensemble B esi
aussi ouvert et compact.

* Commenté sur p. 352, _

(*) Voir Pouvrage de A. Haar [1], dont jemprunte les méthodes et les prin-
cipaux résultats.

{*) Le terme sphére désigne dans celte Note la gphére ouverie.



