‘Sur les transformations biunivoques®

Dans ce qui va suivre & désigne un ensemble quelconque, F une
famille de tramsformations biunivoques dont les domaines et contre-
domaines sont des sous-ensembles de E. Nous supposons que 'ensemble
B et 1a famille F ont la méme puissance 8 > 8,. Soit & le plus petit nom-
bre ordinal appartenant &4 la puissance N,

§1

LeMME. Il existe une suite {H,} {1 < a << #) de sous-ensembles de E
satisfaisant aug conditions suivanies:

1) Les ensembles H, sont non vides et disjoinis.

2) B= 3 H,.
I<a«d
3) Pour towt & < & Vensemble > H, est de puissance << R.

ass
4y T éant une transformation gquelcongue appartenant ¢ F ef D le
domaine de T, il erisie un nombre ordinal -£ << ¥ de sorte que

TD-H,)c H, pour o>E{).
Démongtration. Soient
(1) Bry Byy onny @y Fpyppy veey Loy onn (< ),
(2) LT Loy Tors o3 Loy oo (o < D)

Pensemble B resp. F bien ordound suivant le fype ordinal 9.
Nous allons définir par induction transfinie une suite partielle de (1):
(3) Hig Yoy ooy Yoy Ynprrs oy Yay o s (a <&

de la maniére suivante:

* Commenté sur p. 350.
{*) T(¥} désigne l'image de Iensemble N.
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Soit 4, = ;. Pour 1 < a < ¢, soit Y, le premier élément de la suite
{1) jouissant de la propriété snivante:

Quels que solent les nombres ordinanx ag, ay, ..., o inférieurs 4 o eb
les entiers my, R, ..., %z (& fini), Pexpression Tor, T2, ..., Te(Yay) (1)
reprégente un élément de ¥ différent de y, {3 moins quelle nen repré-
sente auncun).

I’élément y, est ainsi défini pour tout « << §. En etfet, soit 8 Ia
puissance correspondante au nombre ordinal «. On a évidemment 8’ < .
I1 est aisé de voir que Pensemble des éléments # de la forme

(4) "n:ﬂfsﬂf:-“:TZ’}f(’yao)

est de puissance
No(W2HH 3. ) < ®.

Il existe done bien des éléments de ¥ différents de tons les éléments
représentés par (4). Remarquons encore, que les éléments de la suite (3)
aingi définie sont tous différents. En effet, en vertn de Pidentité y, —= T°(y,.),
Lélément y, est différent de touns les éléments qui le suivent.

Dégignons par W, (1 < a < 9} Pensemble des &léments @ représentés

par {4) (les nombres ay, ay,..., @z €6 %, Ha, ..., N ayant toujomrs le
méme sens).

Posons
(8) H =W, Hy=W,,~W, {d<a<id).

On a évidemment W, c W, pour 1 < a’ < a << #. Par conséquent
les ensembley H, sont digjoints. Ces ensembles sont de plug non vides.
En effet, 'élément », n’est pas, par définition, contenu dang W, mais
en vertu de y, = T%(y,) il est contenu dans W.,,, done aussi dans H,.
Bvidemment y,eH,.

On a pour 1 < a< ¢

(6) Wepr = 3 He.

=

Cela résnlte aisément par induction transfinie des éguations (5) en

vertn de légalité W, = Y W,, valable pour chague nombre ordinal
Eza .
limite,

(*) T™ est la n-bme itération de la transformation T pouwr »>> 0 et la n-tme
itération de la transformation inverse 7! pour n << 0. T° est la transformation
identique.

1l se peut évidemment gu'une itération n’existe pas, car le domaine et le
contre-domaine peuvent étre différents.

*
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Les ensembles W, étant de puissance << N, il en est de meéme en vertu

de (6) aussi de H, et de > H. (a << 9).
£<a
Soit £ un élément queleconque de F. Parmi les éléments qui suivent

x dans la suite (1) il y a nécessairement un élément y, de la suite (3). On
a par définition de y, et de W, ze W, = W,,,, done en vertu de (6)

re 2 Hf'
<o _
Supposons que 1 < £ < ¢ < @ ef désignons par D, le domaine de la

trangformation Te. Nous allong prouver que T (D H,) c H,.
Soit # un élément de D, H,. Alors xeH,, donc < W,,,;, mais z¢W,.
Par conséquent a = 151, T52, ..., To¥{(y,), les nombres ordinaux
Gpy Gys +ney o Sbant < a+1 et ny, Ny, ..., ny dégignant des entiers.
On a

T;(ﬁ) = T-E: Tfir Tfézs srey ﬂ]f(?/ao)-

Comme £ < a, on a Te(e) « W,o.;. Si Pon avait T.(x) = W,, on
pourrait éerire
Tyla) = T2, T2, .., T2 (ys,)
2 ar
doll -

. =l el
=T :T51= RS Ta—:(yao):

Qg, @y, ..., @, 6tant des nombres ordinanx < a, I! en résulterait, en vertu
de £ < a, que a¢ W,, ce qui est impossible.
Lrélément T.(x) n’est done pas contenu dans W, ef, comme

Te(2) © Weyy, il vient T (x) = H,. Cela étant vrai pour tout « de D, H,,
on a '
(7 T:(DHJ) = H, (&< a)

Les ensembles H, satisfont done a4 toutes les conditions de notre
lemme.

TuuoriMe 1. Il ewiste un ensemble G < B jouissant des propriéiés
suivantes:
1) Les ensembles & et OG = E—G oni la puissance R;
2) T étant une transformation guelcongque appartenant ¢ F el I} son
domaine, les ensembles
D —G e
sont de puissance << W,

- Démonstration. Nous décomposons Uensemble des nombres ordi-
naux << ¢ en deux classes disjointes K, et K,, chacune de puissance 8.

Boit & =} H,, les ensembles H, étant cenx du lemme précédent.
aeky

T(D 06)— 06
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L’engemble ¢ et son complémentaire (G = 2 H, ont évidemment

aclly
la puissance ¥. Pour une transformation quelconque 7 = T, on a d'aprés
la formule (7) '

T{DH) « H, (a>§),

L’ensemble W.,, = }H, (c¢f. (B)) est dune puissance < 8. On
asg s

démontre de méme que T'(D, CG)—0GF est dune puissance < N,

Remarque 1. Soit £ lensemble des points d'une segment. BEa
admettant I’hypothése du continu, on peut affirmer 'existence d’mu
engemble & satisfaisant aux conditions du théoréme 1 ef non mesurable.

11 suffit de montrer que 'on peut choisir la classe K, de manidre que

lensemble > H, soit non mesurable.
aeky

En effet, dans le cas confraire on pourrait attribuer 4 chague ensemble
K des nombres ordinaux < # un nombre réel mK (égal & la mesure de

Pensemble 3 H,) de sorte que
aeK

1) mK =0,
2) pour toute suite dénombrable {K,} d’ensembles disjoints de
nomhres ordinaux < ¢ on &

S mEy = m > K,

3) pour lensemble K, de tous les nombres ordinaux < 4 on
a mK, > 0.

Or, il régulte d'un théoréme démontré par M. Kuratowski et moi ()
que cela est impossible.

1l existe donc un engemble A de nombres ordinaux pour lequel en-

semble linéaire ¢ = 3}’ H, est non megurable. I1 est aisé de vérifier que
5

cet ensemble satisfait aux conditions du théoréme 1. En particulier,
Pensemble CG est, lui aussi, non mesurable ef, par conséquent, de la
puissance du continu (toujours en admettant I’hypothése du confinu).

Remarque 2. 8i Pon suppose dans le théordme 1 gque toutes ley

- transformations de la famille ¥ transforme I'snsemble B en Tni-méme,

alors Pengemble & jounit de la propriété suivante:

Les ensembles T{G)—G et @—T (@) sont de puissance << ¥ pour toul
Tel.

Cela résulte du théoréme 1 en vertm des égalités D = F (d'on
DE =@) et T(G+T{(Q) = F.

(3} Voir 8. Banach et C. Kuratowski [24].
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TaHOREWE 2 (V). Les ensembles B et F ayont le méme sens qu’ auparo-
vant, il existe un sous-ensemble M de B de puissance W satisfaisant & la
condition suivanie:

81 Ty et Ty sont deux trangformations de F définies dans D, respecti-
vement Dy, si de plus M = R-+8 est wune décomposition quelconque de
Pensemble M en dews ensembdles disjotnds, alors P'ensemble

T{DR}y-Ty(D,8)

est d’une puissance < N.

Démonstration. Soit M un ensemble quelcongue ayant avee

chague engemble I, de notre Jlemme un point commun et un seul. 11
existe, en vertu du méme lemme, un nombre ordinal £ pour lequel

(1) TI(DI Hﬂ) = Hn et -T'Z(-DQHa) = Ha (a > 5)'
Posons
R’=R~—2HG, 8 =S—2Ha.
aE aglk

On a alors .
T (INR')- Ty (D) = 0.

Hn effet, supposons que ce produit contienne un point Z. Alors pour
un cerfain wel; B et un cerbain yeD,8 on a Ti(x) = Tyly) = Z. Tl en
résulte par définition de R’ et 8 guil existe un o > £ tel que zeH,,
yel, ot ZeH,., Mais cela est impossible. Pensemble W n‘ayant avec
chaque H, qu'un seul point commun.

L’ensemble } H, étant de puissance < 8, notre théordrue est dé-

agé

montré.
§2

1. Soient F Dlensemble des points d’une circonférence de rayon 1
et F la famille de tontes les rotations de cette cireonférence auntour de

gon centre. En admetfant Ihypothése du continn on conelut & I’aide .

du théoréme 1 et des remarques 1 et 2 que:

11 existe sur la circonférence un ensemble @ non mesurable qui est trans-
Jormé par chaque rotation en lui-méme, absiraction faite d'un ensemble au
plus dénombrable de points.

(") Ce théordme est une généralisation d'un lemme de M. Bierpineki, publié
dans Fundamenta Mathematieae 10 (1032). Voir Sur un probléma concernant les
types de dimensions.
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Par conséguent,

il existe wne fonction @lr) { —oco < @ < +-o0) non mesurable remyplissant
la eondition swivante: quelle que soit la suite {s,} tendant vers zéro, on a

lim ¢{z+-2,) = ()
i—rco
abstraction faile @un ensemble au plus dénombrable (1).

Désignons par » arc de la circonférence compté & partir d'un point
fixe dans le sens positif ef posons p(x) =1 ou ¢(x) = 0 snivant que le
point correspondant appartienne ou non i ensemble & Il est aisé de
vérifier que cette fonction a la propriété demandée.

La question, si une fonction de ce genre existe, a été posde par
M. Auerbach (2).

2. Boit F D’ensemble des points du segment (0,1) et F la famille
de toutes les trangformations biunivoques et bicontinnes dont les domaines
et les contre-domaines sont des ensembles &; < F. La classe des ensembles
@, étant de la puissance du continn, # Pest aussi.

Bi W < F et si fl2) esd wue transformation quelcongue binnivogue
et bicontinue de Pensemble HM en un sous-ensemble de F, il existe en
vertu d'un théoréme de M. Lavrentieff (8) une transformation 7 de F,
dont le domaine contient ’ensemble M, telle que

(xe B).

On voit done que chaque sous-ensemble de Vintervalle (0, 1) homéo-
morphe & M est image de Pensemble M fournie par une transformation
de F. Il régulte done du théoréme 1:

Dimtervalle (0, 1) confient un ensemble qui est, ainst gque som com-
plémentaire, de la pwissance du continu el qui contient chague ensemble
homéomorphe & un guelcongue de ses sous-ensembles, abstraction faite d'un
ensemble de points de puissance infériewre & celle du conbinu.

() D’aprés mne remargue de M. Bierpifiski, on pent démontrer sans admettre
I'hypothise du continn le théertme qu’on obtient du théoréme du texte en y rem-
placant les mots ,au plus dénombrable” par les mots ,de puissance inférieure i celle
dn contian®”, Voir Fundamenta Mathematicae 19 (1932), p. 24 ss.

(*) Quant sux fonctions mesurables voir H. Awerbach, Sur la wrelation
mf{z+hn) = f(z), Fundamenta Mathematicae 11 (1928), p. 193-187.

)

(") M. Lavrentieff, Contribution ¢ la théorie des ensembles homéomorphes,
Fundamenta Mathematicae 6(1924), p. 149-180. Cest gricé 3 une remarque de
M. Kuratowski que 7'ai été conduit & employer isi le théortme de M. Lavrentieff.



