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Kategorie von Funktionenmeungen

Man erhilt Fuonktionen g{f), welche den Forderungen a), b) von
Batz 2 entsprechen, indem man z. B. stickweise lineare Funktionen
bildet, deren absoluter Betrag klein ist, deren rechtsseifige Ableltung
aber fiberall grofer als eine beliebig gegebene Zahl ist.

Daher ist Satz 1 in der Tab ein Spezialfall von Satz 2. Andere An-
wendungen dieses letzberen Satzes findet man in einer Arbeit des Herrn
Kaezmarz (1).

In der gemeinsam mit Herrn Auerbach (%) vertffentlichten Arbeit
wird der Satz 2 sowie die zu seinem Beweise angewandte Methode be-
niibzh.

Bemerkung 3. Es ist interessant, dafl man unfer den eingangs
dieges § gemachten Voraugsetzungen, jedoch ohne die auBerdem in Satz 2
gemachte Annahme zu bentitzen, den folgenden Satz beweisen kann:

BATE 3. Die Menge A ist entweder leer oder von der sweiten K ategorie.
Im letzteren Falle ist thre Kowmplementdrmenge von der ersten Kategorie,

Beweis. Bei dem Beweise von Satz 2 zeigben wir bereits, daB die
Menge 4 ein G5 ist. Wir nehmen an, daf sie nicht leer igt. Fiir ein beliehiges
e = A tnd jedes w < H hat man dann

Um U (g -+, £, b)) 2 1m U (i, &, k) —Lm U (w, ¢, &),
0 A-30 Byt

woraus nach Definition der Mengen 4, H folgt, daB @,-}w in A enthalten
ist. Da die Menge H iiberall dicht in B ist, gilt das Gleiche von der Menge
aller o,+w, alzo auch von 4.

Da, eine iiberall dichte Menge vom Typus ¢, bekanntlich von der
zweiten Kategorie ist, ist damit gezeigh, daB 4 von der zweiten Kategorie
ish. Da ferner jedes G, die Baire’sche Bedingung erfillt, ist die Komple-
mentirmenge 4 von der ersten Kategorie.

(')} 8. Kaczmaraz, Infegrale vom Dinischen Typus, Studia Mathematica 3 (1931),
p. 189.199.

{?) H. Averbach und 8. Banach, Uber die Héldersche Bedingung, ibidem
3 (1931), p. 180-184.
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Uber die Holdersche Bedingung¥

H. Auerbach und S. Banach

Wir beweisen in dieser Arbeit als Anwendung einer wvon Herrn

&, Banach gleichzeitig verdffentlichten Methode (') folgende zwel Sifze:

Bamz 1. Sei wlh) eine fiir b > 0 erkldrle Funktion von der Figenschaft,

daff w(h}) >0 und 1jh£1oJ(h) = 0 ist. Ferner bezeichne E den Raum aller
0

stetigen Bunktionen 2(1) ven der Periode 1. Abgesehen von gewissen x(t),
welche eine Menge erster Kategorie bilden, besitat jedes x aus B die folgende
Higenschaft:
Es ist
— | @@ FR)—x()
w(h)

B0

fiir alle 1.
Sarz 2. FBs beseichne H* (0 < o < 1) den Raum oaller Funktionen

x(t) von der Periode 1, welche der Hilderschen Bedingung

| (D) —2 ()] < |B{

geniigen. Abgesehen wvon gewissen x(1), welche eine Menge ervsier Kategorie
bilden, besitst jedes © aus H® die folgende Eigenschafi:
Es st
— | a{tFhy—a(t)

hﬁ | - +oo

k-0

fitr alle t und alle > a (?).

* Commenté sur p. 349,

1) 8. Banach [34]

{(*) Beispiele stetiger Funktionen, welche diese Eigenschaft fiir § =1 begitzen,
findet man in. 8. Ruziewica, Sur les fonctions satisfoisant & la condition de Lipschitz
généralisée, Annaley de la Société Polonaise de Mathématique 7 (1928), p. 68-74, und
A. Zygmund, Uwaga o funkejack nierdéniczkowalnych, Mathesis Polska 4 {1929), p. 1-7.
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Hioldersche Bedingung

Es wird hierbel vorausgesetzt, dall die Norm in F bzw. H® als das
Maximum voun [wz(f)| erklirt ist.

Aus Satz 1 folgt, indem man o(h) =1/ilgh| annimmt, daBl mit
Ausnahme gewisser (), welche eine Menge erster Kategorie bilden,
fiir jedes & aus E die Beziehung

m iz:(t-{«hi-—m(t) _
im0 | /) i

—+ oo

fir alle ¢ und alle o > 0 gtattfindet. In dieser Form wurde der Satz von
uns uwrspringlich bewiesen. Die ohige allcemeine Fassung verdanken
wir einer brieffichen Mitteilung des Herrn 8. Saks ().

Bewels von Satz 1. Wir nehmen zunichst an, dafl, fiiv alle & > 0,
hiw(h) < 4 < +oo ist. In diesemn Falle ergibt sich der Beweis durch
Anwendung des Satzes 2 der zitierten Arbeit.

In der Tat ist # ein vekforieller, normierter wnd vollstindiger Raum.
Die Fanktionaloperation

24 —s(1)

Ula, 4, h) = w(h)

erfilllt offenbar die dort verlangten Bedingungen 1) und 2). Bezeichnet
H die Menge der trigonometrischen Polynome des Avgumentes 2n#, so
ist H eine iiberall dichte Teilmenge von ¥ und fiir ein beliebiges Blement
w ans H hat man

w(t-+h) —w (1) [_ l w{t+hy—w(ty|
e (h) || ) Lo(h)

U(w, 1, h) = & AMax|w (#)].

Um Funktionen g(t) ans B zu bilden, weleche den Bedingungen a),
b} von Satz 2 a. a. 0. geniigen, kann man folgendermaBen verfahren:

Sel ¢(t) die den Bedingungen ¢(C) = @{1) = 0, {1/2) = 1/2 genii-
gende, im iibrigen stetige nnd lineare Funktion von der Periode 1. Bezeich-
nen dann r, M beliebige positive Zahlen, so kann man g{(#) = rg(it)
setzen, wo n eine hinreichend groBe natirliche Zahl bedeutet (2}, Denn
es 18t ¢(f) ein Element von E mit der Norm [jg|l = r/2 < ». Wie leicht
ersichtlich, gibt es ferner zu jedem ¢ ein Ry (0 < By <= 1/n), woliir
lp L (t+h)1—g(nt)] = 14, also

& (nt-Fnhy) —e (nt) I v

Ulg, t, hy) = »
(G: 6 Re) =2 w(hy) | = A lhy)

(*y Uber Beispiels stetiger Funktionen welche die in Satz 1 angegebene Kigen-
schaft besitzen, vgl. 6. Faber, Mathematische Annalen 66 {1909), p. 81-94, und
8. Ruziewicz, Btudia Mathematica 3 (1931), p. 185-188.

(*) Herr 8. Kaczmarz hat zuerst derartige Funktionen g(f) benatzt.
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ist. Es geniigt also % s0 groB zu wihlen, daB, fiir0 < h < 1/=,
by < 4frM gilt.
Damit ist der Satz bewiesen fiir den Fall, daB h [ (k) begchrankt isf.
Wir nehmen jetzt an, daf ‘

—  h
Jj_ =
h}:} wlk) oo

is (*). Dann gibt es eine nach Null konvergente Folge {#,} (h, > 0}, fiir
welche limbh,/w(k,) = 4-oco igt, Nach §1 a. a. O. hat man fiir jedes @

D0

aus #, welches nicht einer gewissen Menge erster Kategorie angehort,

o | 2t = |

| o9,
] l &) (h‘p) ! r
also anch
IE .T(t-{-h:,,)—“x(_t_)u ! _ il—li[ m(t+h'13) —xr(t) h,p — oo
Proo @ (Ry) R By, w (hy)

und schlieBlich

lim

s

— | @ (t-Fh)—z(f)

far alle £.

Beweis von Satz 2. Wir sefzen f,, = ¢-+1/m und bezeichnen
mit E die Menge aller (1) aus H" welche die folgende Nigenschadft
haben:

Fir wenigstens ein (von g abhingiges) ¢ und alle & > 0 ist

w(l-+h)—al) <

hPm -

Wie leicht ersichtlich, sind die Mengen B (m,n =1, 2,.,.) abge-
schlogsen. BEs geniigt cifenbar zv zeigen, dafl sie nirgends dicht sind.

Wir fiihren den Bewels indirekt, nehmen also an, dafl etwa die
Menge Ejy einen inneren Punkt enthiilt. D. h., es gibt eine Funktion
w(t) ans BY und ein # > 0 derart, daB jedes z aus H® welches fiir alle
¢ der Ungleictung |2 (t) —w(f)| < r geniigt, ebenfalls in Ex enthalten ist.

Da wir jedes x aus H® durch ein ebenfalls in H® enthaltenes trigono-
metrisches Polynom des Argumentes 2nf — etwa eines seiner Péjerschen
Polynome — beliebig genau approximieren kénnen, diirfen wir annehmen,

(1} Da es nur auf das Verhalten fiir b — 0 ankommt, sind damit alle Fille er-
schépit. : :
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226 Holdersche Bedingung

dall w(i) ein derartiges Polynom igh. Wir kinnen weiter voraussetzen,

daf w({l) einer Ungleichung ‘
(iR —w(t)] < cfhl”

mib 0 < ¢ <2 1 genfigh, da man dies durch Multiplikation mit einer hin-

reichend wenig von 1 kleineren Konstanten erreichen kann.
Man hat fir jedes ¢ und jedes & > 0

L ww(t=h)— w () ; | t+h)~
o
wo .4 eine obere Schranke von [w’(¢)] und [w({i-+h)—w ()] bedeutet.
Um zu einem Widerspruch zu gelangen, geniigt es eine stetige Funk-
tion g(t) von der Periode 1 zn konstruieren, gso daB
1° |g(i+h) —g ()] < (1 —e) [R[Y
2¢ m jedem ¢ gibt es ein kb > 0, wofiir
gi+h)—g(t)
hix

]mr " A,

> N+4d,

3° lg(t)) < r.
Denn setzt man (i) = w(t)+g(f), so ist wegen 1°

() —o ()] < lwlit+h)—w ()| +|gt+-h)—g (8)]
< e[ (L—0) [R]F = [R[,
und wegen 2°

L a{t+h)—a(1)

J g{t-+h)—g (1)
i hear 1 -

Wit —4 >N,

!
D.h., « ist ein FElement von H° welches in E¥ nicht enthalten ist,
trotadem nach 3° llm—wl < r gilt.

~ Es bezeichne wieder ¢(1) die im Beweise von Satz 1 benutzte stiick-
weise lineare Funktion. Fir |2 < 1 ist offenbar

| (4} —

'Wegen le(t+h)—@(l)] < 1/2 gilt diese Ungleichung auch fiir |h| > 1.
Wiahlt man eine der Ungleichung a << y < £y geniigende Zahl yp
und setzt

p(t)] < [h] < AL

1
gli) = F‘P(%i):

so erfillt diese Funktion ¢(¢) die Forderungen 1°,2°, 3°, wenn n eine

hinreichend grofe natiirliche Zahl ist.
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Denn man Lat
‘ (Nt -nh)—g(nt " A
gl =g = LR gty WA 1
7 e n¥"°

Zn einem jeden ¢ gibt es, wie wir schon wisgen, ein k; (0 < 2, < 1/n)
derart, daB |g(at--nh) —¢(nt)| = 1/4, algo

|9 (t4h) —g(2)
hfa

1 1

T o > e
457 |hyl881 1
7] Ayt

M

1
o jz,ﬁﬂf‘i’

ist.
Endlich ist

ot = — fe )] = .

2n¥

Es geniigt also # so grofl zu wihlen, daf 1 L 1—e, 30U >
NA44 und 1/2»% < r ist.



