206 Ensembles de 1% catégorie

3. En généralisant un théoréme de DBaire, M. Kuratowski (1)
a démontré I'énoncé suivant: éant donnée wne suite convergente de fonctions
Fulry continues et définies sur un espace métrigue séparable et dont les valewrs
appertiennent @ un espace métrique arbitraire, les points de discontinuité
de la fonction f{xr) = limf,(x) constituent un ensemble de I'' catégorie.

Les résultats que nous venons d’établiv permettent d'omettre dans
cet énoncé la condition que Pespace soit séparable. A ce but il suffit, dans
le raisonnement de M. Kuratowski, au lien d’appliquer le théoréme du
No 2 aux espaces séparables — de Pappliguer aux espaces métrigues les
plus généraux.

Dune fagon analogue, on étend aux espaces métriqnes {séparables
on non) le théoréme suivant (provenant aussi de Baire) (*): chaque fonction
représentable analytiquement, définie sur un espace métrigue, est continue,
lorsqir’on néglige les ensembles de 1™ catégorie.

4. On dit gqu'un ensemble A jouit de la propriété de Baire, 8'il n’existe
aucune sphere dans laguelle 'engemble .4 et son complémentaire soient
tous deux en chaque point de deuxiéme catégorie.

T résulte d’nn raigonnement de M, Lebesgue (*) que la somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles jouissant de la propriété de
Baire jouit emcore de cette propriété, si Von suppose Despace séparable.
Or, cetbe derniére hypothése peut &tre omise, lorsqu’on applique le théo-
réme du No 2; le raisonnement de M. Lebesgue est alors valable pour
chague espace métrique, qu’il soit séparable ou non.

De Ia résulte aussitdt que dans chagque espace métrique ious les ensembles
de Borel jouissent de lo propriété de Baire (*).

(*) Fundamenta Mathematicae 5 (1923), p. 80.

(® ef. ibid., p. 82.

(*) Jowrnal de Mathématique, 8. 6, & I, p. 186.

(") Pour d’autres applications du théordme démontré ici & la propriété de Baire,
voir la nole de M. Kuratowski, publide dans Studia Mathematica 18 (1930).

icm

Uber analytisch darstellbare Operationen
in abstrakten Riumen *

Einleitung

Seien A und ¥ zwel metrische Riume. Der Raum ¥ sel aubBerdem
separabel. Wir betrachten Operationen

Yy ::f(mh

welche jedem Elemente # < X ein bestimmtbes Element y « ¥ zuordnen.
Zwei Arten dieser Operationen werden gewdohnlich betrachtet. Die
erste bilden die (mittels stetiger Operationen) analytisch darstellbaren
Operationen; wir bezeichnen ihre Gesamtheifi mit B. Die zweite Art bilden
die im Sinne von Borel meBbaren Operationen; sie sei mit I bezeichnet.
Die #n B gehdrenden Operationem werden folgendermaBen erklirt:
Rine stetige Operation zdhlen wir zur nuliten Klasse B9, Die Grenz-
werte der Folgen stetiger Operationen bilden die erste Klasse Bt Allge-
mein besteht die &-te Klasse B (wobei ¢ eine beliebige endliche oder
unendliche Ordnungszahl << 2 bedeutet) aus denjenigen Operationen,
welche als Grenzwerte von Folgen von Operationen niedrigerer Klassen
darstelbar sind.
Die Vereinigungsmenge aller Klassen B® bildet die Gesamtheit B
der (mittels stetiger Operationen) analytisch darstellbaren QOperationen.
Um die im Sinne von Borel meBbaren Operationen zu erkliren,
definieren wir zundchst die zwel Borelschen Mengenklassen P° und Q°.
Die Klasse P! besteht aus allen abgeschlossenen, die Klasse @' aus
allen offerien Mengen. Die Klasse P ist die Gesamtheit der in der Form
[14, darstellbaren Mengen, wobei A, c @™ (&, < &n =1,2,...) ist.

=1

Die Klasse ¢° ist die Gesamtheit der in der Form ) 4, darstelibaren

N1

Mengen, wobei A, c P& ("< &n =1,2,...) ist.

* Commenté sur p. 347.
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Eine Operation f{x) heiBt mepfbar im Sinne von Bovel von der Illasse
£330, wenn fir jede offene Menge ¢c ¥ die Menge BElf(r) c G111
der Klasse ¥ " angehort. Wir bezeichnen die im Sinne von Borel mefbaren
Operationen der Klasse £ mit Zf und mit I die Gesamtheit aller derartigen
Operationer.

Die Operationen B wurden zuerst von Herrn Borel definiert, die
Operationen I von Herrn Lebesgue. Von Herrn Hausdorif (?) wurde
das Problem gestellt, die Beziehungen zu finden, welche zwischen den
Mengen B und I bestehen. In der vorliegenden Arbeit werden diese
Beziehungen untersucht.

Wir erkliren jetzt eine neue Avt von Operationen, nimlich die mit
Hilfe von Operationen der Klasse I1 analytisch darstellbaren Operationen.
Man erhdls gie aunf folgende Weise: '

Die Klasse bt sei mit L1 identisch. Zur Klasse b2 zihlen wir die Grenz-
werte von Folgen aug 5'; allgemein besteht die Klagse ¢ aus Grenzwerten
von Folgen, deren Operationen den Klassen niedrigerer Ordnung ange-
hiren.

Wir beschiiftigen uns im folgenden mit den Beziehungen, welche
zwischen den Klaszen B, I und b bestehen.

Ist ¥ die Menge aller reellen Zahlen, so ist B = L* (& = 0), woraus
offenbar B® = b* = Lf (¢ = 1) folgt,

Wenn ¥ ein anderer Raum ist, so finden die obigen Identifiten
im allgemeinen nicht statt, wie das folgende Beispiel von Herrn Hams-
dorff (?) zeigt:

Es bezeichne X die Gesamtheit der reellen Zahlen und ¥ eine aus
nmr zwei Elementen y,, y, bestehende Menge. Jede stetige Operation
ist also von der Form f(z) = y,, oder f(z) = y,. Das sind zugleich alld
Operationen B.

Die Operation, welche durch

f(O) = Y1

floy =y, (& #0)

(*) Diese von Herrn Lebesgue eingefiihrte Bezeichnung bedeutet die Menge
derjenigen x, welche die in der Klammer angegebene Eigenschaft besitzen; im obigen
Falle die Menge derjenigen w, fir welche f(#) in & enthalten iat.

{*) Vgl. ¥. Hausdorif, Mengenlehre, 2 Aunfl., p. 268. Es izt zu beachten, dal
Herr Hausdorff umsere Operationen L mit (M, ¥¥) und unsere Operationen B
mit f# bezeichnet.

Zwischen unseren wund den Hausdorff’schen Beseichnungen
gende Beziehungen:

bestehen fol-

If = (M N9,
If = (_ME'*'I, NE“),

Bi=f (¢ <w),
Bf =78l (£ ow).
) Vgk. 1 o.(%), p. 268 if.
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definiert ist, gehort, wie leicht zu sehen, zu L' Tn diesern Falle ist also
It = 1.
Man bemerkt leicht, daB
B ed cLf (£=1).

Dag folgt aus B = IL° b = I' und ans der Tatsache, daf die
Grenzwerte der Folgen von im Sinne von Borel meBbaren Operationen
von Klasse < & alle der Klasse If angehéren.

In dieser Arbeit beweise ich die Sitze:

1. Wenn der Rawm ¥ separabel ist, so hat man

P=I (£x1).

2. Wenn sich zwei beliebige Punkte des Raumes Y stets durch einen

stetigen Bogen verbinden lassen, so ist

B =I5 (F21)

(filr &£ =1 hat man B! < In = By,

In diesen Sitzen wird tber den Raum X lediglich vorausgesetzt,
daB er metrisch ist.

Es wire interessant fegtzustellen, unter welchen Voraussetzungen
beziiglich des Raumes Y die Identitit B = I* fir jedes £ stattfindes.
Wie man zeigen kann, igt das der Fall fiir gewisse vektorielle Ré‘mmé,
insbesondere solche vom Typus (B) ().

leh erwihne noch, daB, wie Herr Kuratowski bewiesen hat (s.
Kuratowski [3], 8. 281), fir jeden metrischen Raum Y ein ihn enthal-
tender metrischer Ranm H definiert werden kann, in welchem

BF=T1" (:§20)
stattfindet, wobei in ¥ dis frihere Metrik beibehalten wird.

In §1 beweise ich eine Reihe von Flilfssiitzen. Der § 2 enthilt die

Beweise der Sitze 1 wnd 2.

§1
Iinrssarz 1. Wenn die Mengen ¢, H so beschaffen sind, dafi G o H,
G = QY H < P*, so gibt es eine Menge K < P*-QF, derart daff ¢ > K > H.

Beweis. Vgl. W. Bierpinski, Swur une propriéié des ensembles am-
bigus, Fund. Math. 6.

(Y} D. h. vektorielle, normierte und vollstindige Réuame.

Qeuvres 14
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Hrmessarz 2. Wenn A < PE-QF so gibt es eine Folge von Mengen
{45} (4 < P9-Q%, o << &), fiir welche

A = lim4;
70
28t (1),
Beweis. Nach Voraussetzung ist
(1 A== []%
j=1 i=1
wobel .
Hj' [ H;‘+1 11]1(1 Hj [y P’ (E;‘ < E),
Gj o G?.-i‘l Tl]fld G] o Q’f.';,' (?73: < E)

angenommen werden kanm.
Wir bezeichnen mit g die groBere der Ordnungszahlenn &, 9. .
Wegen ; = 4 o H; gibt es nach Hilfssatz 1 eine Menge A; = P7-0%,
fiir welche Gj o _.4.3.' e} H;'.
Wie leicht zu sehen, folgt aus (1)
_44.:,' = liIIlA,.
j—roo
HILFSSATZ 3. Damit eine Operation f(x), deren Wertme'nge_isc.)lia-rt
ist, der Klasse I angehdrt, ist notwendig und hinreichend, dgﬁf szEe lgeden
ihrer moglichen Werte in einer Menge annimmt, welche in PL-@GTH ent-
halten ist. o ‘ .
Beweis. Sei {y;) die Wertmenge von f(z). Da sie ISO].I(:}I‘t ist, gibt
es zu jedem ¥, ein g > 0 derart daf (¥, ) = g (§ 7 4) .1st. Die Elemente
y, welche der Ungleichung (¥, y:) < & geniigen, bilden eine offene Menge;
gie sei mit K; bezeichnet.
Offenbar ist
Elf@ = wl = Elfie) < Kl = X-E[f(#) MK
T e

J1
Da S'K; ebenfalls offen ist, so folgh aus f(z) = IF, daB };[f(m) = ;]

P PEH,E—LE:J_

Die Bedinguung ist also notwendig.

Sei @ eine beliebige offene Menge wnd {y; } die darin enthaltene
Teilfolge von {y:}-

() D. h. es isk
o o o0 oo
4= ]] Fag= Y [14s

Vgl z. B. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, p. B.
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Dann ist

Elf) c6l= M Efl@) = y,]-
- n=1 T

Hieraus folgt, daf unsere Bedingung zugleich hinreichend ist.

Bemerkung. Aus der letzten Gleichung folgt, daB, wenn die Wert-
menge von f(z) abziblbar ist und f{w) jeden dieser Werte in einer Menge
aus PP+ annimmt, die Operation f(z) von der Klasse Lf ist.

HrirrssaTs 4. Jede Operation flx) aus TP (& = 1) ist die Grenze tiner
gleichind pig Eonvergenien Folge von Operationen der Klasse LF, deren jede
eine isolierte Wertmenge besitst.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da der Raum ¥ separabel ist, gibt es eine abzihl-
bare und isolierte Menge {y,} von der Eigenschaff, daf zu jedem y ans
XY ein y, existiert derart, daf (y,,y) < = ist.

Sei

&, = E [(f(!l‘), yv&) < 25]5
(1) i -
Hy = (|72} ) < ¢]-
X

Wegen ¢, cQ*7!, H, c P'*' und 6, o H,, gibt es nach Hilfssatz 1
eine Menge K, = P*'.Qfl fir welche G, - K, o H, ist.
Man hat

Zu jedem x, c X gibt es nimlich ein y, derart, daB (f(z,), ya) < ¢
o
ist. Daher ist r, c H, c K, = Y K,.

=k
Wir setzen

Sﬂ = j K,
=1

und erkliren eine Operation ¢(») wie folgt:

y, fHir » < Ky,

(3) plx) = _—

T < Sn—Sn-—l

(n=23....

Da 8, c PH1-@MY gilt dasselbe fir §,—8, ;. Auf Grund von
Hilfssatz 3 folgt hieraus, dalB ¢(r) der Klasse I¢ angehors.
Wenn z < 8,—8,_;, %0 hat man & <« K, < ¢, und daher wegen (1)

(f(m): yﬂ.) < 2¢,
d. h. nach (3)

(f(m)a fr’(ﬂ’)) < 2s.
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Aus (2) folgt, dal diese Ungleichung fiir alle x stattlindet.

Da & eine beliebige positive Zahl ist, ist damit dieser Hilfssatz be-
wiesen.

HILFSSATZ 5. Jede Operation f(x) der Klasse Lf (& > 1), deren Wert-
menge isoliert ist, lift sich als Grenze einer Folge von Operationen wvon
niedrigerer L-Klasse darstellen, deren jede nur endlich viele Werte annimmi.

Beweis. Sei {y;} die Wertmenge von f(x). Setzt man 4; = K[ f(x)

T
= 4], 50 isb A; < PEP-@F (4 =1, 2,...). Es gibt also nach Hilfssatz 2
Mengenfolgen {4} aus P*-QF, fiir welche
(1) Hmdl = A4,
F00

Wir setzen Z Al = & und erkliren eine Folge von Operationen

U@} (> 2) wie Tolgb:

y, tir x < Al
(2) fila) = 1w fx oc 88, (G>n>1),
y; fie xec X—8L,.

Die Operation f;(x) nimmé also ‘nur endlich viele Werte an. Da die
Mengen A%, 8, 8, —8_, und X —8_, in P*-@° enthalten sind, ist f;(z)
von einer niedrigeren Klasse als L.

Sel, fiir ein gewisses x,, j(mo) = ¥n- Wegen (1) gibt es ein J derart,
da® fiir § > J die Mengen A3 (i < n 1) x, nicht enthalten, aber z, < Al
ist. Hieraus folgt wegen (2) filr j>»n und j > J:

Jilz) = Y, daher  Hm fi(x) = fla,).

F—00

Es ist also lwm fi(e) = f(x) fir jedes a
Toroc

Hiressarz 6. Wenn

lim f,(x) = f(z)

e Fn(@), gulr) = L»

; (o =z1,n =1,2,...)
limg, (2} = @(2) re '
)

wnd

(fla) o)) <e (2 <X

ist, so gibt es ¢ine Folge {y,(x)} (yn(x) < L™, fir welche
limwy,(z) = ¢(x)
T 0

und

(fn hva(®)) <2 (2= X,n=12,..)

statifindet.
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Beweis. Wir bezeichnen mit {e,} eine nach Null konvergierende
Folge positiver Zahlen <2 &

Nach Hilfssatz & gibt es fiir jedes »n zwel Operationen fn(m), o (@)

ans L™, deren Wertmenge isoliert ist und welche den Ungleichungen
(1) (fn, ), fn(m)) < &g, (%(J')s ‘Pﬂ("l’)) < &y
geniigen.

Wir setzen
@nlz), wenn
]_‘n (m) b

Hieraus folgt sofort

(‘;_"n ), fule ) < &,

(®) Palit) = *)
wenn  (p, (@), ful2)) =

(V’n fﬂ. Tt")) <l E.
Daher ist

(f'n. H 1,0':1. ) Y (fn. fﬂ.(' ) (fn

Wir zeigen jetzt, dall y,(x) der Klagse I angehirt.
Sel {y;; die Menge der Werte, welche f,(x) und g,(x) annehmen.
Man hat fitr jedes %

g:[%ﬂn(il‘-) = Y]

Die Mengen [ [g,{xr} = y] und [ [f.(®) = y;] sind nach Hilfssatz 3

in Poutl-g%+1l enthalten. Dasselbe ist der Fall fiir die beiden anderen
Mengen. Denn man hat z. B.
= D B =ud,

E[ fn(m yi < 3
wobel die Summe iiber diejenigen s erstreckt ist, fiir welche (y,, w1) < &
ist. Da, wie soeben bemerkt, alle [i)[f.(x) = y,] in P"+1.Q%+1 enthalten
i

:' ?/Jn )) << 5+8u < Ze.

k);e].

L) < ]+ I;j[fn(w) = W] ~xEl(<En(m), ¥

sind, gilt dag gleiche fiir ihre Summe.
Hieraus folgt, das E(wﬂ,(w) = y;) ebenfalls in P%+1.Q)%+1 enthalten
€&

ist. Da die Wertmenge von w(x) abzahlbar ist, ist diese Operation nach
der Bemerkung zu Hilfssatz 3 von der Klagse L%,
Wir beweisen schlieflich, daf Lmwy,(x) = @(z).
00

Fiir ein beliebiges x, = X ist

{Flo), (o)) <t &
Nach (1) isth
lim f () = flw),

Hmmtns

}iﬁian(m) = @(x).
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Es gibt also ein ¥, so dalB fiix » > N

(fn(mo)z ‘Pn.(xo)) < &
igt.
" Hieraus folgt auf Grund vom (2}, daB w,(z,) = ga(x,) und daher
Himy,(#,) = p{a,) ist.

Tt 0

Bemerkung. Wenn jede der Operationen f, und ¢, nur endlich
viele Werte annimmt, so kénnen wir, indem wir Fo == T und g, = g,
setzen, shnlich wie oben Operationen y, erhalten, deren jede nur endlich
viele Werte annimmt.

Wir werden diese Bemerkung beim Beweise des nichsten Hilfssatzes
beniitzen.

HIrrssaTz 7. Jede Operation f(xz) der Klasse If (& > 1) ist die Grenze
einer Folge von Operationen aus L von Klasse < &, deren jede nur endlich
viele Werte annimmi.

Beweis. Nach Hilfssatz 4 gibt es eine gegen f(x) glemhmaﬁlg kon-
vergierende Folge {f.(»)} von Operationen der Klasse L%, deren jede
eine isolierte V\’eltmencre hesgitzt.

Es bezelchne {en; eine den Bedingungen ey >0 und Zem < o0

m=1
geniigende Zahlenfelge.
Wir konnen annehmen, indem wir die urspriingliche Folge {f.(z)}
nitigenfalls durch eine Teilfolge ersetzen, dall

( f-m..‘.]_ (m =1, 2, ...).

Nach Hilfssatz 5 gibt es Folgen {fm(x)} von Operafionen aus L von
Klasse < &, deren jede nur endlich viele Werte annimmt, derart dab

lim. f7,(9) = ()

Tt—-00

)<5m

(rcX,an=12..)

ist.
Sei ¢f (#) = fi (). Nach Hilfesatz 6 und der darauf folgenden Bemer-
kung gibt es eine Folge {¢}} von Operationen aus I von Klagge <C &,

deren jede nur endlich viele Werte annimmt, fiir welche limg’ “a) = fal2)
'H—N:\c

und (¢} (), ¢" (@) < 2¢; ist.

Indem wir fhnlich die Folgen {g% (®)}; ..., {pn(x)} erkliren, erhalten
wir eine Doppeliclge {p),(#)}, welche fir alle m, n folgende Bedingungen
erfillt:

a) ¢h{x) ish eine im Sinne von Borel melbare Operation einer
Klagse << £, deren Wertmenge endlich isf.

b) Eiqjmw) = ful2)
€) (QV?nW): (P?ﬁ+1 (2?)) < e

icm
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Fiir ein beliebiges z, = X ist

(1) (gnl@e), flo)] <

Fiir » > m ist wegen ¢)

(@'n(“"n) qm(mﬂ)) (Qm QPD fm ‘TO) (fm 'I'o f("rl}}

n-1 oo
(5tan)s gm(za) < 3 (o), e (eg)) <2 Y e
k= L=

Dabher folgh mit Hilfe von b)

oo

m (¢ (o) Fl@e)) <2 3 ext (fnln), £(20)) -

oo K=t

Da m beliebig ist, hat man schliefilich

Limen (#y) = f{x2).
N0

Also besitzt die Folge {¢h(x)} alle verlangten Eigenschaften.

Hrivrssatz 8. Wir selzen voraus, daf sich zwei beliebige Punkie von
Y stets durch einen sfetigen Bogen verbinden lassen. Sind dann
(i=1,2,..., k) disjunkte abgeschlossene Mengen aus X undy; {(1=1,2,..., %)
belichige Elemente aus ¥, so gibt es eine in X definierie stelige Opemtwn
flz), fir welche

f(=) — i

Beweis. Wir erkldren fiir beliebige reelle ¢ eine Funktmn (1), deren
Wertmenge in ¥ enthalten ist, wie folgt:

(@ cFii=1,2,..,k.

Yn (n=1,2,..., k),
p{n) =1 ¥r (t > k),
Y1 (t < 1).

In den Intervallen (1, 2), (2, 3), ..., (k—1, k) sei @(t) beliehig definiert,
jedoch stetig. Das letztere ist moglich, da nach unserer Annahme y; und
Y;., Bich durch einen stetigen Bogen verbinden lassen.

Es bezeichne u;(z)} die Entfernung des Elementes x von F; es ish
also wug(w) = 0 Liv o « F;. Die Funktionen wu;{x} sind offenbar stetig.

Wir bezeichnen mit H den k-dimensionalen Euklidischen Raum
und seine Koordinaten mit £, t,, ..., {. Sei ¢ die aus denjenigen Punkten,
deren hochstens eine Koordinste verschwindet, bestehende offene Teil-
menge von H und ¢ = #(i,, ..., {;) eine in & definjerte und stetige Funk-
tion von der Bigenschaft, daf '

Bty ooy tigy 0y %4y, sl =1 (t=12..., k).
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Da fiir jedes & — X hochstens eine der Zahlen w;(z) (¢ = 1,2,..., k)
gleich Null ist, ist ¢ = Plu, (), ..., ux(x)] eine in X definierte stetige
Funktion, fiir welche
(1) Fluy (e}, oo ()] =2

Setzt man

(z = F;).

fle) = e{F[u (@), ..., upl®)1},
so ist f(x) die gesuchte Operation. Sie ist némlich stetig und fir z = ¥
hat man nach {1)
Hx) = gli) = i (t=1,2..k).
§2
347z 1. Jede Operation der Klusse * (& = 1) ist auweh von der Klasse
¥ und wmgekehrt, d. h.

Lf=0b (£ =1).

Beweis. Fir &£ =1 folgt der Satz sofort aus der Definition der
Klasse ¥l Durch transfinite Induktion beweist man leicht mit Hilfe
von Hilfssatz 7, daf Lf < b* (£ = 1).

Wir zeigen jetzt, daB b* < If (& = 1), ebenfalls durch transfinite
Indulction, indem wir also zunichst annehmen, dal3 dies fiir « < & richtig
ist.

Sel f(#) = b ful®) = b (e, < &0 =1,2,...) und limf, (2) = fla).

Es bezeichne K eine beliebige Kungel mit dem Mittelpunkt y, und
dem Radins », d. h.

K = g][(ym y) <rl.
Wir setzen
1
Gf.ﬂ = g} [(fn(w)i yU) <r— '_Z':I

Dann ist

Elfle) c K] =

T

Gin.

A5
e
e

—

1 Jo=

=

N
Wegen @, < @™ ist also

@(f(m) c K) o @t o g .

Da jede offene Teilmenge von ¥ als eine abzdhlbare Summe von
Kugeln darstellbar ist, so folgt hieraus f(z) < I~

Ba1z 2. Wenn sich 2wei beliebige Elemente von Y stels durch einen
stetigen Bogen verbinden lassen, so ist If = B* (¢ 1) und B' < I,

icm
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Beweis. Ahnlich wie bei Satz 1 zeigt man leicht, daB B = L%
(Offenbar ist B® = 1°.)

Wir beweisen zunichst, dafl, wenn die Wertmenge einer Opera-
tion f(x) aus L' igoliert ist, diese Operation auch der Klagse B' angehort,
d. h. die Grenze einer Folge stetiger Operationen ist.

Sel {y;} die Wertmenge von f(z). Wir setzen

D; = ];[f(«'r) = ¥:]-

Da D; eine Menge @* ist, hat man

D; = Zmﬂik:
k=1

wobel die Mengen D; der Klasse P angehdren, d. h. abgeschlossen sind
und D'Ek [od —D'Eics-l ist.

Nach Hilfssatz 8 gibt eg fiir jedes » eine stetige Operation f,{z),
fiir welche

Falit) =y
Man hat fiix & = Dy

lim fo (%) = u;

00

((,U < Din: i = 1?"‘7“)'

(i=1,...,n),

also fitr alle x

lim f, (i) = f(x).
H—rD3
Daher ist flz) von der Klasse B
Nach Hilfssatz 7 ist daber jedes f(z) aus L? in B* enthalten. Hierauns
folgt durch transfinte Induktion mit Hilfe desselben Hilfssatzes, dal
IF o BY (£ 1) ist,



