Théoréme sur les ensembles de premiére catégorie*

Daprés nn théeréme ¢lémentaire, si, dans un espace métrique sépa-
rable, Vensemble A est de I'® catégorie en chacun de ses points, il est tout
entier un ensemble de I'° catégorie ().

Je vais donner ici ane démonstration de ce théoréme qui est valable
pour chagite espace métrigue, qu’il soit séparable om non. Jen indiquerai
aussi plnsienrs applieations (2).

1. Démonstration. Seit E un espace métrique. Soit

(1) LITR-FYRRTY -

une suite transfinie de sphéres (ouvertes) disjointes et assnjetties aux
conditions suivantes: 19 48, est de X' catégorie, 2° la suite (1) est saturés,
e.--d. qwil n'existe ancune sphére X telle que X§, = 0, pour chague o,
et que XA soit de I™ catégorie.

Pogons: & = 8, +8,+...+8,+...

Je dis que Pensemble B—8 ¢st non-dense.

En effet, il n’en était pas aingi, cet ensemble, comme engemble
fermé, contiendrait wne sphére X. Evidemment XS, — 0, pour chaque a.
Done, selon 2°, XA ne peut étre de I™ catégorie et, 4 plug forte raigon,
XA ne peut &tre vide, Soit done p un point de X 4. Par hypothése, 4 est
de I' ecatégorie au point p; il existe done une sphére X, telle que
P X, cXetque X, 4 esh de I' cabégorie. Mais ceci contredit 1a con-
dition 2° puisque X,8, = 0, quel que soit a.

* Commenté sur p. 345.

(') Espace méirique — espace ou la distance est définie {voir Hausdoertf,
Mengenlehre, 1927, p. 94). L'espace est eéparable, lorsqu'il eontient nne partie dense
dénombrable. Un ensemble est dit de I catdgorie {aw sens de Baire), lomqu'il est
somme d’une série dénombrable d’ensembles non-denses; un ensemble X est dit
non-dense, loreque la fermeture de ¥, ¥, ne contient ancune sphére. Un ensemble 4
est dit de I catégorie au point p, lorequ'il existe un entourage & de p tel que 'ensem-
ble AG est de I* catégorie. .

{*) Les principaux résultats de cette note ont ét& prégentés b la Société Polonaise
de Mathématique, Lwdw le 26. X. 1929.
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Ceci ébabli, il suffit de prouver que l'ensemble 48 est de I catégorie.
Or, daprés 19 on a

1 a2 [ S
A8, = N, +-N] L. N+ ...
N étant non-dense ef n &tant un entier positif,
Posons:
N = AT N+ N

On a done: 48 = N1L-A24L, L N".,. ¢t notre théordine sera
démontré dés que nous prouverons que X" est non-dense.

Supposons, par contre, que N n'est pas non-dense. 1l existe done
un ensemble ounvert H tel gue

(2) 0 = H c N" _

L'engemble H ne peut étre contenu dans l'ensemble K-8, puisque
ce dernier est non-dense. Il eyiste, par conségquent, une sphere 8, teile
que .

(5) HS, 0.
Or, on a Videntité
Nt = Ni4 SN, @en N = Ni+ MNP e Nit DS

fgta Eta Esa
et en multipliant par 8., il vient

T8 e No-8ut 3 84S,
=

Les termes de la suite (1) étant des ensembles ouverts et disjoints,

on &
D88, = 0.
&a

Donc N _
N‘n'ﬂa = -N‘:'Sa = J?-V:‘

d’oit, en vertu de (2), HS. = N;. Nous arrivons ainsi é!. la conclusion
que 'ensemble &7 contient un ensemble ouvert ef non-vide (selon (3}),
ce qui contredit Phypothése que N7 est non-dense.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

3. Te théortme entraine la conséquence suivante (qui en présente
d’ailleurs une géndralisation): 4 éant wn ensemble arbi,tm‘ire (dans ‘l].‘LL.
espace métrique) ef A, désignant Pensemble de points de A o A estde I'
catégorie, A, est un ensemble de I'® catégorie. )

En effet, 4 est en chaque point de 4, de I catégorie, done A,,
comme gous-engemble de .4, Pest, & plus forte raison. Selon le theordme
précédent, A4, est nn ensemble de IT™ catégorie.
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3. En généralisant un théoréme de DBaire, M. Kuratowski (1)
a démontré I'énoncé suivant: éant donnée wne suite convergente de fonctions
Fulry continues et définies sur un espace métrigue séparable et dont les valewrs
appertiennent @ un espace métrique arbitraire, les points de discontinuité
de la fonction f{xr) = limf,(x) constituent un ensemble de I'' catégorie.

Les résultats que nous venons d’établiv permettent d'omettre dans
cet énoncé la condition que Pespace soit séparable. A ce but il suffit, dans
le raisonnement de M. Kuratowski, au lien d’appliquer le théoréme du
No 2 aux espaces séparables — de Pappliguer aux espaces métrigues les
plus généraux.

Dune fagon analogue, on étend aux espaces métriqnes {séparables
on non) le théoréme suivant (provenant aussi de Baire) (*): chaque fonction
représentable analytiquement, définie sur un espace métrigue, est continue,
lorsqir’on néglige les ensembles de 1™ catégorie.

4. On dit gqu'un ensemble A jouit de la propriété de Baire, 8'il n’existe
aucune sphere dans laguelle 'engemble .4 et son complémentaire soient
tous deux en chaque point de deuxiéme catégorie.

T résulte d’nn raigonnement de M, Lebesgue (*) que la somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles jouissant de la propriété de
Baire jouit emcore de cette propriété, si Von suppose Despace séparable.
Or, cetbe derniére hypothése peut &tre omise, lorsqu’on applique le théo-
réme du No 2; le raisonnement de M. Lebesgue est alors valable pour
chague espace métrique, qu’il soit séparable ou non.

De Ia résulte aussitdt que dans chagque espace métrique ious les ensembles
de Borel jouissent de lo propriété de Baire (*).

(*) Fundamenta Mathematicae 5 (1923), p. 80.

(® ef. ibid., p. 82.

(*) Jowrnal de Mathématique, 8. 6, & I, p. 186.

(") Pour d’autres applications du théordme démontré ici & la propriété de Baire,
voir la nole de M. Kuratowski, publide dans Studia Mathematica 18 (1930).
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Uber analytisch darstellbare Operationen
in abstrakten Riumen *

Einleitung

Seien A und ¥ zwel metrische Riume. Der Raum ¥ sel aubBerdem
separabel. Wir betrachten Operationen

Yy ::f(mh

welche jedem Elemente # < X ein bestimmtbes Element y « ¥ zuordnen.
Zwei Arten dieser Operationen werden gewdohnlich betrachtet. Die
erste bilden die (mittels stetiger Operationen) analytisch darstellbaren
Operationen; wir bezeichnen ihre Gesamtheifi mit B. Die zweite Art bilden
die im Sinne von Borel meBbaren Operationen; sie sei mit I bezeichnet.
Die #n B gehdrenden Operationem werden folgendermaBen erklirt:
Rine stetige Operation zdhlen wir zur nuliten Klasse B9, Die Grenz-
werte der Folgen stetiger Operationen bilden die erste Klasse Bt Allge-
mein besteht die &-te Klasse B (wobei ¢ eine beliebige endliche oder
unendliche Ordnungszahl << 2 bedeutet) aus denjenigen Operationen,
welche als Grenzwerte von Folgen von Operationen niedrigerer Klassen
darstelbar sind.
Die Vereinigungsmenge aller Klassen B® bildet die Gesamtheit B
der (mittels stetiger Operationen) analytisch darstellbaren QOperationen.
Um die im Sinne von Borel meBbaren Operationen zu erkliren,
definieren wir zundchst die zwel Borelschen Mengenklassen P° und Q°.
Die Klasse P! besteht aus allen abgeschlossenen, die Klasse @' aus
allen offerien Mengen. Die Klasse P ist die Gesamtheit der in der Form
[14, darstellbaren Mengen, wobei A, c @™ (&, < &n =1,2,...) ist.

=1

Die Klasse ¢° ist die Gesamtheit der in der Form ) 4, darstelibaren

N1

Mengen, wobei A, c P& ("< &n =1,2,...) ist.

* Commenté sur p. 347.



