Uber additive Massfunktionen in abstrakten Mengen®

in einer vor kurzem gemeinsam mit Herrn Kuratowski verdffent-
lichten Note{!) haben wir, unter Voraussetzung der Richtigkeit der
Kontinuemhypothese 2% = 8,, die folgende Verallgemeinerung eines
bekannten Resnlfats von Herrn Vitali bewiesen:

Bs gibt keine total additive wicht identisch werschwindende Mengen-
Funktion m(X), welche jeder Teilmenge X der Sirecke (0,1) eine reelle Zahl
zuordnet und fir alle aus nur einem Punkie bestehenden Mengen den Wert
Null annimmi.

In diesem Satze kann die Strecke (0, 1) durch eine beliebige Menge
von der Machtigkeit des Kontinuams ersetzt werden. Die Funktion m(X),
welche wir wegen ihrer geometrischen Bedeutung eine Maffunktion,
oder auch ein MaB von X nennen, darf auch negative Werte annehmen.

In der vorliegenden Note bewsisen wir einen allgemeineren, fir Mengen
von beliebiger Michtigkeit giiltigen Satz, wobei wir die Richiigheit der
sog. Hypothese der Alephs, d.h. das Bestehen der Gleichung

Be __
% = 8,

iir beliebige Ordnungszaklen & voraussetzen. Um diesen Satz anssprechen
gu kénnen, miissen wir zunichst den Begriff der Malfunktion allgemein
definieren.

Wir sagen, daf in einer Menge F eine additive MaGBfunktion definiert
ist, falls jeder Teilmenge G von ¥ eine Zahl |@| zugeordnet ist, welche
folgende Bedingungen erfiills:

1. |6 ist nicht identiseh null fiir alle &.

2. By ist |G -+G.] = G4+ |Gsf, falls & -G, = 0.

3. Besteht @ aus einem einzigen Element von B, so ist |G| = 0.

Bine MaBfunktion ist ,additiv mit der Miehtigkeit W.*, wenn fir
disjunkte Mengen &, stefs

| Xl = e

* Commentéd sur p. 340.
(3} 8. Banach ot C. Kuratowski [24].

{0 < < we).
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Eine Malfunktion izt vom Typus R., falls sie mit jeder Michtigkeit
Ileiner als ., nicht aber mit der Michtigkeit 8, addifiv ist.

Bemerkung 1. Wenn eine Malfunktion mit einer Michtigkeit
8 = N, additiv ist, so ist jede Klasse disjunkter Teilmengen von &, deren
jede eine Teilmenge mit von Null verschiedenem Masse enthilt, hichstens
abzdhlbar.

Bemerkung 2. Wenn die Menge £ von der Machtigkeit W, ist, s0
ist jede in K erklirte MaBfunktion hochstens vom Typus N.. Anderen-
falls wire nimlich das MaB einer beliehigen Teilmenge von E gleich der
Summe der Mafe threr Elemente, d. h. gleich Null.

Wir formulieren nunmehr unseren Safz:

Wenn in einer Henge B eine MaBfunktion vam Typus W, sich definieren
lisst, so ist W eine unerreichbare Kardinalsaht (1).

Zum Beweise setzen wir zunichst voraus, dafl die Menge E die
Michtigkeit 8. begitzb.

Nach der Bemerkung 2, komint jeder Teilmenge von E ‘deren. Mach-
tigkeit Kleiner als 8. ist, das MaB Null zu. Daher enshiilt E eine Teilinenge
von der Michtiglkeit &, deren MaB von Null verschieden ist. Da es hier
nur auf die Michtigkeit ankomms, ditrfen wir annehmen, dafl die Menge
I selbst ein von Null verschiedenes Mal3 besitzt. Wir filhren den Beweis
indirelkt, nehmen also an, daB . erreichbar ist. Dann sind zwei Fille zu
unterscheiden, je nachdem X, eine Grenzzahl ist oder nicht.

Es sei ¥, eine (erreichbare) Grenzzahl. Die Menge F 1406 sich alg
Summe disjunkter Mengen {G,} in der Anzahl < R, welche alle von Kklei-
nerer Michtigkeit als &, sind, darstellen. Da jede dieser Mengen als Summe
ihver Elemente betrachtet werden kann und unsere Mafifunktion dem
Typus ¥ angehort, haben alle diese Mengen das Maf Null, alse auch die
Menge F, gegen die Voraussetzung.

Hs sei jetzt 8. (£ > 1) (%) keine Grenzzahl. Wir bezeichnen mit A die
Klasze aller Folgen

{aﬂ} (0 <9 << wpa)s

wo die ¢, Ordinaizahlen kleiner als o, sind. Sind {o,y md {8,} Zwel Folgen
aus 4, so schreiben wir

{”n} < {ﬁn}

(*) Eine Kardinalzahl . nermen wir unerreiehbar, falls sie eine Grenzzahl ist
und sich nicht, als Snmme von Mengen, welche von Michtigkeit < Na eind und deren
Anzahl < N, ist, darstellen lisst; d. h. die Anfangszahl o, ist regulir und e ist eine
Limeszahl.

Die kleinste unerreichbare Kardinalzahl ist ¥,. Es ist nicht bekannt, ob es noch

_andere gibt.

{?) Fiir dey. Beweis im Falle £ =1 verweisen wir auf die zitierte Note.



o
=
3]
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wenn fir alle 5, o <, ist. Die Michtigkeit von A ist offenbar
RIF-1 = ;.

Wir nehmen an, dafl die Menge 4 nach dem Typus o wohlgeordnet
ist. Wir entfernen nun jedes Element {a,}, fiir welches ein in A4 friiher
vorkommendes Element {f,} existiert, derart, dal {u} < {#,} und bezeich-
nen mit £ die Menge der tibrigen Elemente von 4. Diese Menge F Dhesitzt
folgende zwei Bigenschaffen:

1. Sie ist von der Michtigkeit §,.

2. Ist {o,} ein Blement aus 4, go ist die Menge derjenigen Elemente
von £, welche kleiner als {«,} sind, von einer kleineren Michtigkeit als x..

Unter der Annahme, dafl die Méchtigkeit von ¥ kleiner als W, ist,
kann £ alg eine wohlgeordnete Menge von Folgen {8, 0 <@ << w,_y,
dargestellt werden. Sei «, = f1+1; alsdann exigtiert keine TFolge {8}
aus K fir welche {o,} =< {8,} ist, im ‘Widerspruch mit der Definition
der Menge Z.

Ist ferner {f,} < {g,} nnd {§,} = E, so kommt {8,} frither in 4 vor
als {u,}. Die Menge derjenigen Wlemente, welche in A frither als {a,}
vorkommen, ist aber von einer kleineren Michtigkeit als x,.

Es sel a < ;. Wir bezeichnen mit ) die Menge derjenigen Folgen
{8,} von B, fix welche g, = o

Es ist Klar, daB
I= ) E.

0ca=o)

Da nach 1 die Mengen ¥ und £ von gleicher Michtigkeit sind, so 1a8t
sich in 7 eine MaBfunktion vom Typus ¥; exkliren derart, daB |E| £ 0
ist. Die Menge aller a besitzt die Michtigkeit 8,. Daher gibt es nach der
Bemerkung 1, eine Ordnungszahl o, < , derart, daB fiir jedes »

1. (B =0 fir o> q,

2. |6] = 0 fiir jede Teilmenge & eines B} (¢ = a,).

Wir setzen

E= Y .
0dn%§<l H;Za;

Da die Teilmengen vor B vom Mafl Null sind und die obige Sumune
aus Mengen von der Miéchtigkeit ¥, , besteht, so ist [E'| = 0.

Die Menge B —E' enthilt nur diejenigen Folgen von E, welche kleiner
als {a,} sind. Die Anzahl dieser Folgen ist, nach der zwelten Eigenschaft
der Menge K, hochstens 8. ,. Daher ist | — —E'| =0, also

B = |B|-|E—E) =0

— gegen die Voraussetzung.
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Damit ist der Beweis unseres Satzes fiir den Fall, daB die Menge
I die Michtigkeit 8. besitzt, erledigt. Um darans den Beweis fiir den
allgemeinen Fall abzuleiten, bemerken wir, dall aus der Voraussetzung
unseres Sabzes leicht die Existenz einer Klasse disjunkter Teilmengen
E, (0 <5< o) von E folgt, finw welche:

2 B, 7 Z IE
[ 7 g [i 71 <y
Nach der Bemerkung 1 haben nur abzéhlbar viele Mengen Z, ein
von Xull verschiedenes Mafl. Wir bezeichnen die iibrigen mit @,. Es
ist Klar, dal
‘Gﬂ| =10

Z( =5 ’(' ‘
ist.

Wir bezeichnen mit W die Menge aller Ordnungszazhlen, welche
Ileiner als w, sind. In dieser Menge, deven Michtigheit 8. betrigt, definieren
wir eine Maffunktion vom Typus ¥: folgendermafen:

Ist M eine Teilmenge von W, so setzen wir

und

= Y,

wobel die Summe iiber alle Ordnungszahlen von M erstreckt igt. Da
nach der vorletzten Relation |Wi =£ 0 ist, #o folgt aus unserem fritheren
irgebnis, dall ¥; eine nnerreichbare Kardinalzahl ist, w. z. b. w.

Auf Grund dieses Satzes beweist man leicht mit Hilfe der Bemer-
kung 2 folgendes Korollar:

Es sei R die Rleinste wnerreichbare Kordinalsahl, welche grofier als
Ro tsl. Wenn B eine Menge von einer kleineren Mdachtigheit als Ry ist und
wenn in B eine Maffunktion erkldrt ist, so ist diese Mafifunkiion vom
Typus ¥y, d.h. es ist nicht imaner

fiir disjunkte Mengen E,.



