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Il 8'agit de démontrer qu’il y en a an plus une infinité dénombrable de
ces &.

Pour chaque ¢, 2 appartient, par hypothése, & 'ensemble 4} +A%+
—[—...—J—A}"f}.. Conformément & la définition de A;}, il vient »f < k. En
d’autres termes: T, <2 8. Or, cette formule ne peut étre remplie, gelon
Ia propriété de la famille # énoncée dans {II'), que pour une infinité an
plus dénombrable des x.

Aingi, le théoréme IT et, par conséquent, le théoréme I se trouvent
démontres.

Remarque. Comme nous venons de voir, la proposition (IT') entraine,
sans 1'aide de I’hypothése du continu, le théoréme JI. Nous prouverons,
4 présent, que U'implication inverse a aussl lieu.

Supposons, en effef, que les ensembles A% satisfont au théoréme II
Boit # la famille de toutes les suites ny, s, ..., 1y, ... telles que le produit

[1A% ne soit pas vide.
i=1
La famille & ainsi définie a la puissance du continu. Car, d'une part,
€3 ry
selon la condition 3° dn théoréme II, chaque produit [f An, est au plus
(]

dénombrable e, d'aufre part, selon 1° I'ensemble-gomme de tous les
produits de ce genre est égal & F, a done la puissance du continu.
Soit 8 =k, ks, ..., k;, ... une suite arbitraire. L'ensemble

J A+ 4+ +48)
11

¢tant, selon 30, au plus dénombrable, on en conclut que parmi les produits

=4

Il Aii, avec n; < ky, il 0’y en a pas plus gu'nne infinité dénombrable qui

ta=1

ne soient pas vides (puwisque selon 2° deux produits de ce genre sonf

toujonrs disjoints). Cela veut dire, précisément, que lensemble des suites

T de la famille & telles que T < & est au plus dénombrable.
L*éguivalence des proposifions II et II’ se trouve ainsi démontrée.
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Uber einige Eigenschaften
der lakuniren trigonometrischen Reihen*

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich mit der Untersuchung
einiger Higenschaften der lakun#ren trigomometfrischen Reihen. Eine
trigonometrische Reihe soll dabei lakundr heifen, wenn sie die
Gestalt

[ -
) 22 4 N (apcoskyi-Hh,sink,t)
R

hat, wo die Folge {%,} aus der natiivlichen Zahlenfolge durch Weglassen
unendlich vieler Glieder entstehfi. Ks sind iiber die lakuniren Reihen
einer besonderen Klasse, fiber die Reihen nimlich, fiir welche die Bedin-
gung

k.
(2) Y - ]

n

{(n=1,2,..

stattfindet, zwei bemerkenswerte S#fze bekannt. Der erste rithrt von
Herrn 8. Sidon her und lautet;: Wenn die Reihe (1) die Fourierreihe
einer mefBbaren beschrinkten Funktion ist, so mub die Rejhe

D) a4 10a)
= b

konvergent sein (}). Den zweiten hat Herr A. Zygmund bewiesen: Stellt
die Reihe {1) die Fourierreihe einer integrierbaren Funktion dar, so

* Commenté sar p. 337.

(1} 8. 8idon, Bin Satr iber dis absoluie Konvergenz von Fourierreihen, in denen
sehr viele Glieder fehlsn, Mathematische Annalen 96 (1927}, p. 418-419; 8. Ridon,
Ferallgemeinerung eines Sotees diber die absolute Honvergeny von Fourierreihen mit
Liicken, Mathematisehe Annalen 97 (1927), p. 675-676.
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ist diese Punktion mit jeder positiven Potenz integrierbar - im beson-
deren also konvergiert die Reihe ()

N
C Y B

N (ol Y.

st

=1

Ieh gebe hier gewisse neue Bigenschaften der lakuniren trigono-
metrischen Reihen der oben erwilmten Klagse an. Toh zeige z. B., daB e,
falls die Voraussetzung des Satzes des ITerrn Zygmund erfiillt ist, eine
stetige Funktion x(f) gibt, derart dal die Eulerschen Formeln

{3y ap=

r1j|—4

S 1
J (f)coskytd, by = ﬁf el sinkddi (0 = 0,1...)
5 e

stattfinden (2). Als eine einfache Folgerung dieses Satzes ergibt sich die
Existenz von Fourierreihen, die die Carlemansche — und sogar eine
stérkere — Singularitit aufweisen (%).

Bs gilt ndmlick der folgende

Sarz a. Wenn {e,} eine gegen Null konvergente Folge positiver Zahlen
ist, so gibt es eine stetige Funktion x(t) derart, daf die Reile

(Ea‘n[-irn 12 ‘2 “r)

7‘1=1

wo ay, by (Gt =1,2,...
divergent ist.

\ die Fouwrierkoeffisienten der Funktion x(t) sind,

Beweis. Bs sei {f,} eine Folge wachsender natiirlicher Zahlen, fiir
die die Bedingung (2) stattfindet. Betrachten wir zwei Zahlenfolgen
{ttn}s {Bu}, fiir welche die Reihe

Dan+6)

H=

—

konvergiert nnd zugleich die Reihe

Z Mn\ - 1B |0 )

divergiers; die Konstruktion solcher Folgen bietet keine Schwierigheiten.

() A. Zygmund, Sur les sdries trigonométrigues lacunaires, Journal of the
London Mathematical Society 5 (1930), p. 138-143,

(@) ky = 0.

(%) Sieche T. Carleman, Uber die Fourierkoeffizienien einer stetigen Funkiion,
Acta Mathematica 41 (1818}, p. 377-384.
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Hetzen wir g, = bkn =g, (n=1,2,...). Auf Grund unseres vorher
ausgesprochenen Satzes gibb es eine stetige Funktion z(t), derart daB

by, = ﬁf

ist; es igt klar, dalB diese Funktion die verlangten Eigenschaften hesitzs,

Teh heweise weier, daf man, falls die Bedingung (2) erfillt iss,
zu jedem Paar gegen Null konvergenter Folger {an}, {bn} eine integrier-
bare Funktion () konstruieren kann, derart dall die Gleichungen (3)
gelten. Daraus folgt wieder leicht der folgende

2R
1
a, = —f (1) cos ke, T et figink,tdf (n=1,2,...)
T
o

SATz b. Wenn {i,} eine gegen oo divergente Folge positiver Zahlen
ist, so gibt es eine integrierbare Funktion x(i) derart, daf die Rethe
oo

Dlanls+ 10,0,

=1

W0 @y, by (n =1,2,...) die Fourierkoeffizienten der Funktion z{t) sind,
divergiert.

Da wir mit der Methode der Theorie der Operationen arbeiten, wollen
wir zuerst, die aus diesem Gebiete unten vorkommenden Begriffe und
Réitze kurz besprechen, ohne iibrigens anf genauere Erliuterungen und
Beweise einzugehen. Unter cinem Rawme vom Typus (B) werden wir
stets einen linearen, normierten und vollstindigen Ranm verstehen.
Wir werden mit den folgenden Rumen dieser Arb zu fun haben:

1. (L): Der Raum aller in {0, 1) erklirten, integrierbaren Funktionen
1
2(t), wobel |jz|] = [ |z (t)|dt ist (*}.
0

9. (¢); Der Raum aller in (0,1 erklarten, stetigen Funkbtionen
a(1); ]} = Max | (1)),

[Eat]

3. (1?): Der Ramn aller Zahlenfolgen {&,} von dieser Higenschaft,
daB die Reihe Z konvergiert, wobei ||z} = (ZE A st (2).

Fi=m ]

~ 4. (¢g): Der Raum aller gegen Null konvergenten Zahlenfolgen {&nt;
[lz]l = M&X [£nl-

Wenn in einem Raume X vom Typus (B) eine Fonktion y = F(x)
erklirt ist, deren Werte einem Raume Y vom Typus {B) angehdren,
0 spricht man von einer Operalior; ein Funktional ist eine Operation
mit reellem Wertbereich. Die Operation F(z) heiBt edditin, wenn fir

(1) % = x(¢): analog im Falle 2.
(2) % = {&}; ebenso im Raume {ep).
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jedes Flementenpaar «', ¢’ aus X die Gleichheit F(x'4-a") — F(a)+
+F{x") stattfindet; sie heillt stefig, wenn immer aus @, x, < X
(n=1%...), o die Beziehung F(z,) — F{z) folgt. Damit eine
additive Operation F(x) stetig sei, ist notwendig wund hinreichend,
daB es eine Zahl K gibt, fir die die Ungleichung [|F{z)|| < K||z]| im
ganzen Raume X erfilllt ist; die kleinste Zahl von dieser Higemschaft
nennt man die Norm der Operation F(x) und bezeichnet sie mit ||#].
Eine additive and stetige Operation heillt linear. Bekanntlich hat jedes
in den Rédumen (1*) und (e,) erklirte lineare Funktional die folgende
Gestalt:

3. Lz} = 3 £,&, wobel {£,} < (%) und [|I]| = ( 3'&)"" ist, bzw.
dt=1 =1
4. L(r) = g' En €y, wobei die Reile £, absolut konvergiert und

i Te=1

H

= 2;5 | ist.

Bezeichnen wir mit X* die Menge aller in X erkldrten linearen Funk-
tionale L{x). Diese Menge bildet, bei der gewthnlichen Definition der
Verkniipfungen einen linearen Raum. Wenn wir als Norm eineg dem
Raume X* angehirigen Elementes * = L(x) die Norm des Funktionals
L{a) erkliren, so wird dieser Raum auch vem Typus (B) sein. Wir nennen
den Ranm X* den zu X konjugierten Raum. B sel welter y = F(x) eine
lineare Operation und y* = L(y) ein Element des zu ¥ konjugierten Rau-
mes ¥* Ordnen wir dem Flement %* das Element z* =L(F(m)) des
Raumes X™* zu. Die go entstandene lineare Operation z* = F*(y*) nennen
wir die zu F(x) konjugierte Operation.

Es selen L{x) und L.(z) {r = 1, 2, ...) beliehige im Raume X erklirte
lineare Funktionale. Wenn fiir jedes Element z, dieses Raumes die Folge
der Zahlen {I,{m,)} gegen die Zahl L(x,) konvergent ist, s0 sagen wir,
daf die Folge der Funktionale {L.(z)} gegen das Funktional L (x) schwach
konvergiert.

Wir brauchen in dieser Arbeit die folgenden Sitze (unter Beibehaltung
der vorigen Bezeichnungen):

Barz «. Wenn die Operation F*(y*) eine lineare Umkehrung besitet
und die Folge der Funktionale {F*(y5\} gegen ein linearves im Raume X
erkldrtes Funkiional L(x} schwach konvergiert, so gibi es im Rouwme Y*
ein Element y*, derari daff L{s) = F*(y*) ist (1)

Sarz B. Wenn die Operation F*(y*) den Raum Y* auf einen abge-
schlossenen Teil des Raumes X eineindeutiq abbildet, so ist die Umkehrung
dieser Operation lineor (%).

(*) Banach [23], p. 223-239, insh. Lemme 9.
(*) Siehe Théorbme 7 der unter (1) zitierten Arbeii.
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SATZ . Damit die Operation F*(y*) eine lineare Umbkehrung besitze,
ist notwendig wnd hinreichend, daf die Operation F(r) den Raum X auf
den ganzen Raum T abbilde {1).

§ 1. Es selen a,(f) (» = 1,2, ...) beliehige, meBbare und besehrinkte,
in 0,1} erklirte Funktionen; setzen wir voraus, daB sie ein orthogonales,
normiertes Sysfem S bilden. Man sagt, dafl die Reihe

oo
E Co ttn (1)

Fi=1

die Entwickiung einer gegebenen integrierbaren Funktion (1) nach dem
betrachteten System ist, wenn die Koeffizienten ¢, dieser Reihe dureh
die Gleichungen

I

= [elaa  (n=1,2,..)
0

definiert sind (?). In diesem § werden wir ausschlieBlich mit dem Fall
zu tun haben, wo das System § einer speziellen Bedingung gentigt, aus der
sowohl die Vollstindigkeit wie anch die Abgeschlossenheit dieses Systems
im Rauwme (L) sofort folgh. s handelt sich nfimlich um die folgende

BeEpIxaUuNa L. Ist z(f) eine integrierbare Funkiion, so kann man die
Zahlen ¢f” (m=1,2,...,m;m =1,2 ...} so wiklen, daf — z.(t)

HL

e 2(('")an(t) fiir m = 1,2,

=1

1
1. Hm e, () —s(t)jdi = 0 ist;

m—s-ooﬂ

. gesetzt —:

(¥

. aus fz(t)a,, YAt = 0 Fiir ein gewisses n, die Relationen o9 = 0

(3 = n, n—!—l, ...) folgen.

Es sei nun {k,} eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen;
wir erkliren fiir eine de.rartige Folge die drei Eigenschaften A, B und C
folgenderweise;

A, Bs gibt eine Konstante K, derart duf fir jede Zohlenfolge {c,} die
Ungleichungen

() ( 3 ) fl] {l:('nak ) Wt (mo==1,2,...)

gelien.

(*) Biehe Théoréme 5 und 6 der unter (*) anf s 190 zitierfen Arbeit.
(9 Wenn wir kurz von Funktionen sprechen, so sind stefs die in (0, I}
erklirten PFunktionen gemeint.
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B. Wenn die Reihe
(2} Z Cn g, (1)
n=1

die Entwicklunyg einer integrierbaren Funktion nach dewm Systewm S ist, so
konvergiert die Reihe

3 S,
R=1

C. Wenit die Rethe (3) konvergent ist, so gibt es eine stetige Funktion
x(1), die den Gleichungen

{4} fac(i a, (Dt = ¢y

gentigt.
Wir werden jetzt den folgenden grundlegenden Satz beweisen:
Satz 1. Die Eigenschaften A, B und C sind dguivalent.

Beweis. B sel # = x(1) = ((J); sebzen wir

1
i) = [a(yo, (Nt (n=1,2,..).
[}

Durch die Gleichung
) = {mm(@)}

ist im Raume (@) eine lineare Operation cleﬁniert, die ihn auf einen Teil
des Raumes (12) abbildet; die Stetigkeit der betrachteten Operation folgt
unmittelbar aus der Bemerkung, daB

(@) " [f w(t)dr) " < fla)

L{y) ein lineares im Ranme {1?) erklartes Funktional;

NP

17 @) = |

k2%

1
b

igt. Bggei ferner 4 * =
wir haben also

Ly} = Y’?'nﬂ?m

wobel ¥ = {n,} und {7} < (I#) ist. Infolgedessen erhalten wir

L{F(@) = 37 [w(t) o, (t)dt

= fm(t)ﬁ(t)dt,
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wenn mit T{{) die durch die Beziehung

I . W a
(6) lim f(f(t)— Eﬁnnkn(t))“df =0
W—sni =1
bestimmte Funktion bezeichnet wird. Wir bemerken hier, daB — wie
leicht nachzupriifen ist — die Gleichheit
1
(1) LE* () = [ @) d
o

stattfindet.

Wir wollen jetzt zeigen, dal jede der Eigenschaften A, B und C der
Folge {k,} mit der Existenz einer linearen Umkehrung der Operation
F*(y*) dquivalent ist.

A. Wir werden ung hier der einfachen Bemerkung bedienen, nach
der die Operation F*(y*) dann und nur dann eine stetige Umkehrung
begitzt, wenn e eine Zahl K gibt, welche die Ungleichung

(8) Nyl == KF*(y*)|
fiir alle y* befriedigt.
Betzen wir vorans, dall die Felge {k,} die Eigenschaft A besitzt;
es ish
m 1 k3
(9 (hlwn)lfl Tﬂf ,;’]”“" di (mo=1,2,...).

Aus (6) und (7) folgt nun

wm

10 lim 1, = E*y )i
(10) Mf,ﬂ,}jylak (W)l
es geniigh also noeh die Relation

o 2
(11) fly™il =( X'n3)

=1

zu beriickgichtigen, um aus (9) durch Grenziibergang die Ungleichung
(8) zu gewinnen. Aber gueh umgekehrf, wenn die letzte -Ungleichung
fiir alle ™ erfiills ist, go kommt der Folge {k,} die Eigenschaft A zu. HEs
sei niimlich {e,} eine beliebige Zahlenfolge und m eine natiirliche Zahl
Setzt man 7, = ¢, fiir n <m, = 0 fir n >m {m =1,2,...), 5o ist wegen
(10) uud (11), die Relation (8) mit {1) ersichtlich gleichbedeutend.

. Nehmen wir an, daB die Folge {k,} die Rigenschaft B besitzt.
Es sel {y,.} == {L,{x)} eine Folge der linearen im Raume (I*) erklirten
Funktionale; man kann sie also in der Form

S‘ D)

Deuvres 13

Ly () =
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schreiben, we ¢ = {5} ist wnd {p} < (13) (r =1,2,...). Sefzen wir
weiter vorans, daB die Folge {F*(y7)} gegen ein Element L(x) des zu
(€ konjugierten Raunmes konvergiert. Es ist stets, nach dem Vorigen,

1

Fyr) = [a(Oz(hd,
]
wobei die Beziehungen
1 m

(12) lim [ (% {0)— 7 ax, (B)2dt =0

G =1
gelten; da weiter
1
LRy —F )l = [1F0—F,ma  (p,¢=1,2,...)
a
izt, 30 muf die Folge {#. (1)} gegen ein Element des Raumes (L) konver-

gieren. ¥s existiert also eine integrierbare Funktion # (), fiir die die Rela-

tion
1

(13) lim [ {%,(1) ~ F(H)]dt =0
ﬂ"——&D{JD
statifindet; es ist offenbar
1
L(r) = fm('ﬁ)ﬁ(t)dt
0

fiir jede dem Rauvme () angehirige Funktion » = x(!). Betrachten wir
jetzt die Reihe

OD 1
(14) D, () [ Bty (1)d
Pbml [1]
aus den Relationen
1 1 i
[3()aft)dt =lm Lim f():’ﬁsﬁakn(n)as(t)dt (s =1,2,...),

o =00 Moy

die man unter Bezugnahme auf (12) und (13) leicht verifisiert, folgt un-
mittelbar, dall die Reibe (14) die Enftwicklung der Funkiion Z(#) nach
dem System § ist; wegen der Voraussetzung muf alse die Reihe

1

DY IECINCE)

n=1 0

konvergieren, Darans schliefen wir sofort, daff —

T = fm) o, (A (n=1,2,...)
0
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gesetzt — die Beziehung (6) erfiillt ist; infolgedessen haben wir, fiir das
durch die Gleichung

= E’]ngn

=1
im Ranme (£2) erklirte Funktional,
Liw) = F*(y™).

Auf diese Weise sehen wir, dafl die Operation F*(y*) den zu (1%
konjugierten Raum auvf einen abgeschlossenen Teil des zu () konjugierten
Raumes ablbildet; da diese Abbildung eineindeutig ist, so Dbesibz(, wegen
des Babzes §, die Operation F*(y*) eine lineare T'mkehrung.

Setzen wir voraus, daf die Operation F*{y*) eine stetige Umkehrung
besitzt. Es sei die Reihe (2) die Entwicklung einer integrierbaren Funktion
Z(f) nach dem System 8. Das System § geniigt der Bedingung I; man kann
also die Zahlen 7{) (v =1,2,...,r;r = 1,2, ...) so wihlen, daB —

S%wk (r=1,2,..)
Mo 1
gesetzt —
1
lim [ 1Z(5)—

Tt §

F(f)ldt = 0

ist. Wir erkléren jetzt im Raume (C) die Funktionale L{x) und L.(x)
(r=1,%,...) folgenderweise:
1

Lie) = [a®zNdt, L)

[

1
= [r()Z (ndr,
[}

wobei x(f) das Element x bezeichnef. Hs existieren offenbar in dem zu
(1*) konjugierten Rawme Elemente y; so beschaffen, dalB

L{x) = F*(yr}

ist. Da die Folge {F*(y})} pegen das Element L(z) konvergiert und nach
dem Satz « die Operﬁitlon F*y*) den zu (I*} konjugierten Baum anf
einen abgeschlossenen Teil des zu () konjugierten Raumes abbildet,
g0 gibt es in dem zu {(I?) konjugierten Ranme ein Flement y*, derart dal

L(z) = F*(y")

igh. Infolgedessen ist die Funktion Z(#) mit der durch die Relation {6)
erklirten Funktion idenfisch und folglich quadratisch integrierbar; die
Reihe (3) muf also in der Tat konvergieren.

(. Um diesen Teil des Beweigses zu erledigen, genfigh es zu bemerken,
daf die Folge {#,} dann und nur dann die Eigenschaft C hesitzt, wenn die
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Operation ¥ = F(x) den Raum (€) auf den ganzen Rawm (12) abbildet —
und den Satz y anzuwenden.

Brgichtlich erfiille das trigonometrische Svstem e Bedingung I.
Wenn nun die Folge {%,} der Forderung

kn:_
s k>l

(n =1,2,..2
k‘”a

genigt, so besitzh sie nach dem zitierten Satz des Herrn A. Zygmuand

die Eigenschaft B; anf Grund unseres Satzes I komint ihr alse anch die
Bigenschaft C zu. Das heift aber, daf man, wenn die Zahlenreihe

(an+53)

e

7

1
—

konvergiert, eine stetige Funktion x{{} so wihlen kann, dal die Gleichun-
gen

22

f feoskaidi, b, = —f s()sink,tdt  (n=1,2,...)

stattfinden.

§ 2. Setzen wir jetst voraus, dal die Funktionen a,(t) (n =1,2,...)
nicht nur individuell, sondern auch gemeinsam beschriankt sind. Wir
werden aulBerdem annehmen, daf fiir das System § die folgende Bedin-
gung erfillt ist:

BEDINGUNG I'. Wenn 2(3) eine beschrdnkte mepfbare Funktion ist,
s0 kinnen die Zohlen ¢ (n = 1,2, ..., m3m =1, 2,...) s0 gewdhlt werden,

m
() = X efMa,{8) fir m =1,2,...

dafi — zp gesetst —
=1
1. fast iberall limaz,, () = =(¢) ist;
M0
2. die Funltionen z,(f) (m =1,2,...) gemeinsam beschrinkt sind;

1
3. wenn [ z(t) o, (f)dt = 0 fiir ein gewisses n ist, so ist ™ = 0 (m = n,
o

w41, ...).

Eg bezeichne wieder {%,} eine beliebige wachsende Folge natiirlicher
Zahlen; wir erkliren fiir derartige Folgen die Bigenschaften A‘, B’ und ¢’
folgendermaBen:

A'. Bs gibt eine Konstante K, derart dafi fir jede Zahlenfolye {c,} die
Ungleichungen

m mn
ZIC"[ I wesentliche obere Grenze 2[ €ty t)\ (m=1,2,..)
=1 14244

stattfinden.
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B’. Wenn die Reihe
chﬂkﬂ(i)
R==1

die Entwicklurg einer beschrinkten mefbaren Funktion nack dem System
R ist, so ist die Reihe

oo
%
e !
._5__, i€n
Fe=:]
konvergend.

C'. Wenn {¢,} eine gegen Null konvergenie Zaklenfolge ist, so gibl es
stets eine integrierbare Funktion x(1), fiir welche die Formeln

1
fac(t)a;fn(t}clt =6, {n=1,2,..)
]

gslten.
Wir beweisen jetzt den zu Satz I analogen
841z I'. Die Eigenschafien A’y B und C' sind dguivatent.
Beweis. Es sel » = 2(t) « (L); setzen wir

i
ma{z) = [e®ag (D@ (n=1,2,..)

Da nach einem bekannten Satze die Folge {7.(x)} gegen Null kon-
vergiert, so bildet die durch die letzte Gleichung erklirte Operation den
Rauom (L) auf einen Teil des Raumes (¢} ab; diese Operation ist ergichtlich
linear, da die Ungleichung

I
obere Grenze |ag, (8)] [ o ()]ds
=11

[i}

TR CIHIES
ngtgl
statthat. Wir werden jetzt die Gestalt der zu #(z) konjugierten Operation
F*{y™) bestimmen. Bz bezeichne y* = L(y) ein beliebiges im Raume
{e,) erklirtes Funktional; es ist also

oo

L(ll) = Zﬂnﬁn:
=1
wobei ¥ = {7,} ist und die Reihe Y7, absolut konvergiert. Wir haben
T 1
oo 1
L{F(x)) — ZIm(t)ak
=1 0
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und daher

1
) = [atnz(nd,
¢
wobei

ju) = E 7_71.' ai\'n‘(f}

H==1
igt; anBerdem gilt die Gleichung
YF*(y*)|! = wesentliche obere Grenze |Z(t)].
LS £

Man kann mun leicht beweisen, dafl jede der Bigenschuften A, B’
und (' der Folge {k,} damit gleichbedeutend ist, dal die Operation I (y*)
eine lineare Umkehrung bhesitzt. Der Beweis verlinft ganz analog dem
entgprochenden Beweis des vorigen §.

Offenbar ist fir dag frigonometrische System die Bedingung I erfiillt.
Dem in der Einleitung erwihnten Satze des Herrn 8. Sidon zufolge besitzé
die Folge {k,} dic Eigenschaft B’, wenn sie aur der Bedingung

'If'-n+1

k=1 (n=12..)

(N
geniigh; dann hat sie also auch nach unserem Sabze 1 die Higenschaft C'.
Dieses bedentet, daB es, wenn die Zahlenfolgen {a,} und {b,} gegen Nuil
konvergieren, eine integrierbare Funktion x(#) gibt, fiir welche die Rela-
tionen

1 in 1 2T )
tp = — [ @(t)coskyidt, b,=—[a@sinksldt (v =1,2,..)
T s TEO

erfilllt sind.

icm

Bemerkung zu der Arbeit ,,Uber einige Eigenschaften
der lakuniiren trigonometrischen Reihen®

Bel der Drucklegung meiner oben zitierfen Avbeit (Studia Mathe-
matica 2 (1930), p. 207-220) haben sich einige Fehler eingeschlichen. IMe
Bitze a bzw. b (p. 208 bzw, 209) solen nambeh stati des angefithrten
offenbar den folgenden Wortlaut haben:

SaTz a. Fs gibt cine gegen Null konvergente Folge positiver Zahlen {e,}
wnd eine stetige Funktion x(t) derart, daf die Reihe

[xe)
Y(|an]2_gn+ |b”]2*5ﬂ)1

innned
=1

Wo Gy, by, (= 1,2,...} die Fourierkoeffisienten der Funktion =(l) sind,
divergent ist.

SATz b. Bs gibt eine gegen oo divergente Folge positiver Zahlen {4}
und eine integrierbare Funktion 2{t) derart, daf die Reihe

2 ( Jaﬁ]’-‘n =+ by, iz'n)-
Tim1

WO Gy, by (10 = 1,2, ...) die Fourierkoeffizienten. der Funktion (1) sind,
divergiert.

Im Zunsammenhang mit dem letzfen Satz bemerken wir, daB schon
Herr W. Orlics die Existenz einer integrierbaren Funktion bewiesen hat,
fiir welche die Reike der A-ten Potenzen ihrer TFourierkoeffizienten bei
jedem konstanten i divergiert (Beitrdge zur Theorie der Orthogonalentwick-
Tungen, Studia Mathematica 1 (1029}, p. 1-41, insb. p. 30).

* Commenté sur p. 387.



