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Sur une généralisation du probléme de la mesure

par

S. Banach et C. Kuratowski

M. Lebesgue a appelé probléme de lo mesure (1) le probléme suivant:

définir une fonetion m(X) qui fasse correspondre & chaque ensemble X
situé dans Pintervalle E = 0,1 un nombre réel m(X) = 0 de facon que:
1. 8 X, et X, sont superposables, m (X} = m(X,).
II. X,, X,,... étant une gnife finie ou infinie d'ensembles dis-
joints, on a: m{ X+ Xo4-...) = m (X)) Fm(X,)4...
IT1. m(E) = 1.

M. Vitali (en 1905) a prouvé que ce probleme »’admet pas de solu-
tion.

Or, on peut chercher & résoudre ce probléme, en imposant i la fone-
tion #(X) des conditions moing restricives (?). Dans cefte note nous
allons prouver, en admettant ’hypothése du continu, gque le probléme
plus général (°) qui s'obtient de celui de la mesure en omettant la condi-
tion I et en y ajoutant la condition, gue pour X composé d'un seul point
m(X) =0 {eondition qni résulte évidemment de T et IT), — ne posséde
nowplus de solution; nour allons nous débarrasser, en méme temps, de

* Commenté sur p. 333,

(M) Tegons sur Uintégration (Coll. Borel), I-re &d. 1904, II.me 1028, p. 110.

(8) Aingi, st 'on remplace Vadditivité compldte (énoncée dans la cond. IT)
par Padditivité finie, le probldme de mesure admet une solution (voir Banach [91);
et cela reste encore vrai dans Ie cas o ¥ est un carré, tandis qu'il n'en est rien, 51 B
est un cube (voir ¥F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 469,
ef, dang le méme ordre d'idées, Banach et Tarski [73] et J. v. Neumann, Funda-
menta Mathematicae 13).

(*) Ce probléme fut posé par M. Banach, qui I'a réduit aussi au théoréme 1L
La démonstration du théordme IT a été trouvée par les deux auteurs indépendamment
et gimultanément.
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la. condition peun essentielle que m{X) goit non-négatif. Nous parviendrons
ainsi & la généralization suivante () du résultat cité de M. Vitali:

THREOREME I. Il w’existe aucune fonction m(X) gui fasse correspondre
& chaque ensemble X < E wun nombre réel m(X) de Jagon que

(1) pour X composé dun seul ément, m(X) = 0,

(2) m(X) est complélement additive {= cond. i1y,

{(3) m(X) n'est pas identiguement 0.

1. Nous allons prouver, au préalable, que le théoréme T régulte du
suivant

TutoriME 1. I eriste une double suite d’ensembles A} telle gue 1°%:

E=Aj+Ay .. L Ab+...,
B o= Aj+43+-... L4
E= A4+Ai+ A+,

2°: les ensembles d’une méme ligne sont disjoints, 3°: guelle que soit la suite
oo = . Py
dentiers positifs ki, ke, ... ke, ..., le produil [](2 pr A ALY est
i=1
au plus dénombrable.

Supposons, en effet, qu'il existe une fonction m(X) satisfaisant
aux cendifions du théordme 1. Nous en conclurons que le théoréme 11 ess
en defaut.

On peut adwmettre gue m(E) 5= 0. Car, selon (3}, il existe un enzemble
B, o K tel que m(E,) #0. Done, si m(E) =0, on a, conformément
a (2): m(E—E;) # 0. L'un des deux ensembles F, on B—E, (soit B,
a la puissance du continu. Or, la fonetion m(X) étant assujettie aux
conditions (1)-(3) pour X = Ey, on en conclut aussitét (en s'appuyant
sur le fait que F et B, ont méme puissance) quw’il existe une fonction
aggujettie aux mémes conditions pour tout ¥ < E et ne sg’annulant pas
pour X = K.

Soit done m(E) = ¢ £ 0. Considérons wune double suite A% safis-
faisant anx conditions 1° et 2° 11 s’agit de promver que la condition 3°
est en défaut.

(*) Comame on voit, le fait que le probléme de mesure ne possdéde pas de solu-
tion n'est pas de caractére géoméirigue (comrne on pourrait le eroire, en tfenant
compte de la eondition I), mais c’est un fait de la, Théorie des ensembles. Quant
& l'ensemble E., on pent évidemment supposer, dans la suite, que c'est un ensemble
arbitraire de la puissance dw continu (non néeessairement un intervalle).
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Om a, en vertu de (2),

2

M (A7) .
=

m{k) =

i

11 exigte, par conséguent, un indice X, tel que
N l

m(4h] < il

3
k=R 41 4

done, en désignant par R! la somme Ay ., --Af o+, il vient
[ (RY) < lod/4,

Bn général, il existe une suite d’entiers &y, ks, ..
désignant R* = 4i +Az..+..., o0 a

.y kg, ... Tels quen

(R —R*—R2—... ~

puisque la décomposition évidente

E""Rl—REM...*ﬁR{AI - ZA}L*RI—“Riﬁ *Ri—l
k=1
entraine
MB R B BT = (AR R ),
o
done pour k; suffisamment grand:
R i 2 _ | )
;kglﬁn(Akale B < oy
= .i+
On parvient aingi & la conclusion que
I'm.(ZR")! == ‘m(ZRi_Rl_RQ”"“”RLI)I
1=l : =1
= l gm(R{—R‘-—th —R"‘—ll <|,ﬂ
.a ' 4 R} | == 0
= 2
et comme
| B- 3 R = [[(ai+4i+. 445,
i=1 =1
il vient -
o ([] A+l 4 29 £ 0,
=1 F4
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ce qui prouve que I’ensemble [] {4+ A%+
i=1
puisque, pour tout X fini on dénombrable, on a conformément & (1) et
(2): m(X) =0,
La condition 3° west donc pas remplie.
11 est ainsi établi que, dés gue le théoréme 11 va Btre prouvéd, le
théoréme 1 le sera anssi.

"-;‘1;\1') est indénombrable,

2. Démonsiration du théoréme TT basée sur Uhypothése du continu.

Etant données deux suites d’entiers positifs 8 = [k} et T = {n:},
convenons d’éerire 7' -2 S8, lorsque »; < k; quel que goit 4.

Nous allons prouver gue

(IX') IT existe une famille &, de la puissance du conlinu, ayent comme
dléments des swites d’entiers positifs et telle gue, pour chagque suite 8 {gu'elle
appartienne & F ow non), ensemble des snites T de F telles que T < 8 est
ai plus dénombrable,

En effet, la famille de toutes les sunites infinies d’entiers positifs
est, selon I’hypothése du continn, une famille bien ordonnée:

Sos s eee Soyeee Suyeen la<< D),

0 désignant le premier nombre transtini de la troisiéme classe.

Or, on peut faire correspondre & chague o un nombre &, tel que,
pour § < ¢, on n'aii jamais S, 3 8, ni 8 = Ssﬁ, ear, pour chaque
famille finie ou dénombrable de suites 1, T, ..., Ty, ..., on peut con-
struire (par un procédé classique de diagonale) une snite S telle qu’on
n’ait pour aveun n: § 3 7,.

La famille des suites Sy est done la famille # demandée (puisque,
pour chaque f, si 8; 2 8, on a a < §; 'ensemble de ces a est parsuite
au plus dénombrable). La puissance de # étant égale & celle de I'ensemble
E = lintervalle 0 <z < 1, on peut représenter les snites qui lui appar-
tiennent par T, de sorte que si @ %y, T, 7 Ty. Soib T, = n7, #3, ...,
Niy e

Nous définissons les ensembles A% du théoréme II de la facon sui-
vante:

@ appartient & AL lorsque & = nf.

On voit aussitdt que les conditions 1° et 2° du théoréme II sont
réalisées. Pour prouver qu’il en est de méme de 3° considérons une suite
arbitraire § = %y, Kay .-, ki, .. b soit 2 un élément de Vensemble

[ A+ k.
d==1
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Il 8'agit de démontrer qu’il y en a an plus une infinité dénombrable de
ces &.

Pour chaque ¢, 2 appartient, par hypothése, & 'ensemble 4} +A%+
—[—...—J—A}"f}.. Conformément & la définition de A;}, il vient »f < k. En
d’autres termes: T, <2 8. Or, cette formule ne peut étre remplie, gelon
Ia propriété de la famille # énoncée dans {II'), que pour une infinité an
plus dénombrable des x.

Aingi, le théoréme IT et, par conséquent, le théoréme I se trouvent
démontres.

Remarque. Comme nous venons de voir, la proposition (IT') entraine,
sans 1'aide de I’hypothése du continu, le théoréme JI. Nous prouverons,
4 présent, que U'implication inverse a aussl lieu.

Supposons, en effef, que les ensembles A% satisfont au théoréme II
Boit # la famille de toutes les suites ny, s, ..., 1y, ... telles que le produit

[1A% ne soit pas vide.
i=1
La famille & ainsi définie a la puissance du continu. Car, d'une part,
€3 ry
selon la condition 3° dn théoréme II, chaque produit [f An, est au plus
(]

dénombrable e, d'aufre part, selon 1° I'ensemble-gomme de tous les
produits de ce genre est égal & F, a done la puissance du continu.
Soit 8 =k, ks, ..., k;, ... une suite arbitraire. L'ensemble

J A+ 4+ +48)
11

¢tant, selon 30, au plus dénombrable, on en conclut que parmi les produits

=4

Il Aii, avec n; < ky, il 0’y en a pas plus gu'nne infinité dénombrable qui

ta=1

ne soient pas vides (puwisque selon 2° deux produits de ce genre sonf

toujonrs disjoints). Cela veut dire, précisément, que lensemble des suites

T de la famille & telles que T < & est au plus dénombrable.
L*éguivalence des proposifions II et II’ se trouve ainsi démontrée.
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Uber einige Eigenschaften
der lakuniren trigonometrischen Reihen*

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich mit der Untersuchung
einiger Higenschaften der lakun#ren trigomometfrischen Reihen. Eine
trigonometrische Reihe soll dabei lakundr heifen, wenn sie die
Gestalt

[ -
) 22 4 N (apcoskyi-Hh,sink,t)
R

hat, wo die Folge {%,} aus der natiivlichen Zahlenfolge durch Weglassen
unendlich vieler Glieder entstehfi. Ks sind iiber die lakuniren Reihen
einer besonderen Klasse, fiber die Reihen nimlich, fiir welche die Bedin-
gung

k.
(2) Y - ]

n

{(n=1,2,..

stattfindet, zwei bemerkenswerte S#fze bekannt. Der erste rithrt von
Herrn 8. Sidon her und lautet;: Wenn die Reihe (1) die Fourierreihe
einer mefBbaren beschrinkten Funktion ist, so mub die Rejhe

D) a4 10a)
= b

konvergent sein (}). Den zweiten hat Herr A. Zygmund bewiesen: Stellt
die Reihe {1) die Fourierreihe einer integrierbaren Funktion dar, so

* Commenté sar p. 337.

(1} 8. 8idon, Bin Satr iber dis absoluie Konvergenz von Fourierreihen, in denen
sehr viele Glieder fehlsn, Mathematische Annalen 96 (1927}, p. 418-419; 8. Ridon,
Ferallgemeinerung eines Sotees diber die absolute Honvergeny von Fourierreihen mit
Liicken, Mathematisehe Annalen 97 (1927), p. 675-676.



