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La suffigance. Suppesons que la fonetion f(x) jonit des propridtds
(N} e (T,) eb admettons gqu’elle ne joudt pas de la propriété (S). Il exigte
done un nombre & > 0 et une guite infinie d’ensembles {3} (i = 1,2, ...)
vérifiant les conditions suivantes:

1) La somme |B,]+ |By|+ |Hy|-+... est finie,
2) Byl e (1=1,2,3,...).
Posons

E - ll_I.II—IEL

{en désignant par lim Pensemble-limite complet de Ia suite U U
1 est clair que, d’aprés 1):

(4) Bl =0
(on bien F est vide). Posons

(5) E* = lim (B, ;
d’aprés 2) nous avons -

{(6) (B = e > 0.

Je dis que By, » F*—4,. En effet, sl z¢(E"—4,), Pensemble C(z)
des paints de (a, b) en lesquels f(x) prend la valeur 2 est fini. Or, de g¢BE*
résulte, d’aprés (5), que z appartient & une infinité des ensembles (),
(f =1,2,3,...); par conséguent une infinité d’ensembles H; (i = 1, 2, ...)
contient des points de C(z); ensemble C'(z) étant fini, il en résulte l'exis-
tience d'un nombre ¢ de C(2) qui appartient a une infinité des ensembles
B (6 =1,2,...), et par suite apparfient & & Donc zeH,, c. q. . d.

Or, de B, > E*--4, résulte que F* < F,+4,. La fonction f(z)
jouissant de 1z propriété (7}, nous avons |4,| = 0; la fonction f(x) satis-
faisant & la condition (), nous trouvons, d’aprés (4), |F,| = 0. La for-
mule B* < EB,+4, donne done [H* = 0, ce qui est incompatible avec (6).

La fonetion fix) jouit done de la propriété (S) et notre théoréme
est démontré.
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Sur certains ensembles de fonetions
conduisant aux équations partielles du second ordre

Soit £ un ensemble de fonetions remplissant les conditions sulvantes:

1o Toute fonction de F est définie et continne dans un cercle K
Nous ne supposons pas que le cercle K soit le méme pour toubes les fone-
tions de E.

20 Toute fonction superposable (1) & une fonetion quelcongue de F
appartient & £.

30 A tout cercle K de rayon plus petit qu'nn nombre R > ¢ &t & toute
fonction ¢ définie et continue sur K, K désignant ia circonférence da K,
il corregpond une fonction ¥ de E déﬁme et continue dane K, qui se réduit
4 @ sur K. Deux fonetions F, et F, continues dans K et identiques sur
K sont identiques dans K et p = 0 implique F = 0.

40 8i Pon pose F = U(p/K), U est une fonctionnelle continue par
rapport & @ et admettant une premiére variation pour ¢ = 0, quelgue
soit le cercle K {2).

Sous eces conditions, on peut démontrer le théoréme suivant:

TudoriMs 1. Soit f = U {é¢/K} la premiére variation de U pour
@ =0. Il ewisle un nombre réel i tel que pour chague dp, f soit wune
fonction continue ainsi gque ses premiéres et secondes derivées & Vintérieur
du cercle K et satisfasse o Déguation suivante:

Af+if =0, f=0p sur K (Af = ﬂ Byf)

Remarque 1. On peut démontrer un théoréme analogue en suppo-
sant que les fonections de lensemble ¥ attribuent aux points des vec-
teurs de n dimensions.

(1) Deunx fonctions F, et F, définies dans les ensembles D; resp. D, sont dites
superposables, 8l existe wne iranslation euclidienne (produit &'un déplacement et
d’une rotation) qui transforme D, & Iy de telle manitre qien des points correspon-

dants ¥, et F, aient des valenrs égales.
{®) Pour la définition de Ia premidre et seconde variation voir les Tegons 4" Ang-

lyse fonctionnells de Paul Lévy, Paris 1922, p. 50 et p. 70.
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Remarque 2. L’état physique d'un corps homogéne conduit fré-
quemment & l'ensemble de fonctions jouissant des propriétés citées ci-
~dessus. Les fonetions qui définissent les déformations d’un corps homo-
géne peuvent servir d’exemple. Le thdoréme précédent montre qu’en pre-
miére approximation ces fonctions sont des fonctions analytiques satis-
faisant & Déquation:

Af4-4f = 0.

Définition,

TrkorEME I1. 8 rous supposons que la deuriéme variation 5 U (ép/K)
exisle pour ¢ = 0, et quil exisic un nombre M tel que pour tout K ef dep
on ait

[fil = maximum de |f| dans K.

82 U (dp[K)|| << IT}| S¢rlj?,
alors en posant

f=0Uy[E), =8 U(p/K)

e I e

o aura

Af+if =0, f=94d¢ sur K,
a et p étant deus nombres constants ne dépendant wi de dg ni de K.

On peut établir des équations pareilles pour les autres variations.

Démonstration du thédoréme I. Supposons que nous ayons deux
fonctions continues @, et g, définies dans K, resp. K, telles que les fone-
tions f, = 6U (¢, /K,) et fo = 8T (g,/K,) soient égales dans K, K étant
contenu dans &, et K,. Nous allons démontrer que les fonctmns fiet fy
sont aussi dgales dang K.

En effet, posons dans K

(1) FY = Ulhgy/EKy),  F = Ulhg,/K,)

et nons aurons dans A

(2} Ulhg,[E,) = U(FPIK), TU(hg /K. = U(PPK),
en onftre

i (2)
{3) lim ' = lim &l = f.

0 h hosco h
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Mais d’aprés la définition de la variation

U(FQIE) = sU(FPIK) - ||FD - R,
(4)

U(PPE) = sU(FSIE)+ || FD))- R,

R, et R, tendant vers zéro uniformément avec 7.
Done d’aprés (1), (3) et (4)

(b) lim PV = lim U )

R0 h hsd h = SULIK).

Les relations (1), (2) et {5) nous donnent enfin dans X

fl :fg

Soit maintenant A un cercle quelcongue et f une fonetion définie et
continue sur K. Posons V(f/K) égale a la valeur de la fonction 5T (f/K)
an centre de K. Il est clair que la fonetionnelle V(f/K) est continue et
linéaire et en outre si deux cercles K, et K, ont des rayons égaux et si
fi e fy sont deux fonetions superposables, continues et définies sur K,
resp. K,, on a

T”(.701/-K1) = V(fﬂ/Kz)

Soit maintenant A un point gueleonque de K et « l’an:grle du rayon
vecteur joignant le centre de K avec 4 avec l'axe des z. Nous allong
démontrer que pour tout nombre naturel n

V(sinna/K) = V{cosra/K) = 0.

En effet, y étant un nombre quelconque, les fonetions ginna et
sinn{a-+y) sont superposables, donc :

V{sinn(a+y)/K) = V{sinna/K).
Nous aurons alors quelgue soit y
cosy - V(sinna/K)+singy - V(cosna/H) = V{sinna/K)
et pour tout # naturel
V(sinna/K) = V{(cosnafH) = 0.

B0ib p(u) une foncﬁion continue, telle que p(0) = ¢(2xn) el soik

" g+ S’ {0, COB R a—}—b,ﬁmﬂa)
aw,-l
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sa séris de Fourier. On sait gue la moyenne dey somnies partielles tend
uniformément vers ¢{«). Done en posant

T(1/K) = 2xe,

nous aurons
iz

Vig/KE) = 2rage = ¢ [ ¢(a)da.
3

Done si flo, y) = 6U(d¢(K), nous anrons pewr toub couple {z, 4) situé
a lintérieur de A el pour tout »r suffisamment petit

(6) Flay y) = e(r) [ flodreosa, y+rsinag)da,
0
e(r) étant une comstante ne dépendante que de r. _
Puisque f n’est pas identiquement nul si sp ne Pest pas, la formule
(6) montre que lime(r) = 1/2x et que ¢(r) est continue pour tout » plus

r—0

peiit gu'un nombre positif K.
La formule (6) donmne

7y J f(m+rcos_a, y-Friinae)da
i}

L"_‘ki

B
(7) fay [ o=

N;"\Q

[ #le, pyasay,
R

Kz étant un cercle de centre {», ) et de rayon R.

Omn voit sans peine que d’aprés (7) f(x, ¥) est une fonetion remplis-
sante la condition de Lipschitz dans tout cercle au rayon plus petit que
B situé dans K. Done pour presque tous les (s, y)

- 2
felwy y) = ¢ () | fulwtrcose, y-+rsina) da
1]
eh

pl]
1) [ owar = [ [futm yanay;
[t}

KR

fzlz, y) est done continue dans chaque point intérieur de K. De la méme
m’a,niére ou peut démontrer Pexistence et la continuité des Fule, 9),
fe2(, y), fale, y) dans tout point intérient de K. D'aprés (6), la continuité
de f(, y) entraine existence et 1a continuité de 1 Je(¥} pour » suffisamment
petit.
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L'égalité (6) fournit

¢'(r)

c2(r)

in
fla, y) = J [fo{z+7cosa, y-+raine)cosa-
0

+fy(2-+reosa, y+reing)sing] da.

Done
' (r) _ 1 o
- -Wf(w' ¥ = ;wf (fade—Frdy).
Ep

En employant la formule de Green, nous obbenons

re' (1)
e2(r)

flas = — | [ afeay,

Ep
ce qui donne

e'(r) 1
,mag(?,)f(ﬂ?, y) = ;;;ff Afdrdy.
L3
Puisque
1
® tim— [ [ Afasay = 47,
ros0 TETC
Er

lime! (r) free?(r) existe; en ddsignant cette limite par —Ai nous aurons
30
d’aprés (8)

Af3f = 0,

en tout point de K, A étant une constante ne dépendant ni de f
ni de K. '

Soit B(f, ¢) une fonctionnelle continue qui 4 chaque couple de fore-
tions f et ¢ continumes dans (0, 2w) et telles que f(0)—f(2x) = ¢(0)—
—¢(2x) =0, attribue nn nombre réel. Supposons que pour toutes les fone-
tions f, @, v remplissantes les conditions eités ci-dessus, on -aib
toujours

B(f,p) = B(w,f);
B{f+v, ¢) = B(f, ¢} +B (v, ¢)-

La fonctionnelle B remplissante les conditions précédentes est dite

gymmétrigue et lindaire. _ ‘
Dans ce qui suivra nous ferons usage du lemme suivant:
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Leawe. Si B(f, ¢) est une fonctionnelle conlinue linéaire el symmélri-
que et st lo fonctionnelle A(f) = B(f,f) prend les mémes valeurs pour les
fonctions superposables, on «

2

A = 2(‘;] Aida,
o O

4 L]

ot les ¢; sont des constantes indépendantes de la fonetion f et
Do =
4; = Z (@;c08ia+hEinia)
i=1 7=0
est la série de Fourier correspondante & la fonction f.
Démonstration. Posons

ay = B{sinne, ginre), b, = B(sinne, cosra), ¢, = B(cosna, cosra).

Si g est un nombre quelcongue, un caleul facile montre que

3ty = (Ogp—0Cpp) COS (A1) ﬁ + (bm-"l‘brn) sin () 8-

+ (@, +fn,-) cos (’H —"') ﬁ +( —b71r+br?l) sin (n 7T) ﬁ )
nous avons done
n oA T

App = byp = Cpp = 0, si
et
bun = 0.

J—
a*ﬂl!‘?. - c’un:

Comme les premiéres moyennes des sommes partielles de la série de
Fourier correspondant & la fonetion f tendent uniformément vers f, on a

2r

A(f) = icif Alda.
=0

0

{Leg ¢; sont des eonstantes indépendantes de f.)

Démonstration du théoréme II. 8i F est une fonction définie
dans un ensemble A dont B est un sous-enserble, nous désignons par
Fp une fonction définie seulement dans B, qui prend aux points corres-
pondants les mémes valeurs que la fonction F. 8i K’ est un cercle gitué
dans K nons démontrérons la relation sunivante valable dans K':

(9) B U(0p[K) = SU(pe K"+ 6 U(fg |K).
En effet, soit U(hdp/K) = f®; nous aurons dans K
10 1 f(h)
(10) m ==
B __
(11) hm‘f L) = i
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Il est clair que d@’aprés (11) i1 subsiste dans K’ 1a relation suivante:

1 (&) —nsT (f2 /R
(12) - ¥ = lm Velk) h: CUe/E ) :
= b0

Draprés la définition de la denxitme variation on a pour fous cercle I:
T 9 > 1 3 "
(13) U(op/K) = 6U (b¢[K)+-— & T (dg/K) +||8g!|* R

ou B tend uniformément vers zéro avec || dpjl.
Done, d’aprés (10), (12) et (13), nous aurons dans K':

SULSBIE 1 4+3 8 ULSOIE  + [1f D\ PR —ho T L8 K7
1y i YR30 VLR IR kU
= h—0 (3

ce qui proave la relation (9).

Dapres le théoréme I et d*apres la formule (6), (@, y) étant le centre
du K', la valeur de 8T (yg/K') au point (z, ) est égale a

(f(r)f w(®4-reosa, y+rsina)da.
1]

11 est clair, que si V(fx) est la valenr de 82U (fx./K’) an point (a, y),
la fonctionnelle 7 remplit les conditions imposées & la fonctionnelle 4 du
lemme, done

(14) Vifed = Yelr) [ A3(da

oit les ¢;(r) sont des constantes dépendant seulement de r.
On peut done écrire pour r assez petit

27

{15) wiz, y) = c(-r)f w({x+rcosa, y+1'sina)clu+2@(*}')]&?(1”)@'&
i)

el 0
8i nous supposons maintenant que
N16* U (6p/K)|| < M ||og|
(M étant indépendant de X et Sp) nous amnrons 'en posant dans (15)
fr = sinna,
ime, (1) < M

Ia relation (15) donme maintenant

0o 2w R

re T -
vz, y)ofﬂ%‘)dr =Qw(m, y)dndy -+ :ZMJ A%(r)daof’izg) .
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Nous rappellons que lime(r) = 1/2x,
s 1]
Puisque
l=o0 21 N
AN f ad(r) (1) P
D[ an=ta tr|
iz;o & & o' i
o 2w oo dA ( ) B ¥ ]
; .
Hr)d Vf W) d]w([——dr)
g[‘:’zf:ufjil(?) af’:/—n-'ﬂ o “r J e(r)

et puisque f(x, ¥) est une fonctionnelle analytique, on peut démontrer
de 1a méme facon que la fonetion y(x, ¥) a tonbes les derivées continues (*).
Congidérons maintenant (que

pla, y)-c(r)f p(z-treosa, y+reing)dea
1}

(16) lim 2 = — { Ay +2y).
| ] s 4
Or
¥ [ Ar)da
lim =22
) =

(ff(xqu;cosa._H—rsma da)’ f Aﬂ(r)da—j Al (r)da

= lim 2 2
e} ¥

==[(a) (o) b = el 5

AT

cl(ﬂ)f Af(r
lim * ° "
FN (] rw
' 26,(7) r)f Al (r)da
"= Jim —2 J 1 a:-i—:*co&a,j—,—ﬂ'sma)da—}—hm— ¢ .
Fo P2 Y TZTC

En supposant que fx. soit constant, on voit sans peine que limeyfr?
existe. Done lime, () existe.
=yl

(" Tl faut remarquer que 'on peut démontrer 'existence de toutes les dérivéen
de v (x, y) sans Phypothése que M soit indépendant de r.
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Nous obtenons alors

5 i) [ A3} .
0w BT )
(17) s rr Wit lla) * By

a et f étant des constantes indépendantes de f, et finalement tenans
comapte de (15), (16) et (17)

vt =] < ()]

e q.f.d.

Oeuvres iz



