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1
partout nulle, si Pon a pour tout #, {fr, = 0. En s'appuyant sur un
)

théoréme de M. F. Riesz (Y, on peut maintenant démontrer le lemme
suivant:

§i la fonction f et les fonctions dune swile {fy} sont des fonctions som-
mables de la (1--1/p)*™ puissance, ef si Pon a, pour touf 1,

1 1
ﬁmffn% = fffPis
] 0

alors :

1
tim [ |,/ 2 [},
0 0
En stappuyant sur le lemme précédent, on peut maintenant dé-
montrer, de la méme maniére que le théoréme IT, le théoréme suivant:
8i {a} et {p,} sont deux suites qui remplissent les conditions du lemme
et 5i & chaque fonction z(i) sommabdle de lo (11 jp)Eme puissanee, on peut
faire eorrespondre une fonction y(t) sommable de la (1+1 1p)*™ puissance
telle que pour tout n

H 1

[ee. )it = [y@yalt)at,
0 [+]
lo convergence en moyenne par (1--1/p)™ puissance de la série 21““%
Pz

entraine celle de la série D) a,p,.

=1

Remargue. On peunt énoncer de pareils théorémes pour les divers
procédés sommatoires.

{1). F. Riess, Untersuchungen iber Systeme inlegrierbarer Funklionen (Mathe-
matigsche Annalen 69 (1910), p. 469-467): sl p et M gont deux nomhres positifs et si

1
{px} est une suite de fonctions telle que [|gn/t? < M, il existe une swite partielle
6

1
{7n,} et une fonetion ¢ telle que: 1° [p"*¥ < M; 2° pour chaque fonction f de la
§

(1+ij)iéme puissance sommable on a

1 1
Jom [ fom, = [ fo-
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Sur une classe de fonctions continues?*

Introduction

Le but de cefte Note est d’établir quelques relations qui suhsigtent
entre certaines classes de fonections continues.

Précisons d’abord les notations.
E désignant un ensemble, |B| désigne sa mesure extérieure.

y = f{x) étant une fonction continme dans un intervalle {a, ) et H
désignant un ensemble quelconque situé dans cet intervalle, B, désigne
Pensemble de waleurs de f(z) pour zeHE.

On dit, d’aprés M. Lusin (%), que f(x) vérifie dans (a, b) la condition
(N}, lorsque |B| = 0 implique toujours |E,] = 0.

Je prouwve dans ce travail que toute fonction continue sabisfaisant
& la condition (N) admet la dérivée unique et finie dans un ensemble de
points de mesure positive. Or, M, Ruziewicz 2 moniré gue cet ensemble
n'est pas nécessairement d’éppaisseur pleine: en effet, il a constroit une
fonction continue vérifiant 1a condition (¥) et n’admettant pas de déri-
vée dans un ensemble de mesure non-nulie (2).

Nous dirons qu'une fonetion y = f(x) continue dans (e, b) satis-
fait & la condifion (8), lersque & chaque nombre ¢ >0 correspond un
nombre 7 > 0 de manidre que [B] < 5 entraine |B,} < &

On voit de suife gne la propriété (8) implique la propriété (N). La
guestion réeciproque ne parait pas &tre resolue. L’exemple cité de M. Ru-
ziewicz prouve de méme qu'il y a de fonciions continues satisfaizant
& la condition (8) et n’admettant pas de dérivée dans nn engemble de
points de mesure positive.

* Commenté sur p. 331.

() Lintégrale et sévie trigonomdlrigue (en russe), Moscoun 1915, p. 109. La méme
propriété a été traitée par M. Rademacher gui s prouvé (Monatshefte fiitr Mathe-
matik 27 (1916), p. 183) gue la condition (¥) est nécessaire et suffisante pour que
la mesnrabilité de & entraine tounjours celle de Ey. ) ’

(%} voir Fundamenta Mathematicae 8§ {1926), p. 173.
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Soit maintenant 4,, respectivement .d,, ensemble de valeurs que
la fonetion ¥ = f(x) admet une infinité resp. une infinité non dénom-
brable de fois dans 'infervalle (g, 3). Nous dirons quelle jonit de la pro-
pridté (I;), respectivement (T',) lorsgue |4,| =0, resp. |4, = 0.

Je prouve gue f(o) étant continue dans (e, b), ’ensemble de con-
ditions (N) et (T} est équivalent & la condition (8) et que la condition
(&) entraine la propriété (7,).

On peut remarquer encore que toube fonetion & weriation bornée
Jouit des propriétés (7)) et (T',) (Y), mais ne vérifie pas, en général, Ia
condition (N} eb, 4 plus forte raisom, (S). Inversement, toute fonetion
absolument continue satisfait évidemment A la condition (8), done anssi
& tous les autrves conditions iei considérédes.

Nous commencerons par prouver un théoréme du & M. Mamur-
Lkiewicz.

THEOREME 1 (%), f(a) éant une fonction continue dans wn intervalle
{a,b) et H désignant un ensemble F, situé dans cet intervalle, Densemble
HY de puints z<H, tels que

fle'y = fw)  powr &'eH, 2" < i,

est un enseinble F, (%).
Démonstration. H étant un F,, on peut le meftre sous la forme:

szpﬂ,

Tt=1

{Fn} désignant une suite d’ensembles fermés non déeroissants.
Soif P, (n =1, 2,...) Pensemble de points e, tels que, pour chacun
d’eux, il v a des points &' vérifiant les relations:

1
oL a——,  fle) = flu).

' eP, y :
H

(1) voir mon travail [74], p. 229.

(*) ce théoréme n'a pas 664 publié; il m’a été communiqué obligeamment par
M. Mazurkiewicz.

(*) on appells F, tout ensemble — somme d’une suite infinie d’ensembles fer-
més (Hausdorff); Fy, désigne tout ensemble qui est une différence de denx ensembles
Fo. Remarquons gue, dans le cas ot H est un ensemble fermé, H* est un ensemible
G5 (engemble produit d’une suite infinie d’ensembles onverts)
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flz) étant confinue et F, fermés, on voit de suite que les engembler P,

ainsi déterminés sont aussi fermés; or, d'autre part,

H* =H— 3P, = 3F,— P,
a1 =1 N=1

ce qui revient & notre énoneé,

TuorRkME 2. f{x) dant une fonction eontinue dans un intervalle (@, b)
et I désignont wn ensemble guelconque situé dans cet wntervalle, il eriste
tougours un ensemble g vérifiant les conditions suivantes:

1o Az est meswrable,

20 dg = B,

3" (Aply = E,,

40 @y, Bpedy et 3y F v impliquent f(zy) = fla,).
Démonstration. On peut mettre F sous la forme

B = H+R,

H ¢tant un ensemble F,, et R étant de mesure nulle. D’aprés Ie théoréme
de M. Mazwrkiewicz il existe un ensemble H* = Ay gui vérifie relati-
vement & H touns les conditions de la proposition précédente, done, & plus
forte raison, du théoréme & prouver, On voit, d*autre pars, que B con-
tient un sous-ensemble Ry satisfaisant par rapport & B, aux conditions
10, 20, 30, 40, Supprimons de Rg les points ol la fonction f(ax) admet
des valeurs confenues déja dans H,, et désignons par & I’ensemble de
points restant. L'engemble

Ap = H*LS

vérifie évidemment les conditions de notre théoréme.

Remarque 1. Dans ce gui swit nous aurons besoin du théoréme
suivant qui résulte Immédiatement des théorémes démontrés par
M. Saks('). 81 ¥ est l'ensemble dans lequel une fonetion f(w), définie
dans (a, b) a en tout peint fous les quatre dérivés du méme signe, il existe
presque dans tous les points de K une dérivée finie.

(1) Fundamenta Mathematicae 5 (1923), p. 98-104. Ce sont les thdordmes I
(p. 102} et 3 (p. 104). Pour en dédunive notre théordme, il sutfit de remarquer, gu'en
désignant par B, la partie de I'ensemble, ot les nombres dérivés sont > 0, les dérivés
inférisures gauche et droite seront en tout point de &y distinctes de — oo, dout
résulte que les nombres dérivés opposés sout dans By presque partout égaux et finis,
et parsuite, il existe presque partout dans B, la dérivée. Le méme peut &tre démontré
pour le complémentaire de I, par rappori & I, d’ol résulfe notre théordme.
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THREOREME 3. 81 une fonction continue f(x), définie dans un intervalle
(fermé) (u, b) satisfait & la condition (N) (1), alors

1) fla) jouit de la propriété {Ts),

2y f(x) @ dans un ensemble de mesure positive une dérivde finde.

Démonstration. Faisons correspondre 4 tout ensemble mesurable
FE contenu dans (e, %) un ensemble Ay satisfaisant aux conditions du
théoréme 2. Or, faisons corvespondre & tout nombre ordinal & de la pre-
miére ou de la deuxiéme clagse un ensemble mesurable 3, comme il
suit:

a) M, = 4, (& désigne Vintervalle (a, b)),

b) pour £>1: M; = dg, ot E = — ¥ M,

L=
(st £ était un ensemble vide, M, serait anssi vide).

On démontre sans peine par U'inducfion transfinie qu'une telle cor-
regpondance est possible.

Les ensembles M, étant mesurables, disjoints, en quantité non dsé-
nombrable, il existe nécessairement un nombre ordinal £,, tel que
[Mej = 0. La fonetion f(x) jouissant, d’aprés Phypothése, de la condition
(N}, nous en concluons gue

(1) LM = .

Bi, maintenant, Pensemble 4, (¢’est-A-dire ensemble de valeurs
que notre fonction prend une infinité non dénombrable de fois) est non
vide, nous avons, pour tout £ < 2, (M), = 4,, done aussi (HMey > A,y
ee qui prouve, d’aprés (1), que |4, = 0.

La premiére partie de notre théoréme est ainsi démontré. Pour
prouver la seconde, désignons par B lensemble de valewrs de f(x) nlap-
partenant pas a 4,. Nous aurons done B = §,—d, eb, d’aprés |4,] — 0:

(2) _ |B] = |6, > 0.

Toute valeur z de ensemble B la fonetion f{z) prend dans un ensembile
fermé (!(z) an plus dénombrable, done dans un ensemble possédant des
points isolés. Désignons par D(z) lensemble de tous les points isolds
de Pensemble C(z). Posong D = Y D(2), la somnmation s'étendant & tous

&

leg points z de I'ensemble B. Il est évident qu'ancun des ensembles 1) (z)
n’est vide, done D, = B. Done, de (3) et de I'hypothése gue f{x) satisfait
4 la condition (V) résulte que Pensemble D ne peut dtre de mesure nulle.
Supprimons dans D tous les points dans lesquels f(ir) atteint son maxi-
mum on son minintam propre, Soit F lensemble qui restra. I’ensemble

(*) Quant avx définitions des conditions (¥), ($), (T4), (L) — voir Pinfroduction.
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E différe de .D dans un ensemble au plus dénombrable de points (1): done
E n’est pas de mesure nulle. De la définition de ’ensemble ¥ résulte gue
pour tout point x de E existe un nombre positif ,, tel que les inégalités
O << h << ggy 0 <C & <C g, entrainent

[f (e +R)—F(@)][fz—E)=f(x)] < 0,

ce qui prouve que les nombres dérivés au point » ont méme signe, done,
d’aprés la remarque 1, f{x) a en presque tous les points de B une ddrivée
finie. Or, Pensemble de tous les points o la fonction continue f(x) a une
dérivée éfant mesurable et contenant B, et ’ensemble F n'dtant pas de
mesure nulle, nous concluons que Pensemble de points ot f{z) a une
dérivée finie est de mesure positive, ¢. q. f. d.

Il se pose mainfenant le probléme si dans le théoréme 3 1'assertion
2) peut &fre remplacée par celle-ci: ,f(#} a une dérivée dans une épaissenr
pleine”. C’est M. 3. Ruziewicz qui a montré que le théoréme généralisé
ainsi n’est pas vrai.

THROREME 4. La condition nécessaive ef suffisante pour gu’une fonction
continue f(w), définie dans un infervalle (fermé) (a, b) jouisse de la propriété
(8) est qu'elle jouisse des propriétés (N} et (T4).

Démonstration. Lia nécessité. Soit f(x) une fonction jouissant
de la propriété (8). Bn conservant la notation utilisée dans la démonstra-
tion du théoréme 3, nous aurons, comme on voit sans peine, pour tout
indice & fini:

(3) (Me)y > A,

Les engembles M, {étant mesurables et disjoints, contenus dans
Yintervalle fini (@, #), nous avons

lim | M, = 0,
E—o0

d’ot1, A’aprés Phypothdse que fla) jouit de la propriété (8):
lim (M), = 0,

done, daprés (3), |4,] =0, ce gui prouve que f(z) jouit de la pro-
priété (I,).

Or, il est évident que la propriété (S) enfraine la propriété (), La
néoessité de nofre condition est done démomtrée.

(1) Voir p.e. W. Sierpifiski, dnaliza, t. T, 4° partie, p. 218, th. 218 (Varsovie
1925, en polonais); aussi A. Schoenflies Die Eniw. d. Lekre von den Punktmannig-
faltigheiten (Tahresh. d. deutsch. Math.-Verein. Bd. VIII, 2), p. 158. {La condition
de M. Schoenflies que la fonetion soit continue, n’est pas nécessaire, comme 1’a
monftré M. Bierpinski).
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La suffigance. Suppesons que la fonetion f(x) jonit des propridtds
(N} e (T,) eb admettons gqu’elle ne joudt pas de la propriété (S). Il exigte
done un nombre & > 0 et une guite infinie d’ensembles {3} (i = 1,2, ...)
vérifiant les conditions suivantes:

1) La somme |B,]+ |By|+ |Hy|-+... est finie,
2) Byl e (1=1,2,3,...).
Posons

E - ll_I.II—IEL

{en désignant par lim Pensemble-limite complet de Ia suite U U
1 est clair que, d’aprés 1):

(4) Bl =0
(on bien F est vide). Posons

(5) E* = lim (B, ;
d’aprés 2) nous avons -

{(6) (B = e > 0.

Je dis que By, » F*—4,. En effet, sl z¢(E"—4,), Pensemble C(z)
des paints de (a, b) en lesquels f(x) prend la valeur 2 est fini. Or, de g¢BE*
résulte, d’aprés (5), que z appartient & une infinité des ensembles (),
(f =1,2,3,...); par conséguent une infinité d’ensembles H; (i = 1, 2, ...)
contient des points de C(z); ensemble C'(z) étant fini, il en résulte l'exis-
tience d'un nombre ¢ de C(2) qui appartient a une infinité des ensembles
B (6 =1,2,...), et par suite apparfient & & Donc zeH,, c. q. . d.

Or, de B, > E*--4, résulte que F* < F,+4,. La fonction f(z)
jouissant de 1z propriété (7}, nous avons |4,| = 0; la fonction f(x) satis-
faisant & la condition (), nous trouvons, d’aprés (4), |F,| = 0. La for-
mule B* < EB,+4, donne done [H* = 0, ce qui est incompatible avec (6).

La fonetion fix) jouit done de la propriété (S) et notre théoréme
est démontré.
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Sur certains ensembles de fonetions
conduisant aux équations partielles du second ordre

Soit £ un ensemble de fonetions remplissant les conditions sulvantes:

1o Toute fonction de F est définie et continne dans un cercle K
Nous ne supposons pas que le cercle K soit le méme pour toubes les fone-
tions de E.

20 Toute fonction superposable (1) & une fonetion quelcongue de F
appartient & £.

30 A tout cercle K de rayon plus petit qu'nn nombre R > ¢ &t & toute
fonction ¢ définie et continue sur K, K désignant ia circonférence da K,
il corregpond une fonction ¥ de E déﬁme et continue dane K, qui se réduit
4 @ sur K. Deux fonetions F, et F, continues dans K et identiques sur
K sont identiques dans K et p = 0 implique F = 0.

40 8i Pon pose F = U(p/K), U est une fonctionnelle continue par
rapport & @ et admettant une premiére variation pour ¢ = 0, quelgue
soit le cercle K {2).

Sous eces conditions, on peut démontrer le théoréme suivant:

TudoriMs 1. Soit f = U {é¢/K} la premiére variation de U pour
@ =0. Il ewisle un nombre réel i tel que pour chague dp, f soit wune
fonction continue ainsi gque ses premiéres et secondes derivées & Vintérieur
du cercle K et satisfasse o Déguation suivante:

Af+if =0, f=0p sur K (Af = ﬂ Byf)

Remarque 1. On peut démontrer un théoréme analogue en suppo-
sant que les fonections de lensemble ¥ attribuent aux points des vec-
teurs de n dimensions.

(1) Deunx fonctions F, et F, définies dans les ensembles D; resp. D, sont dites
superposables, 8l existe wne iranslation euclidienne (produit &'un déplacement et
d’une rotation) qui transforme D, & Iy de telle manitre qien des points correspon-

dants ¥, et F, aient des valenrs égales.
{®) Pour la définition de Ia premidre et seconde variation voir les Tegons 4" Ang-

lyse fonctionnells de Paul Lévy, Paris 1922, p. 50 et p. 70.



